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LA-MODUL

ABSTRAK

Left almost modules (LA-modul) merupakan pengembangan konsep
dari modul yang berupa penggabungan konsep LA-grup dan
LA-ring. LA-modul memenuhi aksioma LA-grup untuk operasi
penjumlahan, LA-semigrup untuk operasi pergandaan serta
distributif. Irisan dua LA-submodul dari suatu LA-modul merupakan
LA-submodul. Teorema isomorfisma LA-modul merupakan kasus
khusus dari teorema modul dengan pembuktian yang serupa.

Kata kunci: LA-semigrup, LA-grup, LA-ring, LA-modul,
isomorfisma.
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LA-MODUL

ABSTRACT

Left almost module (LA-module) is an extended concept of the
module as well as the incorporation of the concept of LA-group and
LA-ring. Left almost module is an LA-group under addition
operation, LA-semigrup under multiplication operation and satisfy
distributive. The intersection of two LA-submodule of a
LA-module is a LA-submodule. Isomorphism theorem of
LA-module is a special case of isomorphism theorem of module with
a similar proof.

Keywords: LA-semigroup, LA-group, LA-ring, LA-module,
isomorphism.
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BAB I
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Struktur aljabar didefinisikan sebagai suatu himpunan tak
kosong yang dilengkapi dengan satu atau lebih operasi biner dan
memenuhi aksioma tertentu. Beberapa contoh struktur aljabar adalah
grup, ring, dan modul. Grup merupakan struktur aljabar dengan satu
operasi biner sedangkan ring adalah struktur aljabar dengan dua
operasi biner dan modul merupakan gabungan struktur grup dan ring.

Dalam teori grup dan ring terdapat beberapa konsep yang
dikembangkan, antara lain Left AImost Semigroups (LA-semigrup),
Left Almost Groups (LA-grup), dan Left Almost Ring (LA-ring).
Kazim dan Naseeruddin (1977) memperkenalkan LA-semigrup atau
bisa juga disebut Abel-Grassmann’s Grupoid (AG-grupoid) yang
harus memenuhi hukum invertif kiri. Kemudian, Mushtag dan
Kamran (1996) memperkenalkan LA-grup sebagai bentuk khusus
dari LA-semigrup yang sifat-sifatnya mendekati grup
komutatif. Berdasarkan Yusuf (2006) yang mengembangkan konsep
LA-grup dan LA-semigrup menjadi suatu konsep baru yang dikenal
sebagai Left Almost Ring (LA-ring).

Selanjutnya berdasarkan Tariq Shah, dkk. (2011) yang menulis
sebuah artikel yang berjudul On Left Almost Modules (LA-modul).
Artikel tersebut membahas definisi, sifat-sifat dasar LA-modul,
LA-submodul, LA-modul faktor, homomorfisma LA-modul), dan
direct sum (hasil jumlah langsung). Pada artikel tersebut terdapat hal
yang menarik untuk dibahas yaitu struktur LA-modul yang berbeda
dengan modul. Oleh karena itu, pada Skripsi ini akan mengulas
kembali mengenai LA-modul.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang di atas, rumusan masalah yang
dibahas pada Skripsi ini adalah sebagai berikut.
1. Bagaimana sifat dasar pada LA-modul?
2. Bagaimana teorema pada LA-submodul dan LA-modul faktor?
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Bagaimana teorema serta proposisi pada homomorfisma
LA-modul?

Bagaimana teorema pada hasil jumlah langsung dari
LA-submodul suatu LA-modul?

1.3  Tujuan

Berdasarkan rumusan masalah tersebut, tujuan dari Skripsi ini

adalah sebagai berikut.

1.
2.

3.

Membahas sifat dasar pada LA-modul.

Membahas dan membuktikan teorema pada LA-submodul dan
LA-modul faktor.

Membahas dan membuktikan teorema serta proposisi pada
homomorfisma LA-modul.

Membahas dan membutikan teorema pada hasil jumlah langsung
dari LA-submodul suatu LA-modul.
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BAB Il
DASAR TEORI

Pada dasar teori ini dibahas beberapa definisi dan contoh yang
digunakan sebagai dasar memahami Left Almost Modules (LA-
modul) dan acuan dalam pembahasan.

2.1 Relasi, Pemetaan, dan Operasi Biner

Dalam struktur aljabar, anggota dari himpunan tidak kosong
dapat dikaitkan dengan operasi penjumlahan, operasi pergandaan
atau beberapa operasi biner lainnya. Berikut ini diberikan definisi
dari cartesian product, relasi, relasi ekuivalensi, pemetaan, dan
operasi biner berdasarkan Battacharya, dkk. (1990), Andari (2015),
dan Durbin (1992).

Definisi 2.1.1 (Cartesian Product)

Misalkan A # @ dan B # @. Himpunan semua pasangan terurut
(a,b) dimana a€ A dan b € B disebut cartesian product dari
himpunan A dan B, dinotasikan A X B = {(x, y)|x € A,y € B}.

Definisi 2.1.2 (Relasi)

Misalkan A # @ dan B # @. R disebut sebagai relasi dari A ke B jika
R adalah himpunan bagian dari A X B. Serta R disebut relasi pada
himpunan A jika R adalah himpunan bagian dari A x A.

Definisi 2.1.3 (Relasi Ekuivalensi)
Misalkan R # @ dan R adalah relasi pada himpunan X, R disebut

relasi ekuivalensi jika memenuhi aksioma sebagai berikut.

i. Refleksif, Vx € X berlaku (x, x) € R,

ii. Simetris, Vx,y € X jika (x,y) € R, maka (y,x) € R,

iii. Transitif, Vx,y,z€ X jka (x,y) €R dan (y,z) € R, maka
(x,z) €R.
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Jika R merupakan relasi ekuivalensi maka dapat dibentuk kelas
ekuivalensi dari a € X yang merupakan himpunan semua anggota X
yang berelasi R dengan a, dinotasikan sebagai [a] = {x € X|aRx}

Contoh 2.1.4
Diberikan himpunan bilangan bulat Z, jika R relasi pada Z
didefinisikan
aRb < a = b(mod4)
< a— b =4k,
VYa,b € Zdank € Z,
maka R merupakan suatu relasi ekuivalensi.

Bukti :

Akan ditunjukkan R memenuhi sifat refleksif, simetris dan transitif.

1. Refleksif, Ya € Z maka jelas a = a(mod4), karena 3k € Z,
yaitu k =0,5a—a=4-0=0.

2. Simetris, ambil sebarang a,b € Z dimana k€ Z dengan
a = b (mod 4), artinya a —b = 4k. Kemudian kalikan dengan
(—1) diperoleh b — a = —4k, dengan kata lain b = a(mod 4).

3. Transitif, ambil sebarang a, b,c € Z

a=b(mod4) a—-b=4k,k€Z
b=c(mod4) b—c=4l1€Z
Subtitusikan b = ¢ + 4l dalam persamaan sehingga diperoleh
a—c=a—(c+ 4l = 4k
a—c=4k+ 4l
a—c=4k+1),
maka dapat disimpulkan bahwa a = c(mod 4).
Berdasarkan 1, 2, dan 3 terbukti R adalah relasi ekuivalensi.

Kelas ekuivalensi dari R ditunjukkan sebagai berikut:
[a] = {x € X|aRx}
= {x € Z|a = x(mod 4)}

sehingga
[0] ={...,—4,04,8,...}
[1]={...,—3,1,509,...}
2] ={...,—2,2,6,10, ...}
Bl1=¢{..,—-137,11,...}

XXiV



Kelas ekuivalensi secara umum dikenal sebagai anggota dari
himpunan bilangan bulat modulo 4, Z,= {0,1,2, 3}

Definisi 2.1.5 (Pemetaan)
Misalkan A # @ dan B # @. Suatu relasi f dari A ke B disebut
pemetaan jika Va € A,3!'b € B,3 (a, b) € f. Pemetaan f dari A ke
B, dinotasikan
fitA—>B
a- f(a)=»b
Dengan kata lain, f adalah pemetaan jika a = b, maka f(a) = f(b),
Va,b € A.
Pada pemetaan f dari A ke B, himpunan A disebut daerah asal
(domain) dari f dan himpunan B disebut daerah kawan (kodomain)
dari f. Suatu pemetaan f: A — B disebut:
1. Pemetaan satu-satu (injektif), jika Va, b € A dengan a # b maka
f(a) # f (D).
2. Pemetaan onto (surjektif), jika Vb € B,3a € A,3 b = f(a).
3. Pemetaan bijektif, jika f injektif dan surjektif.

Contoh 2.1.6
Diberikan himpunan bilangan bulat Z. Jika didefinisikan suatu relasi
f sebagai berikut.
fiZ->17
x = f(x),

dengan f(x) = x? + 3x + 4, maka f adalah suatu pemetaan.

Bukti :
Ambil sebarang a, b € Z, jika a = b, maka a? = b?, sehingga
a’+3-a+4=>b%+3-b+4
fl@ = f(b)
Dengan cara yang sama berlaku vx € Z. Jadi terbukti f adalah suatu
pemetaan yang surjektif.

Definisi 2.1.7 (Operasi Biner)
Misalkan S # @. Suatu fungsi * disebut operasi biner pada S, yaitu
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*x:1§XS§S->S
(a,b) »axb€eS
Operasi biner menandakan sifat tertutup, yaitu Va, b € S, berlaku
axbe€S.

2.2 Grupoid dan Semigrup

Grupoid adalah suatu himpunan yang disertai dengan satu
operasi biner. Semigrup merupakan suatu struktur aljabar yang
disertai dengan satu operasi biner dan memenuhi assosiatif. Berikut
ini diberikan definisi grupoid berdasarkan Kandasamy (2002) dan
semigrup berdasarkan Andari (2015).

Definisi 2.2.1 (Grupoid)

Misalkan G # @. G yang disertai dengan operasi biner * disebut
sebagai grupoid dan dinotasikan dengan (G,*) sedemikian sehingga
Va,b € G berlakua *b € G.

Contoh2.2.2
Diberikan himpunan bilangan bulat dengan operasi pergandaan.
Dapat ditunjukkan bahwa (Z,") merupakan grupoid.

Bukti:
Ambil sebarang a, b € Z, berlaku a - b € Z. Karena a- b € Z, maka
terbukti bahwa (Z,") merupakan grupoid.

Definisi 2.2.3 (Semigrup)
Misalkan S # @ yang disertai dengan operasi biner = dan dinotasikan
(S,*) disebut semigrup jika memenuhi aksioma berikut:
1. Tertutup.
VYa,b € S,3'c €S, a*xb =c.
2. Assosiati.
Va,b,ce€S,(a*b) xc=ax* (b *c).

Contoh2.2.4
Diberikan himpunan bilangan asli N terhadap operasi penjumlahan.
Dapat ditunjukkan bahwa (N, +) merupakan semigrup.
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Bukti:

1.

2.

Tertutup.

Va,b € Nberlakua+ b € N

Assosiatif.

Va,b € Nberlaku (a+ b) +c =a + (b + ¢).

Berdasarkan 1 dan 2 terbukti bahwa (N, +) merupakan semigrup.

23

Grup
Grup merupakan suatu struktur aljabar yang dilengkapi dengan

satu operasi biner dan memenuhi beberapa aksioma. Berikut ini
diberikan definisi dan contoh dari grup, grup komutatif, subgrup dan
koset berdasarkan Andari (2015).

Definisi 2.3.1 (Grup)
Misalkan G # @ yang disertai dengan operasi biner *. (G,*) disebut
grup jika memenuhi aksioma berikut:

1.

2.

3.

4.

Tertutup.

VYa,b € G,3'c eG,axb=rc.

Assosiatif.

Va,b,c € G,(axb)*c=ax*(bxc).
Mempunyai elemen identitas.
Jee(G,VaeEG,exa=ax*xe=a.

Setiap elemen mempunyai invers.
Va€G,3al€G,ax(aV)=alxa=e

Contoh2.3.2
Akan ditunjukkan bahwa (Z,+) merupakan grup.

Bukti:
Pada himpunan bulat berlaku sifat:

1.

2.

3.

Tertutup.

Va,b € Z berlakua + b € Z.

Assosiatif.

Va,b,c € Z berlaku (a + b) + c =a+ (b +c¢).

Memiliki elemen identitas.

Elemen identitas dari (Z, +) adalah 0, karena 0 +a = a + 0 = a.
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4. Setiap elemen memiliki invers.

Invers dari a adalah —a, karena a + (—a) = (—a) + a = 0.
Berdasarkan 1, 2, 3, dan 4, terbukti bahwa (Z,+) merupakan suatu
grup.

Contoh 2.3.3
Misalkan M,(R) = {[Ccl Z] :a,b,c,d € ]R} disertai dengan operasi

biner + merupakan grup. Akan ditunjukkan (M, (R),+) merupakan
grup.

Bukti:

: . _[a bl ,_|e f] i
Ambil A,B,C € K, yaitu A—[C d],B—L h,C_[k l]’
sehingga diperoleh

i. Tertutup.
_[a b e f]_[a+e b+f
A+B_[c d]+[g hl “lc+g d+h € M2 (R)
ii. Assosiatif.

armre=(2 g+ 5 A1
X b o
__ZI; diji;]+[ilc )l
_fa+(e+1) b+(f+j)]
T let(@+k) d+(h+D)
_[a b] [€+i f+]]

lc d gtk h+l
_[a b e f] i j)
=lc d+([9 AR
=A+(B+C)
iii. Mempunyai elemen identitas, yaitu E = 8 8]
[0 0 a b
KarenaE+A—[0 0]+[C d]

_[04+a 0+5b

_rat6 b0

_Ja+ + 0] _ _ .

_[c+0 d+0]—A+E—E,sehlngga
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E+A=A+E=E.
iv. Setiap elemen memiliki invers.
b

Jika A = [Z 2] maka —A4 = [:Z :d] sehingga
A+ (-A)=-A+A=E.

Definisi 2.3.4 (Grup Komutatif)
Suatu grup (G,x) disebut grup komutatif (grup Abelian), jika
Va,b € G berlaku hukum komutatif, yaitu a* b = b * a.

Contoh 2.3.5
Akan ditunjukkan bahwa (Z,+) grup komutatif.

Bukti :
Misalkan ambil a,b € Z, maka berlaku a + b = b + a. Jadi, terbukti
bahwa (Z,+) merupakan suatu grup komutatif.

Definisi 2.3.6 (Subgrup)

Misalkan G adalah suatu grup dan H # @,H < G. H disebut subgrup
dari G, jika H merupakan sebuah grup terhadap operasi biner yang
sama dengan G.

Contoh 2.3.7
(Z,+) merupakan grup. Akan ditunjukkan bahwa (2Z, +) dengan
27 ={0,12, +4, 16, ...} merupakan subgrup dari (Z, +).

Bukti:
Pada himpunan bilangan bulat berlaku sifat:
1. Tertutup.
V2a,2b € 2Z, maka 2a + 2b € 2Z.
2. Assosiatif.
V2a,2b,2c € 27, maka berlaku
(2a + 2b) + 2¢ = 2a + (2b + 2¢).
3. Mempunyai elemen identitas, yaitu 0.
Karena 0 + 2a =2a + 0 = 2a
4. Setiap elemen mempunyai invers.
V2a € 2Z,3 —2a € 2Z,3 2a + (—2a) = 2a — 2a = 0.
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Berdasarkan 1, 2, 3, dan 4, terbukti bahwa (2Z, +) merupakan suatu
subgrup dari (Z, +).

Teorema 2.3.8
Misalkan (G,*) adalah suatu grup dan H € G, H # @. H merupakan
subgrup dari G jika dan hanya jika Ya,b € G berlaku:

1. Va,b€eH,axb € H.
2. Ya€H 3aleH.

Bukti:

=)

Diketahui H adalah subgrup G. Akan dibuktikan ketentuan 1 dan 2.
Karena H subgrup, berarti H merupakan grup, sehingga berlaku sifat
tertutup, assosiatif, mempunyai elemen satuan dan setiap elemen
mempunyai invers. Jadi ketentuan 1 dan 2 dipenuhi.

(<)

Diketahui berlaku ketentuan 1 dan 2. Akan dibuktikan H subgrup.
Sifat tertutup telah dipenuhi oleh ketentuan 1. Sifat assosiatif dengan
sendirinya dipenuhi karena semua elemen H juga elemen G.
Mempunyai elemen identitas. Ambil a € H, dari ketentuan 2,
a~le H. Sekarang ambil a,a” '€ H. Karena a,a '€ H dan
berlaku sifat tertutup, maka a *xa=! = e € H, sehingga diperoleh e €
H. Setiap elemen mempunyai invers dipenuhi oleh ketentuan 2.

Contoh 2.3.9
Misalkan M, (R) = {[Ccl Z] a,b,c,de R}.
Diberikan
K= {[g 8]:a,b € R},K € M,(R)
L= {[Z 8]:a,b €R},L < M,(R)
M= {[g 2] ca,b € R},L c M,(R)
L

Akan ditunjukkan K, L, M merupakan subgrup dari M, (R).

Bukti:
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i. Ambil A,B €K, vyaitu A:[g g]B:[S g] sehingga

diperoleh
a+c b+d

0 0
Selanjutnya ambil A€ K dan R € M,(R), yaitu A = [

terdapat

A+B=[ ]EK
a b

0 or

_[—a -b
_A_[o O]EK
sehingga A+ (—A) = —-A+ A = E. Dari uraian di atas, maka

dapat disimpulkan bahwa K merupakan subgrup dari M, (R).

ii. Ambil A,BeL, vyaitu A= [Z 8]B = [C 8] sehingga
diperoleh
_[a+c O
A+B‘b+d dEL

a 0

Selanjutnya ambil A€ L dan R € M,(R), yaitu A = [b ol

terdapat
_[—a O
—Aa=t el
sehingga A+ (—A) =—-A+ A = E. Dari uraian di atas, maka
dapat disimpulkan bahwa L merupakan subgrup dari M, (R).
. . _Ja O _Jc O .
iii. Ambil A,B € M, vyaitu A—[O b]’B_[O b]’ sehingga

diperoleh
a+c 0
0 b+d

Selanjutnya ambil A€ M dan R € M,(R), yaitu A = [
terdapat

A+B=| |em.

a 0
0 bl

A= lem

sehingga A+ (—A) =—-A+ A = E. Dari uraian di atas, maka
dapat disimpulkan bahwa M merupakan subgrup dari M, (R).

Teorema 2.3.10
Misalkan (G,*) adalah suatu grup dan H € G, H # @. H merupakan
merupakan subgrup dari G jika dan hanya jika
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Ya, b€ H axb 1eH.

Bukti:

(=)

Diketahui H adalah subgrup G. Akan dibuktikan berlaku
Va,b € Hja*b~1€ H. Jika H subgrup, maka Teorema 2.3.7
berlaku. Karena menurut Teorema 2.3.1 ketentuan 2, setiap elemen
dari H mempunyai invers, sehingga jika b € H, maka b~' € H.
Selanjutnya menurut Teorema 2.3.7 ketentuan 1, berlaku a,b~! €
H,a* b~' € H. Jadi, terbukti Va,b € H,a xb~1 € H.

(<)

Diketahui berlaku Va,b € H,a*b~'€ H. Akan dibuktikan H

subgrup. Menurut ketentuan, berarti jika diambil a,a™! € H, maka

axa~'=e€H. Ambil e,a € H, maka menurut ketentuan, berlaku

exa~1=a"1 € H. Demikian juga jika diambil
ebeH,exb1=p71eH,

sehingga b € H,b~' € H ...i). Selanjutnya jika a,b~! € H, maka

ax(b™1)"1=axb € H...ii). Dari i) dan ii), menurut Teorema

2.3.7, maka H merupakan subgrup.

Contoh 2.3.11

Misalkan M, (R) = {[a Z] ab,c,de€ ]R}.
Diberikan

abe R},K c M,(R)

b1.

o)

8]:a,b € R},L € My(R)

2] :a,b € R}, L € My(R)
Akan ditunjukkan K,L, M merupakan subgrup dari M, (R).

Bukti:
i. Ambil A,B €K, yaitu A:[g g]B:[(C) ‘é] sehingga

diperoleh

a—c b-—d
0 0
XXXii
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Dari uraian di atas dapat disimpulkan bahwa K merupakan
subgrup dari M, (R).

ii. Ambil A,B€L, yaiu A=
diperoleh

a O _Jc O -

b 0],8_[ O]’ sehingga
_Ja—c O

Dari uraian di atas dapat disimpulkan bahwa L merupakan

subgrup dari M, (R).

ii. Ambil - 4,B€ M, yaitu A =2 2],3:[8 2] sehingga

diperoleh
0

_Ja—c
A=B="gC 2 em
Dari uraian di atas dapat disimpulkan bahwa M merupakan
subgrup dari M, (R).

Definisi 2.3.12 (Koset)
Misalkan (G,*) adalah grup. a € G dan H adalah suatu subgrup dari
G,Va€eQaG,
1. axH = {ax*h|h € H}, disebut koset kiri relatif terhadap H.
2. Hx+a={h=+alhe H}, disebut koset kanan relatif terhadap
H.

Contoh 2.3.13

Diketahui (Z,+) grup dan 2Z ={0,+2, +4,16,...} merupakan
subgrup dari Z. Akan ditentukan banyaknya koset di Z relatif
terhadap 2Z.

Bukti:

0+ 2Z =27

14+ 2Z={0,+1,4+2,43, ...}

2+2Z={0+2, +4,+6,..} = 2Z

3+2Z=1+2Z

dan seterusnya, sehingga banyaknya koset ada 2 yaitu 2Z dan 1 +
27.

24 Ring
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Ring merupakan suatu struktur aljabar yang dilengkapi dengan
dua operasi biner serta memenuhi beberapa aksioma tertentu. Berikut
ini diberikan definisi dan contoh ring berdasarkan Whitelaw (1995),
Battacharya dkk. (1990), Fraleigh (1944), dan Andari (2014).

Definisi 2.4.1 (Ring)

Misalkan R # @ yang dilengkapi dengan dua operasi biner, misalkan

terhadap penjumlahan (4+) dan pergandaan (). R disebut ring jika

memenuhi aksioma berikut:

1. (R, +) merupakan grup komutatif.

2. (R, -) merupakan semigrup.

3. Berlaku hukum distributif, Va, b,c € R, berlaku
a-(b+c)=a-b+a-cdan(a+b)-c=a-c+b-c.

Jika dalam pergandaan, Va,b € R berlaku a-b = b-a, maka R

disebut ring komutatif.

Contoh2.4.2
Diberikan himpunan bilangan bulat Z yang dilengkapi dengan
operasi biner (+) dan(-). Akan ditunjukkan bahwa (Z,+,")
merupakan ring.

Bukti:
Akan ditunjukkan (Z, +,-) adalah ring dengan memenuhi aksioma
berikut.
1. (Z,+) adalah grup komutatif.
Berdasarkan Contoh 2.3.4, telah dibuktikan bahwa (Z,+)
merupakan suatu grup komutatif.
2. (Z, -) adalah semigrup.
i. Tertutup.
Va,b € Z berlakua- b € Z.
il. Assosiatif.
Va,b,c € Z berlaku (a*b) -c=a-(b-c).
3. Memenuhi hukum distributif.
Va,b, c € Z berlaku
a-(b+c)=(@-b)+(a-c)dan(a+b)-c=(a-c)+(b-c).
Berdasarkan 1, 2, dan 3 terbukti bahwa (Z, +,-) merupakan ring.
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4. Va,b € Z berlaku a -b = b - a, sehingga (Z, +,") merupakan ring
komutatif.

Contoh 2.4.3

Diberikan himpunan matriks 2 x 2 dengan entri bilangan real, yaitu

M, (R) = {[* Z] .a,b,c,d € R}

Akan ditunjukkan bahwa (M, (R),+,") merupakan ring.

Bukti:
Ambil sebarang A, B,C € M,(R), yaitu

A= [Ccl Z]B = E] ﬂ dan C = [’r) Z] berlaku

1. (M, (R),+) merupakan grup komutatif
Berdasarkan Contoh 2.3.3, (M, (R),+) merupakan grup komutatif.
2. (M,(R),") merupakan semigrup.
i. Tertutup
a bl le f ae +bg af +bh
A-B= [c d]-[g h] - [ce+dg cf+dh] € Mx(R)
ii. Assosiatif.
(A-B)-C
=(L¢ o )b
c dllg h r s
__[ae + bg af+bh]_ P q
“lce+dg cf+dh [r s]
_ [(ae + bg)p + (af + bR)r (ae+bg)q+ (af + bh)s]
" lce+dg)p+ (cf +dh)r (ce +dg)q+ (cf +dh)s
__[aep + bgp + afr + bhr aeq +bgq + afs + bhs]
"~ lcep +dgp+cfr +dhr ceq +dgq+cfs+ dhs
_[a b]_ [ep+fr eq+fs]
“le d [gp+hr gq + hs

_[a b_([e f_[p qD
lc d g hl lr s
=A-(B-0)
sehingga (A-B)-C=A"-(B- ().
3. Berlaku hukum distributif.
a. Distributif kanan.
A-(B+C)
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b1 (le f

d]'([g h]+[27)* ZD

bHe+p f+q

dl lg+r h+s

[a(e +p) +b(g+71) a(f+q) +b(h+5s)
c(e+p)+d(g+r) c(f+q)+dh+s)
[ae + ap + bg + br af+aq+bh+bs]
lce+cp+dg+dr cf +cq+dh+ds
[ae + (ap + bg) + br af+(aq+bh)+bs]
[ce +(cp+dg) +dr cf +(cq+ dh)+ds
[ae + (bg + ap) + br af+(bh+aq)+bs]
[ce +(dg+cp)+dr cf +(dh+cq) +ds
[ae + bg +ap +br af +bh+aq + bs
lce +dg +cp +dr cf+dh+cq+ds]
[ae + bg af+bh] [ap+br aq+bs]
[ce+dg cf +dh cp+dr cq+ds

N R a4 g

AR P R A B

=A-B+A-C
b. Distributif Kiri.

A+B)-C

a by [e fl\.[p ¢

([ al+[5 3B ]

[at+e D+f] p q

c+g d+h'[ ]

[(a+e)p+ (b+ r (a+e)q+(b+f)s]
[(c+gp+d+h)r (c+g)q+(d+h)s
[ae + ep +br+ fr aq+eq+bs+fs]
lcp+gp +dr+hr cq+gq+ ds+ hs]
[ae + (ep + br) + fr aq+(eq+bs)+fs]
[cp+ (gp +dr)+hr cq+ (gq +ds) +hs
[ae + br+ep + fr aq+bs+eq+fs]
lcp+dr+gp +hr cq+ds+ gq + hs]
[ae + br aq+bs] ep + fr eq+fs]
[cp +dr cq+ds+ p+hr gq + hs

R RS A N L
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=A-C+B-C

Berdasarkan 1, 2, dan 3 terbukti bahwa (M(R),+,-) merupakan
ring.

4. YA,B € M,(R) tidak berlaku A-B = B - A.

Karena
A-B=a b [; f]

ae+bg af + bh
lce+dg cf+dh

_le fl.a b
B-4= g h] [c d]
[ea + fc eb+ fd
lga+hc gb+hd

sehingga A- B # B - A. Jadi, (M,(R), +,") bukan merupakan ring
komutatif.

Definisi 2.4.4 (Ring dengan Elemen Identitas)

Misalkan R # @ yang dilengkapi dua operasi biner. (R,+,)

merupakan suatu ring.

o Jika dJ1;, €R,5Va€R,1-a =a, maka 1 disebut elemen
identitas Kiri.

e Jika 31z €ER,2Va€ R,a -1z =a, maka 1 disebut elemen
identitas kanan.

o Jika dJ1;, €R,D2Va€ER,1z-a=a-1; =a, maka 1y disebut
elemen identitas.

Contoh 2.4.5
Berdasarkan Contoh 2.4.2, akan ditunjukkan bahwa (Z,+,)
merupakan ring dengan elemen identias.

Bukti:

Elemen identitas dari (Z, +,) adalah 1.

Karena 1-a =a-1=a,Va € Z, sehingga (Z,+,") merupakan ring
dengan elemen identitas.

Contoh 2.4.6
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Berdasarkan Contoh 2.4.3, akan ditunjukkan bahwa (M,(R),+,")
merupakan ring dengan elemen identitas.

Bukti:
Elemen identitas dari (M, (R),+,") adalah E = [(1) 0 .

1 0]_[(1 b]z[l-a+0-c 1-b+0-d]
0 1 0Ora+1l-c 0-b+1-d

c d A
=[‘§ d]
dan
a b [1 0]=[a-1+b-0 a-0+b-1 _[a b

ae=[2Allo =011 totaal=le a
sehingga (M, (R),+,") merupakan ring dengan elemen identitas.

Karena E-A= [

25 Modul

Modul merupakan suatu struktur aljabar yang menggabungkan
struktur grup dan ring. Berikut ini diberikan definisi dan contoh yang
berkaitan dengan modul berdasarkan Battacharya, dkk. (1990) dan
Andari (2015).

Definisi 2.5.1 (Modul Kiri)
Misalkan (M, +) adalah suatu grup komutatif dan (R,+,") adalah
ring. Serta diberikan pula operasi biner,
s RXM->M
(r,m) »*(r,m) =r*m.

Himpunan M disebut modul kiri atas R, atau ditulis M: R —modul
kiri, jika memenuhi ketiga aksioma berikut:

1. r+«(my+my)=r+my+r*m,,

2. MAn)xm=n*m+nrn*xm,

3 (nrn)*xm=mn-(rxm),
Vr,n,n ER,Vmm;,m, M.

Contoh 2.5.2

Diberikan himpunan vektor di R? yang direpresentasikan sebagai
matriks vertikal dan ring berupa himpunan matriks 2 x 2 dengan
entri bilangan real.
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M, (R) = {[* Z] .a,b,c,d € R}

Diberikan pula operasi biner

- My(R) X R? - R?

(5D~ SD-E B =L

Akan ditunjukkan bahwa R?: M, (R) — modul Kiri.

Bukti:
i. Akan ditunjukkan (R?,+) merupakan grup komutatif.

a. Tertutup
Ambil sebarang P, Q € R?, yaitu P = B]Q = [ﬂ berlaku

ik itk
P+Q_[j]+[l]_[j+l |
Karena i,j,k,l € R,2i+k,j+1€R. Jadi, [l]—:—ﬂ € R2.
Dengan cara yang sama berlaku VP, Q € R2.
b. Assosiatif

Ambil sebarang P,Q,R € R?, yaitu
_ i _ [k _[m
P= [J.],Q = [l],R = [n] berlaku

[ k m
e+ +r=([]+[}])+ 7]
i+k m]
[j +1 +[n.
[(i + k) +m]
 G+D+nl
[i + (k +m)]
[ j+({+n)]
_ _i]+[k+m‘

j [+n

i k1, m
=L+ (-0
=P+ (Q +R)
sehingga (P+ Q)+ R=P+(Q +R). Dengan cara yang
sama berlaku VP, Q,R € R?.
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c. Elemen identitas adalah E = [8]

Karena E + P = [0] H [8 i]l] [}l]

i+0 l
| P+E—[j]+[ []+0] ]],
sehingga E+P =P +E =P.

d. Setiap elemen mempunyai invers.

Ambil sebarang P € R?, yaitu P = [Jl] Invers dari P = H

[ oy i —i] _r0
adalah —-P = [—j]’ karena P + (—P) = []] + [—j] = [0]
e. Komutatif. '
Ambil sebarang P, Q € R?, yaitu P = []L]Q = [ﬂ berlaku

P+Q= ]l] +[3
(i + k)]
[+ D)
[(k + )]
L+ )]
_ k1. |F
=i+ [j.
=Q+P
sehingga P+ Q = Q + P. Dengan cara yang sama berlaku
VP, Q € R2.
ii. Akan ditunjukkan bahwa ketiga aksioma dipenuhi, dengan
menggunakan sifat pergandaan matriks dengan vektor:

1. Ambil sebarang P,Q € R?, yaitu P = [JL]Q = m Ambil

sebarang A € M,(R), yaitu A = [Ccl Z] berlaku

A-(P+0Q) = [‘C‘b 3].-J(r[i]+[’l‘])
=[Ccl d]'[;'+l
:[a(i+k)+b(j+l)

ci+k)+d(G+1D)
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2. Ambil sebarang P € R?,

A,B € My(R), yaitu A = [?

[ ci+ (dj +¢j) +dl
[ai + bj + ak + bl
[ci+dj +ck+dl

[ci+ dj
a b H a b

A P+A Q
yaitu P =

[ai + (ak + bj) + bl
[ ci + (ck + dj) +dl
[ai + (bj + ak) + bl

[ai + bj [ak + bl
ck + dll

dl

]

Jl] Ambil sebarang

e

A
nl berlaku

a+-p=([¢ J+[5 4[]

[a+e b +f] [z]
c+g d+h

[(a+e)i+ (b +f)]
[(c+9)i+(d+ h)j
[ai + (ei + bj) + f]]

[ai + bj + el + fj
lci+dj+gi+Hh

a+b] i+ hjl

L f]

ci + (gi + dj) + hj]

[ai + b]] [gl + fJ

|

)

3. Ambil sebarang P € R?, yaitu P = H Ambil sebarang

A,B € My(R), yaitu A = [

woe- (@ 5 1D

_[ae+bg af + bh
cf +dh

=[5 !

"~ lce+dg

xli

f]

, berlaku
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[(ae + bg)i + (af + bh)j
| (ce + dg)i+ (cf +dh)j
_[aei + (bgi + af)) + bhj]
[ cei + (dgi + cf)) +dhj
[aei + af] + bgi + bhj
[cei + cfj+dgi+dhj

_[a b]'[;i+fj]
“le d i +hj

-2 al-(lg )

=A (B P)
Jadi, dapat disimpulkan dari uraian dia atas bahwa R?:M,(R) —
modul Kiri.

Definisi 2.5.3 (Modul Kanan)
Misalkan (M, +) adalah suatu grup komutatif dan (R,+,") adalah
ring. Serta diberikan pula operasi biner,

**M XR->M
(m,r) »*(m,r) = m=*r.

Himpunan M disebut modul kanan atas R, atau biasa ditulis M: R —
modul kanan, jika memenuhi ketiga aksioma pergandaan berikut:

1. (my+my)*xr=my*r+myx*r,

2. mx(np+n)=mx*n +mxn,

3. mx(n 1) =(m*n) n,
Vr,rn,n, €ERVYm,m;,m; €M.

Contoh 2.5.4
Diberikan himpunan vektor di R? yang direpresentasikan sebagai
matriks horizontal. dan himpunan matriks 2 X2 dengan entri
bilangan real.

My(R) = {[° Z] a,b,c,d € R},

Diberikan pula operasi biner
M, (R) x RZ - R?

(e )@ ot =t 2 gl
= [ia+jc ib+ jd].
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Akan ditunjukkan bahwa R?: M, (R) — modul Kiri.

Bukti:

Akan ditunjukkan (R?,+) merupakan grup komutatif.
a. Tertutup.

Ambil sebarang P,Q € R?, yaitu P=1[i jl,Q=1[k 1],
berlaku
P+Q=[ jl+[k 1
=[li+k j+1]
Karena i,j,k,le R,i+j k+ [ ER,
Sehingga [i +k j+1] € R?2. Dengan cara yang sama
berlaku VP, Q € R2.

. Assosiatif.

Ambil sebarangP,Q,R € R?, vaitu x=1[i jly=1[k 1],
danz =[m n], berlaku.
P+Q+R=( jl+[k ID+[m n]

=[i+k j+1+[m n]
=[i+(k+m) j+(+n)]

[ J+k+m [+n]

[ jl+kx I+[m n])
=P+ (Q+R)

sehingga (P+ Q)+ R=P+(Q +R). Dengan cara yang

sama berlaku VP, Q,R € R?.

. Elemen identitas adalah E = [0 0].

KarenaE+P=1[0 0]+[i jl=[0+i O0+j]=[i J]

. Setiap elemen mempunyai invers.

Ambil sebarangP € R?, vyaitu P =1[i j]. Invers dari
P=1[i j]adalah—P =][—i —j], karena
P+(-P)=[i jl+[-t —jl=[0 o]

. Komutatif.

Ambil sebarang P,Q € R?, yaitu P=1[i jl,Q=1[k I,
berlaku
P+Q=[ jl+[k 1
=[i+k) G+D]

=[k+i l+j]
=[k O+[ J]
=Q+P
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sehingga P+ Q = Q + P. Dengan cara yang sama berlaku
VP, Q € RZ.
ii. Akan ditunjukkan bahwa ketiga aksioma dipenuhi dengan
menggunakan sifat pergandaan matriks dengan vektor:
1. Ambil sebarang P,Q € R?, vaitu P=1[i jl,Q=1[k 1.

Ambil sebarang A € M, (R), yaitu A = [‘z Z] berlaku
(P+Q)'/})
_ . . . a
=i S+ D [Cb o
Y . [a
=[i+k j+I] [c d]
=[i+k)-a+(G+D-c ({+k)-b+(G+1D)-d]
= [ia+ (ka +jc) +1c ib+ (kb +jd) + ld]
= [ia+jc+ka+lc ib+jd+kb+1d]
= [ia + jc ibb+jd] + [ka + lcb kb + 1d]
T . a . a
=1 J [c d]+[k d [c d]
=P-A+Q-A
2. Ambil sebarang P € R?, yaitu P =[i j]. Ambil sebarang
A,B € M,(R), yaitu

A=[? Z],B=[; ﬂ,berlaku
PE(A;B)

. a+e +
=1 ]].[C+g d+h
=[i-(a+e)+j-(c+g) i-(b+f)+j-(d+h)]
= [ia+ (ie+ jc)+jg ib+ (if +jd) + jh]
=[ia +jc+ie+jg ib+jd +if +jh]
= [ia+jc ib+jd]+[ie+jg if +]jh]
- e
=P-A+P-B

3. Ambil sebarang P € R?, yaitu P =[i j]. Ambil sebarang

A,B € M, (R), yaitu

_fa b _le
A—[C d]’B_[g /}],berlaku
P-(A-B)
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_1 a.([a by.le f])
=1l <[c d] [g h
.y .]_[ae+bg af + bh
=t I e+ dg cf +dh
= [i(ae + bg) + j(ce +dg) i(af + bh) +j(cf +dh)]
= [iae + (ibg + jce) + jdg iaf + (ibh+ jcf) + jdh]
= [iae + jce +ibg +jdg iaf + jcf + ibh + jdh]
= [ia+ jc ib+jd]-[; h
(i .la b ) e f]
s G B A
=(P-A)'B
Jadi, dapat disimpulkan dari uraian dia atas bahwa R?: M, — modul
kanan.

Definisi 2.5.5 (Bimodul)

Misalkan (M, +) adalah suatu grup komutatif dan (R,+,") adalah
suatu ring. Jika M adalah modul kiri sekaligus modul kanan atas R,
maka M disebut bimodul.

Untuk mempermudah penulisan, pembahasan mengenai modul di
skripsi ini mengacu kepada bimodul dan ditulis sebagai modul.

Contoh 2.5.6
Misalkan Zg adalah modul kiri sekaligus modul kanan atas ring Z.
Dapat ditunjukkan bahwa Zs: Z —bimodul.

Bukti:
i.  Akan ditunjukkan (Zs,+) merupakan grup komutatif.

Tabel 2.1 Operasi penjumlahan pada Zs.

Bl W Nl =1 ol +
il wl o =ifol]l o
ol | W DI =1 =
=] EN SIS S
NI = ol 1| wor] wo
W N = ol I
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Tabel 2.2 Operasi pergandaan pada Zs.

= N[ W 1) DI

B Wl NI =) I

(]| feu] fen]]| fen]| Fen)| [an]
B W NI = I =
WI| [ N1 DI N
[NS]| e | [OS]] Nanl] JON]

Ambil sebarang x,y,Z € Zs, yaitu x =a+ 6k, y = b+ 6k,
dan z = ¢ + 6k berlaku:

a.

Tertutup.

Pada Tabel 2.1 terlihat bahwa Vx,y € Zs berlaku x + y € Zs.

X+ y=(a+5ky)+ (b+5k,)

=(a+b)+5Ck,+ky) kik,€EZ

Assosiatif.

(& +7) 42z = ((a+ 5ky) + (b + 5k;)) + (c + 5k3)
=(a+b+c)+5ky+ky+ks), kiky ks €L
=xX+y+z

%+ (F +2) = (a+5ky) + ((b+5ky) + (c + 5k3))
= (Cl+ b+C) +5(k1 +k2+ k3) ) kl,kzik3 EZL
=xXx+y+z

sehingga (x+y)+zZ=x+ (¥ + 2).

Elemen identitas adalah e = 0.

Misalkan € = 0+ 5k,, maka x + e =é+ x=x

x+¢é=(a+5ky)+ (0+5ky,)
=(a+0)+5(k; +ky) kiks€EL
=x+e
=x

. Setiap elemen mempunyai invers. Pada Tabel 2.1 dapat dilihat

bahwa: ~ ~ o
Invers dari 0 adalah 0, karena 0 + 0

Invers dari 1 adalah 4, karena 1 + 4

Invers dari 2 adalah 3, karena 2 + 3

2

1

Invers dari 3 adalah 2, karena 3 +
Invers dari 4 adalah 1, karena 4 +

i
ololol ol ol

xlvi



e. Komutatif.
x+y=_(a+6ky)+ (b+6k,)
=a+6k1+b+6k2,k1,kZEZ
=b +6k,+a+ 6k,
=y+x
ii. Akan ditunjukkan bahwa ketiga aksioma dipenuhi untuk Definisi
2.5.1.
Lr-(m+my)=r-m +r-my
Ambil sebarang x,y € Zs dan r € Z, yaitu
X =a+ 5k, ¥y = b+ 5k, berlaku
r-(x+y) =r-((a+5k)+ (b+5ky))
=r-(a+5ky)+7r-(b+5k,)
= (ra +r5kq) + (rb +r5k,)
=7r(a + 5k,) + (b + 5k,)
=r-x+r-y
2. n4+n) m=nrn -m+nrn-m.
Ambil sebarang r,, €EZ dan x € Zs, yaitu X = a+ 5kq,
berlaku
(n+n)-x=@+n) (a+5k)
= +n) a+(n+nr) 5k
=na+nrna+nrn5k; +nr5k
= (na +n5k.) + (na +nr5k)
=n (a + Skl) + %) (a + Skl)
=n- X+ rn: X
3 (n ) m=n-(, -m.
Ambil sebarang n,7, €EZ dan x € Zs, yaitu X = a+ 5k,
berlaku
(1) x=(n-mr)-(a+5ky)
= 1) a+(-nr) 5k
=nna+nrnnrdk;
=n(rna+nr5k)
=1 (r,(a + 5kq))
=1 (1r2"%)
Jadi, Zs: Z — modul Kiri.
iii. Akan ditunjukkan bahwa ketiga aksioma dipenuhi untuk Definisi
2.5.3.
1. (my+my)r=my-r+my-r.
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Ambil sebarang x,y € Zs dan r € Z, yaitu
X =a+5kqy,y = b+ 5k, berlaku
(x+7)-r=((a+5k)+ (b +5ky) 7
= (ar + 5kq7) + (br + 5k,1)
=(a+5ky) v+ (b+5k,) T
=x'r+y-r
.m-(n+nrn)=m-n+m-n.
Ambil sebarang r,, €EZ dan i € Zs, yaitu X = a+ 5kq,
berlaku
X (7"1 +T'2) = (a+ 5k1) ' (T'l +7‘2)
=an + (arz + 5k1T1) + 5k17”2
=an, + 5kyn, + ar, + 5k1,
= (ary + 5kyn) + (ary, + 5k113y)
= (a + 5k1) 'n + (a + Skl) )
=X- n +x- %)
.m-(npn)=m-n) n.
Ambil sebarang 7,7, EZ dan X € Zs, yaitu X = a+ 5k,
berlaku
X' (") =(a+5k) (- 12)
a-(ry 1) +5ky - (7 °13)
anr, + 5kinr
(ary + S5k,
= ((a + 5k )n)n,
=(n)n

Jadi, Zs: Z — modul kanan.
Dapat disimpulkan dari uraian di atas bahwa Zs:Z — bimodul.

Jika ring pada modul merupakan ring dengan elemen satuan, maka
dapat dimunculkan suatu definisi baru.

Contoh 2.5.7

Diberikan himpunan bilangan kompleks C. Didefinisikan pemetaan
“RXC-C
(r,a+ib) » (r,a+ib) =r-(a+ib) =ra+ rib.
“CxXR->C

(a+ib,r) » (a+ib,r) = (a+ib) -r =ar+ ibr.

Akan ditunjukkan bahwa C: R — bimodul.
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Bukti:

i. Akan ditunjukkan (C, +) merupakan grup komutatif.
Ambil sebarang x,y,z € C, yaitu x =a+ib, y=c +id dan
z = e +if berlaku:

a. Tertutup.
x+y=(a+ib)+ (c+id)
=(a+c)+i(b+d)
=x+y€eC
b. Assosiatif.

x+y) +z=((a+ib) + (c +id) + (e +if)
=((a+0)+ib+d)+ (e+if)
=(a+c+e)+ilb+d+f)
x+@+2) =(@+ib) + ((c+id) + (e +if))
=(a+ib) +((c+e)+ild+/))
=(a+c+e)+ilb+d+f)
sehingga (x +y) +z =x+ (y + 2).
c. Elemen identitas adalah e = 0 + i0.
Misalkan e = 0 + i0, sehingga x +e = e + x = x.
x+e=(a+ib)+ (0+i0)
=(@+0)+i(b+0)
=0+a)+i(0+b) =(a+ib)
d. Setiap elemen mempunyai invers.
Invers dari x = a + ib adalah -x = —(a + ib), karena
x+(—x)=(a+ib) + (—(a+ ib))
= (a+ib) — (a +ib)
=(a—a)+i(b—>b)
=0+i0
e. Komutatif.
x+y=(a+ib)+ (c+id)
=(a+c)+i(b+d)
=(c+a) +i(d+b)
=(c+id)+ (a+ib)
=y+x
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ii. Akan ditunjukkan bahwa ketiga aksioma dipenuhi untuk Definisi
2.5.1.
1. r-(my+my)=r-my+7r-m,.
Ambil sebarang x,y € C danr € R, yaitu
x=a+ib,y =c+iddanr =p +iq berlaku
r-(x+y =r- ((a+ib)+(c+id))
=r: ((a+c)+ i(b+d))
=r-(a+c)+r-i(b+d)
=ra+rc+rib+ rid
=ra+rib+rc+rid
=r-(a+ib)+r-(c+id)
=r-x+r-y
2 n+nrn) m=n-m+nr-m.
Ambil sebarang 7,7, € R dan x€C, yaitu x=a+ib
berlaku
(n+n)-x=Mm+n)- - (a+ib)
=na+nib+na+nrib
=n-(a+ib)+r - (a+ib)
=n-'x + nXx
3 (n ) m=n- (- -m.
Ambil sebarang 7,7, € R dan x€C, yaitu x=a+ib
berlaku
(n'm)-x=0 1) (a+ib)
=nnra+nnib
=n - (rnpa+ nib)
=n-(-(a+ib)
=n (2 %)
Jadi, C: R — modul Kiri.
iii. Akan ditunjukkan bahwa ketiga aksioma dipenuhi untuk Definisi
2.5.3.
1. (my+my) r=my-r+my,-r.
Ambil sebarang x, y € C dan r € R, yaitu
x=a+ib,y=c+iddanr =p +iq berlaku
x+y)r= ((a+ ib) + (c +id))-r
=((a+o)+ilb+d) +r
=(a+c)-r+i(b+d)r



ar +cr + ibr +idr
ar +ibr +cr +idr
(a+ib) - r+(c+id)-r
=x-r4+y-r
2. m-(n+n)=m-'n+m-n,.
Ambil sebarang 7,7, € R dan x €C, yaitu x=a+ib
berlaku
x-n+n)=(>@+ib)-(n +1ry)
=an, +ar, +ibry +ibr,
=an +ibry +ar, +ibn,
=(a+ib)'r, +(a+ib) n,
=x'n+txn
3 m-(n - rn)=(Mm-n) n.
Ambil sebarang 7,7, € R dan x€C, yaitu x=a+ib
berlaku
x-(n-n)=(@+ib) - (rn 1)
=annr +ibnn
= (an, +ibn) -1y
=a+ib) 'm) 1
=@ n)n
Jadi, C: R — modul kanan.
Dapat disimpulkan dari uraian di atas bahwa C: R — bimodul.

Jika ring pada modul merupakan ring dengan elemen satuan, maka
dapat dimunculkan suatu definisi baru.

Definisi 2.5.8 (Modul Uniter Kiri)

Misalkan M:R — modul dan R adalah ring dengan elemen satuan.
Modul M disebut modul uniter Kkiri jika Vvm € M, berlaku
1z * m = m, dengan 15 merupakan elemen satuan di R.

Contoh 2.5.9
Berdasarkan Contoh 2.5.2, himpunan R? yang direpresentasikan

sebagai matriks vertikal dengan 1 =[(1) (1)] merupakan suatu

modul uniter kiri dengan ring M,(R) dan operasi pergandaan
bilangan riil.



Definisi 2.5.10 (Modul Uniter Kanan)

Misalkan M:R — modul dan R adalah ring dengan elemen satuan.
Modul M disebut modul uniter Kkiri jika VYm € M, berlaku
m * 15 = m, dengan 1z merupakan elemen satuan di R.

Contoh 2.5.11

Berdasarkan Contoh 2.5.4, himpunan R? yang direpresentasikan
0 2] merupakan suatu
modul uniter kanan dengan ring M,(R) dan operasi pergandaan
bilangan riil.

sebagai matriks horizontal dengan 1; = [1

Conttoh 2.5.12
Berdasarkan Contoh 2.5.6, himpunan Zs merupakan suatu bimodul
uniter dengan ring Z dan operasi pergandaan bilangan bulat.

Definisi 2.5.13 (Submodul)

Misalkan  M:R —modul (M adalah modul atas ringR).
NS M,N #@. Himpunan N disebut submodul dari M jika
memenunhi:

a. (N, +) merupakan subgrup dari (M, +),
b. vir e R,Vn€e N,rn € N.

Contoh 2.5.14
Misalkan M, (R) = {[Z Z

DbM@an{B 8:@beR}LgMgR)

Akan ditunjukkan L merupakan submodul dari M.

ta,b,c,dE€ ]R}.

Bukti:
Ambil A,B € L, yaitu A = [Z 8] ,B = [2 g] sehingga diperoleh
_[a—=c O
A=B=[;25 olet

Dari uraian di atas dapat disimpulkan bahwa L merupakan subgrup
dari M, (R).



Selanjutnya ambil A € L dan R € M,(R), yaitu A = [; 8] dan

_[a b1 4
R—[C d],dlperoleh ) o
_Ja by e O] _laet
R-a=3 ] [f 0 _[ce+df O]EL'
Karena L subgrup dan RA € L, maka L merupakan submodul dari
M, (R).

Lemma 2.5.15
Misalkan M: R — modul (M adalah modul atas ring R), dan N € M.
N disebut submodul dari modul M jika dan hanya jika memenuhi:

. 0€EN,

ii. vn;,n, € N,n; —n, € N,

iii. vn € N,vr € R,rn € N.

Bukti:

=)

Diketahui N submodul dari modul M. Akan dibuktikan: N memenuhi
i. ii. §i. Karena N adalah submodul dari M, maka berdasarkan
Definisi 2.5.5 (a), (N,+) merupakan subgrup dari (M, +), sehingga
jelas (i) dan (ii) dipenuhi. Kemudian karena N adalah submodul dari
M, maka menurut Definisi 2.5.5 (b), berarti memenuhi (iii).

(<)
Diketahui: berlaku (i), (i), (iii). Akan dibuktikan: N submodul dari
modul M. Dari (i), 0 € N dan (i), (Vn;,n, € N),n; —n, €N,
artinya N adalah subgrup M. Kemudian dari (iii), berarti memenuhi
Definisi 2.5.5 bagian (b). Jadi terbukti N merupakan submodul dari
modul M.
Definisi 2.5.16 (Ideal modul)
Misalkan M adalah suatu modul dan N adalah subset tak kosong dari
M. N disebut ideal kiri jika memenuhi:

1. Va,b € Nberlakua—b €N,

2. Va € N,Vr € M berlaku ra € N.
M disebut ideal kanan jika memenuhi:

1. Va,b € N berlakua —b €N,



2. Va € N,Vr € M berlaku ar € N.
N disebut ideal dua sisi jika N merupakan ideal kiri dan kanan.

Contoh 2.5.17
Diketahui Z:Z —modul. Ambil 2Z < Z. Dapat ditunjukkan bahwa
27 merupakan ideal di Z: Z — modul.

Bukti:
Z=1{0,%+1,+2,43,44,..} dan 2Z ={0,%2,+4,16,..}. Ambil
sebarang a, b € 2Z dan r € Z. Untuk a = 2k, dan b = 2k, dimana
ki, k, € 27 berlaku:

1. a—b=2k;—2k,=2(k; —k,)€2L.

2. a'r=2kyr=r-2k;=r1r-a €2
Berdasarkan 1 dan 2 terbukti bahwa 2Z merupakan ideal di Z.

Definisi 2.5.18 (Elemen Identitas pada Modul)
Suatu elemen e dalam modul M disebut elemen identitas pada M jika
exa=axe=a,Vac€R.

Definisi 2.5.19 (Modul Faktor)
Misalkan M:R — modul dan N merupakan submodul dari M. M /N
adalah himpunan koset-koset dari N di M, terhadap operasi
penjumlahan, M/N merupakan modul dan disebut sebagai modul
faktor. M/N ={a+ N,b+ N,c+N,...},a,b,c,.. € M.
Didefinisikan:

(a+N)+ (B+N)=(a+b)+N,

r(a+N) =ra+ N,r € R.

Dengan operasi seperti di atas, M/N disebut modul faktor atau
quotient modul.

Contoh 2.5.20
Diketahui Z:Z — modul dan 2Z merupakan submodul di Z. Akan
dibuktikan bahwa Z/27Z merupakan modul faktor.

Bukti:
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Koset-koset yang berada di Z adalah 2Z dan 1+ 2Z. Akan
ditunjukkan bahwa Z/2Z = {27,1 + 2Z} = Z merupakan modul.
Pertama akan ditunjukkan bahwa (Z/2Z,+) merupakan grup
komutatif.

Tabel 2.3 Operasi penjumlahan pada Z/27Z.

+ 27 1+ 2Z
27 27 1+ 27Z
1+ 27 1+27Z 27

i. (Z/2Z,+), merupakan grup komutatif
a. Tertutup.
Pada Tabel 2.3 terlihat bahwa Va + 2Z,b + 27 € Z./27Z
berlaku a + b € Z/27.
b. Assosiatif.
Ambil x,y,z € Z/2Z,x = 27,y = 1 + 27Z,z = 27Z berlaku
(x+y)+z= 22+ (1 +21)+ 2Z
=(1+4+22)+2Z=1+2Z
x+ (+2)=2Z+ ((1+2Z) +27)
=27+ (1+2Z)=1+2Z
sehingga (x+y) +z=x+ (v + ¢).
c. Elemen identitas adalah e = 2Z. Karena berlaku
etx=x+e=x
22+ (1 +2Z) = (14 2Z)+2Z =1+ 27Z
27+ 27. = 27
d. Setiap elemen mempunyai invers.
Pada Tabel 2.3 dapat dilihat bahwa, invers dari 2Z adalah
27, karena 2Z+ 27 = 27Z. Invers dari 1+ 2Z adalah
1+ 2Z, karena (1 + 2Z) + (1 + 2Z) = 27Z.
e. Berlaku sifat komutatif
Ambil sebarang x,y € Z/2Z., yaitu x = 2Z,y = 1 + 2Z.
x+y=27+ 1 +27)
= (1+ 27) + 27
=14 2Z
Berdasarkan i, ii, iii, iv, dan v terbukti bahwa (Z/2Z,+)
merupakan grup komutatif.
ii. Akan ditunjukkan bahwa ketiga aksioma dipenuhi.
a. r[(a+2Z)+ b+ 27)] =r[(a+b) + 2Z]
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=[r(a+b) +2Z
= (ra+7b) + 2Z
= (ra +2Z) + (rb + 27)
=r(a+2Z) +r(b+2Z)
b. (n+n)a+2Z) = +nr)a+2Z
=(na+na) + 27
=(rna+ 2Z)+ (r, + 27Z)
=n(a+2Z)+ r,(a + 27)
c. (nrn)(a+2Z)=[nr(a+27)]
=nna+?2Z
=nmna) +2Z
=n[r(a+27)]
vr,n,m € R,V(a+2Z) + (b+ 27Z) € Z/2Z
Dari uraian di atas, maka dapat disimpulkan bahwa Z/27Z:7. —
modul.

Definisi 2.5.21 (Homomorfisma Modul)
Misalkan M dan M’ masing-masing merupakan suatu modul atas ring
R. Didefinisikan pemetaan p:M — M’ p disebut homomorfisma
modul jika dipenuhi:

1. p(a+b) =p(a) +p(b),Va,b € M.

2. p(ra) =rp(a),Va,b € M,Vr € R.

Misalkan M dan M’ masing-masing adalah modul atas ring R dan
p: M — M'adalah suatu homomorfisma. Maka p disebut:
e Epimorfisma yaitu suatu homomorfisma yang surjektif
(onto).
e Monomorfisma yaitu suatu homomorfisma yang injektif
(satu-satu).
e Isomorfisma yaitu suatu homomorfisma yang bijektif
(injektif dan surjektif).
e Endomorfisma yaitu suatu homomorfisma dari modul M ke
dirinya sendiri.
e Automorfisma yaitu suatu isomorfisma dari modul M ke
dirinya sendiri.

Contoh 2.5.22
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Diberikan himpunan bilangan kompleks C dan M,(R) adalah
himpunan matriks 2 x 2 dengan entri bilangan real. C: R — modul
dan M, (R): R — modul.
Didefinisikan:
f:C - My[R]
a+ibe fla+in) =] 7
Akan ditunjukkan bahwa f adalah homomorfisma modul.

Bukti:
Ambil sebarangx,y € C,r € R,untuk x = a +ibdany = c + id,
maka
fa+ib)=[2 7 danfc+iay =[5,
1. Terhadap penjumlahan.
fo+y) =f((a+ib) + (c+ id))
= fl(a+c) +i(b +d)]
a+c b+d
|—-(b+d) a+c
[a+c b+ d]
l—b —bd a+c 4
a Cc
~1-b a]+ [—d c]
=f(a+ib) + f(c+id)
2. Terhadap pergandaan.
flrx) = f(r(a + ib))
= f(ra+ rib)
_ [ ra rb]
—rb ra

_Ja b
=T [—b a]
=rf(a+ib) =7rf(x)

Jadi, f merupakan homomorfisma modul.

d

C], sehingga berlaku:

Definisi 2.5.23 (Hasil Jumlah Langsung)
Misalkan R adalah suatu ring. M adalah modul atas R dan
Ny, N,, ..., N, masing-masing adalah submodul dari M. M disebut
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hasil jumlah langsung (internal direct sum) dari submodul
Ny, Ny, ..., Ny, jika memenuhi

Kk

iM=>N,,
i=1

ii.N; "D N, ={0}untuk 1 <i < k.
i#]

M disebut hasil jumlah langsung dari submodul Ny, N,, ..., Ny, biasa
diberi notasi M = N; @ N, @ ... @ N.

Contoh 2.5.24 . L
Diketahui Zg:Z — modul, N; = {0,3},N, = {0,2,4} masing-masing
adalah submodul dari Z. Akan ditunjukkan Zg = N; @ N,.

Bukti:
Akan ditunjukkan Ny, N, submodul dari Z.

Tabel 2.4 Operasi pengurangan pada Nj.

— 0 3
0] 0] 3
313]0
Tabel 2.5 Operasi pengurangan pada N,.
— o] 2] 4
0] 0| 4] 2
21 20| 4
4 4 2 0

Dari Tabel 2.4 dan Tabel 2.5, maka dapat disimpulkan bahwa N; dan
N, merupakan subgrup dari Z.
Selanjutnya ambil sebarang r € Z dan x € Ny, yaitu x = a + 6k,
sehingga diperoleh
r-x=r-(a+6k;)
=ra +1r6k; € N;.
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Ambil sebarang r € Z dan y € N,, yaitu ¥ = b + 6k,, sehingga
diperoleh
r-y=7r-(b+6k;)
=rb+ r6k; EN,.

Karena N; dan N, merupakan subgrup dan r-x € N; danr-y €
N,, jadi dapat disimpulkan bahwa N; dan N, merupakan submodul
dari Zg.
Akan ditunjukkan bahwa N; dan N, merupakan hasil tambah
langsung.

i. N;+N,={03}+{0,24}=17,

Jad|, Z6 = N1 @ Nz.

26 LA-Grup dan LA-Semigrup

Leftalmost group (LA-grup) merupakan suatu struktur aljabar
yang disertai dengan satu operasi biner dan memenuhi beberapa
aksioma tertentu. Berikut ini diberikan definisi dan contoh LA-grup
berdasarkan Gaketem (2013). Kemudian diberikan definisi dan
contoh LA-semigrup berdasarkan Kazim dan Naseeruddin (1977).
Definisi 2.6.1 (LA-Semigrup)

Misalkan G + @ dan disertai operasi biner *. (G,*) disebut left
almost semigroup (LA-semigrup), jika memenuhi hukum invertif Kiri
yaitu:

(axb)*c=(c*b) *xa,Va,b,c € G

Contoh 2.6.2

Diberikan S = {a,b,c} yang dilengkapi dengan operasi * yang
didefinisikan pada Tabel 2.6. Akan dibuktikan bahwa (§,*)
merupakan LA-semigrup yang bukan semigrup.

Tabel 2.6 Operasi () pada S.

* a b c
a c c b
b b b b
c b b b

Bukti:
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1. Akan dibuktikan bahwa (S,*) merupakan LA-semigrup
memenuhi hukum invertif Kiri.
Ambil sebarang x,y € S,yaitux =a,y = b,z =c
(xxy)*z=(axb)*c

=cx*xc=b
(zxy)*x=(c*b)*a
=bxa=0»b

sehingga (x x y) * z = (z xy) * x.
2. Akan dibuktikan bahwa (S,*) bukan semigrup
I. Tertutup.
Pada Tabel 2.6 terlihat bahwa Vx,y € S berlakux x y € S.
ii. Assosiatif.

Ambil sebarang x,y,z € S. Untuk x = a,y = b,z = c berlaku
(xxy)xsz=(axb)xc=c*xc=Db
xx(yxz)=ax(b*xc)=axb=c

sehingga (x * y) * z # x * (y * 2).

Karena (S,*) tidak memenuhi assosiatif, maka (S,*) bukan semigrup.
Berdasarkan 1 dan 2 terbukti bahwa (S,*) merupakan LA-semigrup
dan bukan semigrup.

Definisi 2.6.3 (LA-Grup)
Misalkan G # @ dan disertai operasi biner *. (G,*) disebut left
almost group (LA-grup), jika memenuhi beberapa aksioma berikut
1. Hukum invertif kiri, yaitu
(axb)*c=(c*b)*aqVab,c€QG.
2. Mempunyai elemen identitas Kiri, yaitu
deeG,2exa=a,Va €QG.
3. Setiap elemen mempunyai invers Kiri, yaitu
VaeG,daleGaal+xa=e.

Contoh 2.6.4

Diberikan P = {a, b, c, d} yang dilengkapi dengan operasi © seperti
yang didefinisikan pada Tabel 2.7. Akan dibuktikan bahwa P
merupakan LA-grup dan bukan grup.



Tabel 2.7 Operasi pergandaan pada P.

Ol a b |c|d
ala | b |c|d
b | d a|b|c
c| c d|al|b
dl| b c |d]|a

Bukti:
i. Akan dibuktikan bahwa (P,©) merupakan LA-grup
1. Memenuhi hukum invertif Kiri

Ambil sebarang x,y,z€ P, vyaitu x=a,y=bz=c

diperoleh
xOYOz=@ObOc
=bOc=b
O Ox=(cOb Oa
=d®a=>»

sehingga(x ©y) ©z=(z ©y) ©x. Dengan cara yang
sama berlaku Vx,y,z € P.
2. Mempunyai elemen identitas Kiri
Elemen identitas kiri dari (P,®) adalah a 3 Vx € P berlaku
a®x =x.
3. Setiap elemen mempunyai invers Kiri
Invers a adalah a, karenaa O a = a
Invers b adalah b, karenab O b = a
Invers c adalah c, karenac O c = a
Invers d adalah d, karenad O d = a
ii. Akan dibuktikan bahwa (P,©) bukan grup.
1. Tertutup.
Pada Tabel 2.7 terlihat bahwa Vx,y € P berlaku x © y € P.
2. Assosiatif.
Ambil sebarang x,y,z€ P, vyaitu x =a,y=b,z=c,

diperoleh
xOQY)Oz=@Ob)Oc
=bQ®Oc=0b
xO@O2=a0bBO0)
=a®Ob=>h
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sehingga (x © y) ©® z=x O (y © z). Dengan cara yang
sama berlaku vx,y,z € P.
3. Memiliki elemen identitas
Elemen identitasnya adalah a, namun hanya berlaku identitas
kiri saja. Tidak berlaku identitas kanan karena a © e # a.
Berdasarkan 1, 2, dan 3 terbukti bahwa (P,©), tidak memenuhi
aksioma yang ketiga, maka (P,(), bukan grup.
(P,©) tidak memiliki elemen identitas kanan serta berdasarkan i.)
dan ii.) terbukti bahwa (P,©) merupakan LA-grup dan bukan grup.

2.7  Left Almost Ring (LA-Ring)

Left almost ring (LA-ring) merupakan suatu bentuk struktur
aljabar dengan dua operasi biner yang memenuhi beberapa aksioma
tertentu. Berikut ini diberikan definisi dan contoh LA-ring
berdasarkan Yusuf (2006).

Definisi 2.7.1 (LA-ring)
Misalkan R adalah suatu himpunan tidak kosong memuat minimal
dua elemen yang dilengkapi dua operasi biner, misalkan terhadap
penjumlahan (+) dan pergandaan (+). (R,+,"), disebut LA-ring jika
memenuhi:
1. (R,+) merupakan LA-grup.
2. (R,) merupakan LA-semigrup.
3. Berlaku hukum distributif yaitu untuk setiap a, b, ¢ € R berlaku
a(b + ¢) = (ab) + (ac) hukum distributif Kiri,
dan
(a + b)c = (ac) + (bc) hukum distributif kanan.

Contoh 2.7.2

Diberikan N = {a, b, ¢, d, e} yang dilengkapi dengan operasi (*) dan
(®) yang didefinisikan pada Tabel 2.8 dan Tabel 2.9. Akan
dibuktikan bahwa N merupakan LA-ring N.
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Tabel 2.8 Operasi penjumlahan pada N.
* a b c d

o ([x|n |z
o0 [ |Q
a0 (|
Qo | (S0
o |Q | (o |
Q|0 | o

Tabel 2.9 Operasi pergandaan pada N.

O) a b c d e
a a a a a a
b a b c d e
c a c e b d
d a d b e c
e a e d c b

Bukti:
1. (N,*) merupakan LA-grup
i. Memenuhi hukum invertif Kiri
Ambil sebarang x,y,z€P, vyaitu x=a,y=bz=c

diperoleh
(xxy)*xz=(axb) xc
=bxc=b
(z*xy)*x=(cx*b)*a
=exa=»b

sehingga(x *y) *z = (z *y) » x. Dengan cara yang sama
berlaku Vx,y,z € P.
ii. Mempunyai elemen identitas kiri
Elemen identitas kiri dari (N,*) adalah a sehingga Va € N
berlaku a * x = a.
iii. Setiap elemen mempunyai invers Kiri
Invers a adalah a, karenaa O a = a
Invers b adalah b, karenab O b = a
Invers c adalah ¢, karenac O c = a
Invers d adalah d, karenad © d = a
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sehingga(x *y) *z = (z *y) » x. Dengan cara yang sama
berlaku Vx,y,z € N.
Berdasarkan i, ii, dan iii terbukti bahwa (N,*) merupakan LA-
rup.
2. (N,gO)pmerupakan LA-semigrup
Memenuhi hukum invertif Kiri
Ambil sebarang x,y,z € P,yaitu x = a,y = b,z = c diperoleh
xOYOz=@ObOC

=bOc=b
ZOYOx=0CcO®Ob Oa
=d@®a=>»

sehingga(x © y) © z = (z© y) © x. Dengan cara yang sama
berlaku Vx,y,z € P.
Terbukti bahwa (N,®) merupakan LA-semigrup.
3. Berlaku hukum distributif
Ambil sebarang x,y,z € N,yaitux = a,y = b,z = c, diperoleh
xQ@*2z)=a©(=*c)
=a®Ob=a
xOY*xOQ2)=>@Ob)*x(@Oc)
=a*xa=a
(x*y)©z=(axb) Oc
=bQOc=c
x@2)*x(yO2)=@Oc)*bOc)
=a*xc=c
Dengan cara yang sama berlaku Vx, y,z € N.
Berdasarkan 1, 2, dan 3 terbukti bahwa (N,*,(©) merupakan LA-ring.

Contoh 2.7.3

Diberikan himpunan matriks 2 x 2 dengan entri bilangan real.

My(R) = {[ Z] :a,b,c,d € R},

Akan ditunjukkan bahwa (M, (R),+ ) merupakan suatu LA-ring.

Bukti:
i. Akan ditunjukkan (M, (R),+,") merupakan LA-ring.
1. (My(R),+) merupakan LA-grup.
a. Memenuhi hukum invertif Kiri
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Ambil sebarang 4, B,C € M,(R), yaitu

a b

=

(A+B)+C=([‘Cl Z]+[§

[a+e b+f
c+g d+h
[a+(e+p)
c+(g+r)
_[a+p) +e
T e+ +yg
[p + (a +e)
[r+(c+9)
[(p+e)+a
[(r+g9)+c

-(2 9+

=(C+B)+A

[(p +e) (Q+f)]+[p
((r+g9) (s+h) r

oa-[e e 7w

W)+l

p Q]
r s
b+ +q
d+ (h+5s)
(b+q) +f]
(d+s) +hl
q+ (b +f)]
s+ (d+ h)]
(@ + 1) +b]
(s+h) +dl

5
b

d

)+ e

sehingga (A + B) + C = (C + B) + A. Dengan cara yang
sama berlaku VA,B,C € M,(R).

b. Mempunyai elemen identitas Kiri.

Elemen identitas kiri dari (M,(R),+) adalah E = [C

a b

d )
D VA € K berlaku E + A = A.
c. Setiap elemen mempunyai invers Kiri
. _Ja b . _[-a —b
Misalkan A = [C d]’ sehingga —A = [_C —d]' Karena
—-A+A=E.
_[a b —a —b
A+(-A) = Lc d] + [—c —d
_[a+(=a) b+ (-b)
e+ (=c) d+(—d)
_[a—a b- b]
lc—c d-d
_ [0 0]
0 0
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Berdasarkan a, b, dan c terbukti bahwa (M,(R),+) merupakan
LA-grup.
2. (M3(R),") merupakan LA-semigrup
Memenuhi hukum invertif Kiri
Ambil sebarang A, B, C € M,(R), yaitu

_fa by _[e f]l ~_[P ¢
A= [C d],B =g h],C— [r S] berlaku
(A-B)-C
=((2 a5 A
c dilg hl) Ir s
[ae +bg af +Dbh] p q]
lce+dg cf+dh| lr s
_[(ae +bg)p + (af + bh)r (ae +bg)q + (af + bh)s]
[ (ce +dg)p+ (cf +dh)r (ce+ dg)q+ (cf +dh)s
__[aep + bgp + afr + bhr aeq + bgq + afs + bhs]
[ cep+ dgp +cfr+dhr ceq+ dgq+cfs+dhs
(C-B)-A
L 95 D1 al
r s h c d
_[pe+ag pf +qh _[a b]
re+sg rf+shl lc d
_ [(e +qg)a + (pf + qh)c  (pe +qg)b + (pf +qh)d
| (re +sg)a+ (rf +sh)c  (re +sg)b + (rf +sh)d
_ [pea + qga +pfc+ qhc peb +qgb+pfd + qhd]
| rea +sga +rfc+shc reb+sgb+rfd+shd
(A-B)-C#+(C-B)-A
Terbukti bahwa (M, (R),) bukan merupakan LA-semigrup
karena tidak memenuhi hukum invertif Kiri.

Contoh2.7.3
Diberikan himpunan matriks 2 x 2 dengan entri bilangan real.

My(R) = { 0 2]:a,b €R}.

Akan ditunjukkan bahwa (M, (R),+ -) merupakan suatu LA-ring.

Bukti:

i. Akan ditunjukkan (M, (R),+,-) merupakan LA-ring.
1. (M,(R),+) merupakan LA-grup.
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a. Memenuhi hukum invertif Kiri.

Ambil sebarang A, B, C € M,(R), yaitu

a 0
0 b

A+B)+C=

a=[s Y-

(5 bl
[a + ¢

L 0
[a + (c +e)

| 0

_[(a+e)+c
0

[e + (a +¢)

| 0

[(e +¢) +a

| 0

[(e + ¢)

0

=(C+B) +A
sehingga (A+B)+C =

[c O _le O
0 d] C = [0 f] berlaku

D+l5

b+d [0 f]
b+(d+f)_

0

(b+f)+d

0

f+®+d)

0
(f+d)+b

f+d)] [

(5 7115

HIR

sama berlaku VA,B,C € M,(R).

b. Mempunyai elemen identitas kiri.
Elemen identitas Kiri dari (M,(R),+) adalah E = [

SVA €K berlaku E + A4 = A.

c. Setiap elemen mempunyai invers Kiri

Misalkan A =
—A+A=E.
A+ (—A4) =

o »

0
[a—a
L 0
0 0
0 0
Ixvii

] sehingga —A = [ a

o ol
[a + (—a)

0

o

|

2]

(C + B) + A. Dengan cara yang

0 0
0 or

0

_ b]' Karena

b+(—b)]
2
b—»b



Berdasarkan a, b, dan c terbukti bahwa (M,(R),+) merupakan
LA-grup.
2. (M3(R),") merupakan LA-semigrup
Memenuhi hukum invertif Kiri
Ambil sebarang 4, B,C € M,(R), yaitu

A=[a O],Bz[c 0],C=[8 ?] berlaku

0 b 0 d
_([a 071 1c O e 0
@n-c=(3 31 a5 7l
_Jac © _[e 0
~ Lo bpdl [0 f
_[ace 0]
=lo bar

e 0Ol c O a 0
(C'B)'A‘_(O fHo M)RE
_ [ec 0 ] _ [a 0]

10 fdl l0 b
eca 0 ]
“10 fdb
sehingga (A-B) - C = (C-B)-A.
Jadi, terbukti bahwa (M, (R), +,-) merupakan LA-ring.

Contoh2.7.4
Misalkan Z adalah himpunan bilangan bulat dan Z[x] adalah

himpunan polinomial dengan koefisien dari polinomnya anggota dari
Z. Misalkan

fO) =apx®+axt+ax?+ - +agx® = Z a;xt,

q
g(x) = box®+ byx' + byx?+ -+ byx? = z b;x*.

Didefinisikan  hukum  komposisi terhadap penjumlarlwan dan
pergandaan sebagai berikut.
f)+ glx) = (ag + bo)x°+ (ay + b)x + -
fx) - g(x) = agbox® + (aghy + a;bo)x?
+ (aobz + albl + azbo)xz + .-
Akan ditunjukkan bahwa (Z[x], + -) merupakan LA-ring.
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Bukti:
1. (Z[x], +) merupakan LA-grup.
a. Memenuhi hukum invertif Kiri
Ambil sebarang f(x), g(x), h(x) € Z[x], yaitu

f) =apx®+a;x* +ax?+ -+ a;xt = Z a;xt,
A

g(x) =box®+ byx* + byx%+ -+ bixt = Z b;xt,
A

h(x) = cox®+ cixt + cox? + -+ cixt = Z c;xt,

berlaku l

((FC) +9() + h(x)
= [(ag+ bo)x°+ (a; + b)x 1+ -]+ cox+ cyxt + -

[(ao + bo) + colx® + [(ay + by) + c1]xt + -

lao+ (bo + co))x®+ [ay + (by + cp)lx "+ -

[(ao+ co) +bolx® + [(as+ ) + by |x '+ -

[co+ (ag+bg)]x®+[c; + (a; + by)]xt+ -

[(co+ bo) + ag)lx®+[(c1 + by) +aglx’ + -+

[(co +bo)x°+ (c; + bxt 4+ ]+ apx®+a;xt + -
= (h() + g(0) + f ()

sehingga (f(x) + g(x)) +h(x) = (h(x) + g(x)) + f(x).

Dengan cara yang sama berlaku Vf(x), g (x), h(x) € Z[x].

b. Mempunyai elemen identitas Kiri
Elemen identitas kiri dari (Z[x],+) adalah
e(x) = 0x%+ Ox1+ -,
sedemikian sehingga Vf (x) € Z[x], berlaku
e(x) + f(x) = x.
c. Setiap elemen mempunyai invers Kiri
Jika f(x) = agx®+ a;x! + ---, maka inversnya adalah
—f(x) = —apx®— a;xt — -

Karena f(x) + (—=f(x)) = 0 = 0x®+ Ox1 + ---
Berdasarkan a, b, dan c terbukti bahwa (Z[x],+) merupakan
LA-grup.

2. (Z[x],") merupakan LA-semigrup.
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Ambil sebarang f(x), g(x), h(x) € Z[x], yaitu

f(x) =agx®+ a;xt+ ax?>+ - = Z a;xt,
i

g(x) =box®+ byx1 + byx% 4+ = Z bx’,
i

h(x) = cox®+ cyxt + cpx% + -+ = Z c;xt,
berlaku l
(G - g@) - h(x)

= [(apx®+ a;xt + azx?+ ) - (box° + byx1 + byx? + )]
“(cox®+ e xt+ cpx? 4 1)

= [agbox® + (aghy + a;bg)x + (agh, + a1 by + azbg)x? + -]
“(cox®+ cpxt + cpx? + )

= agbycox®+ (aghico + a;bocy + aghgcy)xt
+(aghyco + aybyco + arbgcy + aghicy + a;bgcy+aghycy)x?
+ coe

= [cobox® + (coby + c1bg)xt + (coby + c1by + c2bg)x?% + -+ ]
“(agx®+a;xt +ax?+ )

= (h()-g(x) - f(x)

sehingga ((f(x) - g(x)) - h(x) = (h(x) - g(x)) - f(x). Jadi, terbukti

bahwa (Z[x], + -) merupakan LA-ring.

Definisi 2.7.5 (LA-Ring dengan Elemen Identitas Kiri)

Jika LA-Ring R memiliki elemen identitas Kiri e, maka
et+te+ee+0+ee=(e+0)>2
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BAB Il
PEMBAHASAN

Pada bab ini dibahas definisi, sifat, proposisi, teorema, lemma
serta contoh yang berkaitan dengan LA-modul atas LA-ring,
LA-submodul, LA-modul faktor, dan homomorfisma LA-modul
berdasarkan Tarig Shah dkk. (2011).

3.1 Left Almost Modules (LA-Modul)

Left almost modul (LA-modul) merupakan pengembangan dari
konsep modul. Berikut ini diberikan definisi dan contoh LA-modul.

Definisi 3.1.1 (LA-modul)
Misalkan (M, +) adalah suatu LA-grup dan (R,+,") adalah suatu
LA-ring dengan elemen identitas kiri 1. Serta diberikan pula operasi
biner,
*xRXM->M
(r,m) »*(r,m) =r+m.

Himpunan M disebut LA-modul kiri atas R, jika memenuhi keempat
aksioma berikut:

1. r«(my+my)=r+mg+r*m,,

2. M4An)*xm=n*sm+nr*m,

3. (nxrp)xm=mr*(n *xm),

4, 1.m=m,

vr,n,» €ER,VYmmy,m €M.

Contoh 3.1.2
Akan ditunjukkan Z[x]:Z LA-modul.

Bukti:

3. Berdasarkan Contoh 2.7.3, terbukti bahwa (Z[x], +) merupakan
LA-grup.

4. Akan ditunjukkan bahwa keempat aksioma dipenuhi.
a. Ambil sebarang r€Z dan f(x),g(x) € Z[x], yaitu

fx) =apx+axt +ax?+- = z a;xt,
7
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g(x) = boxo + b1x1 + bzxZ + .= Zbixi:
i

h(x) = cox® + cixt + cyx? + -+ cox0 = Z c;xt,
berlaku l
r-(f@) +9)
= r[(ag + bo)x®+ (ar + by)xt + -+ (ap + by)xP + - |
= [r(ao + bo)x® + 7(ay + b)x+ -+ 1(ap + by)xP + - |
=rag+1rby+rayx* +rbyxt + -+ ra,xP +rhyxP + -
= (rag+ra;xt +-rapyxP+ )+ (rbg + rbyxt + -
+rbyxP + -:+)
=7f(x) +rg(x)
Vr eZV f(x)g(x) € Zx].
. Ambil sebarang 7, €Z dan f(x) € Z[x], Vvyaitu
() = apgx®+ a;x' + ax?+ -+ agx® = X;a;x*, berlaku
(n +1) - f(x)
= +1) apx®+ax+ ayx?+ -
= +1r)agx’+ (n + axt+ (n +ry)ax?+ -
= (raegx® + 1ragx®) + (naxt + ra;xt)
+(ra,x? + ryayx?) + -
= aox®+rna;xt+ rnax?+--)
+(rapx®+rax + rpax?+ )
=1 (aex’+ axt+ax®>+ ) +n
“(apx®+axt+azx?+--)
=1 f(x) +1of (x)
vr,n €LV f(x) € Zx].
. Ambil sebarang 7, €Z dan f(x) € Z[x], vyaitu
() = apx®+ a;x* + ax% + -+ agx® = ¥ a;xt, berlaku
(- 12) - f(x)
= (nr)(agx®+ a;xt + ax?+ )
= (nnr)agx®+ (nr)axt+ (nr)azx? + -
= (pnr)agx®+ (ryr)axt + (pr)ax? + -
=1r(rnagx®) +r,(naxt) + rn(rax?) + -
=1p(rf(x))
vVr,r €LY f(x) € Zx].
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d 1-f(x) =1-(apx®+a;x+ax?+ -+ ayx?)
=aox?+ axt + ayx?+ -+ agx® = f(x)
Jadi, dapat disimpulkan dari uraian di atas bahwa (Z[x],+,")
merupakan suatu LA-modul.

Contoh 3.1.3
Diberikan N = {a,b, ¢, d,e} yang dilengkapi dengan operasi (*) dan
(®) yang didefinisikan pada Tabel 2.8 dan Tabel 2.9.
O:NXN-—>N
rmOFm)=rOm
Akan dibuktikan bahwa N merupakan LA-modul atas LA-ring N.

Bukti:
i. Akan dibuktikan (N,*,(®) merupakan LA-ring.
Pada Contoh 2.7.2, sudah dibuktikan bahwa (N,*,(©) merupakan
LA-ring.
ii. Akan dibuktikan N merupakan LA-modul.
1. (N, +) merupakan LA-grup
Pada Contoh 2.7.2, sudah dibuktikan bahwa (N, +) merupakan
LA-grup.
iii. Akan ditunjukkan bahwa keempat aksioma dipenuhi.
a r@OQmgxmy) =0 Omy)* (T OQmy)
Vr e NVmy,m,€N.
Aksioma ini merupakan hukum distributif kiri yang juga sudah
dibuktikan pada Contoh 2.7.2.
b. (n *n) Om=(r, *m) O (r, xm)
Vr,, €N,VmEN.
Aksioma ini merupakan hukum distributif kanan yang juga
sudah dibuktikan pada Contoh 2.7.2.
crnOrLOM=rOmH Om),vVn,m»n € NVmEN.
Ambil sebarang r;,7, € N danm € N.
untuk r = a + 4k;,» = b, m = ¢, maka diperoleh
nOMHROM=aObOc)=a®c=a
nOMHOM=bO@Oc)=bOa=a
Dengan cara yang sama berlaku Vr;,r, € N danm € N.
d nOm=m,AneN,vme N,n = b.
m=ab@G®a=a
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m=bbOb=5>b

m =
m=d,bOd=d

cbOc=c

m=eb(Oe=e
Jadi, dapat disimpulkan dari uraian di atas bahwa (N,*QO)
merupakan suatu LA-modul tetapi bukan modul.

Contoh 3.1.4

Diberikan K ={a, b,c,d, e, f} yang dilengkapi dengan operasi ()
dan (©®) yang didefinisikan pada Tabel 3.1 dan Tabel 3.2.

O:KxXK-K
rrm)»,OQ@r,m)=rOm

Akan dibuktikan bahwa K merupakan LA-modul atas LA-ring K.

Tabel 3.1 Operasi * pada K.
* a b c d e f
a a b c d e f
b f a b c d e
c e f a b c d
d d e f a b c
e c d e f a b
f b c d e f a

Tabel 3.2 Operasi © pada K
O) a b c d e f
a a a a a a a
b a b c d e f
c a c e a c e
d a d a d a d
e a e c a e c
f a f e d c b

Bukti:

i. Akan dibuktikan (K,*,(©) merupakan LA-ring.
1. (K,*) merupakan LA-grup.
a. Memenuhi hukum invertif Kiri
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Ambil sebarang x,y,z €K, vaitu x=a,y=b,z=c
diperoleh
(xxy)xz=(axb)xc=b*xc=Dhb
(z*xy)*x=(c*b)xa=exa=D»b
sehingga (x *y) * z = (z * y) = x. Dengan cara yang sama
berlaku Vx,y,z € K.
b. Mempunyai elemen identitas Kiri
Elemen identitas kiri dari (K,*) adalah a sedemikian
sehingga Vx € K berlaku a * x = x.
c. Setiap elemen mempunyai invers Kiri
Invers a adalah a, karenaa xa = a
Invers b adalah b, karena b *b = a
Invers c adalah c, karenac xc = a
Invers d adalah d, karenad * d = a
Invers e adalah e, karenae xe = a
Invers f adalah f, karena f * f = a
Berdasarkan a, b, dan c terbukti bahwa (K,*) merupakan LA-
grup.
2. (K,©) merupakan LA-semigrup
Memenuhi hukum invertif Kiri
Ambil sebarang x,y,z€ K, vyaitu x=a,y=bz=c
diperoleh
xO»Oz=@Ob)Oc=abc=a
ZOYOx=(CObOa=d Qa=a
Dengan cara yang sama berlaku Vx, y, z € K.
Terbukti bahwa (K,() merupakan LA-semigrup.
5. Berlaku hukum distributif
Ambil sebarang x,y,z€ K, vyaitu x=a,y=bz=c
diperoleh
- Distributif kanan
xOy*z=(@Ob)*c=a@c=a
xO2)*(YO2)=@Oc)*bOc)=a*xa=a
Dengan cara yang sama berlaku Vx, y, z € K.
- Distributif Kiri
xQU*xz)=a@bx*xc)=a@®@b=a
xOM*xO2=@Ob)*(@dc)=axa=a
Dengan cara yang sama berlaku Vx, y, z € K.
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Berdasarkan 1, 2, dan 3 terbukti bahwa (K,*,(O) merupakan LA-ring.
ii. Akan dibuktikan K merupakan LA-modul.
1. (K,+) merupakan LA-grup
Pada (i) sudah dibuktikan bahwa (K, +) merupakan LA-grup.
2. Akan ditunjukkan bahwa keempat aksioma dipenuhi.
a rOQmxmy)=00Om)*rOmy)
Vr eK,Yvm;, m, €K.
Aksioma ini merupakan hukum distributif kiri yang juga
sudah dibuktikan pada (i).
b. (n*xr) Om=( *m) O (rp *xm)
Vr,n, EK,YmeK.
Aksioma ini merupakan hukum distributif kanan yang juga
sudah dibuktikan pada (i).
crnOrHLOM=rO0rH Om),Vn,neEKVYmEeEK.
Ambil sebarang n,n €K dan meK. Untuk
n, =a,rp, = b, m= c, maka diperoleh
nOrHOM=a0ObOc)=aOc=a
RO OM=bO@Oc)=bQa=a
Dengan cara yang sama berlaku vr;,r, € K danm € K.
d nOm=m,IAn €K, Vvm € K,n = b.

m=c,bOc=c
m=d,bOd=d
m=eb(Oe=c¢e
m=fbOf=f

Jadi, dapat disimpulkan dari uraian di atas bahwa (K,*QO)
merupakan suatu LA-modul tetapi bukan modul.

Contoh 3.1.5

Diberikan himpunan vektor di R? yang direpresentasikan sebagai
matriks vertikal dan ring berupa himpunan matriks 2 x 2 dengan
entri bilangan real.

My(R) = { : 2]:a,b € R}

Diberikan pula operasi biner
-+ My(R) X R? - R2
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Akan ditunjukkan bahwa R?: M, (R) — modul Kiri.

Bukti:
iii. Akan ditunjukkan (R?,+) merupakan LA-grup.
f. Memenuhi hukum invertif Kiri.

Ambil sebarang P,Q,S € R?, yaitu P = [Jl]Q = [Il{] ,S =

[mberlaku _
(P+Q)+S=:[Ji.]+[ﬂ]+[r:]
=[5+
[i + (kK +m)]
[ j+ (+n)]
[(i +m) + k]
[ +n)+1]
[m + (i + k)]
[n+(G+1D)]
[m + (i + k)]
[ n+(G+1D)]
[((m + k) +i]
:((n+ll<))+]"'
m+ l
“l+nl™ ]
- [m [k] [ =(+Q +P

Dengan cara yang sama berlaku vP, Q,S € R?.
g. Mempunyai elemen identitas kiri.

Elemen identitas kiri dari R? adalah E = [8

Karena E + P = [8] + [Jl] - [8 :] = [J‘]

h. Setiap elemen mempunyai invers Kiri.
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Ambil sebarang P € R?, yaitu P = B]

adalah —P = [:l] karena —P + P = [_]
iv. Akan ditunjukkan bahwa keempat aksiom

menggunakan sifat pergandaan matriks dengar

4. Ambil sebarang P,Q € R?, yaitu P =

] b

sebarang A € M, (]R) yaltu A= [0 b

(4]

] [1+k

_O bl [j+1

[a(i + k) +0( + 1)
[0(i+ k) +b(j + 1)
[ai + (ak + 0j) + 01
[0i + (0k + bj) + bl
[ai + (0j + ak) + 0l
[0 + (bj +0j) + bl
[ai + 0j + ak + 0l
0i + bj + Ok + bl
'ai+01']+[ak+01
01+b] 0k + bl

= A P + A Q
5. Ambil sebarang P € R?,

A- (P+Q)

yaitu P =

]

A,B € My(R), yaitu A = [
(A+B)-P= ([

=%
|
|

Ly )

b+d []
(a+c)t]

b +d)j
ai + ci + 0j
0i+ bj+dj

Ixxix

a+c

Invers dari P = B]

-

a dipenuhi, dengan

n_vektor:
l] 0= [’2"] Ambil

erlaku

i)

H. Ambil sebarang

[

d] berlaku

1
|



_ [ai +ci]
“|bj+dj

=[]+l .
=[5 9 [+l 3L

=A-P+B-P _
6. Ambil sebarang P € R?, yaitu P = [}l] Ambil sebarang

A,B € My(R), yaitu A4 = [{ 0] B= [8 2] berlaku
a-s-r=(3 30 [

:_.%C_ bd] []]

- [s)=ce]

-5 o5 |

N A
7. EpP 0 d H [ ] RE.

Jadi, dapat disimpulkan dari uraian dia atas bahwa R? merupakan
LA-modul atas M, (R).

Teorema 3.1.6
JIka R adalah LA-ring dan M merupakan suatu LA-modul atas R,

maka berlaku ketentuan berikut.
1. Jika 0, merupakan elemen identitas di M, maka 0y = 0y,

2. ORa = OMI
3. (-r)a=-ra=r(-a),
4. (-r)(-a) =ra,

Vr ERdana € M.

Bukti:
1. Jika 0,, adalah elemen identitas di M, maka

a+0y=0y+a=a,VaeM,
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sehingga berlaku r(a + 04) = ra. Sedangkan, r0,, + ra = ra,
juga menyatakan 0y +ra =ra. Perhatikan persamaan
rOy +ra=ra dan Oy +ra=ra. Dari kedua persamaan
tersebut, maka didapatkan 70y, = 0.

2. Jika 0p adalah elemen identitas di R, maka r0g = Ogrr = Op,
Vr € R, sehingga berlaku Orpa = a0z € M. Akibatnya adalah
Oga = a0p = 0y, sehingga 0za = 0.

3. Misalkan a € M dan r € R, maka terdapat ra € M. Karena
ra € M, maka terdapat —(ra) € M, sehingga —(ra) + ra = Oy,
juga menyatakan (—r)a + ra = 0y, dan r(—a) + ra = 0. Dari
ketiga persamaan tersebut maka dapat disimpulkan bahwa
(-r)a = —(ra) = r(—a).

4. Misalkan r € R,a € M, maka terdapat -r € R dan —a € M.
Karena —ra € M, maka terdapat —(—ra) € M, sehingga ra € M.

3.2 Left Almost Submodules (LA-Submodul) dan Factor Left
Almost Modules (LA-Modul Faktor)

Left almost submodules (LA-submodul) merupakan bagian
dari LA-modul. Sedangkan factor left almost modules merupakan
perluasan konsep dari LA-modul. Berikut ini diberikan definisi,
contoh, teorema serta proposisi pada LA-submodul dan LA-modul
faktor.

Definisi 3.2.1 (LA-Submodul)

Misalkan M:R — LA-modul dan N # @,N < M. Himpunan N
disebut LA-submodul dari M, jika terhadap hukum komposisi yang
sama dengan M, N merupakan LA-submodul.

Teorema 3.2.2

Misalkan N # @. N merupakan suatu LA-subgrup dari LA-modul M
atas LA-ring R. N disebut LA-submodul atas R, jika dan hanya jika

i m—mneNVmmneN.

ii. r*n€N,Vr eR,Vn€e N.

Bukti:
=
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Diketahui N adalah LA-submodul atas R. Akan dibuktikan berlaku i
dan ii. Karena N adalah LA-submodul, sehingga N juga merupakan
LA-modul dan akibatnya berlaku i. Karena operasi pergandaan
skalar yang berlaku pada M juga berlaku pada N, maka berlaku ii.

=
Diketahui berlaku i dan ii. Akan dibuktikan N adalah LA-submodul.
Karena berlaku i, sehingga menurut Definisi 3.2.1 N merupakan
LA-subgrup dari M. Karena berlaku ii, sehingga operasi pergandaan
skalar di M juga berlaku di N. Karena N merupakan himpunan
bagian dari M dan operasi pergandaan skalar di M juga berlaku di N,
sehingga aksioma-aksioma LA-modul di M juga berlaku di N. Jadi,
N merupakan LA-submodul dari M.

Contoh 3.2.2

Berdasarkan Contoh 3.1.3, K ={a,b,c,d,e, f} dengan operasi
dengan operasi (¥) dan (©®) merupakan LA-modul. S = {a,d}
merupakan himpunan bagian dari K. S dengan operasi yang sama
dengan K, didefiniskan pada Tabel 3.3 dan tabel 3.4. Akan
ditunjukkan bahwa S merupakan LA-submodul dari K.

Tabel 3.3 Operasi * pada S

* a d
a a d
d d a
Tabel 3.4 Operasi © pada S
©O) a d
a a a
d a d

Bukti:
i. (S,*) merupakan LA-grup
1. Mempunyai elemen identitas Kiri
Elemen identitas Kiri dari (S,*) adalah a sedemikian sehingga
Vx € S berlaku a * x = x.
2. Setiap elemen mempunyai invers Kiri
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Invers a adalah a, karena a xa = a
Invers d adalah d, karena d * d = a
3.  Memenuhi hukum invertif Kiri
Ambil sebarang x,y,z€S, vyaitu x=aqy=d,z=d,
berlaku
(xxy)xz=(axd)xd=dx*xd=a
zxy)xx=(dx*d)xa=axa=a
sehingga (x * y)* z = (z *xy) *x, dengan cara yang sama
berlaku Vx,y,z € S.
Berdasarkan 1, 2, dan 3 terbukti bahwa (S,*) merupakan LA-grup.
ii. Akan ditunjukkan bahwa keempat aksioma dipenuhi.
L rO0mxmy)=000Om)* (T Omy)
Vr es,vm;,my,€S.
Ambil sebarang r € S dan m;,m, € S, yaitu
r=amy; =d,m, =d, berlaku
rOQmyxmy)=a@@d*d)=ala=a
rOm)*rOmy)=>@0d *(@dad
=a*xa=a
2. (n*xn) Om=(r *m)QO (rp xm)
V1, €ES,YmES.
Ambil sebarang r;,7, € S danm € S, yaitu
n =an =dm=d,berlaku
(n*r)Om=(>@*d) Od=d0Od=d
nOM*xOM)=@Od)*(dOd)
=ax*xd=d
3 nOrHLOmM=r00 OGm),Vnr,nESVMES.
Ambil sebarang r;,7, € N danm € N, yaitu
n =a,r, =d,m =d, berlaku
nOMrHOM=a0OdOd)=a®d=a
nOHOM=dO@Od=d0a=a
Dengan cara yang sama berlaku vr;,r, € S danm € S.
4 nOm=mIn€eS,VmES.
m=ad®Oa=a
m=d,dOd=d
Jadi, dapat disimpulkan dari uraian di atas bahwa S juga merupakan
suatu LA-modul.
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Teorema 3.2.3

Misalkan R adalah LA-ring dan M adalah LA-modul atas R. Jika A
dan B masing-masing LA-submodul dari M atas R, maka A N B juga
merupakan LA-submodul M.

Bukti:

Ambil r e Rdan a € AN B, maka a € A dan a € B. Karena A dan
B adalah LA-submodul, maka berlaku ra € A dan ra € B, sehingga
dapat disimpulkan ra € AN B.

Jadi, terbukti bahwa A N B merupakan LA-submodul dari M.

Contoh3.2.4

Berdasarkan Contoh 3.1.3, K ={a,b,c,d,e, f} dengan operasi
dengan operasi () dan (©) merupakan LA-modul. S = {a,d} dan
R = {a, c,e} merupakan himpunan bagian dari K. Akan dibuktikan
bahwa S N R merupakan LA-submodul dari K.

Bukti:

Akan ditunjukkan bahwa S N R = {a} merupakan LA-submodul dari
K.

Ambil r e Kdana € SN R, makaa € S dan a € R. Karena S dan R
adalah LA-submodul dari K, maka berlaku ra € S dan ra € R,
sehingga ra € SNR. Karena ra € SN R, maka S N R merupakan
LA-submodul dari K.

Teorema 3.2.5

Misalkan R adalah LA-ring dan M adalah LA-modul atas R dengan
identitas kiri 1. Jika A dan B masing-masing LA-submodul dari M,
maka A + B merupakan LA-submodul dari M.

Bukti:
Ambil r € R dan x € A+ B, maka x = a; + b;. Karena A dan B
masing-masing LA-submodul, berlaku

rx =ra, +rb; EA+ B.
Jadi, dapat disimpulkan dari uraian di atas, terbukti A + B
merupakan LA-submodul M.
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Contoh 3.2.6

Berdasarkan Contoh 3.1.3, K ={a,b,c,d,e, f} dengan operasi
dengan operasi (*) dan (©) merupakan LA-modul. S = {a,d} dan
R = {a, c,e} merupakan himpunan bagian dari K. Akan dibuktikan
bahwa S + R merupakan LA-submodul dari K.

Bukti:
Akan  ditunjukkan  bahwa S+ R={a,c,d,e} merupakan
LA-submodul dari K.
Ambil r € K dan x € S + R, maka x = a; + b;. Karena A dan B
masing-masing LA-submodul, berlaku

rx=ra;+rb ES+R.
Jadi, dapat disimpulkan dari uraian di atas, terbukti S + R merupakan
LA-submodul K.

Definisi 3.2.8 (Ideal pada LA-modul)

Misalkan M adalah LA-modul dan I adalah LA-submodul dari M.

1. I disebut ideal kiri dari M jika MI < 1.

2. I disebut ideal kanan dari M jika vn,m € M dan i € I, berlaku
(i+nym—-nmel.

Jika memenuhi keduanya maka | disebut ideal dua sisi.

Contoh 3.2.9
Berdasarkan Contoh 3.1.3, K ={a,b,c,d,e, f} merupakan

LA-modul. Kemudian diberikan S = {a, d}. Akan dibuktikan bahwa
S merupakan ideal pada LA-modul K.

Bukti:
Berikut ini diberikan operasi K © S pada Tabel 3.7.

Tabel 3.5 OperasiK © S

©) a d
a a a
b a d
c a a
d a d




e |a| a
fla d

1. Pada Tabel 3.7 dapat dilihat bahwa K © S < S. Maka terbukti S
merupakan ideal kiri di K.
2. Ambil mn €K dani € S. Untuk m =c,n=b,i = d sehingga
berlaku
(i*n)Om—-—nOm=>Gxn)Om*(nOm)?!
=(d*b)Qcx(bO)™
=(e®c)*c?t
=Cc*Cc=a
a € S, maka aksioma terpenuhi. Terbukti bahwa S merupakan
ideal kanan di K.
Berdasarkan 1 dan 2 terbukti bahwa S merupakan ideal di K.

Lemma 3.2.10
Menggunakan operasi kanonik dengan memilih representasi,
A+m)+(A+n)=A+(@m+n), himpunan M/A merupakan
suatu LA-grup. A, kelas ekuivalensi dari 0 € M merupakan elemen
identitas Kiri dari M /A. Didefinisikan pemetaan

o:M > M/A,p(m) =A+m
merupakan suatu homomorfisma surjektif LA-grup.

Bukti:
Akan ditunjukkan bahwa operasi penjumlahan terdefinisi dengan
baik. Misalkan A + m=A +m' dan A+ n= A +n’. Menunjukkan
bahwa m e A+ m' dan n€ A+n', sehingga m =a +m' dan
n=>b+n',Va,b € A. Kemudian,

m+n=((a@+m' )+ b +n’)

=(a+b)+(mM' +n)eEA+(m +n'),

sehingga A+ (m+n) = A+ (m' +n').

Definisi 3.2.11 (LA-Modul Faktor)

Misalkan R adalah LA-ring dan M adalah LA-modul atas R. N
adalah LA-submodul dari M. Didefinisikan M/N = {N + x|x € M}.
M /N adalah himpunan koset-koset dari N di M, dimana m,n € M
ekuivalen jika m —n € N. M/N merupakan LA-modul dan disebut

IXXxVi



sebagai LA-modul faktor. M/N={N+aN+bN +
¢, ...hab,c, .. EM.
Didefinisikan
(N+a)+(N+b)=N+ (a+b)
r(N+a) =N+ra,r €R.

Contoh 3.2.12

Diberikan LA-modul K = {a,b,c, d,e, f} dan ideal S = {a, d} di K.
Akan dibuktikan bahwa K/S merupakan LA-modul faktor.

Bukti:

Jika S = {a,d}, maka

S+a={ad}
S+*b={b,e}
S*xc={cf}

S+d={d,a}=S*a
sehingga K/S = {S*a,S* b,S * c}.
Akan dibuktikan K /S merupakan LA-modul faktor.

Tabel 3.6 Operasi penjumlahan pada K/S

* Sxa | Sx*b Sx*c
Sxa | S*xa | Sx*b Sx*c
S*b | S*xc | S*xa | S*b
S*c S*b S*c S*a

Tabel 3.7 Operasi pergandaan pada K /S
O) S*a S*b S*c
S*xa S*a S*xa S*a
Sx*b S+*a Sx*b Sx*c
Sxc S*xa Sxc Sx*b

1. (K/S,*) merupakan LA-grup.

a. Mempunyai elemen identitas Kiri
Elemen identitas kiri dari (K/S,*) adalah S * a sehingga
untuk setiap x € K/S berlaku S xa x x = S * a.

b. Setiap elemen mempunyai invers Kiri
Invers S xa adalah S * a karena (S*a) *(S*xa) =S *a
Invers S = b adalah S * b karena (S *b) * (S*b) =S *a
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Invers S * ¢ adalah S * ¢ karena (S xc) *(S*c) =S *a
c. Memenuhi hukum invertif Kiri
Ambil sebarang x,y,z € K/S.
Untuk x =S *a,y =S* b,z =S *c, maka diperoleh
(xxy)*xz = ((S*a) * (S * b))*(S*c)
= (S*b) x(S*c)
(zxy) *xx = ((S*c) * (S * b))*(S*a)
=S *c)x(Sxa)
=Sx*b
sehingga (x *¢) xy = (z xy) = x.
Berdasarkan a, b, dan c terbukti bahwa (K/S,*) merupakan LA-
grup.
2. Akan diibuktikan bahwa keempat aksioma dipenuhi.
Ambil sebaranga, b € K/S danr,nr;, » € K. Untuk
a=S+*a,b=S*b,r=a,n =b, 1, =c, maka diperoleh
a. r(a+b) =ra+rb
rOaxb) =aQ[(S*a)*(S *b)]

=a@®S*a)=a
rOQa*TOb) =[O *a)]*[a®(S*b)]
=axa=a

b. (n +n)a=na+na
(n*rn)Oa=(@*b) O S *a)
=b®O (S *a)
=S=*a
HO)*x(1,0a)=[aOE*a)]*[bO S *a)l
=ax*x(S*a)
=Sx*xa
cC MOR)Qa=rn00n Oa
nOrR)Oa=@Ob)OE*a)
=a® S *a)
=a
RO Oa=b0a®S*a)]
=bQOa
=a
d nOa=a
nOQa=bOE*a)=(S*a)
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3.3 Left Almost Modules Homomorphism (Homomorfisma LA-

Modul)

Seperti halnya pada modul, terdapat konsep homomorfisma
modul. Pada left almost modul (LA-modul) juga dikenal adanya left
almost modules homomorphism (homomorfisma LA-modul). Berikut
ini diberikan definisi dan teorema isomorfisma dari homomorfisma
LA-modul.

Definisi 3.3.1 (Homomorfisma LA-modul)
Misalkan R adalah suatu LA-ring dan M, N masing-masing adalah
LA-modul atas R. Pemetaan ¢: M — N disebut homomorfisma LA-
modul jika memenuhi

1 p(m+n) =en)+e(m)

2. p(rm) = re(m), vn,m € N.

Jika N = M, maka ¢ disebut endomorfisma.

Jika ¢ injektif satu-satu, maka ¢ disebut monomorfisma.

M disebut isomorfik pada N, ditandai dengan M = N, jika terdapat
suatu isomorfisma dari M ke N.

Contoh 3.3.2
Diberikan LA-modul K ={a,b,c,d,e,f} dan LA-submodul
S={ad}diK.
Akan dibuktikan bahwa
f:K->K/S
x f(x)=S*x
merupakan homomorfisma LA-modul.

Bukti:
Ambil sebarang x,y,r € K, yaitu x = a,y = c, sehingga berlaku
1. Terhadap penjumlahan.

flx*y) =flax*c)
=S*ax*c
=(S*a)*(S*c)

= f(a) = f(c)
2. Terhadap pergandaan.
frOx)=frOa
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=S*xrQ@®a

=@ *r) O *a)

=r O f(a)
Berdasarkan 1 dan 2 terbukti bahwa f:K — K/S merupakan
homomorfisma LA-modul.

Definisi 3.3.3 (Kernel)
Misalkan ¢: M — N adalah homomorfisma LA-modul. Kernel dari
@, Ker(¢) didefinisikan sebagai Kerg = {m € M:p(m) = 0y }.
Contoh 3.3.4
Diberikan K dan K/S masing-masing adalah LA-modul dengan
S ={a,d}. Pemetaan f:K - K/S

x P flx)=5=*x.
Akan dicari Ker (f).

Bukti:
Elemen e pada K/S adalah S=*a, maka pemetaan f:K — K/
S sebagai berikut.

K f K/S

S*a=/{a,d}

S*b={f,c}
Sxc={cd}

Gambar 3.1 Kernel f pada pemetaan f:K — K/S

Pada Gambar 3.1 dapat dilihat bahwa terdapat beberapa elemen K
yang dipetakan ke elemen e = S x a di K/S. Maka Ker (f) = {a, d}.

Teorema 3.3.5
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Misalkan M dan M’ masing-masing adalah LA-modul. ¢: M - M’
adalah homomorfisma dari M ke M’, maka
1. Jika 0, merupakan elemen identitas di M, maka ¢(0y) =
OM/'
2. Jika a € M, maka p(—a) = —¢(a).
3. Jika A merupakan LA-submodul dari M, maka ¢@(A4)
merupakan LA-submodul dari M'.
4. Jika B merupakan LA-submodul dari M’, maka ¢~1(B)
merupakan LA-submodul dari M.

Bukti:
1. Karena 0,, merupakan elemen identitas di M,
a+0y=0y+a=aqVa€eM,
sehingga berlaku ¢ (a + 0y) = @(0y + a) = p(a). Karena ¢
homomorfisma, maka diperoleh:
i @la+0y)=9(@ +@0y) = ¢(a)dan
ii. 0y +a) = @(0y) + ¢(a) = p(a).
Jadi, diperoleh ¢(a) + @ (0y) = @(0y) + @(a) = ¢(a),Va €
M dan dengan demikian ¢(0,) = 0,,, Yaitu elemen identitas di
M.
2. Ambil sebarang a € M sedemikian sehingga berlaku
a+ (—a) =(—a) +a = 0y.
Karena a + (—a) = (—a) + a = 0y, maka berlaku
o(a+(-a) = p((—a) + a) = p(0y).
Karena ¢ homomorfisma dan menurut 1 berlaku ¢@(0y) = 0y,
maka diperoleh:
i @(a+(—a)) =¢(a)+ ¢@(—a) =0y, dan
il p((—a)+a) =p(—a) + p(a) = 0y,.
Jadi, diperoleh @(a) + ¢ (—a) = p(—a) + p(a) = 0y,,Va €M
dan dengan demikian berlaku ¢p(—a) = —¢(a).

3. Ambil sebarang a,b € ¢(A), maka a = @(x) dan b = @(y)
untuk suatu x,y € A. Diperhatikan, a —b = ¢@(x) — @(y) =
@(x —y). Karena A LA-submodul dan x,y € A, maka menurut
Lemma 2.5.16 berlaku x —y € Adana — b = o(x —y) € p(4).
Ambil sebarang r € R dan diperhatikan bahwa ra = r¢(x) =
¢(rx). Karena A LA-submodul, maka menurut Lemma 2.5.16
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berlaku rx € A dan ra = @(rx) € ¢(A). Jadi, menurut Lemma
2.5.16 terbukti bahwa ¢ (4) merupakan LA-submodul.

4. Ambil sebarang a, b € ¢ ~1(B), maka ¢ (a) = k, dan ¢ (b) = k,,
untuk suatu k,k, € B. Karena B LA-submodul, maka menurut
Lemma 25.16, berlaku k; —k, € B dan dengan demikian
ki—k,=¢(@) — @) =¢p(a—b)€B, sehingga berlaku
a—b € ¢~1(B). Ambil sebarang r € R dan diperhatikan bahwa
rk; =rp(a) = ¢(ra). Karena B submodul, maka menurut
Lemma 2.5.16, berlaku rk,; = @(ra) € B dan dengan demikian
ra € ¢~1(B). Jadi, menurut Lemma 2.5.16 terbukti bahwa
¢~ 1(B) merupakan LA-submodul

Proposisi 3.3.6
Misalkan R adalah suatu LA-ring. M dan N masing-masing adalah
suatu LA-modul R dan pemetaan ¢:M — N adalah homomorfisma
LA-modul. ¢ merupakan monomorfisma LA-modul jika dan hanya
jika Ker ¢ = {0}.

Bukti:

=)

Misalkan ¢ monomorfisma LA-modul. Ambil a € Ker ¢. Maka
@(a) =0, karena ¢ homomorfisma LA-modul maka berlaku
@(0) =0'. Karena ¢ adalah satu-satu, maka diperoleh a =0.
Akibatnya Ker ¢ = {0}.

(<)

Misalkan ~ Ker ¢ = {0} dan misalkan ¢@(a) = @(b). Diperoleh
p(a) = p(b) =0, sehingga ¢(a —b) = 0. Karena ¢(a— b) =0,
maka a —b € Ker ¢. Karena Ker ¢ = {0}, maka a —b = 0, yaitu
a = b. Terbukti ¢ (a) = @ (b) maka a = b. Jadi ¢ satu-satu.

Contoh 3.3.8
Diberikan K adalah LA-modul dengan S = {a,d} adalah
LA-submodul di K.
Pemetaan f:K/S —» K/S
S*xrsf(S*x) =8 *x
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Tunjukkan bahwa f monomorfisma jika dan hanya jika Ker f = S *a

K/S f K/S
S*a > Sxq
Sx*b > Sxb
S*c > Sx*xcC

Gambar 3.2 Pemetaan f:K/S - K/S
Bukti:
(=)
Pada Gambar 3.2 dapat dilihat bahwa pemetaan f:K/S — K/S
merupakan monomorfisma. Maka Ker f = S * a.

(<)
Pada Gambar 3.2 dapat dilihat bahwa Ker f = {S * a}.
Karena S * a merupakan elemen identitas pada K /S, maka Ker f =
{0}. Akan ditunjukkan bahwa f merupakan monomorfisma.
1. f merupakan homomorfisma LA-modul
i. flaxb)=Sx(axh)
= (S *a) (S *b)
=f(a) =f(b)
ii. frQa)=SxTOa)
=S*r) O *a)
=70 f(a)
Berdasarkan 1) dan i) terbukti bahwa f merupakan
homomorfisma LA-modul.
2. f merupakan injektif.
f merupakan injektif karena
flxy) = f(xx) = x; =x,
fS*a)=f(S*xa) >Sxa=S=xa
f(S*b)=f(S*b) >S*xb=Sxb
fS*c)=f(S*c)>S*xc=S=xc
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Berdasarkan 1 dan 2 terbukti bahwa f merupakan
monomorfisma.

Pembuktian kanan dan Kkiri terpenuhi maka terbukti bahwa f
monomorfisma jika dan hanya jika ker f = {0}.

Teorema 3.3.7 (Teorema Isomorfisma I)

Misalkan R adalah suatu LA-ring. M dan N masing-masing adalah
LA-modul atas R. 6: M — N adalah suatu homomorfisma dari M ke
N. Jika 6 adalah epimorfisma, maka M /Kerf = N.

Bukti:

M—— > N

M /Ker6

Gambar 3.3 Diagram Teorema Isomorfisma |

Didefinisikan ¢ : M - N
a-@la) =d
b- @) =>b
o: M- M/Ker ¢
a—-o(a)=N+a
b-a) =N+b
6 :M/Kero - N
N+a-0(N+a) =¢la) =d
N+b->0(N+b)=¢b) =b
Akan dibuktikan ¢@:M — N merupakan isomorfisma. Misalkan

Kergp = K.
i. Pemetaan
Ambil K + a,K + b € M/K, dimana a, b € M. Maka
K+a=K+b
K+a-b=K
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a—b€eK

a—b€Kerg
¢la—b) =0
@(a) =) =0
p(a) = ()

0(K+a) =6(K+b)
ii. Injektif
Ambil a + K,b + K € M/K, dimana a, b € M. Maka
6K+ a)=6(K+Db)
¢(a) = ¢p(b)
@(a) —p) =0
pla—b)=0
a—b€EKerg
a—b€eK
K+a—-b=K
K+a=K+b
iii. Surjektif
Karena N = ¢(N) maka untuk setiap ¢(a) di N terdapatlah
K + a di M/K sedemikian sehingga (K + a) = ¢(a).
iv. Homomorfisma
1. 0((K+a)+ (K +b))=6(K + (a+b))
=q@(a+b)
=¢(a) + ¢(b)
=0(K+a)+ (K+Db)
2. Q(r(K + a)) =60(K +ra)
= ¢(ra)
=ro(a)
=r0(K +a)
Berdasarkan i, ii, iii, dan iv dapat disimpulkan bahwa 8 merupakan
isomorfisma.

Teorema 3.3.8 (Teorema Isomorfisma I1)
Misalkan R adalah suatu LA-ring dan M adalah suatu LA-modul atas

R. Jika A dan B masing-masing adalah LA-submodul dari M, maka
(A+B)/A=B/(ANB).
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Bukti:

B

ANB
Gambar 3.4 Diagram Teorema Isomorfisma 11

Jika A + B adalah LA-submodul, maka A+ B merupakan LA-

modul. A adalah LA-submodul dari A + B, sehingga A+B

merupakan LA-modul faktor.

1. Jka AnB adalah LA-submodul dariB, maka B
ANB

merupakan suatu LA-modul.
Akan ditunjukkan A N B adalah LA-submodul dari B.

a.

Misalkan A dan B masing-masing adalah LA-submodul dari
B. Ambil a € An B dan ¢ € B, berlaku ca € A dan ca € B,
sehingga ca€e AnB. Karena ca€ANB, sehingga
B(ANB)S ANB.

Misalkan A dan B masing-masing adalah LA-submodul dari
B. Ambil a,b € ANB, maka a,b € A dan a,b € B. Karena
A dan B LA-submodul, berlakku a—b € Adana— b € B,
sehingga a —b € ANB.

Berdasarkan a dan b dapat disimpulkan bahwa A N B adalah

LA-submodul dari B, sehingga B
ANnB

merupakan LA-modul.

2. ¢ : homomorfisma LA-modul yang surjektif.

Didefinisikan ¢ : B =

A+B

A
x> px)=A+a+x=A+a
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Ambil x, y € B maka
px+y) =A+x+y)=A+x)+(A+y)
=pA+x)+9(A+y)
py)=A+(xy)=A+x)(A+y)
=p(A+x)p(A+y)
Jadi terbukti ¢ adalah homomorfisma LA-modul. Selanjutnya
akan dibuktikan ¢ surjektif.

Va+ A€ A+B

,3a € B,3 ¢(a) = A+ a. Jadi ¢ surjektif.

Karena ¢ merupakan homomorfisma LA-modul yang surjektif,

maka Im ¢ = A+B.

3. Kero=ANB
Ker ¢ ={x € B:p(x) = 0}
={x €eB:p(x) = A}
={x€eEB:A+x=A}
={x€B:x €A}
=ANB
Jadi, Ker ¢ = AN B.

Berdasarkan Teorema 3.3.7 diperoleh B = A+B Jadi, ¢
Kerg A

A+B B

ANB’

merupakan isomorfisma atau

N

Contoh 3.3.11
Diberikan K = {a, b,c,d, e, f} merupakan LA-modul. Kemudian
diberikan S = {a,d} dan P ={a,b, c,d, e, f} masing-masing adalah
*
LA-submodul di K. Akan dibuktikan bahwa S*P =~ L
S SNP

Bukti:

*
Didefinisikan ¢ : P — > "

xP @(x) =S*xs*xx =S*x
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*

S+*P={ab,cd,e [}, sehingga

P={S*a,5*b,S*c}.

Kemudian S N P = {a, d}, sehingga P
SN

Akan dibuktikan bahwa
1. ¢ merupakan homomorfisma LA-modul yang surjektif
Ambil sebarang x = a,y = ¢ € P sehingga berlaku
i @xx*y) =@(ax*c)
=¢(c)
=Sx*xcC
=(S*a)*(Sx*c)
= @(a) * (c)
i. pr ©Ox) = (r ©a)
S OX()
=r©O (S =*a)
=r O ¢(a)
Jadi terbukti ¢ adalah homomorfisma LA-modul. Selanjutnya akan
dibuktikan ¢ surjektif.

P={S*a,S*b,S*c}.

P @ S§*Pp
S
a
b
¢ 1
d
e
f
S*Pp

Gambar 3.5 Pemetaan ¢ : P —
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*
Pada Gambar 3.5 dapat dilihat bahwa untuk setiap S * x € S*P

terdapatlah x € P sedemikian sehingga @(x) =S *x. Jadi ¢
surjektif.
Karena ¢ merupakan homomorfisma yang surjekitif,

*
makaIm<p=SSP.

2. Kero =5nP.
Pada Gambar 3.5 dapat dilihat bahwa Ker¢ = {a,d}, maka
terbukti bahwa ker ¢ = SN P.
Berdasarkan 1 dan 2 terbukti bahwa ¢ merupakan isomorfisma atau
S*p P

S ~SAP’

Teorema 3.3.9 (Teorema Isomorfisma I11)
Misalkan R adalah suatu LA-ring dan M adalah suatu LA-modul atas
R. A dan B masing-masing adalah LA-submodul dari M. Jika I < J,
maka

M/B = (M/A)/(B/A).

Bukti:

mM/A—2 5 y/B

M/A
B/A
Gambar 3.6 Diagram Teorema Isomorfisma 111

Akan dibuktikan bahwa
i. M /A merupakan LA-modul.
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Karena M merupakan LA-modul dan A merupakan LA-submodul
dari M, maka M /A merupakan LA-modul.

ii. M/B merupakan suatu LA-modul.
Karena M merupakan LA-modul dan B merupakan LA-submodul
dari M, maka M /B merupakan LA-modul.

iii. Jika B/A adalah LA-submodul di M /A maka I\é//: merupakan

suatu LA-modul.

Akan ditunjukkan B/A ideal dari M/A.

a. Ambil sebarang A+ x€ B/A,x € B. Karena ASBCS M,
maka x € M sehingga A + x € M/A. Jadi B/A € M/A.

b. Ambil x€B/A, maka x=A+a dan y € M/A, maka
y=A+adengan a € B dan b € M. Sehingga diperoleh

xy=(A+a)(A+b)=A+ (ab),ab € B.
Karena B € M, maka ab € M, sehingga A + (ab) S M.

c. Ambil xe B/A dan y,ze M/A maka x =A+a,y =A+Db,
dan z=A+c dengan x € B dan a,b,c €M, sehingga
diperoleh

x+y)z—yz= ((A+ a) + (A+b))(A+c) — ((A +b)(A+ c))
=((a+b)+A)(A+c)— A+ (bo)
= A+ (ac + bc) — A(bc)
= A + (ac + bc — bc)
=A+4+ac,ac€EB
Jadi, (x + y)z —yz € B/A.
Berdasarkan a, b, dan ¢ dapat disimpulkan bahwa B/A adalah
LA-submodul dari M/A. Selanjutnya karena M /A LA-modul dan

. . M/A
B/A adalah LA-submodul dari M /A, sehingga B//A merupakan

LA-modul.
iv. ¢ merupakan homomorfisma yang surjektif.
Didefinisikan ¢ : M/A - B/A
A+x-> @o(A+x)=B +x
Ambil A +x,A+ y € M/A, maka berlaku
L o(A+0+U+y) = o+ (x+))
=A+x+Yy)
C



=(B+x)+(B+y)
=@(B +x) +9(B+y)
2. p(r(A+x) = (4 + (rx))
=B + (rx)
=r(B+x)
=rp(B +x)
Terbukti homomorfisma LA-modul.
Selanjutnya akan ditunjukkan ¢ surjekif.
Karena VB+x€M/B,3A+xe M/A,3 p(a+A) =a+ B.
Jadi, Imp =M /B.

V. Kerg = %

Ker o ={A+x€M/A:p(A+x) =B}
={A+x€eM/A:B+x =B}
={A+x€M/A:x € B}
={A+x €B/A}
=B/A

B/A

Berdasarkan Teorema 3.3.7 diperoleh
Kerp

=~ M/B. Jadi, ¢

. . M /A
isomorfisma atau / =~ M/B.
B/A

34 Direct Sum (Hasil Jumlah Langsung)

Seperti halnya pada modul, pada LA-modul juga terdapat
konsep direct sum (hasil jumlah langsung). Berikut ini diberikan
definisi dan teorema yang berkaitan dengan direct sum LA-modul.

Definisi 3.4.1

Misalkan R adalah LA-ring dan M adalah LA-modul atas R.
Ni, N,, ..., N, masing-masing adalah LA-submodul dari LA-modul
M. M disebut hasil jumlah langsung (internal direct sum) dari
Ny, N5, ..’.C,Nk,jika memenuhi

iI.M= ZNL
i=1
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i#j
untuk 1 <i <k.
M disebut hasil jumlah langsung dari LA-submodul N, N, ..., N,
biasa diberi notasiM = N; @ N, @ ... @ N.

Contoh 3.4.2
Zi2:Z—  LA-modul, N, ={0},N, ={0,4,8},N; ={0,3,6,9}
adalah LA-submodul dari Z;,. Akan ditunjukkan apakah

Z13 =N, ©N, D Ns.

Bukti:
i N +N,+N;={0}+{0,48+{0,3,69} =7,
ii. N,n(N,+Nsy)={0}n {6 4,8} + {0,

N, n (N; +N3) = {0,4,8}n [{0} +{0,3,

Syarat (i). dan (ii). dipenuhl maka dapat d|5|mpulkan bahwa
Z12 =N, © N, ®N;.

Teorema3.4.5
Misalkan R adalah suatu LA-ring dan M adalah LA-modul atas R.
Jika M;, M, ..., M, adalah LA-submodul dari M, maka pernyataan
berikut ekuivalen:
1. M adalah direct sum (hasil jumlah langsung).
2. Vm € M dapat dinyatakan secara tunggal sebagai bentuk
m =my +m,+ -+ m; dengan m; € M;.

Bukti:

(1= (2)
Diketahui M adalah hasil jumlah langsung dari M;. Ini berarti
M =M, &M, P .. M, sehingga memenuhi
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untuk1 <i<k.
Dari (i), jika m € M dan m; € M;, maka jelas berlaku
k

m=my +m2++m122ml

=1

Ini  berarti ketentuan (2) dipenuhi. El'inggal membuktikan
ketunggalannya. Misalkan ada pernyataan lain, yaitu
k

_ ! ! e I __ I
m=m;+m,+ +mi—Zml,
i=1

-m; = Zm] m € M; nZM = {0}.

Ini berarti m; —my, yaitu pernyataan (2) tunggal.
D)= (@) _
Diketahui vm € M dinyatakan secara tunggal sebagai bentuk
m =my; +m,+ -+ my dengan m; € M;.
Yang harus dibuktikan, yaitu

k

.M = ZML
i=1

i#j
untuk 1 <i <k.
Dari yang diketahui jelas berlaku (i). Kemudian karena ketunggalan
pernyataan tersebut,
Jkame M;, mkam=m+0+--4+0+0+--4+0.
Jkame M, mkam=0+m+:--+0+0+--+0.

maka

Jikam e M;, makam=0+0+--+0+ 0+ .-+ m. Akibatnya,
anM_m

untuk 1 <i < k, yaitu (ii) dlpenuhl Karena (i) dan (i), maka dapat
di simpulkan bahwa M merupakan hasil tambah langsung dari M
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BAB IV
KESIMPULAN

Berdasarkan pembahasan mengenai left almost modules, dapat

diberikan beberapa kesimpulan:

1. Left almost modules (LA-modul) merupakan pengembangan
konsep modul.

2. Setiap modul merupakan LA-modul, namun suatu LA-modul
belum tentu modul.

3. Irisan tak kosong dari dua LA-submodul merupakan suatu
LA-submodul.

4. Teorema Isomorfisma LA-modul merupakan kasus khusus dari
Teorema Isomorfisma modul dengan pembuktian yang serupa.
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