BAB Il
PEMBAHASAN

Pada bab ini dibahas definisi, sifat, proposisi, teorema, lemma
serta contoh yang berkaitan dengan LA-modul atas LA-ring,
LA-submodul, LA-modul faktor, dan homomorfisma LA-modul
berdasarkan Tariq Shah dkk. (2011).

3.1 Left Almost Modules (LA-Modul)

Left almost modul (LA-modul) merupakan pengembangan dari
konsep modul. Berikut ini diberikan definisi dan contoh LA-modul.

Definisi 3.1.1 (LA-modul)
Misalkan (M, +) adalah suatu LA-grup dan (R,+,”) adalah suatu
LA-ring dengan elemen identitas kiri 1. Serta diberikan pula operasi
biner,
x> RXM->M
(r,m) »*(r,m) =r+*m.

Himpunan M disebut LA-modul Kiri atas R, jika memenuhi keempat
aksioma berikut:

1. r+«(my+my)=rs*smy+r=*m,,

2. mMAnrn)xm=n*m+nrn*xm,

3. (n*n)*xm=rx(n *xm),

4, 1.m=m,

Vr,in,n ERVmm,,m € M.

Contoh 3.1.2
Akan ditunjukkan Z[x]:Z LA-modul.

Bukti:

1. Berdasarkan Contoh 2.7.3, terbukti bahwa (Z[x], +) merupakan
LA-grup.

2. Akan ditunjukkan bahwa keempat aksioma dipenuhi.
a. Ambil sebarang r€Z dan f(x),g(x) € Z[x], vyaitu

fl) =apx®+ayxt +ax?+- = Z aix’,

i
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g(x) = boxo + blxl + b2x2 4= zbixi,
i

h(x) = cox®+ cyx + cpx2 4 - 4 cox0 = z Cl-xi,
i

berlaku
r(f) +9(®)
= r[(ag + bo)x®+ (ar + by)x! + -+ + (ap + by)xP + -]
= [r(ao + bo)x® + 7(ay + b)x+ -+ 1(ap + by)xP + - |
=rag+1rby+rayx* +rbixt 4+ +ra,xP +rhyxP + -
= (rag+ra;x*+--rayxP+ )+ (rbg+rbyxt + -
+rbyxP + --+)
=7f(x) +rg(x)
vr eZV f(x),g(x) € Zx].
b. Ambil sebarang 7, €Z dan f(x) € Z[x], vyaitu
() = apgx®+ a;x* + ax?+ -+ agx® = X;a;x*, berlaku
(n +1) - f(x)
= +1) apx®+ax+ ayx?+ -
= +1r)agx’+ (n + nayxt+ (n +ry)ax?+ -
= (ragx® + ragx®)+ (naxt + ra;xt)
+(rpayx? + rpa,x?) + -
= aox®+nrna;xt+ nax?+--)
+(rapx®+rax! + pax? + )
=1 (apx+ axt+ax®>+ ) +n
“(apx®+axt+azx?+--)
=nf(x) +rf(x)
vr,n €LV f(x) € Zx].
c. Ambil sebarang 7, €Z dan f(x) € Z[x], yaitu
() = apgx®+ a;x' + ax? + -+ agx® = ¥;a;xt, berlaku
(n 1) f(x)
= (nr)(agx®+a;x+ax?+-)
= (nnr)agx®+ (nr)axt+ (nr)azx? + -
= (pnr)agx®+ (ryr)axt + (pr)azx? + -
=1r(rnagx®) +r(nax?) + (L ax?) + -
=1(rf(x))
vr,r €LY f(x) € Zx].
d 1-f(x)=1-(agx®+a;x*+a,x?+ -+ ayx°)
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=agx?+a;xt+ax?+ -+ agx® = f(x)
Jadi, dapat disimpulkan dari uraian di atas bahwa (Z[x], +,)
merupakan suatu LA-modul.

Contoh 3.1.3
Diberikan N = {a, b, c, d, e} yang dilengkapi dengan operasi (*) dan
(®) yang didefinisikan pada Tabel 2.8 dan Tabel 2.9.
O:NXN->N
rm),OQr,m)=r®Om
Akan dibuktikan bahwa N merupakan LA-modul atas LA-ring N.

Bukti:
i. Akan dibuktikan (N,*,(©) merupakan LA-ring.
Pada Contoh 2.7.2, sudah dibuktikan bahwa (N,*,(O) merupakan
LA-ring.
ii. Akan dibuktikan N merupakan LA-modul.
1. (N, +) merupakan LA-grup
Pada Contoh 2.7.2, sudah dibuktikan bahwa (N, +) merupakan
LA-grup.
iii. Akan ditunjukkan bahwa keempat aksioma dipenuhi.
a rOQmxmy)=>00Om)* ([T Omy)

Vr e N,Vmym, €N.

Aksioma ini merupakan hukum distributif kiri yang juga sudah

dibuktikan pada Contoh 2.7.2.

b. (n*n) Om=(n *m)QO (r, *m)

Vr,, € N,VmEeEN.

Aksioma ini merupakan hukum distributif kanan yang juga

sudah dibuktikan pada Contoh 2.7.2.

crnOmrLOmM=rOMmH Om),Vn,n €NVmEN.

Ambil sebarang r;,7, € N danm € N.

Untuk n, = a + 4k, = b, m = ¢, maka diperoleh
nOrHROM=aOQbOc)=a®c=a
nOMHOM=bO@O)=bOa=a

Dengan cara yang sama berlaku vr;,, € N danm € N.

d nOm=m,An € NNVmeE N,n = b.
m=abOa=a
m=bbQOb=0>b
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m =

suatu LA-modul tetapi bukan modul.

Contoh 3.1.4

Diberikan K ={a, b,c,d, e, f} yang dilengkapi dengan operasi (*)

cbOc=c
dbOd=d
ebPe=c¢e
Jadi, dapat disimpulkan dari uraian di atas bahwa (N,*,() merupakan

dan (©®) yang didefinisikan pada Tabel 3.1 dan Tabel 3.2.

O:KXK->K
(r,m)»O@,m) =rOm
Akan dibuktikan bahwa K merupakan LA-modul atas LA-ring K.

Tabel 3.1 Operasi * pada K.

* a | b c d e | f
a a b c d e f
b f a | b c d e
c e f | a b c d
d d e | f a b c
e c d e f a b
f b c d e f a
Tabel 3.2 Operasi © pada K
©O) a b c d e f
a a a | a a a a
b a b c d e f
c a c e a c e
d a d a d a d
e a e c a e c
f a | f e d c b

Bukti:

i. Akan dibuktikan (K,*,(©) merupakan LA-ring.

1. (K,*) merupakan LA-grup.
a. Memenuhi hukum invertif Kiri
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Ambil sebarang x,y,z €K, yaitu x=a,y=b,z=c
diperoleh
(xxy)xz=(axb)xc=bxc=b
(z*xy)*x=(c*b)xa=exa=Dhb
sehingga (x * y) * z = (z * y) * x. Dengan cara yang sama
berlaku Vx,y,z € K.
b. Mempunyai elemen identitas Kiri
Elemen identitas kiri dari (K,+*) adalah a sedemikian
sehingga Vx € K berlaku a * x = x.
c. Setiap elemen mempunyai invers Kiri
Invers a adalah a, karenaa xa = a
Invers b adalah b, karena b xb = a
Invers ¢ adalah c, karenac xc = a
Invers d adalah d, karenad * d = a
Invers e adalah e, karenae xe = a
Invers f adalah f, karena f x f = a
Berdasarkan a, b, dan c terbukti bahwa (K,*) merupakan LA-grup.
2. (K,©®) merupakan LA-semigrup
Memenuhi hukum invertif Kiri
Ambil sebarang x,y,z€ K, vyaitu x=a,y=bz=c
diperoleh
xOYOz=@Ob) Oc=aOc=a
OYOx=(CObBOa=d Qa=a
Dengan cara yang sama berlaku Vx, y, z € K.
Terbukti bahwa (K,) merupakan LA-semigrup.
3. Berlaku hukum distributif
Ambil sebarang x,y,z€ K, vyaitu x=a,y=bz=c
diperoleh
- Distributif kanan
xOy)*xz=(@Ob)*xc=a®c=a
xO2*yYO2=>@O)*xbOc)=a*a=a
Dengan cara yang sama berlaku Vx, y, z € K.
- Distributif Kiri
xOQ@*z2)=a@bh*c)=a@b=a
xOMN*xO2)=@Ob*@®c) =a*xa=a
Dengan cara yang sama berlaku Vx, y, z € K.
Berdasarkan 1, 2, dan 3 terbukti bahwa (K,*,() merupakan LA-ring.
ii. Akan dibuktikan K merupakan LA-modul.
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1. (K,+) merupakan LA-grup
Pada (i) sudah dibuktikan bahwa (K, +) merupakan LA-grup.
2. Akan ditunjukkan bahwa keempat aksioma dipenuhi.
a. rOmyxmy) =0 Omy)*(rOmy)
Vr eK,Yvm;, m, €K.
Aksioma ini merupakan hukum distributif kiri yang juga
sudah dibuktikan pada (i).
b. (n*x1r) Om=(r, *m) O (rp *xm)
Vr,rn EK,YmeEK.
Aksioma ini merupakan hukum distributif kanan yang juga
sudah dibuktikan pada (i).
crnOrHOM=r0mrH Om),Vn,n €K, VmEeK.
Ambil sebarang 7, €K dan meK. Untuk
n = a,r, = b,m = ¢, maka diperoleh
nOrHLOM=a@OQbOc)=a®c=a
nOHOM=b0@Oc)=bOa=a
Dengan cara yang sama berlaku vr;,r, € K danm € K.
d nOm=m,IneK,VvmeK,n = b.
m=abQ®a=a
m=bbQOb=5»b
m=c¢bQ@®c=c
m=d,bQOd=d
m=ebQe=c¢e
m=fbOf=f
Jadi, dapat disimpulkan dari uraian di atas bahwa (K,*,() merupakan
suatu LA-modul tetapi bukan modul.

Contoh 3.1.5

Diberikan himpunan vektor di R? yang direpresentasikan sebagai
matriks vertikal dan ring berupa himpunan matriks 2 x 2 dengan entri
bilangan real.

M, (®) = {[8 2]:a,b )

Diberikan pula operasi biner
-+ My (R) X R? - R?

() (R R F R R
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Akan ditunjukkan bahwa R?: M, (R) — modul Kiri.

Bukti:
i. Akan ditunjukkan (R?,+) merupakan LA-grup.
a. Memenuhi hukum invertif Kiri.

. 2 s i _[k] « _ M
Ambil sebarang P, Q,S € R4, yaitu P = [j]'Q = [l],S = [n]
berlaku

(P+Q)+5 = :[Jlﬁ] + [';]] 7]

i + k m
=j+1 +[7]
[i + (k+ m)]
[j+({+n)]
[(i + m) + k]
[ G+ n)+1]
(m + (i + k)]
n+ G+ 0]
(m + (i + k)]
n+ G+
[((m + k) + ]
:((n+l))+j__
m+k [
:(n+l)]+]]
= ] H—(S+Q)+P

Dengan cara yang sama berlaku VP, (Q,S € R?.
b. Mempunyai elemen identitas Kiri.

.~

Elemen identitas kiri dari R? adalah E =

Karena E + P = [ H 81;] H

c. Setiap elemen mempunyai invers Kiri.
Ambil sebarang P € R?, yaitu P = [l] Invers dari P = [}l]

adalah—Pz[ ]karena —P+P= [ ] H
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ii. Akan ditunjukkan bahwa keempat aksioma dipenuhi,

58

dengan

menggunakan sifat pergandaan matriks dengan vektor:

1. Ambil sebarang P,Q € R?, yaitu P =

sebarang A € M, (R), yaltu A= [

(4]

] l+k
,0 bl 1j+1
[a(i +k) +0( + 1)
[0+ k)+b(G+1D)
[ai + (ak + 0j) + 01
0i + (0k + bj) + bl
[ai + (0j + ak) + 01
[0i + (bj + 0j) + bl
[ai +0j + ak + 0!
0i + bj + Ok + bl
[ai + 0j
0 + bj
fa 071 |! a 0]
0 b]'[j]+[o bl
=A-P+A-Q
2. Ambil sebarang P € R?,

A- (P+Q)

yaitu P =

] [ak + 007
0k + bl

A,B € My(R), yaitu A = [a O] [

(F

'a+c

(A+B)-P

_ '(a+c)l]
(b + d)j
[ai + ci + 0j
[0i + bj+dj
_[ai+ci

bj +dj]

'ai] + [ci]
bjl ~ ldj

[i] 0= [’f] Ambil

] berlaku

i)

1]

Jl] Ambil sebarang
c

] berlaku

I+; d] i

vl [



_fa 071 [, [c O1.[
=[5 5l [j]+[0 d []]
=A-P+B-P .

3. Ambil sebarang P € R?, yaitu Pz[jl.]. Ambil sebarang

A,B € My(R), yaitu A = [a 0] B= [C 0] berlaku

ane=(5 31l -]
:.ac bd H
-lsa - o]
::0 d] b]] _
5 /%]'P(S HRH)
4 Ep-P 0 d H [ ]ERZ

Jadi, dapat disimpulkan dari uraian dia atas bahwa R? merupakan
LA-modul atas M, (R).

Teorema 3.1.6
JIka R adalah LA-ring dan M merupakan suatu LA-modul atas R,
maka berlaku ketentuan berikut.

1. Jika 0,, merupakan elemen identitas di M, maka 0y, = 0y,

2. ORa = OM,
3. (=ra=-ra=r(-a),
4. (-r)(=a) =ra,

Vr E Rdana € M.

Bukti:
1. Jika 0,, adalah elemen identitas di M, maka
a+0y=0y+a=a,Va€eM,
sehingga berlaku r(a + 0y) = ra. Sedangkan, r0y +ra = ra,
juga menyatakan 0y +7ra =ra. Perhatikan persamaan
rOy +ra=ra dan Oy +ra=ra. Dari kedua persamaan
tersebut, maka didapatkan 70y, = 0.
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2. Jika 0 adalah elemen identitas di R, maka 0z = Ogr = O,
Vr € R, sehingga berlaku Oga = a0y € M. Akibatnya adalah
Oga = a0p = 0y, sehingga 0gra = 0.

3. Misalkan a € M dan r € R, maka terdapat ra € M. Karena
ra € M, maka terdapat —(ra) € M, sehingga —(ra) + ra = Oy,
juga menyatakan (—r)a + ra = 0y, dan r(—a) + ra = 0,,. Dari
ketiga persamaan tersebut maka dapat disimpulkan bahwa
(-r)a = —(ra) = r(—a).

4. Misalkan r € R,a € M, maka terdapat -r € R dan —a € M.
Karena —ra € M, maka terdapat —(—ra) € M, sehingga ra € M.

3.2 Left Almost Submodules (LA-Submodul) dan Factor Left
Almost Modules (LA-Modul Faktor)

Left almost submodules (LA-submodul) merupakan bagian dari
LA-modul. Sedangkan factor left almost modules merupakan
perluasan konsep dari LA-modul. Berikut ini diberikan definisi,
contoh, teorema serta proposisi pada LA-submodul dan LA-modul
faktor.

Definisi 3.2.1 (LA-Submodul)
Misalkan M: R — LA-moduldan N # @, N € M. Himpunan N disebut

LA-submodul dari M, jika terhadap hukum komposisi yang sama
dengan M, N merupakan LA-submodul.

Teorema 3.2.2

Misalkan N # @. N merupakan suatu LA-subgrup dari LA-modul M
atas LA-ring R. N disebut LA-submodul atas R, jika dan hanya jika

i m—n€eN,vVvmmneN.

ii. r*n€N,Vr e R,Vn€e N.

Bukti:
=
Diketahui N adalah LA-submodul atas R. Akan dibuktikan berlaku i

dan ii. Karena N adalah LA-submodul, sehingga N juga merupakan
LA-modul dan akibatnya berlaku i. Karena operasi pergandaan skalar

yang berlaku pada M juga berlaku pada N, maka berlaku ii.
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1=
Diketahui berlaku i dan ii. Akan dibuktikan N adalah LA-submodul.
Karena berlaku i, sehingga menurut Definisi 3.2.1 N merupakan
LA-subgrup dari M. Karena berlaku ii, sehingga operasi pergandaan
skalar di M juga berlaku di N. Karena N merupakan himpunan bagian
dari M dan operasi pergandaan skalar di M juga berlaku di N, sehingga
aksioma-aksioma LA-modul di M juga berlaku di N. Jadi, N
merupakan LA-submodul dari M.

Contoh 3.2.2

Berdasarkan Contoh 3.1.3, K ={a,b,c,d, e, f} dengan operasi
dengan operasi (x¥) dan (®) merupakan LA-modul. S = {a,d}
merupakan himpunan bagian dari K. S dengan operasi yang sama
dengan K, didefiniskan pada Tabel 3.3 dan tabel 3.4. Akan
ditunjukkan bahwa S merupakan LA-submodul dari K.

Tabel 3.3 Operasi * pada S

d d a
Tabel 3.4 Operasi © pada S
Ol a d
a a a
d a d

Bukti:
i. (S,*) merupakan LA-grup
1. Mempunyai elemen identitas Kiri
Elemen identitas kiri dari (S,*) adalah a sedemikian sehingga
Vx € S berlaku a * x = x.
2. Setiap elemen mempunyai invers Kiri
Invers a adalah a, karena a *xa = a
Invers d adalah d, karenad * d = a
3. Memenuhi hukum invertif Kiri
Ambil sebarang x, y,z € S, yaitu x = a,y = d, z = d, berlaku
(x*xy)*z=(axd)xd=d*xd=a
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zxy)xx=(dx*d)xa=axa=a
sehingga (x * y) * z= (z *y) *x, dengan cara yang sama
berlaku Vx,y,z € S.
Berdasarkan 1, 2, dan 3 terbukti bahwa (S,*) merupakan LA-grup.
ii. Akan ditunjukkan bahwa keempat aksioma dipenuhi.
LrO0myxmy)=>00Om)* (T Omy)
Vr e€s,vm;,m,€S.
Ambil sebarang r € S dan m;,m, € S, yaitu
r=a,my =d,m, =d, berlaku
rO(m*xmy)=a@d*d)=a@a=a
rOm)*TOmy)=(@0d)*(@a0d)
=a*xa=a
2. (n*r) Om=(m *m)QO (rp *xm)
Vr,n €S, VmES.
Ambil sebarang r;,7, € S danm € S, yaitu
n =arnr =dm=d,berlaku
(ri*r,)Om=((a*xd)Od=d0Od=d
hOM*xrOmM=>@0d*xd0Od
=axd=d
3 nOrHLOmM=r,00h Om),Vnr,n €S VMES.
Ambil sebarang 1,7, € N dan m € N, yaitu
n =a,nr, =d,m=d, berlaku
nOrHOM=a0QdOd)=a@d=a
O OM=d0@Od =dOa=a
Dengan cara yang sama berlaku vr;,r, € S danm € S.
4, nOm=mIAn €S, VmES.
m=ad®a=a
m=d,d(Od=d
Jadi, dapat disimpulkan dari uraian di atas bahwa S juga merupakan
suatu LA-modul.

Teorema 3.2.3

Misalkan R adalah LA-ring dan M adalah LA-modul atas R. Jika A
dan B masing-masing LA-submodul dari M atas R, maka AN B juga
merupakan LA-submodul M.
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Bukti:

Ambilr € Rdana € AnB,maka a € A dan a € B. Karena A dan B
adalah LA-submodul, maka berlaku ra € A dan ra € B, sehingga
dapat disimpulkan ra € AN B.

Jadi, terbukti bahwa A N B merupakan LA-submodul dari M.

Contoh3.2.4

Berdasarkan Contoh 3.1.3, K ={a,b,c,d, e, f} dengan operasi
dengan operasi (*) dan (©) merupakan LA-modul. S = {a,d} dan
R = {a, c,e} merupakan himpunan bagian dari K. Akan dibuktikan
bahwa S N R merupakan LA-submodul dari K.

Bukti:

Akan ditunjukkan bahwa S N R = {a} merupakan LA-submodul dari
K.

Ambilr e Kdana e SN R, maka a € S dana € R. Karena S dan R
adalah LA-submodul dari K, maka berlaku ra € S dan ra € R,
sehingga ra € SNR. Karena ra € SN R, maka S N R merupakan
LA-submodul dari K.

Teorema 3.2.5

Misalkan R adalah LA-ring dan M adalah LA-modul atas R dengan
identitas kiri 1. Jika A dan B masing-masing LA-submodul dari M,
maka A + B merupakan LA-submodul dari M.

Bukti:
Ambil r € R dan x € A+ B, maka x = a, + b;. Karena A dan B
masing-masing LA-submodul, berlaku

rx=ra; +rb; € A+ B.
Jadi, dapat disimpulkan dari uraian di atas, terbukti A + B merupakan
LA-submodul M.

Contoh 3.2.6

Berdasarkan Contoh 3.1.3, K ={a,b,c,d,e, f} dengan operasi
dengan operasi (*) dan (©) merupakan LA-modul. S = {a,d} dan
R = {a, c,e} merupakan himpunan bagian dari K. Akan dibuktikan
bahwa S + R merupakan LA-submodul dari K.
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Bukti:
Akan  ditunjukkan  bahwa S+ R={a,c,d,e} merupakan
LA-submodul dari K.
Ambil r € K dan x € S + R, maka x = a; + b;. Karena A dan B
masing-masing LA-submodul, berlaku

rx =ra, +rb; €S+ R.
Jadi, dapat disimpulkan dari uraian di atas, terbukti S + R merupakan
LA-submodul K.

Definisi 3.2.8 (Ideal pada LA-modul)

Misalkan M adalah LA-modul dan I adalah LA-submodul dari M.

1. I disebut ideal kiri dari M jika MI < I.

2. I disebut ideal kanan dari M jika Yn,m € M dan i € I, berlaku
(i+n)ym—nmel.

Jika memenuhi keduanya maka | disebut ideal dua sisi.

Contoh 3.2.9

Berdasarkan Contoh 3.1.3, K ={a,b,c,d,e, f} merupakan
LA-modul. Kemudian diberikan S = {a, d}. Akan dibuktikan bahwa
S merupakan ideal pada LA-modul K.

Bukti:
Berikut ini diberikan operasi K © S pada Tabel 3.7.

Tabel 3.5 OperasiK O S

Ol a d
al|lal| a
b a d
c a | a
d a d
e a | a
f la]| d

1. Pada Tabel 3.7 dapat dilihat bahwa K O S < S. Maka terbukti S
merupakan ideal kiri di K.

2. Ambil m,n € K dan i € S. Untuk m = ¢,n=b,i = d sehingga
berlaku
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(i*n)Om—-—nOm=>G{xn)Om*(nOm)!
=(d*b) Ocx(b )"
=(e®c)*c?t
=cxCc=a

a € S, maka aksioma terpenuhi. Terbukti bahwa S merupakan
ideal kanan di K.
Berdasarkan 1 dan 2 terbukti bahwa S merupakan ideal di K.

Lemma 3.2.10
Menggunakan operasi kanonik dengan memilih representasi,
A+m)+(A+n)=A+ (m+n), himpunan M/A merupakan
suatu LA-grup. A, kelas ekuivalensi dari 0 € M merupakan elemen
identitas kiri dari M /A. Didefinisikan pemetaan

o:M—- M/A,p(m) =A+m
merupakan suatu homomorfisma surjektif LA-grup.

Bukti:
Akan ditunjukkan bahwa operasi penjumlahan terdefinisi dengan
baik. Misalkan A +m=A +m' dan A+ n= A +n’. Menunjukkan
bahwa m € A+ m' dan n€ A +n', sehingga m =a +m' dan
n=>b+n',Va,b € A. Kemudian,

m+n=(a+m')+ b +n")

=(a+b)+(m'+n")eA+(m +n'),

sehingga A+ (m+n) =A+ (m' +n’).

Definisi 3.2.11 (LA-Modul Faktor)
Misalkan R adalah LA-ring dan M adalah LA-modulatas R. N adalah
LA-submodul dari M. Didefinisikan M/N = {N + x|x € M}. M/N
adalah himpunan koset-koset dari N di M, dimana m,n € M ekuivalen
jika m—n € N. M /N merupakan LA-modul dan disebut sebagai LA-
modul faktor. M/N = {N +a,N + b,N +c,..},a,b,c,.. €EM.
Didefinisikan

(N+a)+(N+b)=N+ (a+ b)

r(N+a)=N +ra,r €R.

Contoh 3.2.12
Diberikan LA-modul K = {a,b,c,d,e, f} dan ideal S = {a, d} di K.
Akan dibuktikan bahwa K/S merupakan LA-modul faktor.
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Bukti:
Jika S = {a,d}, maka

S*a={ad}
S*b={b,e}
S*xc={cf}

S+d={d,a}=S=*a
sehingga K/S = {S*a,S* b,S *c}.
Akan dibuktikan K/S merupakan LA-modul faktor.

Tabel 3.6 Operasi penjumlahan pada K/S
* S*a | Sxb | Sxc
S*a | S*xa | S*xb | Sx*c
S«*b | Sxc | Sxa | Sxb
S*c | S*b | S*c | S*xa

Tabel 3.7 Operasi pergandaan pada K /S
©) S*xa | Sxb | S*c
S*xa | S*xa | Sxa | S*xa
S«b | S*xa | Sxb | Sx*xc
S+*c | S*a | S*xc | S*b

1. (K/S,*) merupakan LA-grup.
a. Mempunyai elemen identitas Kiri
Elemen identitas kiri dari (K/S,*) adalah S * a sehingga
untuk setiap x € K/S berlaku S xa x x = S * a.
b. Setiap elemen mempunyai invers Kiri

Invers S = a adalah S xa karena (S*a) *(S*a) =S xa
Invers S = b adalah S = b karena (S *b) * (S*b) =S*a
Invers S * ¢ adalah S = ¢ karena (S x¢) *(S*xc) =S *a
c. Memenuhi hukum invertif Kiri
Ambil sebarang x,y,z € K/S.
Untuk x =S *a,y =S = b,z =25 *c, maka diperoleh
(xxy)*z= ((S*a)*(S*b))*(S*c)
=(S*b)*x(S*c)
=Sx*b
(zxy)*xx = ((S*c)* (S*b))* (S*a)
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=(S*c)*(S*a)
=Sxb
sehingga (x xc) *y = (z *x y) * x.
Berdasarkan a, b, dan ¢ terbukti bahwa (K/S,*) merupakan LA-
grup.
2. Akan diibuktikan bahwa keempat aksioma dipenuhi.
Ambil sebaranga, b € K/S danr,r;, » € K. Untuk
a=S+*a,b=S*b,r=a,n =b, 1, =c, maka diperoleh
a. r(a+b) =ra+rb
rO(axb) =aOI(S *a)* (S *b)]

=a@®S*a)=a
rOQa*TOb) =[O *a)]*[a®(S*b)]
=a*xa=a

b. (n +n)a=na+na
(m*1)Qa=(@*bh) O *a)
=bO (S *a)
=Sx*xa
HO)*x(0a)=[aOE*a)]*[bO (S *a)l
=ax*(S*a)
=Sx*a
cC MOR)Oa=rn00n O0a
nOnrR)Oa=@ObhOE*a)
=a® (S *a)
=aqa
RnOMOaA=b0O[a®(S*al
=bQOa
=a
d nOa=a
nOa=bOE*a)=(*a)

3.3 Left Almost Modules Homomorphism (Homomorfisma LA-

Modul)

Seperti halnya pada modul, terdapat konsep homomorfisma
modul. Pada left almost modul (LA-modul) juga dikenal adanya left
almost modules homomorphism (homomorfisma LA-modul). Berikut
ini diberikan definisi dan teorema isomorfisma dari homomorfisma
LA-modul.
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Definisi 3.3.1 (Homomorfisma LA-modul)
Misalkan R adalah suatu LA-ring dan M, N masing-masing adalah
LA-modul atas R. Pemetaan ¢: M — N disebut homomorfisma LA-
modul jika memenuhi

1 p(m+n) = o) + ¢ (m)

2. (rm) = re(m), vn,m € N.

Jika N = M, maka ¢ disebut endomorfisma.

Jika ¢ injektif satu-satu, maka ¢ disebut monomorfisma.

M disebut isomorfik pada N, ditandai dengan M = N, jika terdapat
suatu isomorfisma dari M ke N.

Contoh 3.3.2
Diberikan LA-modul K ={a,b,c,d,e,f} dan LA-submodul
S={ad}diK.
Akan dibuktikan bahwa
f:K—->K/S
xe f(x)=Sx*x
merupakan homomorfisma LA-modul.

Bukti:
Ambil sebarang x,y,r € K, yaitu x = a,y = c, sehingga berlaku
1. Terhadap penjumlahan.
flxxy) = flaxc)
=Sx*xaxc
=S*a)*x(S*c)

= f(a) = f(c)
2. Terhadap pergandaan.
fGOX)=frOa

=S*xr®a

=S*r) O *a)

=r QO f(a)
Berdasarkan 1 dan 2 terbukti bahwa f:K — K/S merupakan
homomorfisma LA-modul.

Definisi 3.3.3 (Kernel)
Misalkan ¢: M — N adalah homomorfisma LA-modul. Kernel dari ¢,
Ker (¢) didefinisikan sebagai Kergp = {m € M:¢p(m) = 0y}
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Contoh 3.3.4
Diberikan K dan K/S masing-masing adalah LA-modul dengan
S ={a,d}. Pemetaan f:K - K/S
xe f(x) =8 =xx.
Akan dicari Ker (f).

Bukti:
Elemen e pada K /S adalah S * a, maka pemetaan f: K — K /S sebagai
berikut.

K f K/S

S*xc={cd}

Gambar 3.1 Kernel f pada pemetaan f: K — K/S

Pada Gambar 3.1 dapat dilihat bahwa terdapat beberapa elemen K
yang dipetakan ke elemen e = S x a di K/S. Maka Ker (f) = {a, d}.

Teorema 3.3.5
Misalkan M dan M' masing-masing adalah LA-modul. ¢: M — M’
adalah homomorfisma dari M ke M’, maka
1. Jika 0,, merupakan elemen identitas di M, maka @(0y;) = Oy,
2. Jika a € M, maka ¢(—a) = —¢(a).
3. Jika A merupakan LA-submodul dari M, maka ¢@(A4)
merupakan LA-submodul dari M'.
4. Jika B merupakan LA-submodul dari M’, maka ¢~1(B)
merupakan LA-submodul dari M.
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Bukti:

1.

70

Karena 0,, merupakan elemen identitas di M,
a+0y=0y+a=aqVaeM,

sehingga berlaku ¢ (a + 0y) = ¢ (0y + a) = ¢(a). Karena ¢
homomorfisma, maka diperoleh:
i @a+0y)=9(a)+¢0y) =¢p(a)dan
ii. @0y +a) = p(0y) + ¢(a) = p(a).
Jadi, diperoleh @(a) + @ (04) = @ (0y) + @(a) = p(a),Ya € M
dan dengan demikian ¢(0,,) = 04,, yaitu elemen identitas di M".
Ambil sebarang a € M sedemikian sehingga berlaku

a+(—a) =(—a) +a=0y.
Karena a + (—a) = (—a) + a = 0);, maka berlaku

o(a+(-a) = o((—a) + a) = p(0y).

Karena ¢ homomorfisma dan menurut 1 berlaku ¢ (0y) = 0y,
maka diperoleh:
i gla+(—a) =@+ @p(—a) = 0y, dan
ii. p((—a)+a) =@(-a) +¢(a) =0y,
Jadi, diperoleh ¢(a) + p(—a) = p(—a) + p(a) = 0y,,Ya €M
dan dengan demikian berlaku ¢p(—a) = —¢(a).
Ambil sebarang a, b € ¢ (A), maka a = ¢(x) dan b = @(y) untuk
suatu x,y € A. Diperhatikan, a — b = ¢(x) — p(y) = p(x —y).
Karena A LA-submodul dan x,y € A, maka menurut Lemma
2.5.16 berlaku x —y € A dan a —b = @(x —y) € p(4). Ambil
sebarang r € R dan diperhatikan bahwa ra = rp(x) = @(rx).
Karena A LA-submodul, maka menurut Lemma 2.5.16 berlaku
rx € A dan ra = @(rx) € p(A). Jadi, menurut Lemma 2.5.16
terbukti bahwa ¢(A4) merupakan LA-submodul.
Ambil sebarang a, b € ¢ ~1(B), maka ¢ (a) = k, dan ¢ (b) = k,
untuk suatu kq,k, € B. Karena B LA-submodul, maka menurut
Lemma 2.5.16, berlaku k; —k, € B dan dengan demikian
ki—k,=¢(a) — @) =¢p(a—b)€B, sehingga berlaku
a—b € ¢~1(B). Ambil sebarang r € R dan diperhatikan bahwa
rk, =rp(a) = ¢(ra). Karena B submodul, maka menurut
Lemma 2.5.16, berlaku rk; = @(ra) € B dan dengan demikian
ra € ¢~ 1(B). Jadi, menurut Lemma 25.16 terbukti bahwa
¢~ 1(B) merupakan LA-submodul



Proposisi 3.3.6
Misalkan R adalah suatu LA-ring. M dan N masing-masing adalah
suatu LA-modul R dan pemetaan ¢: M — N adalah homomorfisma
LA-modul. ¢ merupakan monomorfisma LA-modul jika dan hanya
jika Ker ¢ = {0}.

Bukti:

=)

Misalkan ¢ monomorfisma LA-modul. Ambil a € Ker ¢. Maka
@(a) =0, karena ¢ homomorfisma LA-modul maka berlaku
@(0) =0'. Karena ¢ adalah satu-satu, maka diperoleh a = 0.
Akibatnya Ker ¢ = {0}.

(<)

Misalkan  Ker ¢ = {0} dan misalkan ¢(a) = @(b). Diperoleh
p(a) = p(b) =0, sehingga @(a —b) = 0. Karena ¢(a— b) =0,
maka a — b € Ker ¢. Karena Ker ¢ = {0}, maka a —b = 0, yaitu
a = b. Terbukti ¢ (a) = @(b) maka a = b. Jadi ¢ satu-satu.

Contoh 3.3.8
Diberikan K adalah LA-modul dengan S ={a,d} adalah
LA-submodul di K.
Pemetaan f:K/S —» K/S
S*x5f(S*x) =8 *x
Tunjukkan bahwa f monomorfisma jika dan hanya jika Ker f = S *a

K/S f K/S
S*xa > Sxq
Sxb ] > S b
Sxc > SxC

Gambar 3.2 Pemetaan f:K/S - K/S
Bukti:

=)
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Pada Gambar 3.2 dapat dilihat bahwa pemetaan f:K/S — K/S
merupakan monomorfisma. Maka Ker f = S * a.

(<)
Pada Gambar 3.2 dapat dilihat bahwa Ker f = {S * a}.
Karena S * a merupakan elemen identitas pada K /S, maka
Ker f = {0}. Akan ditunjukkan bahwa f merupakan monomorfisma.
1. f merupakan homomorfisma LA-modul
I. f(axb)=S=x(ax*h)
= (S *a)*(S*b)
=f(a) = f(b)
. frOQa)=S+xTOa)
=@E*r) O *a)
=r0Of(a)
Berdasarkan i) dan i) terbukti bahwa f merupakan
homomorfisma LA-modul.
2. f merupakan injektif.
f merupakan injektif karena
flx) = fxz) > x1=x;
fS*a)=f(S*a) >Sxa=S=+a
f(S*b)=f(S*b) >Sxb=Sxb
fS*c)=f(S*c)>S*xc=S=xc
Berdasarkan 1 dan 2 terbukti bahwa f merupakan
monomorfisma.
Pembuktian kanan dan Kkiri terpenuhi maka terbukti bahwa f
monomorfisma jika dan hanya jika ker f = {0}.

Teorema 3.3.7 (Teorema Isomorfisma I)

Misalkan R adalah suatu LA-ring. M dan N masing-masing adalah
LA-modul atas R. 8: M — N adalah suatu homomorfisma dari M ke
N. Jika 6 adalah epimorfisma, maka M /Kerf = N.
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Bukti:

M——» N

M/Ker@

Gambar 3.3 Diagram Teorema Isomorfisma |

Didefinisikan ¢ : M - N
a- @la) =a
b- @) =>b
o: M- M/Kerg
a-»ol@=N+a
b-aolb)=N+b
0 :M/Kero - N
N+a-0(N+a) =¢la)=d
N+b->0(N+b)=¢b) =b
Akan dibuktikan ¢@:M — N merupakan isomorfisma. Misalkan

Kerp =K.
i. Pemetaan
Ambil K +a,K +b € M/K, dimana a, b € M. Maka
K+a=K+b
K+a-b=K
a—beK
a—b€EKerg
pla—b) =0
p(a) — o) =0
p(a) = p(b)
0(K+a) =0(K+b)
ii. Injektif

Ambil a + K,b + K € M/K, dimana a, b € M. Maka
O0(K+a)=06(K+b)
p(a) = p(b)
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¢(a) — p(b) =0
pla—b)=0
a—b€Kerg
a—beK
K+a—-b=K
K+a=K+b
iii. Surjektif
Karena N = ¢(N) maka untuk setiap ¢(a) di N terdapatlah
K + a di M/K sedemikian sehingga 8(K + a) = ¢(a).
iv. Homomorfisma
1. 6((K+a)+ (K+b)=6(K +(a+b))
=@(a+ D)
= ¢(a) +¢(b)
=60(K+a)+ (K+b)
2. 0(r(K+a)) =0(K +1a)
= ¢(ra)
=ro(a)
=r0(K +a)
Berdasarkan i, ii, iii, dan iv dapat disimpulkan bahwa 68 merupakan
isomorfisma.

Teorema 3.3.8 (Teorema Isomorfisma I1)

Misalkan R adalah suatu LA-ring dan M adalah suatu LA-modul atas

R. Jika A dan B masing-masing adalah LA-submodul dari M, maka
(A+ B)/A=B/(AN B).

Bukti:

A+B

B__ ¥ |
A
o
6
B
ANB
Gambar 3.4 Diagram Teorema Isomorfisma 11
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Jika A + B adalah LA-submodul, maka A + B merupakan LA-modul.

A adalah LA-submodul dari A + B, sehingga A+B merupakan LA-

modul faktor.

1. Jika A n B adalah LA-submodul dari B, maka B

merupakan
ANB

suatu LA-modul.

Akan ditunjukkan A N B adalah LA-submodul dari B.

a. Misalkan A dan B masing-masing adalah LA-submodul dari B.
Ambil a eANB dan ¢ € B, berlaku ca € A dan ca € B,
sehingga ca€ AnB. Karena ca€ANB, sehingga
B(ANB)S ANB.

b. Misalkan A dan B masing-masing adalah LA-submodul dari B.
Ambil a,b € An B, maka a,b € A dan a,b € B. Karena A
dan B LA-submodul, berlaku a—b € A dan a— b € B,
sehingga a —b € ANB.

Berdasarkan a dan b dapat disimpulkan bahwa A N B adalah

merupakan LA-modul.

LA-submodul dari B, sehingga B
ANnB

2. ¢ :homomorfisma LA-modul yang surjektif.

Didefinisikan ¢ : B —» A+ B

x> px)=A+a+x=A+a
Ambil x, y € B maka
px+y) =A+x+y)=A+x)+(A+y)

=pA+x)+9(A+y)
py)=A+(xy)=A+x)(A+y)
=p(A+x)p(A+y)

Jadi terbukti ¢ adalah homomorfisma LA-modul. Selanjutnya akan
dibuktikan ¢ surjektif.

A+B

VYa+ A€ ,3a € B,3 p(a) = A+ a. Jadi ¢ surjektif.

Karena ¢ merupakan homomorfisma LA-modul yang surjektif,
A+B

maka Im ¢ =
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3. Kero=4ANnBAB
Ker ¢ ={x € B:p(x) = 0}
={x € B:p(x) = A}
={x€B:A+x=A}

={x€eB:x € A}
=ANB
Jadi, Ker ¢ = AN B.
Berdasarkan Teorema 3.3.7 diperoleh =~ A+B . Jadi, ¢
Kerg A
A+B B

merupakan isomorfisma atau

I

ANB’

Contoh 3.3.11
Diberikan K ={a, b,c,d, e, f} merupakan LA-modul. Kemudian
diberikan S = {a,d} dan P ={a,b, ¢, d, e, f} masing-masing adalah

. . . S*p P
LA-submodul di K. Akan dibuktikan bahwa =~

T SAP’

Bukti:
S*p

Didefinisikan ¢ : P —
x @) =S*xsxx =85*x

*
S*P={ab,cd,e f}, sehingga

P={S*a,5*b,5*c}.

Kemudian S N P = {a, d}, sehingga

Akan dibuktikan bahwa
1. ¢ merupakan homomorfisma LA-modul yang surjektif
Ambil sebarang x = a,y = ¢ € P sehingga berlaku
i p(x*y) =¢@(axc)
= ¢(c)
=S=*c
= *xa)*(S*c)
= ¢(@ * ¢(c)
ii. prOx)= p(rOa)

76

PP={S*a,S*b,S*c}.



=70 ¢(a)

=rQ©O(S=*a)

=7 ¢(a)
Jadi terbukti ¢ adalah homomorfisma LA-modul. Selanjutnya akan
dibuktikan ¢ surjektif.

P ) 5*p
S

a

b

C

d 1

e

f

S*p
Gambar 3.5 Pemetaan ¢ : P —

*

Pada Gambar 3.5 dapat dilihat bahwa untuk setiap S * x €

terdapatlah x € P sedemikian sehingga ¢(x) =S *x. Jadi ¢
surjektif.
Karena ¢ merupakan homomorfisma yang surjektif,

*
makaIm<p=SSP.

2. Kero=5SnP.
Pada Gambar 3.5 dapat dilihat bahwa Ker¢ = {a,d}, maka
terbukti bahwa ker ¢ = SN P.
Berdasarkan 1 dan 2 terbukti bahwa ¢ merupakan isomorfisma atau
S*p _ P

S ~SAP’
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Teorema 3.3.9 (Teorema Isomorfisma 111)
Misalkan R adalah suatu LA-ring dan M adalah suatu LA-modul atas
R. A dan B masing-masing adalah LA-submodul dari M. Jika I < J,
maka

M/B = (M/A)/(B/A).

Bukti:
M/A(p—, M/B
g 0
M/A
B/A

Gambar 3.6 Diagram Teorema Isomorfisma 111

Akan dibuktikan bahwa

I. M /A merupakan LA-modul.
Karena M merupakan LA-modul dan A merupakan LA-submodul
dari M, maka M /A merupakan LA-modul.

ii. M/B merupakan suatu LA-modul.
Karena M merupakan LA-modul dan B merupakan LA-submodul
dari M, maka M /B merupakan LA-modul.

iii. Jika B/A adalah LA-submodul di M/A maka M/7A merupakan

suatu LA-modul.

Akan ditunjukkan B/A ideal dari M /A.

a. Ambil sebarang A+ x € B/A,x € B. Karena ACBC M,
maka x € M sehingga A + x € M/A. Jadi B/A € M/A.

b. Ambil x € B/A, maka x=A+a dan y € M/A, maka
y =A+a dengan a € B dan b € M. Sehingga diperoleh

xy=([A+a)(A+b)=A+ (ab),ab €B.

Karena B € M, maka ab € M, sehingga A + (ab) S M.
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c. Ambilxe B/Adany,ze M/A maka x =A+a,y =A+b,
dan z=A+c dengan x€B dan a,b,c € M, sehingga
diperoleh

c+yz—yz=(A+a)+@A+b)A+c)—(A+Db)A+0))
=({a+b)+A)(A+c)—A+ (bc)
= A + (ac + bc) — A(bc)
= A+ (ac + bc — bc)
=A+ac,aceB
Jadi, (x + y)z —yz € B/A.
Berdasarkan a, b, dan ¢ dapat disimpulkan bahwa B/A adalah
LA-submodul dari M /A. Selanjutnya karena M /A LA-modul dan

B/A adalah LA-submodul dari M /A, sehingga M

LA-modul.
iv. ¢ merupakan homomorfisma yang surjektif.
Didefinisikan ¢ : M/A - B/A
A+x-> @9(A+x)=B+x
Ambil A +x, A+ y € M/A, maka berlaku
L o(A+0+@+y) =0+ (x+y)
=A+(x+y)
=(B+x)+ B+y)
=¢p(B+x)+eB+y)
2. (p(r(A + x)) = @(A + (rx))
=B + (rx)
=r(B+x)
=rp(B +x)
Terbukti homomorfisma LA-modul.
Selanjutnya akan ditunjukkan ¢ surjektif.
Karena VB+x€ M/B,3A+x€e M/A,3 p(a+A) =a+ B.
Jadi, Imp=M /B.

/A
merupakan
A

Y Ker<p—E
' A

Kerp={A+x€M/A:p(A+x) =B}
={A+x€M/A:B+x =B}
={A+x€eM/A:x € B}
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= {A+ x € B/A}
= B/A
B/A

Berdasarkan Teorema 3.3.7 diperoleh
Kerg

=~ M/B. Jadi, ¢

isomorfisma atau M /A =~ M/B.
B/A

34 Direct Sum (Hasil Jumlah Langsung)

Seperti halnya pada modul, pada LA-modul juga terdapat
konsep direct sum (hasil jumlah langsung). Berikut ini diberikan
definisi dan teorema yang berkaitan dengan direct sum LA-modul.

Definisi 3.4.1

Misalkan R adalah LA-ring dan M adalah LA-modul atas R.
Ny, N,, ..., N, masing-masing adalah LA-submodul dari LA-modul
M. M disebut hasil jumlah langsung (internal direct sum) dari
N1,N2,... N, jika memenuhi

M= ZN
ii.N; OZN = {0}

lij
untuk 1 <i < k.
M disebut hasil jumlah langsung dari LA-submodul Nj, N, ..., Ng,
biasa diberi notasiM = N; &N, @ ... @ N.

Contoh 3.4.2
Z12:Z — LA-modul, N; = {0}, N, = {0,4, 8}, N; = {0, 3,6, 9} adalah
LA-submodul dari Z;,. Akan ditunjukkan apakah

Z1; =N, ® N, D N;.

Bukti:
i. N;+N,+N;={0}+{0,48}+{0,3,69} =2,
ii. Npn(Ny+N3)={0}n [{0,4, 8} +{0,3,69}] = {0}
N,n (N, + N3) = {0,4,8}n [{0} + {0, 3, 6,9}] = {0}
N;n (N; + N,) ={0,3,6,9} n [{0} + {0, 4,8}] = {0}
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Syarat (i). dan (ii). dipenuhi, maka dapat disimpulkan bahwa
Zy; =N, @ N, ©Ns.

Teorema3.4.5
Misalkan R adalah suatu LA-ring dan M adalah LA-modul atas R.
Jika My, M, ..., M, adalah LA-submodul dari M, maka pernyataan
berikut ekuivalen:
(1.) M adalah direct sum (hasil jumlah langsung).
(2.) vm € M dapat dinyatakan secara tunggal sebagai bentuk
m =mq +m,+ -+ m; dengan m; € M;.

Bukti:

L= (2) . . _ _
Diketahui M adalah hasil jumlah langsung dari M;. Ini berarti
M=M, & M,PD ..EPH Mg, sehingga memenuhi

k

M= zMi
i=1

i#j
untuk1 <i<k.
Dari (i), jika m € M dan m; € M;, maka jelas berlaku
k

m=my +m2+~--+mi=zmi.

i=1
Ini  berarti ketentuan (2) dipenunhi. EI'inggal membuktikan

ketunggalannya. Misalkan ada pernyataan lain, yaitu
k

m=m1+m’2+--~+m§=2mi’,
=1
maka

k k
mi—mi =Zm]—m]'€ManM]={0}
i=1 i=1

Ini berarti m; —mj, yaitu pern_yataan (2) tunggal. B
1L=(2) _ _
Diketahui vm € M dinyatakan secara tunggal sebagai bentuk
m=my +my,+ -+ my dengan m; € M;.
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Yang harus dibuktikan, yaitu
K

M= ZMi
i=1

i#]
untuk1 <i<k.
Dari yang diketahui jelas berlaku (i). Kemudian karena ketunggalan
pernyataan tersebut,
Jikame M;, mkam=m+0+--+0+0+--4+0.
Jkam e M, makam=0+m+--+04+0+--+0.

Jika m € M;, makam =0+0 + -+ 0 + 0 + --- + m. Akibatnya,

M;n ZMJ' = {0},
i#j

untuk 1 <i <k, yaitu (i) dipenuhi. Karena (i) dan (ii), maka dapat
di simpulkan bahwa M merupakan hasil tambah langsung dari M;.
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