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ANALISIS DINAMIK MODEL INTERAKSI PERTUMBUHAN
RUMPUT DAN KESUBURAN TANAH PADA PADANG
RUMPUT SEBAGAI TEMPAT PENGGEMBALAAN

ABSTRAK

Pada skripsi ini dibahas konstruksi dan analisis model interaksi
pertumbuhan rumput dan kesuburan tanah pada padang rumput
sebagai tempat penggembalaan. Konstruksi model yang dilakukan
menghasilkan sistem persamaan diferensial nonlinear dengan dua
variabel yaitu biomassa rumput dan banyaknya unsur hara dalam
tanah, dengan asumsi bahwa pemupukan dilakukan dalam jumlah
yang konstan. Berdasarkan hasil analisis diperoleh dua titik tetap
yang kestabilannya ditentukan dengan cara linearisasi. Sistem
memiliki threshold yang membatasi jumlah kepadatan hewan

(n<n") agar biomassa rumput tidak bernilai negatif (Y >0).

Simulasi numerik terhadap model menggunakan metode Runge
Kutta orde empat dan diperoleh hasil yang sesuai dengan hasil
analisis.

Kata kunci : model interaksi pertumbuhan rumput dan kesuburan
tanah, titik tetap, kestabilan, threshold
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DYNAMICAL ANALYSIS OF THE INTERACTION MODEL
OF PASTURE GROWTH AND SOIL FERTILITY IN
GRAZED PASTURE

ABSTRACT

This final project discusses construction and analysis of
interaction model between pasture growth and soil fertility in grazed
pasture. The model construction results a nonlinear differential
equation system with two variables that are pasture biomass and the
quantity of nutrient in the soil. In this case, the fertilization is
assumed to be constant. Based on the analysis, the model has two
steady states that their stability are determined by linearization
technique. System has a threshold which bounds animal stocking

density (n < n*) in order to results nonnegative pasture biomass
(Y >0). Numerical simulation for the model uses the fourth order

Runge-Kutta method that demonstrates the same result as analytical
one.

Keywords : interaction model between pasture growth and soil
fertility, steady state, stability, threshold
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang

Padang rumput merupakan suatu lahan yang ditutupi oleh
rumput dan sering digunakan untuk penggembalaan hewan.
Ekosistem padang rumput ini terdiri atas rumput, iklim, tanah, dan
interaksi hewan dalam berbagai proses (Morley, 1981).

Pertumbuhan rumput sangat bergantung pada bahan nutrisi
berupa unsur hara yang terkandung dalam tanah. Unsur hara tersebut
terbagi atas dua jenis yaitu (rioardi.wordpress.com):

1. Unsur hara makro yaitu unsur hara yang diperlukan rumput
dalam jumlah besar, yang meliputi N (natrium), P (fosfor), K
(kalium), Ca (kalsium), Mg (Magnesium), dan S (sulfur).

2. Unsur hara mikro yaitu unsur hara yang diperlukan rumput
dalam jumlah kecil, yang meliputi Fe (besi), Mn (mangan), B
(boron), Mo (molibdenum), Cu (tembaga), Zn (seng), dan CI
(klor).

Masing-masing unsur hara tersebut memiliki peranan tersendiri

dalam membantu pertumbuhan rumput. Suatu lahan memiliki tingkat

kesuburan yang tinggi jika di dalamnya terkandung unsur hara dalam
jumlah yang banyak.

Tingkat kesuburan tanah dan pertumbuhan rumput pada
padang rumput dapat pula dipengaruhi oleh beberapa faktor,
diantaranya:

1. Faktor yang dapat dikontrol petani, contohnya pemupukan,
jumlah hewan yang digembalakan.

2. Faktor yang tidak dapat dikontrol, contohnya curah hujan.

3. Faktor yang sifatnya musiman, contohnya temperatur.

(Wickham, dkk, 1997)

Adapun peranan rumput bagi kebutuhan tubuh hewan antara
lain:

1. Sumber energi.

2. Sumber protein.

3. Sumber mineral: mineral yang umumnya diperoleh dari rumput
dan merupakan kebutuhan bagi hewan yaitu P (fosfor), Na
(Natrium), Ca (kalsium), dan mineral-mineral lainnya.




4. Sumber vitamin yaitu vitamin A, D, dan K.
5. Sumber air.
(Pond, dkk, 2005)

Penggunaan padang rumput sebagai tempat penggembalaan
akan lebih baik jika disertai dengan pemupukan agar jumlah unsur
hara dalam tanah dapat mendukung pertumbuhan rumput. Dengan
demikian ketersediaan rumput untuk penggembalaan tidak habis
hanya dalam jangka waktu yang singkat. Untuk itu diperlukan
adanya pengaturan terhadap jumlah pupuk yang diberikan dan
jumlah hewan yang digembalakan. Dengan melihat permasalahan
tersebut, skripsi ini dibuat untuk membentuk sebuah model sistem
dinamik yang dapat memprediksi pertumbuhan rumput dan
kesuburan tanah dalam jangka waktu yang panjang.

1.2. Rumusan Masalah

Dengan melihat latar belakang di atas, maka permasalahan
yang akan dibahas dalam skripsi ini meliputi:
1. Bagaimana model sistem dinamik yang dapat menggambarkan
interaksi antara pertumbuhan rumput dan kesuburan tanah pada
padang rumput?
Bagaimana titik tetap dari model tersebut beserta kestabilannya?
Bagaimana pengaruh kepadatan hewan pada model tersebut?
Bagaimana simulasi grafis yang mewakili solusi dari model
untuk jangka waktu yang panjang beserta interpretasinya?

o

1.3. Batasan Masalah

Permasalahan yang dibahas dalam skripsi ini dibatasi pada hal-
hal sebagai berikut:

1. Faktor yang tidak dapat dikontrol petani dan yang bersifat
musiman diabaikan.

2. Jumlah pupuk (unsur hara) yang diberikan adalah konstan dan
diasumsikan  bahwa pemberian  pupuk  mengakibatkan
pertumbuhan rumput meningkat.

3. Pemupukan dipandang sebagai proses penambahan nutrisi dalam
tanah (unsur hara) dan tidak dibahas mengenai reaksi kimia yang
terjadi dalam proses pemupukan tersebut beserta pengaruh yang
ditimbulkannya.



1.4. Tujuan Penulisan

w N

Tujuan penulisan skripsi ini yaitu:
Mengkonstruksi  model  sistem  dinamik yang  dapat
menggambarkan interaksi antara pertumbuhan rumput dan
kesuburan tanah pada padang rumput.
Menentukan titik tetap dari model tersebut beserta kestabilannya.
Menentukan pengaruh kepadatan hewan pada model tersebut.
Membuat simulasi grafis yang mewakili solusi dari model untuk
jangka waktu yang panjang beserta interpretasinya.






BAB Il
TINJAUAN PUSTAKA

6.1. Sistem Dinamik

Sistem dinamik merupakan pembelajaran perilaku jangka
panjang dari sistem (Brin dan Stuck, 2002). Dalam menentukan
perilaku sistem tersebut untuk waktu yang akan datang, dibutuhkan
suatu kondisi awal pada masa sekarang atau masa lalu.

6.1.1. Sistem Persamaan Diferensial

Suatu persamaan yang memuat satu atau lebih turunan dari
suatu fungsi disebut persamaan diferensial. Pengelompokkan
persamaan diferensial bergantung pada jumlah fungsi yang terlibat.
Apabila hanya terdapat satu fungsi maka satu persamaan cukup
memenuhi. Akan tetapi jika terdapat dua atau lebih fungsi yang tidak
diketahui maka dibutuhkan suatu sistem persamaan diferensial
(Boyce dan DiPrima, 1992). Contoh:

d’y _dy . .

1. v + 2& +5=0 merupakan persamaan diferensial yang
memuat turunan dari fungsi y .
% =2x—-4y

0. Jdt merupakan sistem persamaan diferensial yang
dy
e 3x -5y

melibatkan dua fungsi yaitu X dan Y .

6.1.2. Sistem Otonomus Nonlinear

Suatu sistem persamaan diferensial berbentuk:

dx

—=f(xy

dt x.y) 2.0)
Y _g(x,y)

dt ’



dikatakan sebagai sistem otonomus jika fungsi f dan g bernilai riil

dan tidak bergantung secara eksplisit terhadap waktu (Nagle dan
Saff, 1993). Apabila terdapat perkalian di antara variabel tak bebas

dalam f(x,y) maupun g(x,y), maka sistem ini dikatakan sebagai

sistem otonomus nonlinear. Berdasarkan sistem (2.1), variabel tak
bebasnya yaitu X dan Y .

6.1.3. Titik Tetap

Misalkan (x(t), y(t))=(X,,Y,) merupakan solusi dari sistem

(2.1) yang bersifat konstan untuk semua t. Solusi ini disebut titik
tetap dikarenakan titik tersebut tidak berubah untuk setiap waktu.
Karena bersifat konstan maka pencarian titik tetap dilakukan dengan

memperhatikan bahwa (x(t), y(t)) = (x,, ¥, ) harus memenuhi:
dt 2.2)

Dengan kata lain titik tetap dapat ditentukan dengan menyelesaikan
sistem persamaan f(x,y)=0 dan g(x,y)=0 (Williamson, 2001).

6.1.4. Linearisasi

Asumsikan fungsi f dan g pada sistem (2.1) mempunyai
turunan parsial yang kontinu di titik tetap (X,,Y,). Deret Taylor
fungsi f dan g disekitar (x,,y,) adalah:

f(X1 y): f(X01yo)+(fx(X01yo)(x_xo)+ fy(xwyo)(y_yo))
) 1 fxx(X01 yo)(x—x0)2 +2fxy(X01 yo)(x_xo)(y_yo)

2+ (%0 Yo Xy = Yo f
+o



g(X1 y): g(Xo, YO)"' gx(xo’yo)(x_xo)"'gy(xo’ YO)(y_YO)
i gxx(XO’ yo)(x_xo)2 +29xy(X01y0)(X'Xo)(Y‘YO)

2| + gyy(X07y0Xy_ YO)2
_

Apabila dari deret Taylor tersebut hanya diambil hingga turunan
pertama dari fungsi f dan g maka diperoleh

f(X y)— f(Xovyo) (XOvyo)(X_Xo)+ fy(X01y0)(y—y0)
+771(X y)

g(x,¥) = 9(%5. Yo )+ 9. (%0, Yo XX =X )+ 9y (X0, Yo Xy = ¥5)
+772(XvY)!

dengan 7,(X, y) dan 7,(X, y) adalah suku sisa.

Karena % :%(x—xo) dan 3 O —(y—y,) maka sistem

dt dt
(2.1) dapat ditulis dalam bentuk matriks sebagai berikut:

d [ X=X f(XO’yO)] {X‘XoJ (m(xd)]
. = ‘] (R 0 1
dt (y_yoj (g(XOvyo) g (X d Y=Y ) 772()(1 y)
(2.3)
di mana

J(Xmyo):(fx(xo,yo) fy(Xo,yo)]

9,(X0. Yo) 9,(Xe.¥o)

merupakan matriks Jacobi atau partial derivative matrix (derivative
matrix).

Dengan memisalkan u=Xx-X, dan v=Yy-Yy,, serta
mengingat bahwa:



f(Xo’yo):g(Xo,yo):O,

maka persamaan (2.3) dapat ditulis dalam bentuk:

du

dt | _ u m

RN RN

dt

atau

dw _
—=Jw+
dt p,

dengan W= (u,v) dan 7 = (1,,77,). Apabila (X,y) cukup dekat
dengan (X,, Y, ) maka (u,v) bernilai kecil sehingga [7]| < [[]. Oleh

karena itu, 7 dapat diabaikan dan sistem nonlinear (2.1) dapat
dihampiri oleh sistem linear

d—W:JW.
dt

(Robinson, 2004)

2.1.5. Nilai Eigen

A merupakan nilai eigen dari matriks A, . jika terdapat
vektor v # 0 yang memenuhi

Av = Av,

di mana v merupakan vektor eigen yang berpadanan dengan nilai
eigen A . Berdasarkan definisi tersebut maka ketika v = 0,

Av = Av
Av = Alv, | =matriks identitas



Av—Alv=0
(A-AlN=0.

Jika (A—A1)" ada maka

(A-A) (A=Al =(A-21)"0
lv=0
v=0.

Kondisi ini bertentangan dengan syarat pada definisi nilai
eigen yaitu v = 0. Dengan demikian dianggap bahwa (A—M )71
tidak ada agar diperoleh solusi nontrivial dari v (v 0), sehingga
dalam perhitungan (A— A1) yaitu:

4 1 .
A=A =—— _.adj(A-A
( ) det(A—Al) adi( )
akan dianggap bahwa
det(A—Al)=0. (2.4)

Nilai eigen dapat diperoleh dengan menyelesaikan persamaan (2.4)
tersebut (mathworld.wolfram.com).

2.1.6. Kestabilan Titik Tetap

Titik tetap (X,, Y, ) dikatakan:
1. Stabil jika V & >0,36 >0 sedemikian sehingga untuk setiap
solusi x = X(t) dan y = y(t) dari sistem memenuhi

I(x(0), y(0)) - (xo, yo J < &,



maka
[(x(t). y(£) = (0, Yo ) < &, ¥ 1> 0.

2. Stabil asymptotic jika titik tetap tersebut stabil dan terdapat J,,
dengan 0 <8, <&, sedemikian sehingga jika solusi x = x(t)
dan y = y(t) memenuhi

[O(e), y(2) = (%6, yo )l < o,

maka

lim (X(t)1 y(t)) 0 (X01 Yo ) d

toow

3. Tidak stabil jika tidak memenubhi kriteria 1.
(Boyce dan DiPrima, 1992)

Jenis kestabilan titik tetap dapat juga digolongkan berdasarkan
nilai eigennya, di mana nilai eigen mempengaruhi garis medan arah
solusi dari sistem secara grafik. Penggolongan tersebut ditunjukkan
pada Tabel 2.1.

Tabel 2.1 Kestabilan titik tetap berdasarkan nilai eigennya

Nilai Eigen Kestabilan

A >4,>0 Tidak stabil
A <4, <0 Stabil asymptotic
A, <0< 4 Tidak stabil
A=4,>0 Tidak stabil
A Stabil asymptotic
A Ay, =0 2iU

r>0 Tidak stabil

r<o Stabil asymptotic
A =1, A, =—iu Stabil

(Boyce dan DiPrima, 1992)
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Contoh:
L{

merupakan sistem persamaan dengan titik

2x—4y
=3X-5y

dx
dt
dy
dt

=-2<0dan A1, =-1<0. Pada

tetap (0,0) serta nilai eigen A,

Gambar 2.1 terlihat bahwa garis medan arah menuju pada titik

(0,0), sehingga dapat disimpulkan bahwa titik tetap

tersebut stabil asymptotic.

tetap

B T N R N N LS
//J/Miffffffffffffff
/n/p/m/nf

|
R e B
e ey DS
R TR o S
M o T T P i i SIS
T T W S O, R
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" T S S e S

L T S e N L K
B e M WS LN
e T M S S N
e e S S e T
P BT e BLR
U%ffffffff
e e
Rt L

S a bbb
el SRR
AR RS SUE e
e e N R
N N N S N e
e R N S
S S e S
T UL TR,
o B EN EEN
S S e e

R LT
Pt R SR R RS
B o S e 6 LR
ez BRI RGN
[ DT PR S
e A T e BN
B e T N TN
e R T
R T St
N L L.

Gambar 2.1 Pergerakan garis medan arah ketika A4, <4, <0

merupakan sistem persamaan dengan titik

=—-X—-4y

dx
dt
dy
dt

-1+2i dan 4, =-1-2i, di

tetap (0,0) serta nilai eigen A,
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mana bagian riil dari kedua nilai eigen tersebut bernilai negatif.
Gambar 2.2 menunjukkan bahwa garis medan arah berputar

berlawanan arah jarum jam dan menuju pada titik tetap (0,0),

sehingga dapat disimpulkan bahwa titik tetap tersebut stabil
asymptotic.

Pl P S T PP
& w a a T a aa a a
B O
& w e e e e e e

R S

' M TR ﬁﬂjm ¥ LI
H“aﬁ“«n‘i-a '_ T;ﬁ@
ﬂﬁffff E L

A TR D]

B Pl D

B R L L
T L R R A

Gambar 2.2 Pergerakan garis medan arah ketika A,,4, =r£iu,

dimana r <0
dx _
3. gt merupakan sistem persamaan dengan titik tetap
L W
dt

(0,0) serta nilai eigen A, =2i dan A, = —2i . Pada Gambar 2.3
terlihat bahwa garis medan arah berputar searah jarum jam dan
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membentuk suatu elips dengan titik tetap (0,0) sebagai
pusatnya. Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa titik tetap

tersebut stabil.

_,_,-»a-_,_,-k_,_,—r_,—rr_,—h_,—a-_,—a_,—p—'FE—a

e e R e

_,-o-ﬂ"_,,-ﬂl"_,_,-rﬂ'_,_,—k_,—rk_,—rk_,_ru_n-_sgzg

BT T i e s e e e |
Bt — AT LT T

T O T, e T T T

ﬂﬂﬂﬂﬂﬁ:ﬂ:w-—aﬂﬂnﬁﬁ%
_F,,-P_F,,-M'ﬂ_ﬂ_.-r_ﬂ_.-r__.-u _‘—-h"‘-&"-hh"‘-hn"“ﬂn"“‘ﬂ-n"“ﬁ-a

R BT
A AR R w v
x" /‘ /" /’x"fﬁﬂj:_p

Lo gt

L o S e e Mt Y
T e g g T

TS

LT A
S ETN R

o e

KKRRMM&&%W&*‘FWWWK{{
A T e
“xhhﬂmhﬁ——_hﬂmﬁfq—ﬁ:d—a—p—wwffwwf
T i i R L e e L e e B e e i

e M W& i 94— =

C o e e el

L S S SN SN NN S S S S_—— .

Enlmm ot -+ L

B g

e e e A e
Gambar 2.3 Pergerakan garis medan arah ketika A, =iy, 4, =—iu
X
3— =5x+3y
4. dt merupakan sistem persamaan dengan titik
y
— =-6x-4
dt J

tetap (0,0) serta nilai eigen A, =2>0 dan A, =-1<0.
Gambar 2.4 menunjukkan bahwa pergerakan garis medan arah
menjauhi titik tetap (0,0), sehingga dapat disimpulkan bahwa
titik tetap ini tidak stabil.
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Gambar 2.4 Pergerakan garis medan arah ketika 4, <0< A,

2.2. Persamaan Diferensial Logistik

Model persamaan eksponensial yaitu:

dpP
dt

r >0 merupakan laju pertumbuhan per kapita. Populasi akan

bertumbuh secara eksponensial:

P(t)=P,e",

=0.

di mana P, merupakan banyaknya populasi pada waktu t

Untuk waktu yang relatif singkat, hasil ini pantas untuk populasi

tertentu, misalnya pada bakteri. Tetapi untuk waktu yang sangat
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lama, jumlah populasi akan terus bertambah menuju ke nilai yang
tidak terbatas. Hal ini bertentangan dengan kondisi nyata di mana
suatu populasi yang menempati suatu tempat memiliki batas jumlah
maksimum, bergantung pada ukuran tempat tersebut. Dengan
demikian tanpa beberapa pembatasan untuk t, model ini tidak benar
(Williamson, 2001).

Salah satu model yang lebih realistis daripada pertumbuhan
eksponensial adalah persamaan diferensial logistik:

d—P:rP[l—E].

dt K (2.5)

Konstanta K > 0 pada persamaan (2.5) merupakan batas banyaknya
populasi. Pada model ini, laju pertumbuhan per kapita yaitu

r(L- P/K) dan bergantung pada jumlah populasi. Pada saat jumlah

populasi adalah K, model memprediksi laju pertumbuhan adalah nol
(Williamson, 2001).

2.3. Persamaan Michaelis-Menten
Persamaan Michaelis-Menten pada awalnya digunakan untuk

mempresentasikan efek konsentrasi substrat pada laju reaksi enzim,
dengan bentuk persamaan (biosreenivas.blogspot.com):

v alS] -
K, +[S]
dimana: v, = laju reaksi
Vi = laju maksimal reaksi
S = konsentrasi substrat
K, = konstanta Michaelis-Menten yang menunjukkan

konsentrasi substrat ketika laju reaksi merupakan
setengah dari laju maksimal reaksi.
Dalam perkembangannya persamaan ini telah sering digunakan
untuk menghitung pertumbuhan jumlah populasi bakteri.
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3.1. Konstruksi Model
3.1.1. Dinamika Pertumbuhan Rumput

Dinamika pertumbuhan rumput dipengaruhi oleh pertumbuhan
rumput tanpa faktor penggangu dan penggembalaan. Dengan
dilakukannya penggembalaan maka rumput dikonsumsi oleh hewan
sehingga mengakibatkan pertumbuhan rumput tersebut terganggu.

3.1.1.1. Pertumbuhan Rumput Tanpa Faktor Pengganggu

Pertumbuhan rumput tanpa faktor penggangu dimodelkan
berdasarkan model logistik sesuai persamaan (2.5) yaitu:

d—Y :aY[l—l]
dt K

2
K

di mana Y menyatakan biomassa rumput, K menyatakan biomassa
rumput maksimum, dan t menyatakan waktu. Sementara itu, o
merupakan fungsi yang menyatakan laju pertumbuhan maksimal (a)
terhadap banyaknya unsur hara dalam tanah (F) dan diasumsikan
mengikuti hukum Michaelis-Menten sesuai persamaan (2.6), yaitu

:daFF Dengan demikian diperoleh model pertumbuhan
+
rumput tanpa faktor pengganggu sebagai berikut:
2
oy Y—Y—, (3.1)
d d+F K
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dengan d menyatakan banyaknya unsur hara dalam tanah ketika
setengah dari pertumbuhan maksimum  rumput terpenuhi.
Berdasarkan kondisi nyata, banyaknya unsur hara dalam tanah
minimal bernilai 0 (F > 0) dan a, d > 0 sehingga:

F
a.E
N LvrAL BB
S = 1
F F F

Fungsi a ditunjukkan pada Gambar 3.1 berikut.

D.Dﬁjf
0.04
0.03
a .
0.02-
0.014
|:|.|:|_||||||||||||||||||||
0 25 50 75 100
10°
F

Gambar 3.1 Perubahan nilai o terhadap F

Pada Gambar 3.1, nilai a dan d yang digunakan berturut-
turut 0.05 dan 200, sedangkan rentang nilai F yang dipakai yaitu
[0,100000]. Dari gambar terlinat bahwa o konvergen ke
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a =0.05, sehingga dapat disimpulkan bahwa ketika F — oo maka
o — a atau dengan kata lain seiring dengan meningkatnya jumlah
unsur hara dalam tanah, maka nilai @ akan semakin meningkat dan
menuju a = 0.05, yaitu laju pertumbuhan maksimal itu sendiri.

3.1.1.2. Rumput yang Terambil Akibat Penggembalaan

Rumput secara terus menerus mengalami pertumbuhan.
Namun dengan adanya penggembalaan, pertumbuhan rumput
mengalami pengurangan dengan laju yang sebanding dengan
banyaknya hewan yang digembalakan (n), biomassa rumput (Y ),
dan koefisien konsumsi individu hewan ( 1) yaitu:

d—Y =-nrY. (3.2)

dt

Berdasarkan persamaan (3.1) dan (3.2) maka diperoleh model
dinamika pertumbuhan rumput sebagai berikut:

2
Gls P IP o 3.3)
dd d+F K

3.1.2. Dinamika Jumlah Unsur Hara dalam Tanah

Dinamika jumlah unsur hara dalam tanah dipengaruhi oleh
pemupukan, erosi, transformasi, dan penggembalaan. Pemupukan
berperan penting dalam meningkatkan kandungan unsur hara dalam
tanah. Namun seiring dengan terjadinya erosi, transformasi, dan
penggembalaan maka laju meningkatnya jumlah unsur hara tersebut
mengalami pengurangan.

3.1.2.1. Pemupukan
Laju perubahan jumlah unsur hara dalam tanah akibat

pemupukan berbanding lurus terhadap banyaknya pupuk yang
diberikan, sehingga dapat dimodelkan sebagi berikut:
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dF
—=1m, 3.4
dt Q'
di mana F menyatakan banyaknya unsur hara dalam tanah, t
menyatakan waktu, dan m menyatakan jumlah pupuk yang
diberikan.

3.1.2.2. Hilangnya Unsur Hara dalam Tanah Akibat Faktor di
Luar Penggembalaan

Kehilangan unsur hara dalam tanah dapat disebabkan oleh
erosi dan perubahan unsur hara menjadi bentuk lain (transformasi).
Dalam hal ini diasumsikan jumlah hilangnya unsur hara akibat kedua
faktor tersebut adalah konstan (Wickham, dkk, 1997). Laju
berkurangnya jumlah unsur hara ini berbanding lurus terhadap
koefisien hilangnya tanah (S) dan banyaknya unsur hara yang ada
dalam tanah (F ) yaitu:

dF

—=—-5SF . 35

a 3.5)

3.1.2.3. Hilangnya Unsur Hara dalam Tanah Akibat
Penggembalaan

Rumput menyerap unsur hara dalam tanah sebagai pendukung
pertumbuhannya. Dengan adanya penggembalaan, rumput tersebut
dimakan oleh hewan sehingga mengakibatkan unsur hara yang telah
terserap rumput ikut terkonsumsi oleh hewan, yang dalam
kenyataannya unsur-unsur ini  memiliki peran positif bagi
perkembangan hewan. Sebagai contoh pada hewan domba, fosfor
dapat terkonversi menjadi daging, wol, tulang, dan kotoran (tinja).
Kotoran tersebut tidak kembali ke dalam rumput, tetapi tersalurkan
ke wilayah yang tidak produktif. Dalam model ini diasumsikan
bahwa hilangnya unsur hara dalam tanah akibat penggembalaan
hewan adalah konstan (Wickham, dkk, 1997).

Laju berkurangnya jumlah unsur hara dalam tanah akibat
penggembalaan dimodelkan sebagai berikut:
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dF __poFory 2
dt c+F

di mana B menyatakan fraksi unsur hara yang hilang dari dalam
tanah, p menyatakan konsentrasi maksimum unsur hara di dalam

rumput, F menyatakan banyaknya unsur hara dalam tanah, n
menyatakan banyaknya hewan yang digembalakan, r menyatakan
koefisien konsumsi individu hewan, Y menyatakan biomassa
rumput, dan ¢ menyatakan banyaknya unsur hara dalam tanah yang
mana setengah dari konsentrasi maksimum unsur hara pada rumput
terpenuhi.

Persamaan (3.6) menggunakan bentuk persamaan Michaelis

P FF , sehingga persamaan tersebut dapat juga

Menten yaitu y =

ditulis sebagai berikut:

dF

— = -—[BnrY.
i pm

Karena F >0; p,c >0, dan p, ¢ bernilai konstan, maka:

.
lim PF = lim — FF:lim’Cp—:p.
-o C+ F —>w7+7 —>oo7+l
/11 F

Fungsi ¥ ditunjukkan pada Gambar 3.2 dengan menggunakan
nilai p = 0.0055, ¢ =200, dan rentang nilai F yaitu [0,100000].
Dari gambar tersebut terlihat bahwa y konvergen ke p =0.0055,

sehingga dapat disimpulkan bahwa semakin meningkatnya jumlah
unsur hara di dalam tanah (F — o) maka nilai y akan semakin

meningkat dan menuju ¥ =0.0055, yaitu konsentrasi maksimum
unsur hara di dalam rumput.
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Gambar 3.2 Perubahan nilai y terhadap F

Berdasarkan persamaan (3.4), (3.5), dan (3.6) maka dapat
dibentuk model dinamika jumlah unsur hara dalam tanah sebagai
berikut:

dF | BoFOrY @
dt c+F

Dengan demikian diperoleh sebuah model sistem dinamik dari

persamaan (3.3) dan (3.7) yang menggambarkan interaksi antara
pertumbuhan rumput dan kesuburan tanah sebagai berikut:

2
dy aF (Y—Y—J—nrY
K

dd d+F (3.9)
d_F:m_3F _ﬂpF—nl'Y.
dt c+F
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3.2. Analisis Dinamik
3.2.1. Titik Tetap

Berdasarkan sistem persamaan (2.2) maka titik tetap sistem
(3.8) dapat diperoleh jika:

Y _g
dt
2
daFF (Y —Y?] _nrY =0 (3.9)
+
dan
| LT
dt
m — sk —@:0. (3.10)
C+

Dari persamaan (3.9) diperoleh:

aF akF

o any = A== Y £l S0
d+F (d+F)K
[aF _nrjv_i_yz:o
d+F (d+F)K
v 38Ry . (3.11)
d+F (d+F)K

Dengan demikian, penyelesaian Y untuk persamaan (3.11) yaitu:
Y=0

atau
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aF

Y = K[l—”r(d—“:—)].

aF
Substitusi Y =0 ke persamaan (3.10) diperoleh:
m-sF =0

F=—.
S

L Nr(d+F)

Sedangkan substitusi Y = K[ = j ke persamaan (3.10)
a

menghasilkan:

e BpFnrK [l— nr(d + F)] Jffe
raby aF

(3.12)

Persamaan (3.12) dikalikan dengan —a(c + F ) menghasilkan:

aF
—mac — maF + sacF +saF” + SpnrKaF — Bpn’r?dK
— Bpn’r’KF =0
asF ? —(a(m—cs)+ KBpnr(nr —a))F —(KBpn?r?d +acm)=0.

— mac — maF + sacF + saF > + afpFnrK [1— Er(—dili)] =0
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Jika dimisalkan:

A=as (3.13)
B =a(m-cs)+ Kppnr(nr-a) (3.14)
C = KBpn°r?d + acm (3.15)

maka diperoleh penyelesaian dari F sebagai berikut:

. _ B++/B*+4AC

2A

F

Diketahui bahwa B =+/B? dan banyaknya unsur hara dalam
tanah paling sedikit bernilai 0 (F >0). Dengan demikian jika

B =+vB® maka B < +/B”+4AC , sehingga penyelesaian untuk

. B-+/B*+4AC

F:
2A

tidak berlaku karena nilai F~ yang dihasilkan akan berupa bilangan
riil negatif (F* <0). Jadi penyelesaian untuk F~ yang memenuhi
F >0 yaitu:

. B++1B?+4AC

2A

F

(3.16)

Dengan melakukan substitusi F~ ke persamaan (3.10), diperoleh
penyelesaian:
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BoF nry” :(m—sF*Xc+ F*)
Y*:(m—sF*X*c+F*). (3.47)
BpF nr

Dengan demikian sistem persamaan (3.8) memiliki dua titik tetap
m * *

yaitu (0,—] dan (Y F )
S

Penjabaran persamaan (3.16) menghasilkan bentuk F "~ lainnya
untuk mempermudah penjabaran persamaan (3.17) vyaitu (lihat
Lampiran 1):

F~ :%(am —acs+ Kppn’r? —Kppnra + H ) (3.18)
S

dengan bentuk H sebagai berikut (lihat Lampiran 1):

H:(azm2 + 2a’scm + 2KpBpn’r’am - 2KpBpnra’m

— 2KBpn®r’acs + a’c’s® + 2KBpnra’cs + K*B*p*n'r*

—2K?B?p?n’r*a+ K?*B*p’n’ria® + 4asKﬂpn2r2d)]/2.
(3.19)

Sedangkan penjabaran persamaan (3.17) menghasilkan (lihat
Lampiran 2):

v _K {ﬁpnrazK —2Bpn’r’akK —a’m+a’cs + Kﬁpnsrs]

a { +nram —nracs + 2asnrd —aH + nrH
1
KBpnra—KpBpn’r? —am+acs—H

(3.20)

Biomassa rumput sesuai kondisi nyata minimal bernilai O
(Y > 0) sehingga diharapkan bahwa Y ™ > 0 yaitu:
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(m—sF*X*c+F*)ZO’ (3.21)
BpF nr

di mana n,m=>0; a,d,K,r,s,8,p,c>0, dan F~ >0. Berikut
akan dicari batas jumlah hewan agar Y~ > 0.

Jika BpF nr =0 maka pertidaksamaan (3.21) tidak berlaku
karena menghasilkan Y~ = oo, sehingga perlu diasumsikan

F',n>0 (3.22)

agar BpF 'nr>0. Dengan demikian perlu ditunjukkan bahwa

(m—sF*Xc+ F*)z 0, vyaitu (lihat persamaan (3) pada Lampiran
2):

cm — Zi (am — acs+ Kppn’r® — KBpnra + H)
a
m 2,2
+2— (am — acs + KBpnr: — Kﬁpnra+H)
as

1a%s (am —acs + KBon’r? — KpBpnra + H )2 >0. (3.23)

Pertidaksamaan (3.23) dikalikan dengan 4a“s > 0 diperoleh:

4cma’s — 2cas (am —acs + Kppn?r? —KpBpnra + H)
+2am (am — acs + Kpon’r? — Kppnra + H)

—(am—acs+K,Bpn2r2—K,Bpnra+H)2 >0
4cma’s — 2cma’s + 2c’a’s® — 2KpBpn’r’cas
+2KpBpnra’cs — 2casH + 2a’m® — 2ma’cs

+2KpBpn’r’am — 2Kppnra’m + 2maH - 2a’m’
—4Kppn®r’am + 4Kppnra’m —2amH - 2a’c®s®
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+ 4Kppn®r’acs - 4Kppnra’cs + 2acsH
—2K?B%p*n*r* + 4K?*B?p*n’r’a — 2KBpn°r’H
—2K?B?p?n’r?a® + 2KBpnraH —4asK fpn*r?d >0

2KpBpn’r?acs — 2KpBpnra’cs - 2Kppn’r’am

+2KpBpnra’m — 2K?B*p’n'r* + 4K?p*p’n’ria

—2KBpn’r’H - 2K?p*p’n’r’a’ + 2KppnraH

—4asK Bpnr?d >0.
(3.24)

1
Pertidaksamaan (3.24) dikalikan dengan ok > 0, diperoleh:

Bpr

nracs — na’cs — n’ram + na’m - Kpgpn‘r®
+2KBpn’r?’a—n’rH — KBpn’ra® + naH —2asn’rd >0

n‘racs — na’cs — n°ram + na‘m
—Kppn‘r® +2KpBpn’r’a—Kppn’ra’
—2asn’rd >n%rH —naH.
(3.25)

Pertidaksamaan (3.25) memuat H, di mana H berbentuk
akar (lihat persamaan (3.19)), sehingga untuk menjabarkan
pertidaksamaan tersebut, ruas kiri dan kanan perlu dikuadratkan.
Namun dalam hal ini baik ruas kiri maupun ruas kanan tidak dapat
dianalisis apakah kedua ruas tersebut bernilai riil positif atau negatif.
Jika kedua ruas bernilai riil positif, pengkuadratan dapat dilakukan
dan jika sebaliknya, maka pengkuadratan tidak dapat dilakukan.
Oleh karena itu, pertidaksamaan (3.25) diasumsikan sebagai sebuah
persamaan terlebih dahulu sebagai berikut:
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(nzracs — na’cs — n’ram + na’m

—~Kppn*r® + 2Kppn’r?a— KpBpn’ra?

—2asn2rd)2 :(ner —naH)z.
(3.26)

Dengan  menjabarkan persamaan (3.26) kemudian dicari
penyelesaian untuk n (lihat Lampiran 3), maka diperoleh:

1
r r 2

Ni2 =

. (—Zacm— acsd + amd , (adcs+amd ) j

1
(—c+d)-(m+sd)’

Dengan demikian terdapat dua penyelesaian untuk n yaitu:

o (—Zacm— acsd + amd +adcs+amd] 1
= Y
r 2

1
(~c+d)m+sd)
_2am(-c+d) 1
- r 2(~c+d)m+sd)
“r(m+sd)

atau

0 (— 2acm — acsd + amd—adcs—amdj 1
2 = 00— 0
r 2

1
(~c+d)m+sd)
_ =2ac(m+sd) 1
N r ~2(c—d)m+sd)
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Dari pembahasan sebelumnya a,r,s,d,c>0 dan m=>0,
sehingga terdapat beberapa kemungkinan kasus diantaranya:
Jika m>0 maka n"s > 0.
Jika m=0 maka n’s =0.
Jikac>d makan™, >0.
Jika c<d maka n’; <0.
5. Jika c=d maka n"; = .
Berdasarkan nilai parameter dari Tabel 3.1 di belakang, diperoleh

nilai ¢ dan d adalah sama sehingga n"2 = oo. Hal ini bertentangan
dengan kondisi nyata di mana banyaknya hewan memiliki batas
tertentu untuk menempati suatu lahan. Oleh karena itu penyelesaian
N yang berlaku yaitu:

S w e

o am
r(m+sd)’

Asumsi (3.22) membatasi bahwa n =0 dapat menyebabkan
Y  =o berdasarkan persamaan (3.17). Akan tetapi Y memiliki
bentuk persamaan lain yaitu persamaan (3.20). Dengan
mensubstitusikan nilai n = 0 ke persamaan (3.20) maka diperoleh:

Y*:ﬁ(—a2m+a2cs—aH)- -
a —am+acs—H
_ K | e X2 2 S
_(—a2m+a2cs—aH) ( a‘m+a“cs aH)

=K
di mana K > 0. Dengan demikian dapat digambarkan sebuah garis
bilangan yang menyatakan nilai Y~ yang dihasilkan oleh n sebagai

berikut.
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A

S8v

am
r(ds+m)
Gambar 3.3 Garis bilangan dari n yang menghasilkan Y~

Dengan demikian batas di mana Y~ > 0 yaitu:

am *
nN<————=n.

“r(m+sd)

10[":' T T T T T T T n:u

850 | .
500 | .
850 | i
500 |- g
750 | .
700 | J

B5O |- g
O C’

Banyaknya Unsur Hara Dalarm Tanah (kaP/ha)

BO0 - o o on=20 1

F

55'] 1 1 1 1 1 1 1
a 500 1000 1500 2000 2500 3000 0 3500 4000

% = Biomassa Rumput (kgDhiha)
Gambar 3.4 Perubahan titik tetap (Y " F *) terhadap n yang
berbeda

Dengan menggunakan data pada Tabel 3.1 dan m =40
kgP.ha™.tahun™ maka diperolen Gambar 3.4. Pada gambar terlihat
bahwa saat n = 0 biomassa rumput dan banyaknya unsur hara dalam
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tanah berada pada titik tertinggi yaitu Y = K dan F :m. Hal ini
S

dikarenakan tidak ada hewan penggembalaan yang mengkonsumsi
rumput pada lahan tersebut sehingga hilangnya unsur hara akibat
penggembalaan pun tidak terjadi. Seiring dengan bertambahnya
hewan yang digembalakan (n) maka biomassa rumput semakin
berkurang akibat dikonsumsi oleh hewan. Sama halnya dengan yang
terjadi pada unsur hara dalam tanah, di mana F bahkan menuju ke
titik minimum. Semakin N meningkat jauh, biomassa rumput
semakin berkurang bahkan mencapai tingkat di mana biomassa
rumput tersebut habis. Dengan menurunnya biomassa rumput berarti
unsur hara yang diserap oleh rumput semakin berkurang. Dengan
demikian banyaknya unsur hara (F) mengalami peningkatan
kembali.

Telah dibahas sebelumnya bahwa titik tetap dari sistem

m * *
persamaan (3.8) adalah (0,-] dan (Y F ) Dengan melihat
S

pengaruh dari n terhadap titik tetap, maka terdapat tiga kondisi yang
perlu diperhatikan yaitu:
am

r(m+sd)’
Pada kondisi ini dihasilkan Y~ >0 sehingga kedua titik tetap
tersebut ada dan berlaku.
am
r(m+sd)’
Pada kondisi ini kedua titik tetap menjadi serupa (sama).

1. Kondisi n<

2. Kondisi n =

Diketahui sebelumnya bahwa n= diperoleh dari

r(m+sd)
serangkaian penjabaran bentuk persamaan
(m —SF*XC + F*): 0. Dengan demikian ketika

am m—sF*Xc+F*)

n= maka Y*:(

= - = 0. Substitusi
r(m+sd) BpF nr

* * m
nilai Y =0 ke persamaan (3.10) menghasilkan F~ = —.

s
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am
r(m+sd)’

Pada kondisi ini dihasilkan Y~ < 0 sehingga tidak sesuai dengan
kondisi nyata di mana seharusnya biomassa rumput minimal

bernilai 0 (Y* > 0). Dengan demikian titik tetap (Y*, F*) ada

3. Kondisi n >

m
namun tidak berlaku dan sebaliknya titik tetap [0,—] berlaku.
S

3.2.2. Kestabilan Titik Tetap

Sistem persamaan (3.8) merupakan suatu sistem otonomus
nonlinear. Dengan memisalkan sistem (3.8) sebagai:

ay

=~ QYF)
dF
E_R(\(,F)

maka dalam mencari kestabilan dari titik tetapnya dibutuhkan proses
linearisasi sesuai persamaan (2.3). Oleh karena itu, akan dicari
terlebih dahulu bentuk matriks Jacobi:

0 F) Q. (1\F)
0B wn) 6

di mana:
aF 2aF
Y,F)= = Y —-nr
Q(Y.F) d+F (d+F)K
__aF [—Z—Y]—nr (3.28)
d+F K
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Q. (v, F)=-2 (_ aFY H_( av? aFy? ]

P (d+F) d+F)K+(d+F)ZK
_ KaYd + KaYF —aFYK —adY? —aY °F + aFY?
(d+F)°K

ad Y2
= || 3.29
(M){ KJ 29

F
R(Y,F)= —%Jr—nl;r (3.30)

ponrY  BpFnrY
R:\Y,F)=— -
e
— BpnrYc — BonrYF + BpFnrY
+
(c+F)

=-S5

s_ ppenrY
c+F)

(3.31)

Dengan mensubstitusikan persamaan (3.28), (3.29), (3.30), dan
(3.31) ke dalam matriks (3.27), maka diperoleh matriks Jacobi:

aF 2Y ad \4a

d-EC k)™ (d+F)? A1l T
= . .32
J(Y’F) _ PpFnr _S_ﬁpcnrY (332)

c+F (c+FY)

Matriks (3.32) akan digunakan untuk menghitung nilai eigen, di
mana nilai eigen ini merupakan acuan dalam menentukan jenis
kestabilan seperti pada Tabel 2.1. Berdasarkan persamaan (2.4) maka
nilai eigen tersebut diperoleh melalui:

det(J(Y,,F,)—41)=0 (3.33)
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di mana (Y,,F,) merupakan titik tetap, J(Y,,F,) merupakan
matriks Jacobi (3.32) di mana (Y,,F,) telah disubstitusikan

10
kedalamnya, dan | :(0 l] merupakan matriks identitas.

m
3.2.2.1. Kestabilan Titik Tetap [0,—]
S

m
Substitusi titik tetap [0,~] ke dalam matriks (3.32)
S

menghasilkan:

U
0/, X2
) d+
L EEN
S Pp—nr
_ S _s
C+—
s

m
a.i
S 1-nr 0
d-i-m 1 0
J[o,m]—mz 5 —/m( ]
S Bp M nr 01
e
CH—
S
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1\ D
S _nr-42 0
d+
= 3 . : (3.34)
Bp—nr
- S —s—1
s
s

Karena matriks (3.34) merupakan matriks segitiga bawah, maka
determinannya diperoleh dari perkalian elemen-elemen diagonalnya,
sehingga:

m
a-

- —nr =4 (-s—4)=0.
d+Z

Dengan demikian nilai eigen yang didapat yaitu:

am S m
A=—- -nr = F; -nr (3.35)
s ds+m ds+m
A, =—S

Karena s >0, jelaslah bahwa A, <0 sedangkan nilai A, belum
dapat diketahui secara pasti dikarenakan nilai n yang tidak konstan.
Namun berdasarkan wilayah dari n sesuai Gambar 3.3, maka
terdapat beberapa kemungkinan diantaranya:

am
r(ds+m)’
Pada kondisi ini, persamaan (3.35) dapat ditulis menjadi:

1. Kondisi n=
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am am
A

= A r=0.
' ds+m r(ds+m)r

Nilai A, dan A, ini tidak dapat digunakan sebagai penentu

kestabilan secara analitik. Untuk itu, pada Gambar 3.7, 3.8, dan
3.9 ditunjukkan solusi numerik menggunakan metode Runge-
Kutta orde empat untuk beberapa syarat awal. Gambar tersebut

mengindikasikan bahwa pada kondisi ini titik tetap (Ogj
stabil.

am
r(ds+m)’

Dalam hal ini, nilai a,r,d, dan s adalah konstan, sedangkan
nilai m dapat berubah-ubah sehingga menghasilkan n yang
am, < am
r(ds+m,) r(ds+m)

Kondisi h <

berbeda pula. Dengan mengambil n =

maka persamaan (3.35) menjadi:

am am,
A= — r
ds+m r(ds+m,)
am am,
= » ! 3.36
ds+m (ds+m,) (3.36)
Karena n < , maka:
r(ds +m)
am, am
, 0
r(ds+m1)< r(ds+m) =
am, am (3.:37)

< .
ds+m, ds+m
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Berdasarkan pertidaksamaan (3.37) dan persamaan (3.36),
diperoleh A, >0. Dengan demikian pada Kkondisi
am

"N\ r(ds+m)

dihasilkan nilai eigen 4, >0 dan A, <0. Jadi

m
dapat disimpulkan bahwa titik tetap [0,—] tidak stabil. Jenis
S

kestabilan titik tetap pada kondisi ini dapat pula dibandingkan
dengan perhitungan secara numerik pada Gambar 3.10, 3.11, dan
3.12.

m
3. Kondisi n >a—.
r(ds +m)
. am m
Dengan  mengambil n= ! 4 maka

>
r(ds+m,) " r(ds+m)
persamaan (3.35) menghasilkan bentuk yang sama dengan

m
persamaan (3.36). Karena n > A~ , diperoleh:
r(ds+m)
R WA : r>0
r(ds+m,)  r(ds+m)

am, am

> : (3.38)
ds+m, ds+m

Berdasarkan pertidaksamaan (3.38) dan persamaan (3.36),
m

dihasilkan nilai 4, <0. Dengan demikian titik tetap [0,—]
S

stabil asymptotic.

3.2.2.2. Kestabilan Titik Tetap (Y*, F*)

Titik tetap (Y, F ") disubstitusikan ke dalam matriks J(Y, F)
untuk menghasilkan:
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_ BpFnr . PpenrY”
c+F (c+F*)
(3.39)
atau
A (WX
Iy F )z(y Zj
di mana:
aF” (K_ZY*J nrK (d + F)
W= . =~ :
d+F' | K K(d+F")
_ aF 'K —2aF Y  — n[Kd —nrKF” (3.40)
K(d+F")
2
= ad : Y*—(Y)
(d+F*) K
Y da{l—Y*j
= < (3.41)
(d+F*)2 '
y__ﬁpF*rlr<0
c+F
\ _ BpenrY” 0
Z (C+F*)2<
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Dengan melakukan beberapa operasi aljabar terhadap persamaan
(3.40) dan (3.41), diperoleh (lihat Lampiran 4 dan Lampiran 5):

w=— ar ¥ ~<0 (3.42)
Kid+F i

Y “dnr

X=— ~ >0, (3.43)
Fld+F")

sehingga matriks (3.39) menjadi:

__aFyY’ Y “dnr
s | Kl@+FT)  F{d+F)
o F) _ PpFnr _S_ﬂpcnrY* '
c+F’ c+Ff

Penentuan nilai eigen diperoleh melalui:

J&iFﬂ-M:(? 3—1@ Sj
A0

di mana determinan matriks tersebut harus bernilai 0, sehingga:

det(3(Y",F*)-a1) -0
w-4 X
0
y z-4
(wW—A)z-1)-xy =0

22+ (-w-2)A+(wz —xy)=0.

Dengan demikian diperoleh penyelesaian sebagai berikut:
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—(—w—z)i\/(—w—z)2 — 4(wz — xy) |

A{ e
1,2 2

(3.44)

Karena Ww,y,z<0 dan x>0, maka -w-z>0 dan
wz —xy >0, sehingga penyelesaian 4,, memiliki dua
kemungkinan yaitu:

1. Jika (~w-z)’~4(wz-xy)<0 maka nilai 4,, berupa
bilangan kompleks yang bagian riil-nya bernilai negatif karena
_—(L—Z) < 0. Jadi dapat disimpulkan bahwa jenis kestabilan
pada kondisi ini adalah stabil asymptotic.

2. Jika (~w-z)*—4(wz-xy)>0 maka nilai A, berupa

q og 2
bilangan  riil.  Karena ~w-z=4(-w-2z)° maka

—W-27> \f(— w—z)’ —4(wz —xy), sehingga diperoleh

A, <0. Jadi dapat disimpulkan bahwa jenis kestabilan pada
kondisi ini adalah stabil asymptotic.

A, memuat n sehingga jenis kestabilan dapat pula
dipengaruhi oleh nilai n tersebut, yaitu:

1. Kondisi n :L_
r(ds +m)
am i . . .
Karena n=————= diperoleh dari serangkaian penjabaran
r(ds+m)

(m - SF*XC + F*): 0, maka berdasarkan persamaan (3.17),
Vo (m—sF*Xc+ F*)

5 = = (0. Oleh karena itu:
oF nr

_aFY’

i
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A Ydnr
Fld+F")
& ok rlr <0
c+F
(c+ F )
Dengan mensubstitusikan nilai-nilai ini ke dalam persamaan

(3.44), diperoleh A, =0 dan A, =—s. Kedua nilai eigen ini
tidak dapat dijadikan penentu jenis kestabilan secara analitik.
Untuk itu digunakan cara numerik seperti yang ditunjukkan pada
Gambar 3.7, 3.8, dan 3.9. Dari gambar tersebut dapat
diindikasikan bahwa pada kondisi ini, titik tetap (¥ *, F ") stabil.
am
r(ds+m)’
Pada kondisi ini dihasilkan Y < O sehingga tidak akan dibahas
lebih lanjut karena bertentangan dengan kondisi nyata bahwa
biomassa rumput minimal bernilai 0.
am
r(ds+m)’
Dalam kondisi ini, kemungkinan nilai eigen yang dihasilkan
merupakan bilangan kompleks atau bilangan riil. Secara
numerik, wilayah n yang menghasilkan nilai eigen berupa
bilangan kompleks dapat dilihat pada Gambar 3.5. Gambar
tersebut menggunakan nilai m =40 kgP.ha™.tahun™ dan nilai
parameter lainnya berdasarkan Tabel 3.1. Garis horizontal

Z=-§

Kondisi n >

Kondisi h <

m
menggambarkan titik tetap [0,-]. Namun karena gambar
S

tersebut hanya menjelaskan perubahan titik tetap untuk Y , maka
garis horizontal merupakan Y =0, sedangkan kurva

menyatakan perubahan titik tetap Y terhadap n. Wilayah yang
diapit oleh dua garis biru merupakan wilayah di mana nilai eigen

dari titik tetap Y berupa bilangan kompleks, warna merah



menyatakan bahwa titik tetap yang dimaksud stabil, dan warna
hijau menyatakan ketidakstabilan titik tetap.

4000 T T T

3500 15 4

]

=

=

=

T
Rumput (kgDi/ha)

!

2500 5 E

= Biomas: umput
dn

2000 =0 &

1500 F 548 549 55 551 552 553 554 555 1
w n (dombalha) Y
~"

1000

Biormassa Rumput (kgDh/ha)

nilai eigen berupa
bilangan kompleks

W=

500 -

_5E||:| 1 1 1 1 1 1 1 1 1
a 10 20 30 40 &0 B0 70 50 a0 100

n (dombatha)
Gambar 3.5 Perubahan titik tetap untuk Y

Jenis kestabilan titik tetap pada kondisi ini dapat pula
dibandingkan dengan perhitungan secara numerik pada Gambar
3.10, 3.11, dan 3.12.

3.2.3. Threshold
Kestabilan titik tetap dan perilaku sistem dipengaruhi oleh nilai

parameter n. Dengan demikian ambang batas (threshold) dalam
sistem ini dinyatakan sebagai:

am

di N
i mana N s
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Wilayah threshold dijelaskan pada Gambar 3.6. Nilai-nilai
parameter yang digunakan dapat dilihat pada Tabel 3.1. Kurva pada
gambar tersebut merupakan nilai dari n” yang dihasilkan oleh m
yang berbeda-beda. Nilai n yang berada di atas kurva menghasilkan
Y berupa bilangan riil negatif, sehingga pada posisi ini dapat
dikatakan bahwa jumlah hewan melebihi batas (terlalu banyak) yang
mengakibatkan rumput menjadi punah, sedangkan nilai n di bawah
kurva merupakan jumlah hewan yang wajar bagi keberadaan rumput.

70 T T T T T T T T T

n>n"Y <0

a0t

jurmnlah domba per hektar

n

1 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 a0 &0 70 a0 80 100
m = jumlah fosfor yang diberikan (kgPrfhalyr)

Gambar 3.6 Wilayah threshold

3.3. Simulasi Numerik

Simulasi numerik terhadap dinamika kesuburan tanah akibat
penggembalaan memerlukan nilai-nilai parameter sesuai dengan
sistem persamaan (3.8) yang disajikan dalam Tabel 3.1, di mana
data-data tersebut dikhususkan pada hewan penggembalaan berupa
domba dan unsur hara yang diteliti yaitu fosfor (P).
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Tabel 3.1 Variabel tetap dan parameter serta nilai estimasi dan

satuannya
Estimasi Satuan Deskripsi
Y kgDM.ha™ | biomassa rumput
F kgP.ha™ banyaknya fosfor dalam tanah
a |0.05 hari™ laju pertumbuhan maksimal
d | 200 kgP.ha™ banyaknya fosfor dalam tanah ketika
setengah dari pertumbuhan
maksimum rumput terpenuhi
K | 4000 kgDM.ha™ biomassa rumput maksimum
n |0-40 domba.ha® | banyaknya hewan gembalaan
r | 0.00075 ha.dcl)mba'l. koefisien konsumsi individu domba
hari
m | 0-0.27 EgP_.Pa‘l. jumlah pupuk (fosfor) yang diberikan
ari
s |0.00011 | hari® koefisien hilangnya tanah
S |03 fraksi unsur hara yang hilang dari
dalam tanah
P | 0.0055 | kgP. konsentrasi maksimum fosfor dalam
kgDM™ rumput
c | 200 kgP.ha™ banyaknya pupuk dalam tanah ketika
setengah dari konsentrasi maksimum
fosfor pada rumput terpenuhi.
(Wickham, dkk, 1997)
Keterangan :

kgP = kilogram Phosphorus (kilogram fosfor).
kgDM = kilogram Dry Matter (kilogram kering).

3.3.1. Kestabilan Titik Tetap secara Numerik ketika n=n"

Gambar 3.7, 3.8, dan 3.9 menggunakan syarat awal (Y,F)
yaitu (400,1500), (900,1200), (800,1100), (700,500), (200,20),

dan nilai m =40 kgP.ha™.tahun™ serta nilai parameter lainnya pada
Tabel 3.1. Berdasarkan nilai-nilai parameter tersebut maka dengan

melakukan perhitungan secara manual diperoleh n” =55.5209
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sehingga dalam perhitungan numerik digunakan n=55.5209=n".
Selain itu diperoleh juga titik tetap (0’%j:(0’996'2640) dan

dengan menggunakan persamaan (3.18) dan (3.20) diperoleh
(v*,F")=(0,996.2640). Gambar 3.7 menunjukkan bahwa semua
Y konvergen ke Y =0 dan Gambar 3.8 menunjukkan F

konvergen ke F :m, sedangkan pada Gambar 3.9 terlihat bahwa
S
m
semua titik (Y,F) konvergen ke (0,—) Dengan demikian dapat
S
* m
diindikasikan bahwa pada kondisi n=n", titik tetap (0,—} dan
S

(Y*,F*) stabil

800

800 - s

700 .

500 =

500 -

400 -

300 - A

biomassa rumput (kgDhtha)

i

200 it

100 A

o 50 100 150 200 250 300 350 400
t = waktu (tahun)

Gambar 3.7 Kestabilan titik tetap Y saat N =n" dengan
beberapa syarat awal
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fosfor pada tanah (kgPsha)

F=

fosfor pada tanah (kgF/ha)
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1000 k

500 -
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1 1 1 1
1] 50 100 150 200 250
t = waktu (tahun)

Gambar 3.8 Kestabilan titik tetap F saat n=n" dengan

beberapa syarat awal
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Gambar 3.9 Trayektori dari sistem saat N =n" dengan

beberapa syarat awal
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3.3.2. Kestabilan Titik Tetap secara Numerik ketika n<n”

Dalam Gambar 3.10, 3.11, dan 3.12 digunakan syarat awal
(Y,F) yaitu (50,1000), (500,2500), (2000,1500), (3500,3000),
dan (4000,800), m=40 kgP.ha’.tahun?, serta nilai parameter
lainnya pada Tabel 3.1. Berdasarkan nilai-nilai parameter tersebut
diperoleh n” =55.5209 sehingga pada perhitungan numerik
digunakan n=35<n".  Selain itu diperoleh  juga

[o,%}:(o,g%.zem) dan (Y*,F")=(1231.6287,628.3932).

Gambar 3.10 menunjukkan bahwa semua Y konvergen ke Y =Y,
Gambar 3.11 menunjukkan bahwa semua F konvergen ke F = F",
sedangkan pada Gambar 3.12 terlihat bahwa semua titik (Y,F)

konvergen ke titik tetap (Y*, F*). Dengan demikian dapat

diindikasikan bahwa titik tetap (Y*, F*) stabil sedangkan titik tetap
m

(0,—} tidak stabil karena semua titik tidak konvergen ke titik tetap
S

ini.

4000

3500 B

w

o

o

[
1

2500 B

2000 - -

1000 B

hiomassa rumput (kgDhi/ha)

V=

500 F B

o 1 1 L 1 L 1 L
u] 20 40 B0 &0 100 120 140 160
t = waktu (tahun)

Gambar 3.10 Kestabilan titik tetap Y saat n<n” dengan
beberapa syarat awal
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Gambar 3.11 Kestabilan titik tetap F saat n < n” dengan
beberapa syarat awal
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Gambar 3.12 Trayektori dari sistem saat n < n" dengan
beberapa syarat awal
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3.3.3.  Simulasi Numerik terhadap Model

Gambar 3.13, 3.14, dan 3.15 menggunakan syarat awal (Y, F)
yaitu (50,1000), (500,2500), (2000,1500), (3500,3000), dan
(4000,800), m =40 kgP.ha™.tahun™, n = 20 domba/ha, serta nilai

parameter lainnya sesuai Tabel 3.1. Berdasarkan nilai-nilai parameter
tersebut maka dengan menggunakan persamaan (3.18) dan (3.20)

diperoleh  (Y*,F")=(2395.41094,593.19448).  Gambar 3.13
menunjukkan bahwa untuk jangka waktu yang panjang, semua Y
konvergen ke Y =Y , Gambar 3.14 menunjukkan semua F
kovergen ke F = F, sedangkan pada Gambar 3.15 terlihat bahwa
dari bebarapa syarat awal yang digunakan, semua titik (Y,F)

konvergen ke titik (Y " F *).
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A ]
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1000 g

b

500 -

D 1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 B0 80 100 120 140 160

t = waktu (tahun)

Gambar 3.13 Solusi numerik terhadap Y dengan beberapa
syarat awal

50



3000 T T T T T T T

2500 | .
=
=
[w
fas]
é,
= 2000} .
[L:]
=
_'(E
=
(1]
o
S 1500 | .
L
=
Ul
(VN

1000 \\ i

SDD 1 1 1 1 1 1 1

i 0 40 B0 &0 100 120 140 16O

t = waktu (tahun)

Gambar 3.14 Solusi numerik terhadap F dengan beberapa

syarat awal
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Gambar 3.15 Trayektori dari sistem dengan beberapa syarat awal
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4.1.

BAB IV
KESIMPULAN DAN SARAN

Kesimpulan

Melalui pembahasan skripsi ini, dapat disimpulkan beberapa

hal yaitu:

1.

Model sistem dinamik yang menggambarkan interaksi
pertumbuhan rumput dan tingkat kesuburan tanah pada padang
rumput merupakan sistem persamaan diferensial nonlinear
dengan dua variabel yaitu Y (biomassa rumput) dan F
(banyaknya unsur hara dalam tanah). Dalam hal ini, diasumsikan
bahwa pemupukan dilakukan dalam jumlah yang konstan.

. e . m
Terdapat dua titik tetap dari sistem tersebut yaitu [0,—] dan
S

(Y*, F*), di mana masing-masing jenis kestabilannya
bergantung pada banyaknya hewan yang digembalakan (n).

Terdapat sebuah ambang batas (threshold) yaitu n<n” di mana
N menyatakan kepadatan hewan. Kepadatan hewan yang
memenuhi threshold tersebut menghasilkan Y > 0.

Simulasi grafis yang dihasilkan menjelaskan bahwa Y dan F
menuju pada titik tetap untuk jangka waktu yang panjang dan
sesuai dengan hasil dari analisis dinamiknya.

4.2. Saran

Dari skripsi ini masih ada beberapa hal yang dapat

dikembangkan diantaranya:
1. Mempertimbangkan adanya faktor-faktor yang tidak dapat

dikontrol petani dan yang sifatnya musiman, yang dapat
mempengaruhi pertumbuhan rumput.

Mempertimbangkan adanya reaksi-reaksi kimia terhadap
pemupukan yang dilakukan dengan unsur-unsur hara dalam
tanah.

3. Mempertimbangkan dilakukannya optimasi ekonomi.
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LAMPIRAN

Lampiran 1. Penjabaran Persamaan (3.16) Menjadi Persamaan
(3.18) dan Pembentukan Persamaan (3.19)

Misalkan:

H =B’ +4AC )

dan dilakukan substitusi persamaan (3.13), (3.14), dan (1) ke
persamaan (3.16) maka diperoleh:

—o_ a(m—cs)+ Kppnr(nr —a)+ H
2as

= Zi(am —acs+ KBpn’r? —Kppnra+H )
as

Substitusi persamaan (3.13), (3.14), dan (3.15) ke persamaan (1)
menghasilkan:

H = (a(m—cs)+ KBpnr(nr —a))? + 4as(KBpn’r2d + acm)
= ((am —acs + KBpn’r? — Kﬁpnra)2 +4asK Bpn’r?d
+4a23cm)]/2
:(azm2 — a’csm + KBpn’r*am — KfBpnra’m — a’mcs
+ a’c’s® — KpBpn’r?acs + Kppnra®cs + KBpn’r?am
— KpBpn®r’acs + K?BZp’n‘r* — K?B’p°n’ra
—a’mKpBonr  + a’csKBonr —  K?B%p*nirla

+K?B?p?’n’r?a’® + 4asK Bpn’r?d +4azscm)]/2
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Lampiran 2. Penjabaran Persamaan (3.17) Menjadi Persamaan
(3.20)

Substitusi  persamaan (3.18) ke persamaan (3.17)
menghasilkan:

BoF nr = @(am —acs + KBpn’r> — K pnra + H )
as

= —%[(Kﬂpnra — KBpn®r? —am + acs — H)
as

A _gp?r a(Kﬂpnra —KpBpn’r? —am+acs — H) 2)
a’s

. . am - acs + KpBpn’r?
(c+F Xm—sF ):cm o 1) A
— Kppnra + H

.M (am —acs +KpBpn®r? —Kppnra
2as | +H

_ 1 (am - acs + Kppn’r? ’
4a’s

— Kppnra + H
P4 c am — acs + Kppn’r®
2a - Kppnra+ H

+2£(am — acs + Kppn’r? — Kppnra + H)
as

59



2a’m?® +  4KpBpn’r?am
—4Kppnra’m+ 2amH + 2a’c’s?
—4KpBpn’racs + 4Kppnra’cs
— 2acsH + 2K?B*p’n’r!
—4K?B?p®n’r*a + 2KBpn’r’H
+2K?*B%*p°n’r?a’® — 2KppnraH
+4asK Bon’r*d

4a’s

©)

Substitusi persamaan (2) dan (3) ke persamaan (3.17) maka
menghasilkan:

cm — ZL (am —acs + KBpn’r? — KpBpnra + H)
a

Y =|+ Zi (am — acs + KpBpn’r? — Kﬁpnra+H) :
as

2a°m® + 4KpBpn’r’am — 4Kppnra’m
+ 2amH + 2a’c®s® — 4Kppn®r’acs
1 | +4KpBpnra’cs — 2acsH +2K?B?p*n‘r!
4a’s| — 4K?B%p’n’r*a + 2KBpn’r’H
+  2K?B%p’n®r’a®* - 2KppnraH
+4asK Bon’r?d
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_ 2a’s 1
Bpnra ) KBpnra — KBpn’r? —am + acs — H

am —acs + Kppn?r?
- Kppnra + H
— am (am — acs + KpBon’r? — KpBpnra + H)

— 2a’scm + acs (

2a’m® + 4Kppn’r’am — 4KpBpnra’m
+ 2amH + 2a’c’s® — 4Kppn’r?acs
1| +4KpBpnra’cs — 2acsH + 2K?B*p°n’r?

+_

2| - 4K?p’p®n’r*a +  2KPBpn’r’H
+ 2K?B?p’n’r’a® -  2KppnraH
+4askK Bon’r?d

1
(ﬁpnra(Kﬁpnra — KBpn?r? —am +acs — H )]
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— 2a’scm + a’csm — a’c’s® + Kppn’racs
— Kppnra’®cs + acsH —a’*m? + a’mcs — KBpn’r’am

+ KpBpnra’m — amH + a’m® + 2Kpgpn’r’*am
=| - 2KBpnra’m + amH + a’c?*s® — 2KpBpn’r*acs
+ 2Kppnra’cs - acsH + K?g°p°n'r?

— 2K?B?p*n’rPa + Kppn®r’H + K’B?p’n’r?a’
— KpBpnraH + 2asKBon*r?d

1
(ﬁpnra Kﬁpnra KpBpn?r? —am+acs—H)J
— KpBpn®r?acs + KpBpnra*cs + KBpn°r*am
— KBpnra’m+K?B%p’n'r* - 2K?p*p°n’r’a
+ KBpn’r’H + K?B?p’n’r’a’ — KppnraH .
+ 2asK Spn’r?d

1
(ﬁpnra Kﬁpnra KBpn’r? —am+ acs — Hj]

— Knracs + Ka’cs + Knram — Ka’m + K?Bpn°r®
= Bpnr| —2K*Ben’r’a + KnrH + K?Bpnra® — KaH
+ 2asKnrd
1
ﬁpnra(Kﬁpnra — KBpn®r? —am + acs — Hj
K [ Bonra’K —2Bpn°r?ak —a’m+a’cs+ KBpn’r?
2\ L nram — nracs + 2asnrd —aH +nrH J
1

KBpnra—KpBpn’r> —am+acs—H




Lampiran 3. Penjabaran Persamaan (3.26) dan Pencarian
Penyelesaian untuk n

Penjabaran persamaan (3.26) menghasilkan:

n‘r?a®c®s® — n’ra®c?s® — n*r?a’csm + n’ra’csm

— n°rfacskBo + 2n°r*a’csKBp — n'r?a’csKpBp
—2n*r?a’cs’d + n®a‘c’s® - n’a’c’s’r + n’a’csrm
n‘a‘csm + n°a’csKBor® - 2n‘a’csKpor®
n*a‘cskpor + 2n*a’cs’rd + n‘r’a’m®
n‘r’a’mecs + n®ra’mcs - n’ra’m? + n°r*amKpgp
— 2n°r’a’mKBp + n‘r’a’mKpp + 2n*r?a’msd

+

+ n®a'm® + n®a’mrcs — nfa‘mes — na’m’r
— n°a’mKpgor® + 2n‘a’mKpor’ - n*a‘mKpgpr
— 2n’a’msrd  + K?B%p°n’r® - Kpopn°rfacs
+ Kppn°rla’cs + Kppn®rfam — Kppn’ria’m

—2K?B?p®n'r’a + K?B%p*n°r*a® + 2KBpn°r*asd
+4K?*B%p*n°r*a® + 2Kppnria’cs — 2K Bpnr*a’cs
—2Kppn°r*a’m + 2Kppn‘*r’a’m—2K?p*p*n’r°a
— 2K?B%p°n°ria’ - 4K Bpn°ria’sd
K?B*p°n'r?a® — Kppn'r’acs + KpBpn’ra‘*cs
KBpn‘r’a®m - Kppn’ra‘m + K?p?p’n°ra’
—2K?B?p®n°r*a® + 2KpBpn‘r?a’sd + 4a’s’nr?d?
23.282 4.2

+ +

n‘r’dc + 2a’s°n’rdc + 2a’sn*r’dm
— 2a’sn’rdm + 2asn®r'dKBp - 4a’sn’r’dKpp
2a’sn*r’dkBo - n*r’a’m® - 2n‘r’a’scm
2n°r*KpBpam + 2n°r’Kppa’m + 2n°r*Kppacs
n‘r’a’c’s® - 2n°r’Kppa’cs - nPr®K?p*p?
+2n'r°K?B?p*a —=n°r*K’p*p*a’ — 4n°r*ask ppd

+
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+ 2n’ra®m®>  + 4n’ra’scm  +  4n°r*a’KpBpm

— 4n*r’a’kKppm - 4n°r*a’Kppcs + 2n’ra’c’s®
+ 4n*r*a*Kppcs + 2n'r’ak’*p?p?
Y 4n6r4a2K2ﬁ2p2 n 2n5r3a3K2ﬂ2p2
+  8n°r*a’*sKppd - nfa'm® - 2n*a‘scm
— 2n‘a’Kppr’'m + 2n*a*kKBorm + 2n‘a’KpBpr’cs
— nfa‘c’s®* - 2n*a’Kpprcs - nfa*kK’pip’rt

+2n°a’K?B%p’r® — n*a’K?p’p’r? — 4n*a’sKppr’d =0

— 4n*r®a’scm + 8n°ra’scm - 2n‘r’a’csKpp
— 2n‘r?a’cs’d - 4n’a‘csm + 4n’a’cs’rd
+2n‘r’a®mKpgp + 4n‘r’a’msd - 4n*a’msrd
+4a’s’n'r’d® - 2a’s’n’r’dc — 2n*a*KpBpr’m
+2n*a’KBprcs =0

— 2n%r’cm + 4nracm —n’r?csd — 2a’cm
2n%a’s| + 2nacsrd + 2n°r’md — 2namrd + 2sn’r?d? | =0-
—sn’r?dc

(4)

Persamaan (4) dikalikan dengan di mana a,s>0 maka

2a’s

Y > 0, sehingga dihasilkan:
ass

2 r?(~ 2cm —csd + 2md + 2sd? - sdcn?
+r(4acm + 2acsd — 2amd )n —2a’cm
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=0. (5)

2 r? (— 2cm — 2csd + 2md + stz)n2
+r(4acm + 2acsd —2amd )n — 2a°cm

Karena n > 0 (asumsi (3.22)), maka persamaan (5) dikalikan dengan

niz > 0, diperoleh:

2acm +acsd
2r*(— cm —csd + md +sd2)nz+2r( amd+ ]

—2a’cm =0. (6)

Persamaan (6) dikalikan dengan 2—12— > 0, dihasilkan:
r

(—Cm—CSd + md +sd2)n2 +[2acm+aCSd —amd jn

r

a’cm
T =0. (7)

Dengan demikian penyelesaian n dari persamaan (7) yaitu:

N |

(Zacm + acsd — amd]2
r

—2acm — acsd +amd )\
; +

*
Ni2 =

—4(—cm—csd +md +sd2)-

a’cm
r.2

1
2(-cm—csd +md +sd?)

65




— 2acm - acsd + amd
r

1

4a’c’m? + 4a’c’msd — 4a%cm®d ))2 | 1
! +ac?s’d? — 2a’csmd? +a’m?d? 2
| r’| —4a%c®m? —4a’c’msd + 4a’cm?d
+ 4a’cmsd ?
1
—cm—csd + md + sd ?
1
azczszdz 2
— 2acm —acsd + amd 1
= +| —| +2a’cmsd
r r 2 242
+a“m-d
1

2(—cm—csd + md +sd?)

12
:[ — 2acm — acsd + amd . [i(adcs+amd)2] J

r r?
1

2(-cm—csd +md +sd?)

_[—Zacm— acsd + amd , (adcs+amd ) J
r r

1
2(-c+d)m+sd)




Lampiran 4. Penjabaran Persamaan (3.40) Menjadi Persamaan
(3.42)

Penjabaran persamaan (3.40) dilakukan dengan

mensubstitusikan bentuk Y~ dan F~ sesuai persamaan (3.17),
(3.18), dan (3.20) ke dalamnya. Agar mempermudah, penjabaran
akan dilakukan secara terpisah-pisah sebagai berikut:

aF 'K = aK[il—(am —acs + KBpn’r? — KBpnra +H )j
as

:%(am—acs+Kﬂpn2r2 —Kﬂpnra+H) (8)

—KF'nr = —Knr[zi(am —acs + KBpn’r? — KBpnra + H )]
as

:g(—am+acs—Kﬂpn2r2+Kﬂpnra—H). 9)
as

Dengan menggunakan persamaan (3) maka:

oy = gap” (G F Im=sF)

BpF “nr
om . G [am - acs + KBpn’r?
2a (-Kppnra+H
_ —2a| m (am-acs+KpBpnr® — Kppnra
ponr| 2as{+H
1 (am-—acs+ KpBpn’r* — KpBpnra ‘
4a’s| +H
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am — acs
4cma’s — 2cas | + KpBpn’r?
— Kppnra+ H

—2a

m — acs + KpBpn?r?
=5 _ZNrRr + 2ma a ﬂp
ppnrdacs

- Kppnra + H
—(am —acs + Kppn®r? — KBpnra + H )2

4cma’s — 2ca’sm + 2c’a’s’
— 2caskpBoen’r? + 2ca’sKppnr
— 2casH + 2a’m? - 2ma’cs
+ 2maKpBpn’r? — 2ma’Kpgonr
+2maH — 2a’m’ - 4KBpn’r*am
" + 4K Bpnra’m —2amH — 2a’c®s®
2 Bpnras X5 2
+ 4KpBpnrcacs — 4Kppnra“cs
+ 2acsH — 2K?B%p*n‘r*
+4K?B%p®n’r’a — 2KBpn’r’H
—2K?B?p*n’r?a® + 2KppnraH
—4asK Bpn’rd

2casKfBpn’r® - 2ca’sKppnr
— 2maKpgpn’r? + 2ma’Kppnr
- __ - —2K2ﬂ2p2n4l’4+4K2ﬂ2p2n3r3a X
Zﬂpnras 2.2 202 242,2,2
- 2KBpnr*H - 2K“B°p°n°r-a
+ 2K BpnraH —4asK Bpn’r?d

(10)




Misal P=aF 'K-2aFY" —nrKd —nrKF~ maka dengan
mensubtitusikan persamaan (8), (9), dan (10) ke dalam P, diperoleh:
P . SNy (am — acs + Kppn®r? — KBpnra + H)
2 Bpnras
2casKBpn’r® - 2ca’sKppnr
— 2maKpgpn’r? + 2ma’Kppnr
—2K?B?p®nr* + 4K?B?p*n’ria
— 2KBpn’r*H — 2K?B*p*n’r?a’
+2KBpnraH — 4asKBon’r?d
_2ppnr*askd Kppn’r? {— am + acs — Kﬁpnzrz]
2 Bpnras 2ppnras | + KBpnra—H

Kppnra’m — Kppnra’cs + K?p%p°n’r’a
~K?B%p*n®r?a’® + KBpnraH — 2caskK Bpn’r?
+2ca’sKBonr + 2maKppen’r® — 2ma’*Kpgpnr

Y,
2Bpnras

2

~ l + 2K2ﬂ2p2n4l’4 " 4K2ﬂ2p2n3r3a
2ppnras| +  2KBpn*r’H +  2K?pB?p*n’r*a’
—  2KppnraH + 4ask Bpn’rd

—2ppn’r*askd — KBpn’r?am + KBpn’r*acs
~K?B%p’n'r* + K*B%p’n’r*a— KBon’r*H

— Kppnra’m + KpBpnra’cs — 2K?B*p°n’ria
1 +K?B%p’n’r?a® — KppnraH —casKfpnr?
" 2Bpnras| + KBpn?r?ma + K2B2p%nr* + KBpniriH
+ 2K Bpn’r?asd
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2casKpBpn’r> - 2ca’sKppnr
— 2maKpgpn’r? + 2ma’*Kppnr
1 1
=2 -———| —2K?’B’p’n'r* +4K?p?p?n’ria
2|  2ppnras pp e
— 2KBpn’r*H — 2K?B?p?n’r?a’
+ 2K BpnraH — 4ask Spn’r*d
l *, *
=—|-2aF Y
! 2af )
P=—aF'y"
aF 'K —2aF Y™ —nrKd —nrKF" = -aF Y. (11)

Substitusi persamaan (11) ke persamaan (3.40) menghasilkan:

M SO\

‘]11 ——m.
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Lampiran5. Penjabaran Persamaan (3.41) Menjadi Persamaan
(3.43)

Penjabaran persamaan (3.41) dilakukan secara terpisah-pisah

terlebih dahulu. Dengan mensubstitusikan bentuk Y~ sesuai
persamaan (3.20) diperoleh:

Y® -K

K  Ka (Kppnra — KpBpnr? — am + acs - H).
(ﬁpnrazK —2Bpn’r?akK —a’*m + a’cs + KﬁpnsrsJ

+ nram — nracs + 2asnrd —aH + nrH

i 1

~ KBpnra’® - Kppn’r’a — a’m + a’cs — aH
— Ppnra’K +2pBpn°r?akK +a’m - a’cs — KBpn’r®
(— nram + nracs — 2asnrd +aH - nrH J

(12)
Dengan menggunakan bentuk persamaan (12), maka diperoleh:
Y L
K Kppnra®> — Kpgpen’r’a — a’m + a’cs — aH
Kppnra® — Kppn’r’a — a’m + a’cs — aH

— Bpnra’K +2fpn’r?aK +a’m-a’cs — KBpn°r®
— nram + nracs — 2asnrd + aH — nrH

~ 1
~ KBpnra’® - Kppn’r?a - a’m + a’cs — aH
KBpn’r’a — Kppn®r® — nram + nracs
(— 2asnrd —nrH J

(13)
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Dengan menggunakan bentuk persamaan (13) maka diperoleh:

Y” 1
al-—1= 750
K KBpnra — Kppnr° — am + acs — H
KBpn’r’a—KpBpn®r® —nram + nracs
— 2asnrd —nrH '

(14)

Agar diperoleh bentuk yang lebih sederhana dari persamaan (14),
maka:

Y” nr
al-—1|= 2,2
K KBpnra — Kppnr° — am + acs — H
1
KBpnra — KBpn’r> —am) = 2as
+acs — 2asd — H 1

2as

nr

L (am — acs + KpBpn’r® — Kppnra + H)
2as

Zi(am —acs + KBpn’r? — KBpnra + H)
as

“+ i -2asd
2as

(15)

Berdasarkan bentuk F~ sesuai persamaan (3.18) maka persamaan
(15) menjadi:

a{l— ﬁJ - M . (16)
K F
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Lampiran 6. Listing Program untuk Gambar 3.4 Menggunakan
Software Matlab 7.0

a=0.05;
d=200;
K=4000;
r=0.00075;
m=40/365;
s=0.00011;
B=0.3;
p=0.0055;
c=200;

n=0:5:55;

H=(K."2_*B."2_*p."2.*n."2.*r. "2 *a."2-

2. %K. N2 *B.N2.*p.~2.*n."3.*r.~3.*a-
2_FK.*B.*p.-*n.*r.*a."2*m+2 . *K.*B_.*p.*n.*r.*a.~2.*c.
*S+K_/\2_*B_/\2_*p_l\z_*n_/\4_*r-_/\4+2_*K_*B_*p_*n_l\z_*r
N2 *a *m-

2. *K.*B.*p.-*n."2_*r.M2_.*a.*c.*s+a.N2.*m."2+2.*a. 2.
*m.*c.*s+a.N2.*C.N2_.*s."2+t4_ *a.*s_ FK_*B.*p.*n."2_*r
AN2.*d).N(1.72);

Y=K.*(B.-*p-*n.*r._*a.”2._.*K-
2.*B.*p.*n."2_*r."2_*a_*K-
a.-N2.*mta.N2.*c.*s+tK.*B.*p.*n."3.*r.A3+n.*r.*a.*m-
n.*r.*a.*c.*s+2_*a.*s.*n_*r._*d-
a.*H+n_*r.*H)./(a-*(K-*B.*p.*n._*r_*a-
K.*B.*p-*n.~2_*r_.~2-a.*m+a.*c.*s-H));
F=-1/2_.*(K.*B.*p.*n.*r.*a-K_*B.*p.*n_"2_*r."2-
a.*m+a.*c.*s-H)./(a-*s);

plot(Y,F,"0%);

xlabel ("Y = Biomassa Rumput (kgDM/ha)*);
ylabel ("F = Banyaknya Unsur Hara Dalam Tanah
(kgP/ha)*);

text(4000,996.2640099626 ," n=07");
text(2395.4109376002,593.1944837471," n=20");
text(27.8621810238,981.9414729635," n=55%");
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Lampiran7. Listing Program untuk Gambar 3.5 Menggunakan
Software Matlab 7.0

function hasil_YF=YF(m,a,r,d,s,K,B,p,c,n)
Y=K*(B*p*n*r*a”2*K-2*B*p*n"2*r"2*a*K-
an2*m+an2*c*s+K*B*p*n*3*r"3+n*r*a*m-
n*r*a*c*s+2*a*s*n*r*d-
a*sqr(KN2*BA2*ph2*n2*r"2*an2-
2*K/\2*B/\2*p/\2*n/\3*rl\3*a_
2*K*B*p*n*r*aAZ*m+2*K*B*p*n*r*aAZ*C*S+KA2*BA2*pA2*n
/\4*r/\4+2*K*B*p*n/\2*r/\z*a*m_

2*K*B*p*n2*r "2*a*c*s+aN2*mN2+2*aN2*m*crs+an2*cN2*s
N2+4*a*s*K*B*p*n2*r"2*d) +n*r*sqre (K 2*B/r2*pr2*n”2*
r"2*an2-2*KN2*BN2*p2*n"3*r"3*a-
Z*K*B*p*n*r*aAZ*m+2*K*B*p*n*r*aAZ*C*S+KA2*BA2*pA2*n
/\4*r/\4+2*K*B*p*n/\2*rl\2*a*m_

2*K*B*p*nN2*r 2*a*c*s+an2*mN2+2*aN2*mrcrs+an2*cN2*s
N2+4*a*s*K*B*p*n2*r~2*d) )/ (a* (K*B*p*n*r*a-
K*B*p*n"2*r"2-a*m+a*c*s-
SQrt(KN2*BA2*ph2*nN2*r"2*an2-
2*K/\2*B/\2*p/\2*n/\3*rl\3*a_
Z*K*B*p*n*I’*a"2*m+2*K*B*p*n*r*aAZ*C*S+KA2*BA2*p’\2*I’I
/\4*r/\4+2*K*B*p*n/\2*r/\2*a~km_
2*K*B*p*nN2*r"2*a*c*s+an2*mN2+2*a2*m*crs+an2*cN2*s
/\2+4*a*s*K*B*p*n/\2*r/\z*d))) ;
F=-1/2*(K*B*p*n*r*a-K*B*p*n"2*r"2-a*m+a*c*s-
SQrt(KN2*BA2*p/h2*n2*r"2*an2-
2FKN2*BN2*pN2* NN 3*r"3*a-
Z*K*B*p*n*I’*a"2*m+2*K*B*p*n*r*aAZ*C*S+KA2*BA2*p’\2*I’I
/\4*r/\4+2*K*B*p*n/\2*r—/\2*a*m_

2*K*B*p*nN2*r 2*a*c*s+aN2*mN2+2*aN2*m*crs+an2*cN2*s
N2+4*a*s*K*B*p*n2*r"2*d))/(a*s);

hasil_YF=[Y F];

function hasil_lambda=lambda(Y,F,a,K,d,n,r,B,p,C,S)
w=-Y*a*F/(K*(d+F));

x=Y*d*n*r/(F*(d+F));

y=-B*p*F*n*r/(c+F);

z=-s-(B*p*c*n*r*Y/(c+F)"2);
lambdal=(-(-w-z)+((-w-2)"(2)-4*(W*z-x*y))™(1/2))/2;
lambda2=(-(-w-z)-((-w-2)"(2)-4*(W*z-x*y))™(1/2))/2;
hasil_lambda=[lambdal lambdaZ2?];

function utama
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m=40/365;
a=0.05;
r=0.00075;
d=200;
s=0.00011;
K=4000;
B=0.3;
p=0.0055;
c=200;

n=1:length(n_bantu)
S = is +1;

n=n_bantu(in);

hasil _YF=YF(m,a,r,d,s,K,B,p,c,n);
Y=hasil_YF(1);

F=hasil_YF(2);

Y1=0;

lambdal utk_Yl=a*m/(d*s+m)-n*r;
lambda2 utk Y1=-s;

it (lambdal utk_ Y1<=0)&((lambda2 utk_Y1<0))

u(is) = Y1;
ns(is) = n;
else
v(is) = Y1;
nts(is) = n;
end;
if (Y>=0)
isl=isl+1;

hasil_lambda=lambda(Y,F,a,K,d,n,r,B,p,C,S);
lambdal=hasil_ lambda(l);
lambda2=hasil_ lambda(2);
it (imag(lambdal)~=0)&(imag(lambda2)~=0)
if

(real (lambdal)~=0)&(real (lambda2)~=0)
if (real (1ambdal)<0) &
(real (1ambda2)<0)
ul(isl)=Y;
nsi(isl)=n;
else
v1i(isl)=Y;

76



ntsl(isl)=n;

end;
else
ul(isl)=Y;
nsi(isl)=n;
end;
n1=n-0.01;

hasil_YF=YF(m,a,r,d,s,K,B,p,c,nl);
banding_Y=hasil_YF(1);
banding F=hasil_YF(2);

hasil_lambda=lambda(banding_Y,banding F
,a,K,d,n1,r,B,p,c,s);
banding_lambdal=hasil_ lambda(l);
banding_lambda2=hasil_lambda(2);
if
(imag(banding_lambdal)==0)&(imag(bandin
g_lambda2)==0)
for bantu=Y-200:0.1:Y+200
figure(l)
figl=plot(n,bantu,"b");
hold on;
end;
end;
n1=n+0.01;
hasil _YF=YF(m,a,r,d,s,K,B,p,c,nl);
banding_Y=hasil_YF(1);
banding _F=hasil _YF(2);

hasil_lambda=lambda(banding_Y,banding F
,a,K,d,n1,r,B,p,c,s);
banding_lambdal=hasil_ lambda(l);
banding_lambda2=hasil_ lambda(2);
if
(imag(banding_lambdal)==0)&(imag(bandin
g_lambda2)==0)
for bantu=Y-200:0.1:Y+200
figure(l)
figl=plot(n,bantu, "b");
hold on;
end;
end;
else
if (lambdal<O & lambda2<=0)
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ul(isl)=Y;
nsi(isl)=n;

else
figure(l)
figl=plot(n,Y,"g");
hold on;

end;

end;
end;
end;

figure(l)

figl=plot(ns,u,“r);

hold on;

figl=plot(nts,v,"g");

hold on;

figl=plot(nsl,ul,"r=);

hold on;

xlabel (*n (dombasha)");

ylabel (Y = Biomassa Rumput (kgbM/ha)®);
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Lampiran 8. Listing Program untuk Gambar 3.6 Menggunakan

Software Matlab 7.0

clc;

a=0.05*365;

r=0.00075*365;

d=200;

s=0.00011*365;

for m=0:0.05:100
n=a*m/(r*(d*s+m));
fprintf("n(%4.1F) = %4.5F \n",m,n);
figure(l)
plot(m,n);
hold on;

end;

xlabel("m = ju
(kgP/ha/yr)*);
ylabel("n = ju

mlah fosfor yang diberikan

mlah domba per hektar®);
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Lampiran 9. Listing Program untuk Gambar 3.7, 3.8, dan 3.9
Menggunakan Software Matlab 7.0

function hasil_dF=dF(Y,F)
m=40;

s=0.00011*365;

B=0.3;

p=0.0055;

r=0.00075*365;

c=200;

a=0.05*365;

d=200;

n=a*m/(r*(d*s+m));
hasil_dF=m-s*F-B*p*F*n*r*Y/(c+F);

function hasil_dY=dY(Y,F)
a=0.05*365;

m=40;

s=0.00011*365;

K=4000;

d=200;

r=0.00075*365;

n=a*m/(r*(d*s+m));
hasil_dY=a*F*(Y-Y"2/K)/(d+F)-n*r*Y;

function hasil_RK=RK(h,Y,F)
vi=dY(Y,F);

wl=dF(Y,F);
v2=dY(Y+h/2*v1,F+h/2*wl);
w2=dF(Y+h/2*v1,F+h/2*wl) ;
v3=dY(Y+h/2*v2,F+h/2*w2) ;
w3=dF(Y+h/2*v2,F+h/2*w2) ;
v4=dY (Y+h*v3,F+h*w3) ;
wa=dF(Y+h*v3,F+h*w3) ;
Y=Y+h/6*(v1+2*v2+2*Vv3+v4);
F=F+h/6>* (w1+2*w2+2*w3+w4) ;
hasil_RK=[Y F];

function utama
Y(1)=400;
F(1)=1500;
Y1(1)=900;
F1(1)=1200;
Y2(1)=800;
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F2(1)=1100;
Y3(1)=700;
F3(1)=500;
Y4(1)=200;
F4(1)=20;

tmax=400;

h=0.01;

n=tmax/h;

t=0:h:tmax;

for (i=1:n)
bantu=RK(h,Y(1),F(1));
Y(i+l)=bantu(l);
F(i+1)=bantu(2);
bantu=RK(h,Y1(i1),F1(i));
Y1(i+1l)=bantu(l);
F1(i+1)=bantu(2);
bantu=RK(h,Y2(i1),F2(1));
Y2(i+1)=bantu(l);
F2(i+1)=bantu(2);
bantu=RK(h,Y3(i1),F3(1));
Y3(i+1l)=bantu(l);
F3(i+1)=bantu(2);
bantu=RK(h,Y4(i1),F4(1));
Y4(i+1)=bantu(l);
FA(i+1)=bantu(2);
if (i==n)

figure(2)

fig2=plot(Y(i+1),F(i+1), 0", "linewidth",2, "MarkerEd

geColor®, "k", "markersize®,10);
legend("titik tetap”);

hold on;

end;
end;
figure(1)
figl=plot(t,Y, r");
hold on;
figl=plot(t,Y1l,"r");
hold on;
figl=plot(t,Y2,r");
hold on;

figl=plot(t,Y3,"r");
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hold on;
figl=plot(t,Y4,"r");

hold on;

xlabel ("t = waktu (tahun)®);

ylabel (Y = biomassa rumput (kgDM/ha)*);
figure(2)
fig2=plot(Y,F,"b","linewidth",3);

hold on;

fig2=plot(Y1,F1,"r", "linewidth",3);

hold on;
fig2=plot(Y2,F2,"g", " linewidth",3);

hold on;

fig2=plot(Y3,F3,"c", "linewidth",3);

hold on;
fig2=plot(Y4,F4,"m", " linewidth",3);

hold on;

xlabel (Y = biomassa rumput (kgbDM/ha)*®);
ylabel ("F = fosfor pada tanah (kgP/ha)");
figure(3d)

figl=plot(t,F,"b");

hold on;

figl=plot(t,F1,"b");

hold on;

figl=plot(t,F2,"b");

hold on;

figl=plot(t,F3,"b");

hold on;

figl=plot(t,F4,"b");

hold on;

xlabel ("t = waktu (tahun)®);

ylabel ("F = fosfor pada tanah (kgP/ha)");
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Lampiran 10. Listing Program untuk Gambar 3.10, 3.11, dan 3.12

Menggunakan Software Matlab 7.0

function hasil_dF=dF(Y,F)

m=40;

s=0.00011*365;

B=0.3;

p=0.0055;

n=35;

r=0.00075*365;

c=200;
hasil_dF=m-s*F-B*p*F*n*r*Y/(c+F);

function hasil_dY=dY(Y,F)
a=0.05*365;

K=4000;

d=200;

n=35;

r=0.00075*365;
hasil_dY=a*F*(Y-Y"2/K)/ (d+F)-n*r*Y;

function hasil_RK=RK(h,Y,F)
vi=dY(Y,F);

wl=dF(Y,F);
v2=dY(Y+h/2*v1,F+h/2*wl) ;
w2=dF(Y+h/2*v1,F+h/2*wl);
v3=dY(Y+h/2*v2,F+h/2*w2);
w3=dF(Y+h/2*v2,F+h/2*w2) ;
v4=dY (Y+h*v3,F+h*w3);
wa=dF(Y+h*v3,F+h*w3);
Y=Y+h/6*(v1+2*v2+2*v3+v4);
F=F+h/6>*(wl1+2*w2+2*w3+w4) ;
hasil_RK=[Y F];

function utama
Y(1)=50;
F(1)=1000;
Y1(1)=500;
F1(1)=2500;
Y2(1)=2000;
F2(1)=1500;
Y3(1)=3500;
F3(1)=3000;
Y4(1)=4000;
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F4(1)=800;

tmax=160;
h=0.01;
n=tmax/h;
t=0:h:tmax;

for (i=1:n)
bantu=RK(h,Y(1),F(1));
Y(i+l)=bantu(l);
F(i+1)=bantu(2);
bantu=RK(h,Y1(i),F1(1));
Y1(i+1)=bantu(l);
F1(i+1)=bantu(2);
bantu=RK(h,Y2(i1),F2(1));
Y2(i+1)=bantu(l);
F2(i+1)=bantu(2);
bantu=RK(h,Y3(i1),F3(1));
Y3(i+1)=bantu(l);
F3(i+1)=bantu(2);
bantu=RK(h,Y4(i1),F4(1));
Y4(i+1)=bantu(l);
FA(i+1)=bantu(2);
if (i==n)

figure(2)

fig2=plot(Y(i+1),F(i+1), 0", "linewidth",2, "MarkerEd
geColor™,"k");
legend("titik tetap”);

hold on;

end;
end;
figure(l)
figl=plot(t,Y, r");
hold on;
figl=plot(t,Y1l,"r");
hold on;
figl=plot(t,Y2,"r");
hold on;
figl=plot(t,Y3,"r");
hold on;
figl=plot(t,Y4,"r");
hold on;
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xlabel ("t = waktu (tahun)®);

ylabel (°Y biomassa rumput (kgbM/ha)*);
figure(2)

fig2=plot(Y,F,"b");

hold on;

fig2=plot(Y1,F1,"r");

hold on;

fig2=plot(Y2,F2,"g");

hold on;

fig2=plot(Y3,F3,"c");

hold on;

fig2=plot(Y4,F4,"m");

hold on;

xlabel (Y = biomassa rumput (kgbDM/ha)*®);
ylabel ("F = fosfor pada tanah (kgP/ha)®);
figure(3d)

figl=plot(t,F,"b");

hold on;

figl=plot(t,F1,"b");

hold on;

figl=plot(t,F2,"b");

hold on;

figl=plot(t,F3,"b");

hold on;

figl=plot(t,F4,"b");

hold on;

xlabel ("t = waktu (tahun)™);

ylabel ("F = fosfor pada tanah (kgP/ha)");
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Lampiran 11. Listing Program untuk Gambar 3.13, 3.14, dan 3.15
Menggunakan Software Matlab 7.0

function hasil_dF=dF(Y,F)

m=40;

s=0.00011*365;

B=0.3;

p=0.0055;

n=20;

r=0.00075*365;

c=200;
hasil_dF=m-s*F-B*p*F*n*r*Y/(c+F);

function hasil_dY=dY(Y,F)
a=0.05*365;

K=4000;

d=200;

n=20;

r=0.00075*365;
hasil_dY=a*F*(Y-Y"2/K)/(d+F)-n*r*Y;

function hasil_RK=RK(h,Y,F)
vi=dY(Y,F);

wl=dF(Y,F);
v2=dY(Y+h/2*v1,F+h/2*wl);
w2=dF(Y+h/2*v1,F+h/2*wl);
v3=dY(Y+h/2*v2,F+h/2*w2) ;
w3=dF(Y+h/2*v2,F+h/2*w2);
v4=dY (Y+h*v3,F+h*w3) ;
w4=dF(Y+h*v3,F+h*w3) ;
Y=Y+h/6*(v1+2*v2+2*Vv3+Vv4);
F=F+h/6>* (w1+2*w2+2*w3+w4) ;
hasil_RK=[Y F];

function utama
Y(1)=50;
F(1)=1000;
Y1(1)=500;
F1(1)=2500;
Y2(1)=2000;
F2(1)=1500;
Y3(1)=3500;
F3(1)=3000;
Y4(1)=4000;
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F4(1)=800;

tmax=160;
h=0.01;
n=tmax/h;
t=0:h:tmax;

for (i=1:n)
bantu=RK(h,Y(1),F(1));
Y(i+1l)=bantu(l);
F(i+1)=bantu(2);
bantu=RK(h,Y1(i1),F1(1));
Y1(i+1)=bantu(l);
F1(i+1l)=bantu(2);
bantu=RK(h,Y2(i1),F2(1));
Y2(i+1)=bantu(l);
F2(i+1)=bantu(2);
bantu=RK(h,Y3(i1),F3(1));
Y3(i+1)=bantu(l);
F3(i+1)=bantu(2);
bantu=RK(h,Y4(1),F4(1));
Y4(i+1)=bantu(l);
FA(i+1)=bantu(2);
if (i==n)

figure(2)

fig2=plot(Y(i+1),F(i+1), 0", "linewidth",2, "MarkerEd

geColor™,"k");
legend("titik tetap”);
hold on;
end;
end;

figure(l)
figl=plot(t,Y, r");
hold on;
figl=plot(t,Y1l,"r");
hold on;
figl=plot(t,Y2,"r");
hold on;
figl=plot(t,Y3,"r");
hold on;
figl=plot(t,Y4,"r");
hold on;
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xlabel ("t
ylabel (°Y

figure(2)
fig2=plot(Y
hold on;

waktu (tahun)®);
biomassa rumput (kgbM/ha)*);

,F,"b");

fig2=plot(Y1,F1,"r");

hold on;

fig2=plot(Y2,F2,"g");

hold on;

fig2=plot(Y3,F3,"c");

hold on;

fig2=plot(Y4,F4,"m");

hold on;
xlabel (Y
ylabel ("F

figure(3d)
Ffig3=plot(t
hold on;
Ffig3=plot(t
hold on;
Ffig3=plot(t
hold on;
Ffig3=plot(t
hold on;
fig3=plot(t
hold on;
xlabel ("t
ylabel ("F
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biomassa rumput (kgbDM/ha)*®);
fosfor pada tanah (kgP/ha)");
.F."b");

,F1,"b™);

,F2,7b");

,F3,7b™);

,F4,"b™);

waktu (tahun)®);
fosfor pada tanah (kgP/ha)");



