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Abstrak Left almost modules (LA-modul) merupakan pengembangan konsep dari modul yang berupa penggabungan konsep LA-grup dan         

LA-ring. LA-modul memenuhi aksioma LA-grup untuk operasi penjumlahan, LA-semigrup untuk operasi pergandaan serta distributif. Irisan 
dua LA-submodul dari suatu LA-modul merupakan LA-submodul. Teorema isomorfisma LA-modul merupakan kasus khusus dari teorema 
modul dengan pembuktian yang serupa. 

Kata kunci: LA-semigrup, LA-grup, LA-ring, LA-modul, isomorfisma. 

1. PENDAHULUAN 

Struktur aljabar didefinisikan sebagai suatu himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan satu 
atau lebih operasi biner dan memenuhi aksioma tertentu. Beberapa contoh struktur aljabar adalah grup, 
ring, dan modul. Grup merupakan struktur aljabar dengan satu operasi biner sedangkan ring adalah 
struktur aljabar dengan dua operasi biner dan modul merupakan gabungan struktur grup dan ring. 

Dalam teori grup dan ring terdapat beberapa konsep yang dikembangkan, antara lain Left Almost 
Semigroups (LA-semigrup), Left Almost Groups (LA-grup), dan Left Almost Ring (LA-ring). Kazim 
dan Naseeruddin (1977) memperkenalkan LA-semigrup atau bisa juga disebut Abel-Grassmann’s 
Grupoid (AG-grupoid) yang harus memenuhi hukum invertif kiri. Kemudian, Mushtaq dan Kamran 
(1996) memperkenalkan LA-grup sebagai bentuk khusus dari LA-semigrup yang sifat-sifatnya 
mendekati grup komutatif. Berdasarkan Yusuf (2006) yang mengembangkan konsep LA-grup dan LA-
semigrup menjadi suatu konsep baru yang dikenal sebagai Left Almost Ring (LA-ring). 

Selanjutnya berdasarkan Tariq Shah, dkk. (2011) yang menulis sebuah artikel yang berjudul On Left 
Almost Modules (LA-modul). Artikel tersebut membahas definisi, sifat-sifat dasar LA-modul,                
LA-submodul, LA-modul faktor, homomorfisma LA-modul), dan direct sum (hasil jumlah langsung). 
Pada artikel tersebut terdapat hal yang menarik untuk dibahas yaitu struktur LA-modul yang berbeda 
dengan modul. Oleh karena itu, pada Skripsi ini akan mengulas kembali mengenai LA-modul.  

2. HASIL DAN PEMBAHASAN 

2.1 Left Almost Modules (LA-modul) 

Diberikan definisi, sifat, proposisi, teorema, lemma serta contoh yang berkaitan dengan LA-modul 
atas LA-ring, LA-submodul, LA-modul faktor, dan homomorfisma LA-modul berdasarkan Tariq Shah 
dkk. (2011). 

Definisi 1. Misalkan (𝑀, +) adalah suatu LA-grup dan (𝑅, +,∙) adalah suatu    LA-ring dengan elemen 

identitas kiri 1. Serta diberikan pula operasi biner,        

∗: 𝑅 × 𝑀 → 𝑀  

                                  (𝑟, 𝑚) ↦∗ (𝑟, 𝑚) = 𝑟 ∗ 𝑚.  
 Himpunan 𝑀 disebut LA-modul kiri atas 𝑅, jika memenuhi keempat aksioma berikut. 

1. 𝑟 ∗ (𝑚1 + 𝑚2) = 𝑟 ∗ 𝑚1 + 𝑟 ∗ 𝑚2, 

2. (𝑟1 + 𝑟2) ∗ 𝑚 = 𝑟1 ∗ 𝑚 + 𝑟2 ∗ 𝑚, 

3. (𝑟1 ∗ 𝑟2) ∗ 𝑚 = 𝑟2 ∗ (𝑟1 ∗ 𝑚), 

4. 1. 𝑚 = 𝑚, 

Contoh 2. Diberikan 𝑁 = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑} yang dilengkapi dengan operasi (∗) dan (⊙) yang didefinisikan 
pada Tabel 3.1 dan Tabel 3.2. Akan dibuktikan bahwa 𝑁 merupakan LA-modul atas LA-ring 𝑁. 
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2.2 LA-Submodul dan LA-Modul Faktor 

Definisi 3. Misalkan 𝑀: 𝑅 − LA-modul dan 𝑁 ⊆ 𝑀, 𝑁 ≠ ∅. Himpunan 𝑁 disebut LA-submodul dari 

𝑀, jika terhadap hukum komposisi yang sama dengan 𝑀, 𝑁 merupakan LA-modul. 

Contoh 4. Diberikan 𝐾 = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓} dengan operasi dengan operasi ∗ dan ⊙ merupakan LA-
modul. 𝑆 = {𝑎, 𝑑} merupakan himpunan bagian dari 𝐾. 𝑆 dengan operasi yang sama dengan 𝐾, 
didefiniskan pada Tabel 3.5 dan tabel 3.6. Akan ditunjukkan bahwa 𝑆 merupakan LA-submodul dari 𝐾. 

∗ 𝑎 𝑑 

𝑎 𝑎 𝑑 
𝑑 𝑑 𝑎 

 

Definisi 5. Misalkan M adalah LA-modul dan I adalah LA-submodul dari M. 
1. I disebut ideal kiri dari M jika MI ⊆ I.  
2. I disebut ideal kanan dari N jika ∀n, m ∈ M dan i ∈ I maka berlaku (i + n)m − nm ∈ I. 

Jika memenuhi keduanya maka I disebut ideal dua sisi. 

Contoh 5. Berdasarkan Contoh 3.1.3, 𝐾 = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓} merupakan LA-modul. Kemudian diberikan  

𝑆 = {𝑎, 𝑑}. Akan dibuktikan bahwa 𝑆 merupakan LA-submodul pada LA-modul 𝐾. 

Teorema 6. Misalkan 𝑅 adalah LA-ring dan 𝑀 adalah LA-modul atas 𝑅. Jika 𝐴 dan 𝐵 masing-masing 
adalah LA-submodul dari 𝑀 atas 𝑅, maka 𝐴 ∩ 𝐵 juga merupakan LA-submodul 𝑀. 
Bukti: i. Ambil 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 ∩ 𝐵, maka 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 dan 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐵 . 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴, karena 𝐴 LA-submodul maka 𝐴 

merupakan LA-subgrup, sehingga berlaku 𝑎 − 𝑏 ∈ 𝐴. Demikian juga dengan 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐵 . Karena 

𝐵 LA-submodul maka 𝑎 − 𝑏 ∈ 𝐵 . Karena 𝑎 − 𝑏 ∈ 𝐴 dan 𝑎 − 𝑏 ∈ 𝐵, maka 𝑎 − 𝑏 ∈ 𝐴 ∩ 𝐵. 

ii. Ambil 𝑟 ∈ 𝑅 dan 𝑎 ∈ 𝐴 ∩ 𝐵, maka 𝑎 ∈ 𝐴 dan 𝑎 ∈ 𝐵. Karena 𝐴 dan 𝐵 adalah LA-submodul, 
maka berlaku 𝑟𝑎 ∈ 𝐴 dan 𝑟𝑎 ∈ 𝐵 , sehingga dapat disimpulkan 𝑟𝑎 ∈ 𝐴 ∩ 𝐵. 

Jadi, dari i. dan ii. maka terbukti 𝐴 ∩ 𝐵 merupakan LA-submodul dari 𝑀. 
 

Teorema 7. Misalkan 𝑅 adalah LA-ring dan 𝑀 adalah LA-modul atas 𝑅 dengan identitas kiri 1. Jika 𝐴 

dan 𝐵 adalah dua LA-submodul dari 𝑀, maka 𝐴 + 𝐵 merupakan LA-submodul dari 𝑀. 
Bukti:  i. Ambil 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 + 𝐵, maka 𝑎 = 𝑎1 + 𝑏1 dan 𝑏 = 𝑎2 + 𝑏2, dengan 𝑎1, 𝑎2 ∈ 𝐴 dan 𝑏1, 𝑏2 ∈ 𝐵  

sehingga 

𝑎 − 𝑏 = (𝑎1 + 𝑏1) − (𝑎2 + 𝑏2) 
            = (𝑎1 − 𝑎2) + (𝑏1 − 𝑏2) 

Karena 𝑎1, 𝑎2 ∈ 𝐴 dan 𝐴 LA-submodul, maka 𝑎1 − 𝑎2 ∈ 𝐴. 

Karena 𝑏1, 𝑏2 ∈ 𝐵 dan 𝐵 LA-submodul, maka 𝑏1 − 𝑏2 ∈ 𝐵, sehingga 
(𝑎1 − 𝑎2) + (𝑏1 − 𝑏2) ∈ 𝐴 + 𝐵. 

Jadi, jika 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 + 𝐵, maka 𝑎 − 𝑏 ∈ 𝐴 + 𝐵. 
ii. Ambil 𝑟 ∈ 𝑅 dan 𝑎 ∈ 𝐴 + 𝐵 , maka 𝑎 = 𝑎1 + 𝑏1. Karena 𝐴 dan 𝐵 masing-masing adalah      

LA-submodul, maka berlaku 

𝑟𝑎 = 𝑟𝑎1 + 𝑟𝑏1 ∈ 𝐴 + 𝐵. 
Jadi, dapat disimpulkan dari uraian di atas, terbukti 𝐴 + 𝐵  merupakan LA-submodul 𝑀. 

2.3 Homomorfisma LA-Modul 

Definisi 8. Misalkan 𝑀, 𝑁 masing-masing adalah LA-modul atas LA-ring 𝑅. Pemetaan 𝜑: 𝑀 → 𝑁 
disebut homomorfisma LA-modul jika memenuhi 

1. 𝜑(𝑚 + 𝑛) = 𝜑(𝑛) + 𝜑(𝑚)  
2. 𝜑(𝑚𝑛) = 𝜑(𝑛)𝜑(𝑚), untuk setiap 𝑛, 𝑚 ∈ 𝑁. 
 

⊙ 𝑎 𝑏 𝑐 𝑑 
𝑎 𝑎 𝑎 𝑎 𝑎 
𝑏 𝑎 𝑏 𝑐 𝑑 
𝑐 𝑎 𝑑 𝑏 𝑒 
𝑑 𝑎 𝑐 𝑒 𝑏 

∗ 𝑎 𝑏 𝑐 𝑑 
𝑎 𝑎 𝑏 𝑐 𝑑 
𝑏 𝑑 𝑎 𝑏 𝑐 
𝑐 𝑐 𝑑 𝑎 𝑏 
𝑑 𝑏 𝑐 𝑑 𝑎 

⊙ 𝑎 𝑑 

𝑎 𝑎 𝑎 
𝑑 𝑎 𝑑 



 
 

Jika 𝑁 = 𝑀,  maka 𝜑 disebut endomorfisma. 
Jika 𝜑 injektif satu-satu, maka 𝜑 disebut monomorfisma. 
𝑀 disebut isomorfik pada 𝑁, ditandai dengan 𝑀 ≅ 𝑁, jika terdapat suatu isomorfisma dari 𝑀 ke 𝑁. 

Contoh 9. Diberikan himpunan 𝐾 = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓} merupakan LA-modul. Kemudian diberikan 𝑆 =
{𝑎, 𝑑} adalah ideal di 𝐾.  

Akan dibuktikan bahwa 𝑓: 𝐾 → 𝐾/𝑆 

                                    𝑥 ↦ 𝑓(𝑥) = 𝑆 ∗ 𝑥 

 merupakan homomorfisma LA-modul. 

Bukti: Ambil sebarang 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐾 untuk 𝑥 = 𝑎, 𝑦 = 𝑐, sehingga berlaku 

1. Terhadap penjumlahan. 

𝑓(𝑥 ∗ 𝑦) = 𝑓(𝑎 ∗ 𝑐) 

  = 𝑆 ∗ 𝑎 ∗ 𝑐 
  = (𝑆 ∗ 𝑎) ∗ (𝑆 ∗ 𝑐) 
   = 𝑓(𝑎) ∗ 𝑓(𝑐) 

2. Terhadap pergandaan. 

𝑓(𝑥 ⊙ 𝑦) = 𝑓(𝑎 ⊙ 𝑐) 

  = 𝑆 ∗ 𝑎 ⊙ 𝑐  
  = (𝑆 ∗ 𝑎) ⊙ (𝑆 ∗ 𝑐)  
  = 𝑓(𝑎) ⊙ 𝑓(𝑐)  

Berdasarkan 1 dan 2 terbukti bahwa 𝑓: 𝐾 → 𝐾/𝑆 merupakan homomorfisma LA-modul. 
 
Teorema 10. Misalkan 𝜑: 𝑀 → 𝑁 adalah homomorfisma LA-modul dari suatu LA-modul 𝑀 ke suatu 

LA-modul 𝑁, maka 

1. Jika 𝐴 merupakan LA-submodul dari 𝑀, maka 𝜑(𝐴) merupakan LA-submodul dari 𝑁. 
2. Jika 𝐵 merupakan LA-submodul dari 𝑁, maka 𝜑−1(𝐵) merupakan LA-submodul dari 𝑀. 

Proposisi 11. Misalkan 𝑀 dan 𝑁 masing-masing adalah suatu LA-modul atas LA-ring 𝑅  dan pemetaan 

𝜑: 𝑀 → 𝑁 adalah homomorfisma LA-modul. 𝜑 merupakan monomorfisma LA-modul jika dan hanya 

jika Ker 𝜑 = {0}. 

2.4 Hasil Jumlah Langsung 

Definisi 12. Misalkan 𝑀 adalah LA-modul atas LA-ring 𝑅, 𝑁1, 𝑁2, … , 𝑁𝑘 adalah LA-submodul dari  

LA-modul 𝑀. 𝑀 disebut hasil jumlah langsung (internal direct sum) dari LA-submodul 𝑁1, 𝑁2, … , 𝑁𝑘, 

jika memenuhi 

𝑖. 𝑀 = ∑𝑁𝑖

𝑘

𝑖=1

 

𝑖𝑖. 𝑁𝑖 ∩ ∑ 𝑁𝑗

𝑖≠𝑗

= {0} 

untuk 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘. 
𝑀 disebut hasil jumlah langsung dari LA-submodul 𝑁1, 𝑁2, … , 𝑁𝑘, biasa diberi notasi 𝑀 = 𝑁1 ⊕ 𝑁2 ⊕
… ⊕ 𝑁𝑘. 

Teorema 13. Misalkan 𝑀 adalah LA-modul atas LA-ring 𝑅. Jika 𝑀1, 𝑀2, … , 𝑀𝑘 adalah LA-

submodul-LA-submodul dari 𝑀, maka pernyataan berikut ekuivalen: 

1. 𝑀 adalah direct sum (hasil jumlah langsung). 
2. ∀𝑚 ∈ 𝑀 dapat dinyatakan secara tunggal sebagai bentuk 𝑚 = 𝑚1 + 𝑚2 + ⋯ + 𝑚𝑖  dengan 

𝑚𝑖 ∈ 𝑀𝑖 . 

 
 
 
 



 
 

3. KESIMPULAN 

Berdasarkan hasil dan pembahasan dapat disimpulkan jika Left almost modules (LA-modu) 
merupakan pengembangan konsep modul. Setiap modul merupakan LA-modul, namun setiap LA-
modul belum tentu modul. Irisan tak kosong dari dua LA-submodul merupakan suatu LA-submodul. 
Epimorfisma dari LA-modul atas kernelnya membentuk suatu isomorfisma.Teorema Isomorfisma LA-
modul merupakan kasus khusus dari Teorema Isomorfisma modul dengan pembuktian yang serupa.  
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