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MATRIKS GENERATOR DAN KODE DUAL
DARI KODE ADDITIF ZyZ4

ABSTRAK
Kode additif Z,Z, adalah suatu subgrup dari suatu ruang vektor

ngzfj yang merupakan direct product dari ruang vektor Z$ dengan
panjang vektor a atas ring komutatif dengan elemen satuan Z, dan

ruang vektor Zf dengan panjang vektor g atas ring komutatif dengan
elemen satuan Z,. Pada artikel ini dibahas kode additif Z,Z, dan
korespondensi dengan bentuk binernya yaitu kode linear Z,Z,
dengan menggunakan perluasan pemetaan Gray.

Kode additif Z,Z, memiliki matriks generator yang dapat
digunakan untuk fungsi encoding. Pada artikel ini, dibahas
pembentukan matriks generator dalam bentuk standar. Selain itu
dikaji juga mengenai definisi hasil kali dalam di kode additif Z,Z,
yang dapat digunakan untuk mencari kode dual dari kode additif
7,7,

Kata Kunci : kode linear, kode additif Z,Z,, matriks generator,
pemetaan Gray, inner product, kode dual.
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GENERATOR MATRICES AND DUAL CODE
OF 7,7,-ADDITIF CODE

ABSTRACT

The Z,Z,-additive code is a subgroup of a vector space Z‘z"fo
which is the direct product of the vector space Z$ which vector
length a over the commutative ring with the unity Z, and the vector

space fo which vector length 8 over the commutative ring with
unity Z,. In this article discuss Z,Z,-additive code and
correspondence with binary images is Z,Z,-linear code by using
extended Gray mapping.

Z,74-additive code has a generator matrix that can be used for
encoding function. In this article, we describe to transform generator
matrix in standard form. Also we explain about the definition of
inner products in Z,Z4-additive code which can be used to find the
dual code of Z,Z,-additive code.

Keyword : linear code, Z,Z,-additive code, generator matrices,
Gray mapping, inner product, dual code.
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BAB I
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Aljabar merupakan cabang ilmu murni matematika yang
berkembang pesat. Salah satu bahasan yang dipelajari dalam aljabar
adalah struktur aljabar yang melibatkan himpunan dengan satu atau
lebih operasi biner. Jenis struktur aljabar yang mendasar adalah grup
dan ring. Grup adalah suatu himpunan dengan satu operasi biner
yang memenuhi aksioma tertentu. Dikenal juga grup abelian yang
operasi binernya memenuhi hukum komutatif. Berdasarkan order
atau jumlah elemennya, grup dibagi atas grup berhingga dan grup tak
berhingga. Sedangkan ring adalah suatu himpunan yang dilengkapi
dua operasi biner yang merupakan grup terhadap operasi
penjumlahan dan asosiatif terhadap operasi pergandaan serta berlaku
distributif. Salah satu jenis ring adalah ring komutatif dengan elemen
satuan yaitu ring yang terhadap operasi pergandaan berlaku
komutatif dan memiliki elemen identitas. Contohnya adalah Z, dan
Z, yang secara berturut-turut merupakan himpunan bilangan bulat
modulo 2 dan 4.

Di samping itu, materi yang dipelajari dalam aljabar adalah
ruang vektor atas ring komutatif dengan elemen satuan. Ruang
vektor merupakan teori matematika yang menggunakan operasi
penjumlahan vektor dan pergandaan dengan skalar. Contohnya

adalah Zg dan Zf yang secara berturut-turut merupakan ruang vektor
atas Z, dengan panjang « dan Z, dengan panjang f3.

Aplikasi aljabar yang terkait dengan konsep ruang vektor dan
ring adalah teori pengkodean. Jenis kode yang mendasar adalah kode
biner dan kode kuarterner. Kode biner merupakan himpunan bagian
tak kosong dari Z5 dan disebut kode linear biner jika merupakan
subgrup dari Z%, sedangkan kode kuarterner merupakan himpunan

bagian tak kosong dari Zf dan disebut kode linear kuarterner jika

merupakan subgrup dari Zf . Kode linear kuarterner dapat dipandang
sebagai kode biner dengan menggunakan pemetaan Gray. Sejak
tahun 1994 kode kuarterner menjadi penting karena hubungannya
dengan beberapa kode biner seperti kode Kerdock, Goethal atau kode
Reed-Muller.



Selain itu dalam teori pengkodean dipelajari juga kode additif
yang diperkenalkan oleh Philippe Delsarte pada tahun 1973. Secara
umum kode additif didefinisikan sebagai subgrup dari grup abelian
yang mendasarinya. Pada kasus khusus, grup abelian yang berorder

2" berbentuk ngzf dengan a + 2 = n. Kemudian subgrup dari

Z5 fo disebut kode additif Z,Z,. Menurut J Borges, dkk (2006)
kode additif Z,Z, dapat dibentuk menjadi kode biner yang disebut
kode linear Z,Z, dengan menggunakan perluasan pemetaan Gray.

Pada skripsi ini dibahas mengenai konstruksi kode additif
Z,7, dan korespondensinya dengan kode linear Z,Z,, serta matriks
generator dalam bentuk standar dari kode additif Z,Z,. Selain itu
dikaji juga mengenai pendefinisian hasil kali dalam (inner product)
dalam kode additif Z,Z, untuk konsep dualitas. Pembahasan tersebut
dipelajari dari artikel Z,Z,-linear codes: generator matrices and
duality Oleh J Borges, dkk pada tahun 2007

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang yang telah dipaparkan, rumusan
masalah dalam skripsi ini adalah sebagai berikut.
1. Bagaimana konstruksi kode additif Z,Z, dan kode linear Z,7Z,?
2. Bagaimana matriks generator dalam bentuk standar dari kode
additif Z,Z,?
3. Bagaimana konsep dualitas dari kode additif Z,7Z,?

1.4  Tujuan

Adapun tujuan penulisan skripsi ini adalah sebagai berikut.
1. Membahas konstruksi kode additif Z,Z, dan kode linear Z,Z,.
2.  Membahas matriks generator dalam bentuk standar dari kode
additif Z,Z,.
3.  Membahas konsep dualitas dari kode additif Z,Z,.



BAB 11
DASAR TEORI

Pada bab ini diberikan beberapa definisi, teorema, dan contoh
yang digunakan sebagai acuan pada pembahasan.

2.1 Relasi, Pemetaan, dan Operasi Biner

Dalam struktur aljabar, elemen-elemen suatu himpunan tak
kosong dapat dipasangkan dan dikombinasikan dalam penjumlahan
dan/atau pergandaan yang dikenal sebagai operasi. Selain itu, antar
himpunan juga dapat memiliki hubungan berupa relasi maupun
pemetaan. Berikut diberikan definisi relasi, pemetaan, operasi, dan
struktur aljabar menurut Malik, dkk (2007) dan Bhattacharya, dkk
(1995).

Definisi 2.1.1 (Hasil Kali Kartesius)

Misalkan A dan B masing-masing merupakan suatu himpunan tak

kosong. Hasil kali kartesius dari A dan B, ditulis AxB, didefinisikan

sebagai himpunan pasangan terurut dari A dan B yaitu
AxB={(X,¥)|xe A YyeB}

Contoh 2.1.2
Diberikan A ={1,2,3}dan B ={3, 4}, maka
AxB={13),(14),(2,3),(2,4),(3,3),(3,4)}.

Definisi 2.1.3 (Relasi)

Misalkan A dan B masing-masing merupakan suatu himpunan tak
kosong. R disebut relasi dari A ke B jika R merupakan himpunan
bagian dari AxB. Jika (x,y) € R, maka x dikatakan berelasi R
dengan y, ditulis xRy. Relasi dari A ke A disebut relasi pada A.

Definisi 2.1.4 (Relasi Ekuivalensi)
Misalkan X merupakan suatu himpunan tak kosong dan R merupakan
relasi pada X. R disebut relasi ekuivalensi pada X jika memenuhi sifat
berikut.
(i) Refleksif, yaitu

untuk setiap x € X berlaku xRx.



(it) Simetris, yaitu
untuk setiap x,y € X, jika xRy, maka yRx.
(iii) Transitif, yaitu
untuk setiap x, y, z € X, jika xRy dan yRz, maka xRz.

Definisi 2.1.5 (Kelas Ekuivalensi)
Misalkan X merupakan suatu himpunan tak kosong dan E merupakan
relasi ekuivalensi pada X dan a € X. Himpunan semua elemen di X
yang berelasi E dengan a disebut kelas ekuivalensi dari a pada relasi
E dinotasikan E (a). Dengan kata lain

E(a) = {x | xEa}.

Contoh 2.1.6

Diberikan n adalah konstanta tetap dan n € Z*. Didefinisikan relasi

=, pada Z adalah sebagai berikut. Untuk semua x,y € Z, x =, y

jika dan hanya jika n|(x — y), yaitu x —y = nk untuk suatu k € Z.

Buktikan =,, adalah relasi ekuivalensi pada Z dan tentukan kelas

ekuivalensi pada =,,.

Bukti.

(i) Untuk setiap x €Z, x —x =0 = On. Jadi, x =, x sehingga
sifat refleksif dipenuhi.

(i) Untuk setiap x,y € Z. jika x =, y, maka terdapat q € Z
sedemikian sehingga gqn=x-—y. Jadi, (—gn=y—x
sehingga n|(y —x), yaitu y =, x. Dengan demikian, sifat
simetris dipenuhi.

(iii) Untuk setiap x,y,z € Z. jika x =, y dan y =,, z, maka terdapat
q,r € Z sedemikian sehingga gn = x — y dan rn = y — z. Jadi,
(q+r)n=x—2z dan q+r €Z sehingga x =, z. Dengan
demikian, sifat transitif dipenuhi.

Karena memenuhi sifat refleksif, simetris, dan transitif, maka

terbukti bahwa =,, adalah relasi ekuivalensi.

Kelas ekuivalensi pada relasi =,, sebagai berikut:

E(0)={x=0+nk|keZ}={..,—2n,—n,0,n,2n,..},

EQ)={x=1+nk|keZ}={.,-2n+1,—n+1,1,n+1,..},

EQ)={x=2+nk|keZ}={..,-2n+2,—n+2,2,n+2,..},

Em—1)={x=M0n-1)+nk|keZ}
={.,—n—-1,-1,n-12n-1,..}



Kemudian himpunan kelas-kelas ekuivalensi ini disebut himpunan
bilangan modulo n, dinotasikan dengan Z, yaitu
Z,=1{0,1,2,..,n—1}.

Definisi 2.1.7 (Pemetaan)
Misalkan A dan B masing-masing merupakan suatu himpunan tak
kosong. Relasi f dari A ke B disebut pemetaan jika untuk setiap
x € A, terdapat tepat satu y € B sedemikian sehingga x berelasi
dengan y. y dikatakan sebagai bayangan x atas pemetaan f. Pemetaan
f dari A ke B ditulis
f:A->B

x -y = f(x)
Himpunan A disebut daerah asal atau domain. Himpunan B disebut
kodomain. Daerah hasil dari f merupakan himpunan semua bayangan
X atas pemetaan f.

Definisi 2.1.8 (Pemetaan Identitas)

Misalkan A merupakan suatu himpunan tak kosong dan pemetaan
f:A— A. f disebut pemetaan identitas jika untuk setiap a € A
berlaku f(a) = a. Pemetaan identitas dinotasikan dengan Id.

Definisi 2.1.9 (Macam-macam Pemetaan Berdasarkan Sifatnya)

Misalkan A dan B masing-masing merupakan suatu himpunan tak

kosong. Suatu pemetaan f: A — B disebut

(i) injektif, yaitu untuk setiap x,,x, € A berlaku
jika x; # x5, maka f(x1) # f(xy)

(i) surjektif, yaitu untuk setiap y € B, terdapat x € A sedemikian
sehingga berlaku y = f(x)

(iii) bijektif atau korespondensi satu-satu, yaitu pemetaan f yang
memenuhi sifat injektif dan surjektif.

Contoh 2.1.10
Diberikan himpunan bilangan bulat Z. Didefinisikan suatu relasi
sebagai berikut.
fZ-17
xe fx)=x+1
buktikan relasi f adalah bijektif.



Bukti:
i) Pemetaan,
Untuk setiap x € Z, terdapat tepat satu f(x) € Z vyaitu
f)=x+1.
i) Injektif,
Untuk setiap xq,x, €Z, berlaku jika x; # x,, maka
f(x1) # f(x3). Kemudian hal ini dapat dibuktikan dengan
kontraposisinya, yaitu jika f (x;) = f(x,) maka x; = x,.
Ambil sebarang x;,x, € Z, sehingga f(x;) =x;+1 dan
f(x;) = x, + 1. Jika f(x,) = f(x,) maka
f(x1) = f(x2)
X1+1=x,+1
x1+1—-1=x,+1-1
X1 = X5.
iii) Surjektif,
Untuk setiap f(x) € Z, terdapat x — 1 € Z sehingga berlaku
fx-1D)=x-1D+1=x—-1+1=x.
Jadi karena relasi f berlaku pemetaan, injektif, dan surjektif maka
terbukti f merupakan pemetaan bijektif. ]

Definisi 2.1.11 (Operasi Biner)
Misalkan S merupakan suatu himpunan tak kosong. Pemetaan

*:§X§ - S
disebut operasi biner pada himpunan S.
Operasi biner * memetakan setiap pasangan terurut (x,y) € SXS ke
satu anggota S. Bayangan (x,y) atas pemetaan =* ditulis x *y.
Dengan kata lain operasi biner * menandakan sifat tertutup, yaitu
untuk setiap x,y € S,x *y € S.

Contoh 2.1.12
Diberikan himpunan bilangan bulat Z dilengkapi dengan operasi
penjumlahan (+). Buktikan operasi penjumlahan (+) merupakan
operasi biner.
Bukti:
Operasi penjumlahan pada bilangan bulat Z dapat dinyatakan sebagai
berikut

+:ZXZ - 7

(a,b) » +(a,b)=a+b



Ambil sebarang a,b € Z maka a+ b € Z, sehingga operasi
penjumlahan pada bilangan bulat merupakan operasi biner. |

Definisi 2.1.13 (Eksponen)

Misalkan a adalah bilangan real dan n adalah bilangan bulat positif
lebih besar dari 1. Perkalian sebarang a sebanyak n disebut eksponen
n dari a, atau ditulis a™ = a * a * a * .....x a (sebanyak n kali).

Definisi 2.1.14 (Struktur Aljabar)
Misalkan H adalah suatu himpunan tak kosong. H disebut struktur
aljabar jika H dilengkapi dengan satu atau lebih operasi biner.

2.2  Matriks

Matriks merupakan susunan objek-objek yang berbentuk segi
empat yang sering dijumpai dalam aljabar linear. Berikut diberikan
definisi dan contoh terkait dengan matriks berdasarkan Anton dan
Rorres (2014) serta Ling dan Xing(2014).

Definisi 2.2.1 (Matriks)

Matriks adalah susunan segi empat dari objek-objek. Objek-objek
dalam susunan tersebut dinamakan entri dalam matriks. Bentuk
umum suatu matriks A yang terdiri dari m baris dan n kolom adalah
sebagai berikut.

aqq aqy ces A1n

a21 a22 e aZn
A= : . :

AQm1 Am2 7 Amn

Ukuran matriks merupakan banyaknya baris dan kolom dari suatu
matriks yang dinotasikan sebagai berikut.

A=layl,.,
dengani=1,2,..,mdanj=1.2,..,n.

Definisi 2.2.2 (Matriks Nol)

Misalkan A merupakan suatu matriks ukuran mXxn. Matriks A
disebut matrik nol jika entri dari matriks adalah nol dinotasikan
dengan 0. Bentuk umum dari matriks nol adalah sebagai berikut.



0 0 e 0
o=17 % %
0 0 oo O

Definisi 2.2.3 (Matriks Diagonal)

Misalkan A merupakan suatu matriks berukuran mxm. A disebut
matriks diagonal jika entri-entri dari A adalah nol selain entri-entri
pada diagonal utama. Bentuk umum dari matriks diagonal adalah
sebagai berikut.

a11 0 eee 0
A= 0 a:22 0
0 0 coe amm

Definisi 2.2.4 (Matriks ldentitas)

Misalkan A merupakan suatu matriks ukuran mxm. Matriks A
disebut matriks identitas jika A merupakan matriks diagonal yang
entri pada diagonal utama bernilai satu. Bentuk umum dari matriks
identitas adalah sebagai berikut.

1 0 e 0
e
00 = 1

Definisi 2.2.5 (Penjumlahan Matriks)
Misalkan A dan B masing-masing merupakan suatu matriks dengan
ukuran yang sama. Hasil penjumlahan A + B adalah matriks yang
diperoleh dengan menambahkan entri dari B ke entri yang sesuai dari
A. Jika A = [a;;] dan B = [b;;] mempunyai ukuran yang sama,
maka

[A + Bl;j = [Al;; + [Blij = ay; + byj.

Contoh 2.2.6
Diberikan dua matriks A dan B, hitunglah A+B.

I RN



Jawab:
6 0 —1

A+B=[4 4 3

Definisi 2.2.7 (Perkalian dengan Skalar)

Misalkan A merupakan suatu matriks dan c adalah skalar. Hasil
perkalian cA adalah matriks yang diperoleh dengan mengalikan
setiap entri dari A dengan c. Matriks cA disebut perkalian skalar dari
A.Jika A = [aij], maka [CA]U = C[A]U = cay;.

Contoh 2.2.8
Diberikan sebuah matriks A.

A=l 5
Hitunglah 2A4.
Jawab:
=[5 250 2L S 6

Definisi 2.2.9 (Perkalian Matriks)
Misalkan A merupakan suatu matriks berukuran mXr dan B adalah
matriks berukuran rxn. Perkalian AB adalah matriks berukuran
mxn yang entrinya ditentukan dengan mengalikan entri yang sesuai
pada baris i dari A dengan kolom j dari matriks B, kemudian
menambahkan hasil kali tersebut dan dapat dinotasikan dengan

r

[AB];j = aj1byj + aipbyj + -+ + by = Z Qg byj-
=1

Definisi 2.2.10 (Matriks Partisi)

Misalkan A merupakan suatu matriks berukuran mxn. A dapat
dipartisi menjadi matriks-matriks yang berukuran lebih kecil dengan
menambahkan garis horizontal dan vertikal.

Contoh 2.2.11
Diberikan matriks berikut.

A=

oS = O
_ O =
SO N
_ o o
w o o



A dapat dipartisi menjadi
01 2|0 0
A=1]1_0 6 10 0
lo 1 o1 3l
— A | Arp
A21 AZZI

Definisi 2.2.12 (Operasi Baris Elementer)

Misalkan A merupakan suatu matriks berukuran mxn. Operasi baris
elementer terhadap matriks A adalah satu dari operasi-operasi
berikut.

i. B;~B; - baris ke i ditukar dengan baris ke j.
ii. kB; : setiap elemen baris ke i digandakan dengan skalar
k # 0.

iii. B;+kB; :setiap elemen baris ke i ditambah hasil kali skalar
k dengan baris ke j.

Definisi 2.2.13 (Matriks Ekuivalen)

Misalkan A dan B masing-masing merupakan suatu matriks. A dan B
disebut ekuivalen jika salah satu matriks diperoleh dari matriks
lainnya dengan operasi baris elementer.

Contoh 2.2.14
Diberikan matriks berikut

el PP

dan matriks
M1 o 4
B=ly 1 4
Buktikan matriks A dan B adalah ekuivalen.
Bukti:

Berdasarkan Definisi 2.2.13 matriks A dan B ekuivalen jika B dapat
diperoleh dari matriks A dengan operasi baris elementer, diperlukan
beberapa langkah untuk mendapatkan matriks B sebagai berikut
i)  Mengubah elemen baris kedua kolom pertama menjadi nol

[1 -1 0]@[1 -1 0

1 2 4 0 1 4
i) Mengubah elemen baris pertama kolom kedua dengan nol

10



1 -1 0 Bl+32 1 0 4
[0 1 4] [ ] B
Terbukti 4 dan B adalah ekuivalen. ]

2.3 Grup

Grup adalah salah satu struktur aljabar yang sederhana karena
hanya dilengkapi satu operasi biner. Pada bagian ini diberikan
beberapa definisi menurut Bhattacharya dkk (1995), Malik dkk
(2007), dan Andari (2015) serta contoh yang berkaitan dengan grup.

Definisi 2.3.1 (Grup)
Misalkan G merupakan suatu himpunan tak kosong yang dilengkapi
operasi biner . G disebut grup jika memenuhi aksioma berikut.
(i) Operasi * memenuhi sifat asosiatif.
Untuk setiap a, b, c € G berlaku a = (b * ¢) = (a * b) * c.
(i) G memiliki elemen identitas.
Terdapat e € G untuk setiap a € G, sedemikian sehingga
berlakua xe =a = e * a.
(iii) Setiap elemen dari G memiliki invers.
Untuk setiap a € G, terdapat b € G sedemikian sehingga
berlakua b =e = b * a.
Jika operasi * pada G memenuhi sifat komutatif, yaitu untuk
setiap a,b € G berlaku axb=b=+a, maka G disebut grup
komutatif/abelian.

Contoh 2.3.2

Diberikan Z, adalah himpunan bilangan bulat modulo 4, dilengkapi
dengan operasi penjumlahan. Akan dibuktikan bahwa Z, adalah grup
abelian.

Jawab:
Tabel 2.1 Operasi penjumlahan pada Z,
+ | 0 1] 2] 3
0| 0| 1T |2]|3
1| 1|2 |3]|0
2 | 2|3 |01
3 (3|0 |12

11



(i)

(i)

(iii)

12

Asosiatif,
Ambil sebarang a,b,¢ € Z,, dimana @ = a + 4x, b = b + 4y,
dan ¢ = ¢ + 4z untuk suatu a, b, c,x,y,z € Z
a+(b+¢)=(a+4x)+[(b+4y) + (c +42)]
=(a+4x)+[(b+c)+4(y+ 2)]
=(a+b+c)+4(x+y+2)
[(@+Db)+4(x+y)]+ (c+42)
[(@a+4x)+ (b +4y)]+ (c+42)
=(@+b)+c
sehingga asosiatif terpenuhi.
Memiliki elemen identitas,
Ambil sebarang a = (a+4x) € Z, untuk suatu a € Z.
Misalkan e = (e + 4y) € Z,,
até=a
(a+4x)+ (e +4y) = (a+4x)
(a+e)+4(x+y) =(a+4x)

sehingga
ate=a
e=0
dan
x+y=x
y=0

dan diperoleh elemen identitase = 0 = (0 + 4 - 0) € Z,.
Invers,
Ambil sebarang a,b € Z,, dimana @ =a +4x, b = b + 4y,
untuk suatu a,b,x,y € Z, misalkan invers dari @ adalah b,
sehingga berlaku
a+b=0
(a+4x)+(b+4y)=0+4-0
(a@a+b)+4(x+y)=0+4-0

sehingga
a+b=0
b=-a
dan
x+y=0
y=—x

dan diperoleh,



b =—-a+4(—x)

=—a—4x
= —(a+ 4x)
=—a

Jadi, invers dari a adalah —a.

(iv) Berdasarkan Tabel 2.1, untuk setiap a, b € Z, berlaku komutatif
yaitua+b =b +a.

Terbukti Z, adalah grup abelian dengan operasi penjumlahan. |

Definisi 2.3.3 (Grup Siklik)
Misalkan G merupakan suatu grup terhadap suatu operasi *. G
disebut grup siklik jika G dapat dibangun oleh satu elemen a € G,
dinotasikan dengan G = {(a), sedemikian sehingga untuk setiap
x € G,

x=a"=ax*xax*..xa

%—}
n faktor
untuk suatu n € Z. a disebut pembangun atau generator dari G.
Dengan kata lain,
G = (a) = {x = a™:untuk suatun € Z}.

Contoh 2.3.4

Diberikan himpunan yang sama pada Contoh 2.3.2. Z, merupakan

grup siklik.

Bukti:

Diketahui Z, = {0,1,2,3}

i) Terdapat 1 € Z, sedemikian sehingga untuk setiap x € G, x = nl
untuk suatu n € Z.
0=n-1untukn=0,48,..€7Z,
1=n-1untukn=1,5,9,..€7Z,
2=n-1luntukn=2,6,10,.. € Z,
3=n-1untukn=3,7,11,.. € Z.

ii) Terdapat 3 € Z, sedemikian sehingga untuk setiap x € G, x = n1
untuk suatu n € Z.
0=n-3untukn=0,48,..€7Z,
1=n-3untukn=3,7,11,.. € Z,
2=n-3untukn=2,6,10,..€7Z,
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3=n-3untukn=1,5,9,..€Z.
Oleh Kkarena itu, Z, merupakan grup siklik yang dibangun oleh 1 dan
3, dengan kata lain, Z, = (1) atau Z, = (3). n

Definisi 2.3.5 (Order Grup)

Misalkan G merupakan suatu grup. Order dari G dinotasikan dengan
o(G), adalah banyaknya elemen dari G. Dan G merupakan grup
berhingga jika o(G) berhingga.

Definisi 2.3.6 (Order Elemen dalam Grup)

Misalkan G merupakan suatu grup dan a € G. Order dari a
dinotasikan dengn o(a), adalah bilangan bulat positif terkecil n
sedemikian sehingga a™ = e. Jika tidak ada bilangan bulat positif n
yang memenuhi, maka dikatakan order a adalah tak berhingga,
dinotasikan dengan co.

Contoh 2.3.7

Diberikan Z, adalah grup dengan operasi penjumlahan. Tentukan
order semua elemen dari Z,.

Jawab:

Z, = {0,1,2,3} dan elemen identitas di Z, adalah e = 0.

0(0) = 1 karena 1 adalah bilangan bulat positif terkecil sedemikian
sehingga1-0 = 0,

o(1) = 4 karena 4 adalah bilangan bulat positif terkecil sedemikian
sehingga 4-1 = 0,

0(2) = 2 karena 2 adalah bilangan bulat positif terkecil sedemikian
sehingga 2 -2 = 0,

0(3) = 4 karena 4 adalah bilangan bulat positif terkecil sedemikian
sehingga 4 -3 = 0.

Definisi 2.3.8 (Subgrup)

Misalkan G merupakan suatu grup dan K merupakan suatu himpunan
bagian tak kosong dari G. K disebut subgrup dari G jika terhadap
operasi biner yang sama dengan G, K juga merupakan grup.
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Teorema 2.3.9

Misalkan G merupakan suatu grup dan K merupakan suatu himpunan

bagian tak kosong dari G. K adalah subgrup dari G jika dan hanya

jika

(i) untuk setiap a, b € K berlaku a * b € K, dan

(ii) untuk setiap a € K terdapat a=* € K, dengan a~* adalah invers
daria

Bukti.

(=) Diketahui K adalah subgrup G.

Akan dibuktikan ketentuan (i) dan (ii) berlaku.
Karena pada K terdapat operasi biner %, maka K tertutup.
Karena K subgrup, berarti K merupakan grup sehingga
memenuhi aksioma asosiatif, memiliki elemen identitas, dan
setiap elemen memiliki invers.
Jadi, ketentuan (i) dan (ii) dipenuhi.
(«=) Diketahui ketentuan (i) dan (ii) berlaku.
Akan dibuktikan K adalah subgrup.
- Sifat asosiatif dipenuhi karena setiap elemen K juga
merupakan elemen G yang asosiatif.
- Ambil a € K. Dari ketentuan (ii) maka a™! € K.
Karena a,a! € K dan berlaku sifat tertutup, maka
axa~! € K. Karenaa *a~! = e maka diperoleh e € K.
Setiap elemen memiliki invers dlpenuhl oleh ketentuan (ii).
Jadi, K adalah subgrup dari G terhadap operasi * [ ]

Contoh 2.3.10
Diberikan Z, grup terhadap operasi penjumlahan seperti pada
Contoh 2.3.2. Diberikan K = {0,2} adalah himpunan bagian Z,.
Buktikan bahwa K adalah subgrup dari Z,.
Jawab:
Berdasarkan Teorema 2.3.9, K adalah subgrup jika memenuhi
aksioma tertutup dan memiliki invers.
(i) Tertutup,

Tabel 2.2 Operasi penjumlahan pada K = {0, 2}

+ 0 2
0 0 2
2 2 0

15



Dapat dilihat pada Tabel 2.2 di atas menunjukkan untuk setiap
a,b € K, a + b € K sehingga sifat tertutup dari K terpenuhi,
(it) Dapat dilihat juga pada Tabel 2.2 setiap a € K memiliki invers
(—a) € K sehingga berlaku
a+(—a)=0=(—-a)+a
Invers dari 0 adalah 0 dan invers dari 2 adalah 2.
Jadi terbukti K merupakan subgrup dari G. |

Definisi 2.3.11 (Homomorfisma dan Isomorfisma)
Misalkan G dan H secara berturut-turut merupakan suatu grup
dengan operasi * dan o, dan suatu pemetaan
¢:G->H
¢ disebut homomorfisma jika untuk setiap x, y € G, berlaku:
px*y)=9x) )
Pemetaan ¢: G — H disebut isomorfisma, atau G dan H disebut dua
grup yang saling isomorfik, dinotasikan G = H, jika:
i) Pemetaan ¢ merupakan homomorfisma.
ii) Pemetaan ¢ bijektif.

Contoh 2.3.12
Diberikan (G, +) grup siklik abelian berorder 4 dengan generator a
yaitu G = {a, 2a,3a,4a = 0}, dan Z, adalah grup dengan operasi
penjumlahan.
Didefinisikan pemetaan ¢: G = Z,
iaw @(ia) =1
untuk setiapi = 0,1, 2, 3.
Buktikan pemetaan ¢ adalah isomorfisma.
Jawab:
i)  Homomorfisma,
Akan dibuktikan ¢ merupakan homomorfisma. Ambil sebarang
ja,ka € G dengan j, k €{0,1,2,3}
p(ja+ ka) = (p((}' + k)a)
=]+k
=J+k
= ¢(ja) + ¢(ka)
ii) Bijektif,
Pemetaan ¢@(ia) merupakan korespondensi satu-satu hal ini
dapat ditunjukkan dalam Tabel 2.3 berikut
16



Tabel 2.3 Pemetaan ¢ (ia) dari G = {a, 2a,3a,4a = 0}

ia €EG 0 a 2a 3a
p(ia) =T€EZ, 0 1 2 3
Terbukti pemetaan ¢ merupakan isomorfisma karena homomorfisma
dan bijektif. |

Teorema 2.3.13
Misalkan G dan H secara berturut-turut merupakan suatu grup
dengan operasi * dan o. e; dan ey secara berturut-turut adalah
elemen identitas di G dan H. Jika pemetaan ¢: G — H merupakan
suatu homomorfisma, maka berlaku
i) @leg)=ey.
ii) Untuk setiap x,x™1 € G, berlaku ¢(x™1) = (p(x))~ 1.
Bukti:
i) Karena ¢ merupakan homomorfisma dari G ke H maka
p(eg) ° p(eg) = p(eg * eg)
p(eg) ° pleg) = p(eg)
p(eg) o p(eg) = ey ° (eg)
p(eg) = ey
ii) Karena ¢ merupakan homomorfisma dari G ke H dan
berdasarkan (i), maka
p(x) o p(x™) = p(x*x71)
p(x) o p(x™1) = (eg)
px)op(x™!) =ey
sehingga ¢ (x~1) merupakan invers dari ¢(x).
Dengan kata lain, o(x~1) = (¢(x))~L. n

Definisi 2.3.14 (Dual Grup)

Misalkan G merupakan suatu grup siklik abelian dengan operasi *
berorder m dengan generator a. Dual grup dari G dinotasikan dengan
G adalah grup homomorfisma dari G ke Z,,. Dengan kata lain,
G = Hom(G, Z,,).

Contoh 2.3.15

Diberikan G = (a) grup siklik berorder 4 dengan operasi
penjumlahan yaitu G = {a, 2a, 3a, 4a = 0}, Z, adalah grup bilangan
bulat modulo 4 dengan operasi penjumlahan, dan ¢ € G seperti pada

17




Contoh 2.3.12. Diperoleh empat homomorfisma berbeda sebagai

berikut:
) 9o
QoG > Zy ~
ia - @y(ia) =0
i) ¢y,
Qq: G- Z4
iam @ (ia)=T
i) ¢,,
Qo G- Z4, _
ia v~ @,(ia) =21
v) @3,

Q3. G- Z4
ia - @3(ia) = 31
Buktikan ¢g, @1, ¢, ¢3 merupakan homomorfisma.
Bukti:

i) Akan dibuktikan ¢, merupakan homomorfisma.

sebarang ja, ka € G dengan j,k € {0,1, 2,3}
po(ja + ka) = ?0((]' +k)a)
=0
=0+0
= @o(ja) + po(ka).

i) Akan dibuktikan ¢; merupakan homomorfisma.

sebarang ja, ka € G dengan j, k € {0,1, 2,3}
p1(a+ka) = o1 (G +k)a)
=j+k
=j+k
= ¢1(ja) + ¢, (ka).

iii) Akan dibuktikan ¢, merupakan homomorfisma.

sebarang ja, ka € G dengan j, k € {0,1, 2,3}
p2(ja+ka) = @,((j +k)a)
=20 +k)
= 2]+ 2k
= @,(ja) + ¢z (ka).

iv) Akan dibuktikan ¢3; merupakan homomorfisma.

sebarang ja, ka € G dengan j, k € {0,1, 2,3}
ps3(ja+ka) = <P3((f + k)a)
18
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=30 +k)
=3;+3k
= @3(a) + p3(ka).
Jadi terbukti ¢q, @4, @,, 3 merupakan homomorfisma, sedemikian
sehingga G = Hom(G,Z,) = {¢o, 91, P2, 93}. Dengan demikian
dapat dibuat tabel homomorfisma sebagai berikut.
Tabel 2.4 Homomorfisma dari G = {a, 2a,3a,4a = 0} ke Z,

¢ | ¢0) ]| ¢(a) | ¢(2a) | 9(3a)
@ | O 0 0 0
P1 0 1 2 3
@, | 0 2 0 2
o3 | 0 3 2 1

Definisi 2.3.16 (Hasil Kali Dalam dari Grup)
Misalkan G merupakan suatu grup abelian berhingga berorder m
dengan generator a terhadap operasi * dan G = Hom(G, Z,,,) adalah
dual grup dari G. Jika ¢(a) =k € Z,, maka homomorfisma
dinotasikan dengan ¢,. Hasil kali dalam untuk b,c € G yang
dinotasikan dengan (b, c) didefinisikan sebagai berikut,
Untuk setiap b,c € G dimana b = ia dan ¢ = ja serta untuk setiap
i,j €{0,1,2,..,(m—1)}

(b,¢) = (b,c) = 9;(b) = p;(ia) = JL € Ly,
Karena Z,, berlaku komutatif maka

(b,c) =1 € L.

Contoh 2.3.17
Diberikan G = (a) grup siklik berorder 4 dengan operasi
penjumlahan yaitu G = {a, 2a, 3a, 4a = 0}, Z, adalah grup bilangan
bulat modulo 4 dengan operasi penjumlahan serta dual grup seperti
pada Contoh 2.3.15. Tentukan hasil kali dalam dari 2a,3a € G
Jawab:

(2a,3a) = ¢3(2a)

I
(RO
Wi NI

= 2.
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Definisi 2.3.18 (Direct Product dari Grup)
Misalkan G dan H secara berturut-turut merupakan suatu grup
dengan operasi * dan o. Direct product GxH didefinisikan sebagai
berikut.
(i) GxH adalah himpunan hasil kali Kkartesius, yaitu himpunan

pasangan terurut (g, h) dengan g € G dan h € H.
(if) Operasi biner pada GxH didefinisikan sebagai

(91, h1) - (92,h2) = (g1 * g2, hy © hy)

dengan g4, 9, € G dan hy,h, € H.

Dan direct product GxXH merupakan grup terhadap operasi
biner (-). Definisi 2.3.18 dapat diperumum pada grup Gy, G, ..., G,
dengan operasi *4,*,, ..., *, secara berturut-turut, yaitu

glezX o XGp = {(P1, D2, Pn) ¢ D1 € G1,02 € Gy, ..., Py € Gy}
an

(P10 020- - Pn) - (@1, 42,2 4n) = (P1 %1 Q1 P2 *2 Q25+, Pn *n Gn)
untuk py, q; € G4, P2, q2 € G, dan seterusnya hingga p,,, q,, € G,.

Contoh 2.3.19
Diberikan dua grup Z, dan Z, terhadap operasi penjumlahan.
Tentukan direct product dari dua grup tersebut.
Jawab:
Z, = {0,1}dan Z, = {0,1,2,3}
i) himpunan hasil kali kartesius elemen di Z, dan Z, adalah

{(0,0),(0,1),(0,2),(0,3),(1,0),(1,1),(1,2), (1,3)}

sehingga

Z,xZ, = {(0,0),(0,1),(0,2),(0,3),(1,0), (1,1, (1,2),(1,3)}
ii) Operasi biner pada Z,xZ, yang dapat ditunjukkuan dalam
Tabel 2.5 berikut.

Tabel 2.5 Operasi penjumlahan pada Z, XZ,

+ 1(0,0)] (0,1)] (0,2)] (0,3)] (1,0)| (1,D] (1,2)| (1,3)
(0,0)| (0,0)| (0, D] (0,2)| (0,3)| (1,0)| (1, D] (1,2)| (1,3)
(0,1 (0,1)| (0,2)| (0,3)] (0,0)| (1,1)| (1,2)| (1,3)| (1,0)
(0,2)] (0,2)| (0,3)| (0,0)] (0,1)| (1,2)| (1,3)| (1,0)| (1,1)
(0,3)] (0,3)| (0,0)| (0, D] (0,2)| (1,3)| (1,0)| (1,1)| (1,2)
(1,0)| (1,0)| (1,D| (1,2)| (1,3)| (0,0)| (0, D] (0,2)| (0,3)
(1D (1D (1,2)](13)] (10| (0D (02)(03) (00
(1,2)| (1,2)| (1,3)| (1,0)| (1,D| (0,2)| (0,3)| (0,0)| (0, 1)
(1,3)[ (1,3)| (1,0)| (1, 1| (1,2)] (0,3)] (0,0)] (0,1)] (0,2)
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2.4 Ring Komutatif dengan Elemen Satuan

Pada skripsi ini akan membahas kode atas ring komutatif
dengan elemen satuan. Pada bagian ini diberikan beberapa definisi,
teorema dan contoh yang berkaitan dengan ring komutatif dengan
elemen satuan berdasarkan Bhattacharya, dkk (1995) dan Malik, dkk
(2007).

Definisi 2.4.1 (Ring)
Misalkan R merupakan suatu himpunan tak kosong yang dilengkapi
dengan dua operasi penjumlahan ‘+’ dan pergandaan ‘-’. R disebut
ring jika memenuhi aksioma sebagai berikut.

i) R merupakan grup abelian dengan operasi penjumlahan.

ii) R asosiatif dengan operasi pergandaan.

iii) Distributif, vyaitu untuk setiap a,b,c € R berlaku

a-(b+c)=a-b+a-cdan(a+b)-c=a-c+b-c.

Definisi 2.4.2 (Ring Komutatif dengan Elemen Satuan)

Misalkan R merupakan suatu ring. R disebut ring komutatif dengan
elemen satuan jika terhadap operasi pergandaan berlaku hukum
komutatif dan memiliki elemen satuan, yaitu terdapat 1 € R sehingga
a-1=1-a = auntuksetiap a € R.

Contoh 2.4.3
Diberikan Z, adalah himpunan bilangan bulat modulo 4, dilengkapi
dua operasi biner penjumlahan ‘+’ dan operasi pergandaan °-’.
Tunjukkan bahwa Z, adalah ring komutatif dengan elemen satuan.
Jawab:
Ambil sebarang @, b, ¢ € Z,, dimana @ = a + 4x, b = b + 4y, dan
¢ =c+4zuntuksuatua,b,c,x,y,z € ZL.
i) Z, terhadap operasi penjumlahan merupakan grup abelian.
Terpenuhi berdasarkan Contoh 2.3.2.
ii)  Asosiatif,
a(bc) = (a+ 4x)[(b + 4y)(c + 42)]
= (a + 4x)[bc + 4(yc + bz) + 16y7]
= (a + 4x)(bc + 4yc + 4bz + 16y2z)
= abc + adyc + adbz + al6yz + 4xbc +
16xyc + 16xbz + 64xyz
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= abc + 4acy + 4abz + 16ayz + 4bcx +
l6cxy + 16bxz + 64xyz

(65)5 = [(a + 4x)(b + 4y)](c + 42)

= (ab + 4(ay + bx) + 16xy)(c + 4z)

= (ab + 4ay + 4bx + 16xy)(c + 4z)

= abc + ab4z + 4ayc + 16ayz + 4bxc +
16bxz + 16xyc + 64xyz
abc + 4abz + 4acy + 16ayz + 4bcx +
16bxz + 16¢cxy + 64xyz

iii)  Distributif,
d(E+c‘) =a+4x(b+4y+c+42)
= a+4x(b+c+4(y+z))
=ab+c)+4aly+z)+4x(b+c)+
16x(y + z)
=ab + ac + 4ay + 4az + 4xb + 4xc +
16xy + 16xz
=ab + 4ay + 4xb + 16xy + ac + 4az +
4xc + 16xz
= ab + 4ay + 4xb + 16xy + ac + 4az +
4xc + 16xz
= ab + ac.
Karena (i), (ii), dan (iii) terpenuhi maka Z, merupakan
ring.
iv) Komutatif,
Ambil sebarang a,b,€ Z,, dimana @a =a+4x, b =b +
4y untuk setiap a, b, x,y € Z
a-b=ab+4ay + 4xb + 16xy
= ba + 4ya + 4bx + 16yx
=b-a
v)  Terdapat 1 € Z, sedemikian sehingga untuk setiap x € Z,,
x-1=1-x=x.
Jadi Z, merupakan ring komutatif dengan elemen satuan. |

2.5 Ruang Vektor atas Ring Komutatif dengan Elemen Satuan

Teori pengkodean erat kaitannya dengan ruang vektor. Pada
bagian ini akan diberikan definisi, teorema, dan contoh yang
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berkaitan dengan ruang vektor atas ring komutatif dengan elemen
satuan berdasarkan Anton dan Rorres (2014) serta Ling dan Xing
(2004).

Definisi 2.5.1 (Ruang Vektor)
Misalkan R merupakan suatu ring komutatif dengan elemen satuan
berorder g dan V adalah himpunan tak kosong atas R. V yang
dilengkapi operasi penjumlahan dan pergandaan dengan skalar
disebut ruang vektor atas R jika untuk setiap u, v,w € V dan untuk
setiap skalar A, u € R berlaku aksioma-aksioma berikut
i) ut+vev.
i) w+rv)+w=u+w+w).
iii) Terdapat 0 € V untuk setiap v € V sedemikian sehingga
memenuhi0 +v=v+0 = .
iv) Untuk setiap u € V terdapat —u € V sedemikian sehingga
memenuhi u + (—u) = (—u) + u = 0.
V) u+v=v+u
vi) Avev.
vi) A(u+v) =Au+ .
viii) (A + pu = lu+ pu.
ix)  (Au = A(uu).
X) lu=u.

Definisi 2.5.2 (Ruang Vektor Zg)
Misalkan Z, merupakan suatu himpunan bilangan bulat modulo g
yang merupakan ring komutatif dengan elemen satuan. Zg adalah
ruang vektor atas Z, dengan panjang vektor n dinotasikan sebagai
berikut.
Z2 = {(v,, 7y, o Un)i T € Zq}-
0 adalah notasi untuk vektor nol (0,0, ..., 0) € Zg.
Didefinisikan penjumlahan vektor untuk Zg, yaitu untuk setiap
v = (U1, Vg, ..., V) € Zg danw = (Wy, Wy, ..., Wy,) € Zg,
berlaku
V+w= (U + Wy, Ty + Wy, ..., Uy + Wy) € Z.
Didefinisikan juga perkalian vektor dengan skalar untuk Z7, yaitu
untuk setiap v = (7, Uy, ..., U) € Z dan A € Z,
berlaku
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v = (A0, AD,, ..., ATy) € 71
Dengan demikian, Zg adalah suatu ruang vektor.
Agar lebih sederhana, untuk selanjutnya vektor (v, ¥, ..., 7,,) dapat
ditulis menjadi vektor v, v, ... v,.

Contoh 2.5.3
Diberikan himpunan vektor

7% = {v = v, v,:untuk setiap v, v, € Z,}
Buktikan Z3 adalah ruang vektor.
Bukti:

7% ={00,01,10,11}

Tabel 2.6 Operasi Penjumlahan pada Z3.

i 00 01 10 11

00 00 01 10 11
01 01 00 11 10
10 10 11 00 01
11 11 10 01 00

Tabel 2.7 Operasi Pergandaan dengan Skalar pada 73
. 00 01 10 11

0 00 00 00 00
1 00 01 10 11

Berdasarkan Tabel 2.6 dan Tabel 2.7 dapat dilihat bahwa Z3
memenuhi aksioma-aksioma ruang vektor berikut.
i. Terlihat jelas pada Tabel 2.6 bahwa untuk setiap u,v € Z3,
berlaku u + v € Z3.
ii. Ambil sebarang w,v,w € Z3. u= (u,uy), v=(v,v;),
w = (wq,wy) untuk uy, u,, v1, vy, Wy, Wy € Z,.
(u+v)+w=[(uy,uz) + (v, v2)] + (Wi, wy)
= (uy + vy, up +v;) + (Wy, wy)
=(u, +v; +wy,uy, +v, +wy)
= (Uy, Uz) + (V1 + wy,v; + W)
=u+Ww+w)
24



Vi.

Vii.

viii.

sehingga asosiatif terpenuhi
Terdapat 0 = 00 € V untuk setiap v € Z% sedemikian sehingga
memenuhi 0 + v =v+ 0 = v.
Untuk setiap u € V terdapat —u € Z3 sedemikian sehingga
memenuhi u + (—u) = (—u) + u = 0.
Invers dari 00 adalah 00 karena 00 + 00 = 00,
Invers dari 01 adalah 01 karena 01 + 01 = 00,
Invers dari 10 adalah 10 karena 10 + 10 = 00,
Invers dari 11 adalah 11 karena 11 + 11 = 00.
Untuk setiap u, v € 73 berlakuu + v = v + u.
Terlihat jelas pada Tabel 2.7 bahwa untuk setiap u € Z3 dan
A € Z,, berlaku ul € 7Z3.
Ambil sebarang u,v € Z% dan 1 € Z,. dimana u = (u;,u,),
v = (vq, V) UNtuK uq, Uy, v1,V, € Z,.
Au+v) =2 [(ug, uz) + (v, v2)]
=1 (u +vy,uy +vy)
= (Auy + vy, du, + Avy)
= [(Auyg, Auz) + (Avq, Av;)]
= A(uy, up) + A(vy,v7)
= Au+ Av.
Ambil sebarang u € Z3 dan A,u € Z, dimana u = (uq,uy)
untuk uq, u, € Z,.
A+ pu= @A+ wuy,uy)
(A + Wuy, (1 + wWu,]
= (Auy + puy, A, + puy)
= (Auy, Auy) + (uuy, puy)
= Auq, uz) + u(uqg, up)
= Au + pu.
Ambil sebarang u € Z3 dan A,u € Z, dimana u = (uy,uy)
untuk uq, u, € Z,.
Awu=@A-u) - (ug,uy)
(A wuy, - Wuy]
= p-upd-p-up)
=21 (Huy), 4 - (uuy)
= A(uuq, puy)
= Au(uy, uy)]
= A(uu).
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X. Terdapat 1 € Z, untuk setiap v € Z3 sedemikian sehingga
memenuhi 1v = vl = v.

Karena ZZ memenuhi 10 aksioma yang tercantum pada Definisi

2.5.1, maka Z3 merupakan ruang vektor. |

Definisi 2.5.4 (Direct Product dari Ruang Vektor)
Misalkan Zg dan Z7* masing-masing merupakan suatu ruang vektor
secara berturut-turut atas Z, dengan panjang n dan atas Z, dengan
panjang m. Direct product Zg X Z7" didefinisikan sebagai berikut.
(i) ZgxZy* adalah himpunan hasil kali kartesius, yaitu himpunan
pasangan terurut (uq, u,) dengan uy € Zy dan u, € Z;".
(i) Operasi penjumlahan pada Zg xZ"* didefinisikan sebagai
(U, uy) + (v1,2) = (Ug + vy, u; +vy).
(iii) Perkalian dengan skalar (4, 1) € Z4 XZ, didefinisikan sebagai
(A, M)(ulJ uZ) = (}{ul' :uuZ)
Agar lebih sederhana, vektor

. _(ull uZ) : (ul' Uz, ooy Uny Up g1, Up 42 - un+m)
dapat ditulis menjadi vektor w;uy ... Uy |[Upr1Uns2 - Unsm-

Contoh 2.5.5
Diberikan dua ruang vektor Z2 dan Z1. Buktikan ZZxZ3 merupakan
ruang vektor.
Bukti:
7% = {00,01,10,11}
dan
7Zi =1{0,1,2,3}
Z5x123 = {(00]0), (00|1), (00]2), (00|3), (01]0), (01|1), (01]2),
(01]3),(10]0), (10]1), (10]2), (10]3), (11]0), (111),
(112), (1113)}
={a,b,c,d,e, f,g,hi,jk 1,mn, o,p}

dimana
a = (00]0) = 0, b = (00|1), c = (00]2), d = (00|3), e = (01]0),
f=1(01]1), g=1(01]2), h=(013), i=(10]0), j = (10]1),
k = (10]2), L= (10|3), m = (11]0), n = (11]1), o = (11[2),
p = (11]3)
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Tabel 2.8 Operasi penjumlahan pada Z3x 73

+|10|b|c|d|le|flg|lhl|li|ljlk|l|m|n|o|p
0|0 |b|cldle|flglh|iljlk|l|m|n|o]|p
bl blc|d|O0|f|lgl|lhleljlk|l]l]li|n|lo|p|m
clc|d|O0|blglhle|flk|l]li|ljlo]|p|m|n
d|d|O0|b|c|hl|le|flgll]i]ljlk|l|p|m|n]|o
ele|flglh|O|b|lc|ld| m|n|lo|pliljlk]|l
flflglhle|lb|c|d|O0O|n|jo|p|m|j|k|l]i
glglhle|flcld|o|blo|plm|n|k|l]|i]|]j
hlhle|flg|ld|O|b|c|pm|n|o|l]|i]|]|k
ili|ljlk|ll|Im|n|lo|p|O|b|lc|d|e|flglh
jljlkl|l]li|ln|lo|p|m|b|lc|d|O0O|f|lg|h]|e
klk|l|i|jlo|lp|m|n|c|d|O0O|b|g|h|e]|f
Lil]li|ljlk|p|m|n|lo|d|O|b|c|h|lel|flg
mim\n|lo|pl|i|jlk|l|e|flg|h|O|b|c|d
nin|lo|pim|jlk|l]i|fl|lg|lhle|b|lc|d]|O
olo|lpIm|n|k|l|i|jlg|lhle|flc|d|O]|Db
plpm|njo|l]i|ljlk|lh|le|flg|d]|O]|b]|c

Ambil sebarang u, v, w € Z5XxZL dan (4, ), (v, 8) € ZyXZ,,
u= (ul, uz, u3), V= (vl,vz,vg), dan w = (Wl,Wz,Wg) Untuk
Uq, Uy, Vq, Vg, Wy, Wy € Z, dan uz, vz, Wz € Zy.

Tertutup,
Berdasarkan Tabel 2.8 untuk setiap u,v € Z5XZL% berlaku
u+v € Zix7Z..
Asosiatif
(u+v) +w = [(ug,up, uz) + (vq, v, v3)] + (W, wy, ws)
= (uy + V1, Uy + V5, Uz + V3) + (Wy, Wy, w3)
= (U +v; +wy,uy + v, Fwy,uz +v3 +ws)
= (U, Uy, uz) + (v + wy, vy + Wy, v3 + wy)
= (Uy, Uz, U3) + [(V1, V2, V3) + (W1, Wy, w3)]
=u+ w+w).
Terdapat 0 = (00|0) € ZZXZ) untuk setiap v € Z3x7Z}
sedemikian sehingga memenuhi 0 + v =v + 0 = v.
Untuk setiap u € Z2X7Z; terdapat —u € Z3xZ1 sedemikian
sehingga memenuhi u + (—u) = (—u) + u = 0. Invers dari
u = (uy,u,) adalah (—u) = (—u,, —u,) untuk —u, € Z2 dan
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—u, € Z1 masing-masing secara berturut-turut merupakan
invers dari u; dan u,.

v. Untuk setiap u, v € Z3XxZ3 berlakuu + v = v + u.

vi. Untuk setiap wu € ZixZ, dan (A, pu) € Z,XZ, berlaku
(A, 1) (u) € Z3x7Z}. Hal ini dapat ditunjukkan dengan Tabel 2.9
berikut.

Tabel 2.9 Operasi pergandaan dengan skalar pada Z3 x 71
+ |0|b|c|d|e|flglh|i|j|k|l | m|n|o|p
(00)/0]0|0]|0|O|0O]|O0]|O0|O0O]|]O0O]|O0O|0O|0O0]O0]O]O
01)|0|b|c|d|O0|b|c|d|O0O|b|c|d|O0]|b]|c|d
02)[0|c|0]|c|O0|c|0|c|O0]|c|O0|c|O0]|]c|O0]C
03)|0|d|c|b|O0|d|c|b|O0|d|c|b|0|d|c|b
(1,0) |0]0|0|0|eje|le|e|li|i|i|]i|m|m|m|m
@D |0|b|c|d|le|flglhliljlk|l|m|n|lo]|p
(12)|0|c|0|cle|lglelglil|lk|i|k|m|o|m]|o
A3)|0|d|c|blelh|g|fli|l|k|j|m|plo]|n
vii. Untuk setiap u,v € Z3XZL dan (A, u) € Zyx7Z, berlaku
Awu+v)=@GAwu+ @, wv,
(A' /'l-)(u + v) = (A' ‘Ll,) ' [(ulrquuS) + (1.71,172, 173)]
= (4 p) - (uy +vy,uy +vy,u3 + v3)
= (Auy +v1), Aug + v2), u(us + v3))
= (Auq + Avy, Auy + Avy, pus + pvs)
= (Auy, Auy, puz) + (Avy, Av,, uv3)
= @A wu+ @4, pv.
viii. Untuk setiap u € Z5xZ3 dan (4, ), (y,8) € Z,XZ, berlaku
(4w + @, )]u= @A wWu+ (¥, 0)u,
[Aw+ @ Olu=@A+y, 1+ 6)(us,uz uz)
= [(A+P)u, A +y)ug, (1 + 8)us]
= (Auq + yuq, Auy + yuy, uuz + dus)
= (Auy, Auy, pus) + (Yuq, yus, 6us)
= (4w (uy, up, uz) + (v, 6)(uy, up, us)
=L wu+(y,Hu
ix. Untuk setiap u € Z3xZ} dan (4, u), (y,8) € Z,XZ, berlaku
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(AW, &)]u= A1, Hu],
(AW, Ou= (4w - ¥ 6))- (uy,uz usz)
= (Ay, u6) - (ug,uz, uz)
= (Ayuy, Ayua, udus)




= (4, 1) (Yuy, yuz, 6us)
= (AW, 8)(uy, uz, u3)]
= @AW, 6)u].
X. Terdapat (1,1) € Z,XZ, untuk setiap u € ZZXxZL sedemikian
sehingga memenuhi (1,1)u = u(1,1) = u.
Karena Z3xZ3 memenuhi 10 aksioma yang tercantum pada Definisi
2.5.1 maka Z2Zx 7% merupakan ruang vektor. n
Direct product ruang vektor yang didefinisikan pada Definisi
2.5.4 merupakan ruang vektor dan juga merupakan grup abelian
karena memenuhi aksioma (i) sampai (v) pada Definisi 2.5.1.

Definisi 2.5.6 (Subruang Vektor)

Misalkan R merupakan suatu ring komutatif dengan elemen satuan
dan V merupakan suatu ruang vektor atas R dan S adalah suatu
himpunan bagian tak kosong dari V. S disebut subruang dari V jika S
merupakan ruang vektor dengan operasi penjumlahan dan perkalian
vektor dengan skalar yang didefinisikan pada V.

Teorema 2.5.7

Misalkan R merupakan suatu ring komutatif dengan elemen satuan

dan V merupakan suatu ruang vektor atas R dan S adalah suatu

himpunan bagian tak kosong dari V. S disebut subruang dari V jika
dan hanya jika memenuhi ketentuan berikut.

i. Untuksetiaqpu,veS,u+veSs.

ii. Untuksetiapu € Sdan A € Zg, Au € S.

Bukti.

(=) Jika S adalah subruang dari V, maka berdasarkan Definisi 2.5.6,
semua aksioma ruang vektor terpenuhi, sehingga aksioma (i)
dan (iv) yang merupakan ketentuan pada Teorema 2.5.7
terpenuhi.

(&) Misalkan S himpunan bagian dari V, dan S # @. Akan
ditunjukkan S memenuhi aksioma pada Definisi 2.5.1.
Diketahui ketentuan (i) dan (ii) pada Teorema 2.5.7 terpenuhi.
Jika u € S, kemudian diasumsikan —u € S, sehingga berlaku
u+ (—u) =0€S. Dengan demikian, aksioma lainnya pada
Definisi 2.5.1 jelas terpenuhi karena setiap elemen pada S juga
merupakan elemen pada V.
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Contoh 2.5.8
Diberikan himpunan vektor V' adalah himpunan bagian dari ruang
vektor Z%, yaitu

V ={2110,1101,3211,1321,0312,1013,2330,3303,
1233,3123,0132,3031,0220,2202,2022,0000}

Buktikan V adalah subruang dari Z.
Bukti:
Andaikan V = {a, b, c,d,e, f,g,h,i,j, k,1,m,n,0,p}

vV ={2110,1101,3211,1321,0312,1013,2330,3303,
1233,3123,0132,3031,0220,2202,2022,0000}
={ab,c,d,e f,g,h1ijkl,mno,p}

dengan

a=2110, b = 1101, ¢ = 3211, d = 1321, e = 0312, f = 1013,
g =2330,h=3303, i =1233, j = 3123,k =0132,1 = 3031,
m = 0220,n = 2202, 0 = 2022, p = 0000.

i) Tertutup,
Untuk setiap u,veV berlaku u+wv eV hal ini dapat
ditunjukkan dalam Tabel 2.10 berikut.

Tabel 2.10 Operasi penjumlahan pada V
tlalb|lc|d|le|flglh|i|ljlk|l|m|n|lo]|p
a\m|c|d|l]lo|j|p|flh|li|n|b|lglel|k]|a
blc|n|le|lo|flal|ll|plg|/m|il|k|d|h|j|Db
cldlelo|lk|jm|bla|lp|lg|h|ln]|l]|f]li]c
d|l|lo|lk|n|li|lglc|m|la|p|fle|b|j|h|d
elo|fljli|lm|d|n|c|b|l|p|lhl|k|a|g]|e
fljlalm|g|d|lo|h|le|n|k|b|p|li|lc|l]|f
glple|lblc|in|hm|i|j|flo|ld|lal|lk|le]|lg
hlflplalm|clel|li|b|lk|lo|l|lgljlb|d]|h
ilh|lg|lplal|b|n|jlklole|ld m|f]|l]|c]|i
jli|m|lg|p|l|k|flo|le|n|cl|la|h|d|b]]j
kln|i|h|f|p|blo|l|d|c|m|jle|lg|la]lk
lLib|lk|n|le|lh|pld|lg|m|la|ljlo|lc|li]|f]|l
m|igl|d|l|blk|ila|lj|f|lh|le|lc|plo|n|m
nle|lh|fljlalc|lk|b|l|d|gl|lilo|p|m|n
olk|jli|lh|lg|l|le|ld|c|b|la|f|n|m|p]|o
plal|b|lc|d|le|flg|lh|]i|jlk|]l|m|n|o]|p

w
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il) Pergandaan dengan skalar,
Untuk setiap u € V terdapat A € Z, berlaku Au € V hal ini
dapat ditunjukkan dalam Tabel 2.11 berikut.

Tabel 2.11 Operasi pergandaan dengan skalar pada V
tlalblc|d|le|flglhl|li|ljlk|l|m|n|o]|p
Olp|plplp|p|p|Pp|P|P|P|P|P|P|P|P|P
l|la|b|lc|d|le|flg|h|i|j|k|l| m|n|o]|p
2imnjolnm|lo|lm|n|lo|n|m|lo|p|p|lp|P
3lglhliljlk|l]la|b|c|ld|e|f|m|n|o]|p
Jadi V adalah subruang dari Z. |

Definisi 2.5.9 (Kombinasi Linear)
Misalkan R merupakan suatu ring komutatif dengan elemen satuan
dan V merupakan suatu ruang vektor atas R. Vektor v disebut
kombinasi linear dari v4, ..., v, € V jika

v=A4v1+ -+,
dengan A4, ..., 4,- € R adalah skalar.

Definisi 2.5.10 (Membangun atau Merentang)

Misalkan R merupakan suatu ring komutatif dengan elemen satuan
dan V merupakan suatu ruang vektor atas R dan S = {v,,v,, ..., vy}
merupakan suatu himpunan bagian tak kosong dari V. S disebut
membangun atau merentang V jika setiap elemen di V dapat
dinyatakan sebagai kombinasi linear dari S dan dinotasikan sebagai
berikut

V= (S) = {/11171 + e+ lkvk : Ai € R}

Definisi 2.5.11 (Bebas Linear)
Misalkan R merupakan suatu ring komutatif dengan elemen satuan
dan V merupakan suatu ruang vektor atas R dan S = {vq, ..., v}
merupakan suatu himpunan bagian tak kosong dari V. S disebut
himpunan bebas linear jika persamaan vektor

v+ -+ 4v,.=0
mempunyai solusi yang tunggal, yaitu A; = --- = 1,, = 0.

Definisi 2.5.12 (Basis)

Misalkan R merupakan suatu ring komutatif dengan elemen satuan

dan V merupakan suatu ruang vektor atas R dan B = {vq,v,, ..., Uy}
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merupakan suatu himpunan bagian tak kosong dari V. B disebut basis
untuk V jika B bebas linear dan B merentang V.

Definisi 2.5.13 (Dimensi)

Misalkan R merupakan suatu ring komutatif dengan elemen satuan
dan V merupakan suatu ruang vektor atas R dan B = {vq,v,, ..., Uy}
merupakan basis di V. Dimensi dari V adalah banyaknya elemen
yang menjadi basis dalam V atas R dinotasikan dengan dim(V).

Contoh 2.5.14
Diberikan suatu subruang vektor V atas Z,, yaitu
V ={2110,1101,3211,1321,0312,
1013,2330,3303,1233,3123,
0132,3031,0220,2202,2022,
0000}
dan
S =1{2110,1101}
merupakan himpunan bagian dari V. Buktikan S merupakan basis
untuk ruang vektor V.
Bukti:
i) Untuk v;,v, € S vaitu v; = 2110, v, = 1101. Diperoleh
persamaan vektor berikut
v+ ,v, =0
2,(2,1,1,0) + 1,(1,1,0,1) = (0,0,0,0)
(2244,241,214,0) + (13,4,,0,4,) = (0,0,0,0)
(221 + 25,44 + 25,24, 1,) = (0,0,0,0).
atau
20 + 4, 0
M+A ) [0
M 1o
Az 0
dari sistem persamaan tersebut A, = A, = 0 merupakan
satu-satunya solusi.
Karena 1; = 1, = 0 merupakan satu-satunya solusi, maka
V adalah bebas linear.
i) Akan ditunjukkan bahwa S merentang V hal ini dapat
ditunjukkan dengan menggunakan Tabel 2.12 berikut.

32



Tabel 2.12 Kombinasi linear pada S

A Ay v+ A,
0 0 0000
0 1 1101
0 2 2202
0 3 3303
1 0 2110
1 1 3211
1 2 0312
1 3 1013
2 0 0220
2 1 1321
2 2 2022
2 3 3123
3 0 2330
3 1 3031
3 2 0132
3 3 1233

Karena S bebas linear dan merentang V, maka S merupakan basis
untuk ruang vektor V. Banyaknya elemen yang menjadi basis dalam
ruang vektor V adalah 2, sehingga dim(V) = 2. [ ]

Lemma 2.5.15
Misalkan G merupakan suatu grup abelian dengan operasi
penjumlahan berorder eksponen m dari m; untuk suatu m € Z
adalah isomorfik dengan hasil kali grup siklik yang dapat dinyatakan
dengan

G = Ly Xy, X .. XLy,
yang memenuhi 1 < my|m,]...|my, dimana m;|m; notasi dari m;
dapat membagi m;.

Contoh 2.5.16
Diberikan hasil_kgli grup siklik_ S
ZZ XZ4 = {(01 0)1 (01 1)1 (01 2)1 (O' 3): (1: 0): (1: 1); (11 2); (11 3)}
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dan grup abelian berorder eksponen 3 dari 2 atau 23 = 8,

G ={a,2a,3a,4a,5a,6a,7a,8a = 0}.
Bukti:
Akan dibuktikan Z,xZ, = G sehingga perlu dibuktikan terdapat
suatu pemetaan yang isomorfisma dari Z,xZ, ke G
ambil pemetaan y yang didefinisikan sebagai berikut.

V:Z,XZ, — G
(x,y) =y y) = (x+3y)a

i)  Ambil sebarang (p, q), (', ) € ZyXZ4,

(@ @)+ (r,9) = y((p+7),(q+59))
=((@+r)+3(g+s)a
=(p+r+3qg+3s)a
=pa+ra+ 3qa+ 3sa
=pa+ 3qa+ra+ 3sa
=(@+3qa+ (r+3s)a
=vy(a,b) +v(c,d)

jadi y merupakan homomorfisma.
ii) Bijektif,
Tabel 2.13 Nilai fungsi y (Z,XZ4)

ZyXZy (0,0)] (0,1)] (0,2)| (0,3)| (1,0)| (1,1)]| (1,2)| (1,3)

Y(Z,XZ,) 0 3a 2a 5a a 4a 7a 6a

Berdasarkan Tabel 2.13 pemetaan y merupakan bijektif.
Jadi pemetaan y isomorfisma, sehingga terbukti Z,%xZ, = G. [

Proposisi 2.5.17
Misalkan (G, +) adalah suatu grup abelian berorder eksponen t dari
m, untuk t € Z dan

G = Loy XL, X ... X Ly,
dimana 1 < my|m,| ...|m, = m jika a; € Z,,; merupakan generator
dari Z,,; untuk setiap i = 1,...,k maka setiap elemen di G dapat
dinyatakan dengan u = u,a, + u,a, + -+ + uga; dan dapat ditulis
berupa vektor u = (uq,uy, ..., ux) € G.

Contoh 2.5.18

Diberikan hasil kali grup siklik Z,xZ, dan G grup abelian berorder
eksponen 3 dari 2 atau 23 = 8 seperti pada Contoh 2.5.16 yang
keduanya saling isomorfik.
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G = {a,2a,3a,4a,5a,6a,7a,8a = 0}.
Z, = (1) dan Z, = (3).
Setiap elemen dari Zg dapat dinyatakan dalam u;1 + u,3 untuk
u, € Z, dan u, € Z,. Berdasarkan Contoh 2.5.16 bentuk u;1 + u,3
merupakan pemetaan bijektif sehingga setiap elemen dari G dapat
dinyatakan sebagai berikut.
0=(0,0), a=(1,0), 2a=(0,2), 3a=(0,1), 4a=(11),
5a = (0,3), 6a = (1,3),dan 7a = (1,2).

Definisi 2.5.19 (Hasil Kali Dalam)
Misalkan (G,+) adalah suatu grup abelian berhingga berorder
eksponen t untuk t € Z dan

G = Ly XLz X oo X Lo
dimana 1 < my|m,| ...|m; = m dan m = s;m; serta s, € Z,, untuk
grup siklik berorder m;. Hasil kali dalam dari dua elemen
u = (Up, Uy, ..., ux) €EG dan v = (vq,vy,...,v;) € G didefiniskan
secara khusus dengan

(U, V) = Zs_l (Ui, Vidmi = Z S, UV; € Ly,

L 2

Contoh 2.5.20
Diberikan hasil kali grup siklik Z,xZ, dan G grup abelian berorder 8
seperti pada Contoh 2.5.15 yang keduanya saling isomorfik.
G ={a,2a,3a,4a,5a,6a,7a,8a = 0}.
Hitung hasil kali dalam dari 2a, 3a € G, dinotasikan (2a, 3a),.
Jawab:
Karenam,; = 2 danm = 4 = s;m, maka §; = 2.
Karenam, = 4 danm = 4 = s,m, maka 5, = 1.
Berdasarkan Contoh 2.5.18 2a = (0, 2) dan 3a = (0,1)
(2a,3a), =5;-0:-0+5,-2-1
0+2-2
+0

i
SISO
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Definisi 2.5.21 (Ortogonal dan Komplemen Ortogonal)

Misalkan R merupakan suatu ring komutatif dengan elemen satuan

dan V merupakan suatu ruang vektor atas R dan u,v € V dengan

u = Uy, Uy, ..., Uy) dan v = (v4, vy, ..., V).

i.  Vektor u dan v dikatakan ortogonal jika {(u, v) = 0.

ii. Misalkan S adalah suatu himpunan bagian tak kosong dari V.

Komplomen ortogonal S+ dari S didefinisikan sebagai berikut.

St ={u €V:(u,s) = 0untuk setiap s € S}.

Contoh 2.5.22
Diberikan ruang vektor Z3 dan S = {0100,0101,0010} merupakan
himpunan bagian dari Z3. Komplemen ortogonal S+ dari S adalah
sebagai berikut.

$1 ={0000,1000}.
Bukti:

T3 = Ty XLy X7y XL,y
Berdasarkan Definisi 2.5.18 hasil kali dalam dari u,v € Z3
didefinisikan
4

(u,v) = Z S;UiV; € Ly = UV + UpVy + Uz V3 + UV,

=1
Ambil sebarang u = (uyuusu,) € S, maka
(u,(0100)) = 0,
(ulo + u21 + u30 + U4,0) = 0,

u, =0,
dan
(u,(0101)) =0,
(U0 + uy1 + u30 +u,1) =0,
Uy +uy =0,
u, =0,
dan
(u-(0010)) =0,
(U0 + uy0 + uzl + u,0) =0,
usz =0,
Karena u, = uz = u, = 0, maka u = (u,000), dimana u, € Z,.
Dengan demikian, S* = {0000,1000}. m
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2.6 Teori Pengkodean

Teori pengkodean merupakan teori aplikasi matematika yang
berhubungan dengan pengiriman dan penerimaan pesan. Berikut ini
diberikan beberapa definisi, contoh, maupun istilah dalam teori
pengkodean yang diperkenalkan oleh Roth(2006).

Definisi 2.6.1 (Kode Alfabet)
Misalkan A = {a;, ay, ..., a;} merupakan suatu himpunan ukuran g,
Himpunan A disebut kode alfabet dan elemen dari kode alfabet
disebut kode simbol.
i) Suatu word dengan panjang n atas A merupakan suatu
barisan w = wyw, ...w,, untuk setiap w; € A.
ii) Suatu block kode dengan panjang n atas A adalah himpunan
tak kosong word C yang memiliki panjang n.
iii) Suatu elemen dari C disebut codeword dalam C.
iv) Banyaknya codewords di C, dinotasikan |C|, disebut ukuran
dari C.
v) Himpunan kode dengan panjang n dan ukuran k disebut
kode-(n,k).

Definisi 2.6.2 (Bobot Hamming)

Misalkan C merupakan suatu himpunan kode dan c € C. Bobot
Hamming dari ¢ adalah banyaknya elemen tak nol di c. Dinotasikan
dengan wt(c).

Contoh 2.6.3

Diberikan himpunan kode C = {x,y,z} dan x = 01010, y = 01101,
z = 11101. Tentukan bobot Hamming dari masing-masing elemen
dari C.

Jawab:

wt(x) = 2 karena terdapat dua elemen tak nol dalam x,

wt(y) = 3 Kkarena terdapat tiga elemen tak nol dalam y,

wt(z) = 4 karena terdapat empat elemen tak nol dalam z.

Definisi 2.6.4 (Jarak Hamming)
Misalkan C merupakan suatu himpunan kode dengan panjang n dan
x,y € C dimana x = (xq,x3, ..., Xp), dan y = (y1, ¥4, ..., ). Jarak
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Hamming dari x ke y, dinotasikan dengan d(x,y), didefinisikan
sebagai banyaknya digit yang berbeda dari x dan y, yaitu
dx,y)={i:1<i<n, x; # y;}|.

Contoh 2.6.5
Diberikan himpunan kode C = {x,y,z} dan x = 01010, y = 01101,
z = 11101. Tentukan jarak Hamming di antara dua elemen di C.
Jawab:
d(x'Y) = I{l 1<i<n, X; # yl}l = |{3:4:5}| =3,
dx,z) ={i:1<i<n, x; # y;}| = {1,3,4,5}| =4,
dy,z)=l{i1<is<n x =y} =[{1}|=1

Definisi 2.6.6 (Jarak Hamming Minimum)
Misalkan C merupakan suatu himpunan kode. Jarak Hamming
minimum dari C adalah jarak Hamming terkecil di antara setiap dua
codeword dalam C. Dinotasikan dengan d. Dengan kata lain,

d = min{d(cy, ¢;) : untuk setiap c¢;,c, € C,c; # ¢}

Contoh 2.6.7

Diberikan himpunan kode C = {x,y,z} dan x = 01010, y = 01101,
z =11101. Berdasarkan Contoh 2.6.5 diperoleh jarak Hamming
minimum adalah d = 1.

Definisi 2.6.8 (Kode atas Z7)

Misalkan Zg merupakan suatu ruang vektor atas ring komutatif
dengan elemen satuan Z, dan panjang vektor n. Kode C disebut kode
atas Zg jika C merupakan himpunan bagian dari Zg.

Definisi 2.6.9 (Kode Linear atas Zg)

Misalkan Zz merupakan suatu ruang vektor atas ring komutatif
dengan elemen satuan Z, dan panjang vektor n. Kode C atas Zg
disebut kode linear atas Zg jika C merupakan subgrup dari Zg.
Dengan kata lain, untuk setiap dua codewords c;,c, € C diperoleh
¢c;+c¢, €Cdan —c € C.
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Contoh 2.6.10
Diberikan sebuah ruang vektor atas ring komutatif dengan elemen
satuan Zi dan kode ¢ ={121,323,103,301,000,202,220, 022}.
¢ merupakan kode linear atas Z3.
Jawab:
Akan dibuktikan ¢ merupakan kode linear atas Z3.
i) Untuk setiap u,veC berlaku u+veC hal dapat
ditunjukkan pada Tabel 2.14 berikut.

Tabel 2.14 Operasi penjumlahan pada elemen-elemen di C
+ 121 | 323 | 103 | 301 | 000 | 202 | 220 | 022
121 | 202 | 000 | 220 | 022 | 121 | 323 | 301 | 103
323 | 000 | 202 | 022 | 220 | 323 | 121 | 103 | 301
103 | 220 | 022 | 202 | 000 | 103 | 301 | 323 | 121
301 | 022 | 220 | 000 | 202 | 301 | 103 | 121 | 323
000 | 121 | 323 | 103 | 301 | 000 | 202 | 220 | 022
202 | 323 | 121 | 301 | 103 | 202 | 000 | 022 | 220
220 | 301 | 103 | 323 | 121 | 220 | 022 | 000 | 202
022 | 103 | 301 | 121 | 323 | 022 | 220 | 202 | 000
i) Untuk setiap u € C terdapat - u € C. Hal ini dapat ditunjukkan

pada Tabel 2.15 berikut.
Tabel 2.15 Invers dari elemen-elemen di C

ueC |121| 323 | 103 | 301 | 000 | 202 | 220 | 022

-u€C 323|121 | 301 | 103 | 000 | 202 | 220 | 022
Jadi € kode linear atas Z3. n

Definisi 2.6.11 (Kode Biner)

Misalkan Z% adalah suatu ruang vektor atas ring komutatif dengan
elemen satuan Z, dan panjang vektor n. Kode C adalah kode biner
jika € merupakan himpunan bagian dari Z%.

Definisi 2.6.12 (Kode Biner Linear)

Misalkan Z% adalah suatu ruang vektor atas ring komutatif dengan
elemen satuan Z, dan panjang vektor n. Kode C merupakan kode
biner linear jika C merupakan subgrup dari Z%.
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Contoh 2.6.13
Diberikan himpunan vektor atas Z, ,yaitu

¢ ={0000,1100,0011,1111}.
Buktikan kode ¢ = {0000,1100,0011,1111} merupakan kode biner
linear.
Bukti:
i) Untuk setiap u,v € C berlaku u+veC. Hal ini dapat

ditunjukkan dalam Tabel 2.16 berikut.
Tabel 2.16 Operasi penjumlahan pada C.

+ | 0000|1100 | 0011 | 1111

0000 | 0000 | 1010 | 0101 | 1111
1100 | 110 | 0000 | 1111 | 0011
0011 | 0101 | 1111 | 0000 | 1100
1111 | 1111 | 0011 | 1010 | 0000

ii) Untuk setiap u € C terdapat —u € C. Hal ini dapat
ditunjukkan dalam Tabel 2.17 berikut.
Tabel 2.17 Invers setiap elemen di C

uecC 0000 1100 0011 1111
—u€ec 0000 1100 0011 1111
Jadi C merupakan kode biner linear. [ ]

Definisi 2.6.14 (Kode Kuarterner)

Misalkan Z} adalah suatu ruang vektor atas ring komutatif dengan
elemen satuan Z, dan panjang vektor n. Kode ¢ merupakan kode
kuarterner jika C merupakan himpunan bagian dari Z7.

Definisi 2.6.15 (Kode Kuarterner Linear)

Misalkan Z} adalah suatu ruang vektor atas ring komutatif dengan
elemen satuan Z, dan panjang vektor n. Kode ¢ merupakan kode
kuarterner linear jika C merupakan subgrup dari Z7.

Contoh 2.6.16
Diberikan sebuah ruang vektor atas ring komutatif dengan elemen
satuan Z3 dan kode ¢ = {121,323,103,301,000, 202,220, 022}.
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Berdasarkan Contoh 2.6.10 kode C terbukti merupakan kode linear
atas Z3 karena C merupakan subgrup dari Z3. Jadi dapat disimpulkan
juga bahwa C merupakan kode kuarterner linear.

Definisi 2.6.17 (Pemetaan Gray)
Misalkan ¢ merupakan suatu pemetaan bijektif dari Z, ke Z3.
¢ disebut pemetaan Gray didefinisikan sebagai berikut.

$: 7y — 13
0 — ¢(0) = (0,0)
1—¢(1)=(01)
2—¢(2)=(11)
3— ¢(3) = (1,0).

Definisi 2.6.18 (Kode Biner dari Kode Kuarterner)

Misalkan ¢ merupakan suatu kode kuarterner dengan panjang vektor
n, ¢ adalah pemetaan Gray dari Z, ke Z% dan C merupakan suatu
himpunan bagian tak kosong dari Z3". C disebut kode biner dari
kode kuarterner C jika € merupakan himpunan semua bayangan
elemen di C atas pemetaan Gray ¢. Dengan kata lain, C = ¢(C).

Contoh 2.6.19

Diberikan Z3 merupakan ruang vektor atas ring komutatif Z, dengan
panjang 3 dan kode C = {121,323,103,301,000,202,220,022}.
Berdasarkan Contoh 2.6.16, kode C merupakan kode kuarterner
linear. Tentukan kode biner dari kode kuarterner C.

Bukti:
Tabel 2.18 Pemetaan ¢ dari Z3 ke Z$
ceC ceC=¢(0
121 011101
323 101110
103 010010
301 100001
000 000000
202 110011
220 111100
022 001111
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C ={¢p(c):ceC}
sehingga diperoleh kode C = ¢(C)
¢ ={011101,101110,010010,100001,000000,
110011,111100,001111}.

Definisi 2.6.20 (Kode Dual dari Kode Linear)

Misalkan C merupakan suatu kode linear atas Zg. Kode dual dari C
dinotasikan dengan C* didefinisikan sebagai komplemen orthogonal
dari subgrup C atas Zg. Dengan kata lain,

¢t ={v € F}: (v,w) = 0, untuk setiap w € C}.

Contoh 2.6.21

Diberikan ruang vektor atas ring komutatif berhingga Z3 dan kode
C ={121,323,103,301,000, 202,220, 022} berdasarkan Contoh
2.6.16 kode C merupakan kode kuarterner linear. Tentukan kode dual
¢+ dari C.

Jawab.
¢t = {v € Z3: (v,w) = 0,untuk setiap w € C}.
v = (v1V,03).
(v, W) = u vy + UV, + Uzv;
(v,(000)) =0,

(v, (121)) = 0, sehingga v, + 2v, + v3 = 0,
(v, (323)) = 0, sehingga 3v; + 2v, + 3v; = 0,
(v, (103)) = 0, sehingga v; + 3v; = 0,
(v, (301)) = 0, sehingga 3v; + v3 = 0,
(v, (202)) = 0, sehingga 2v, + 2v5 = 0,
(v, (220)) = 0, sehingga 2v; + 2v, = 0,
(v, (022)) = 0, sehingga 2v, + 2v; = 0,
Dengan persamaan
2v,+2v3=0
diperoleh penyelesaian
¢t ={0v,0,1v,1,1v,3,2v,2,3v,3,3v,1}

kemudian dengan persamaan v; + 3vg3 = 0dan 3v; + v3 =0
untuk v; = 1danvs =3, v; + 3v;3 =2 # 0, dan
untuk vy =3 danvz =1,v, +3v3 =2 # 0.
sehingga diperoleh penyelesaian

¢t = {0v,0,1v,1,2v,2,3v,3}
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kemudian dengan persamaan 2v; + 2v, = 0 dan 2v, + 2v3; =0
diperoleh penyelesaian sebagai berikut.
¢t =1{000,111,131,222,202,020,313,333}
selanjutnya nilai dari f = v, + 2v, + v3 dan f = 3v; + 2v, + 3v3
dapat ditunjukkan pada Tabel 2.19 berikut.
Tabel 2.19 Nilai f = v; + 2v, + vadan f = 3v; + 2v, + 3v;

f(viv,v3) vy + 2v, +vs 3v; + 2v, + 3v,
£(000) 0 0
f(111) 0 0
f(131) 0 0
f(222) 0 0
£(202) 0 0
£(020) 0 0
f(313) 0 0
f(333) 0 0

Dengan demikian diperoleh
¢t =1{000,111,131,222,202,020,333,313}.

Definisi 2.6.22 (Kode Parameter)

Misalkan C merupakan suatu kode linear atas Zg dengan panjang
vektor n. Kode parameter pada kode linear adalah suatu kode dengan
panjang n dan dimensi k yang dinotasikan dengan kode [n, k].

Contoh 2.6.23

Diberikan € merupakan himpunan kode dengan panjang n = 4
berdasarkan Contoh 2.5.14 yang memiliki basis § = {2110,1101}.
Karena basis untuk ¢ memiliki 2 elemen maka dimensi dari kode C
adalah k = 2. Oleh karena itu, kode parameternya adalah kode [4,2].

Definisi 2.6.24 (Matrik Generator)

Misalkan C merupakan suatu kode linear [n, k]. Matriks G disebut
matriks generator jika barisnya terbentuk dari basis untuk C. Matriks
G memiliki ukuran kxn. Jika G dapat ditansformasi menjadi
Gs = [I;]X], maka G disebut matriks generator bentuk standar.
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Definisi 2.6.25 (Fungsi Encoding pada Kode Linear)
Misalkan C merupakan suatu kode linear [n,k] atas Z, dengan
panjang vektor n, y = (y1,¥s ..,Vn) € ZX, dan G merupakan
matriks generator dari C. Untuk setiap y € Z’g dapat di-encode
sebagai codeword berikut.
X=y - G=y191+y2892+ "+ Y9, €C,
dimana g4, g, .., g Mmerupakan vektor baris pada G.
Encoding pada kode linear merupakan proses untuk mengubah
elemen y atas Z’g menjadi codeword x pada C dan dapat
didefinisikan sebagai fungsi
E:Z§ - 77
yry-G,
sehingga C = {y - G:y € Zk}.

Contoh 2.6.26
Diberikan C merupakan kode-[4,2] dengan matriks generator yang

baris-barisnya disusun dari basis di C berdasarkan Contoh 2.5.14

2 1 10
G= [1 1 0 1F
Tentukan semua codewords dengan melakukan encoding, yaitu
E:72 > 75
yry-a,
Jawab:

Tabel 2.20 Encoding kode C dengan matriks G

YyETZ:| y-GETZ: | yET: | y-GET]
00 0000 20 0220
01 1101 21 1321
02 2202 22 2022
03 3303 23 3123
10 2110 30 2330
11 3211 31 3031
12 0312 32 0132
13 1013 33 1233

C={y G:ye17?}
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sehingga diperoleh 16 codewords pada kode C, yaitu
C ={2110,1101,3211,1321,0312,1013,2330,3303,
1233,3123,0132,3031,0220,2202,2022,0000}.

Definisi 2.6.27 (Bobot Enumerator)

Misalkan C merupakan suatu kode linear dengan panjang n dan
wt(u) adalah bobot Hamming dari u € C. Bobot enumerator dari
kode C dinotasikan dengan W (x,y) didefinisikan sebagai
polinomial berikut

n
We(x,y) = Z RWE W) — Z Ay

uec i=0
dimana 4; = |{u € C:wt(u) = i}|.

Contoh 2.6.28
Diberikan C merupakan kode biner dari kode kuarterner C pada
Contoh 2.6.19.
¢ ={011101,101110,010010,100001,
000000,110011,111100,001111}.
Tentukan bobot enumerator dari kode C.

Jawab:
Tabel 2.21 Bobot Hamming daric € € = ¢(C)

ceC celC=¢(0 wt(c)
121 011101 4
323 101110 4
103 010010 2
301 100001 2
000 000000 0
202 110011 4
220 111100 4
022 001111 4

Ay = |{u € C:wt(u) = 0}| = |{000000}| =1,

A, = |{u € C:wt(u) = 2}| =1{010010,100001}| = 2,

Ay = {u € C:wt(u) = 4}|
=1{011101,101110,110011,111100,001111}| =5

Ay =A;=A5 =46 =|0| = 0.

45



Oleh karena itu, diperoleh bobot enumerator dari kode linear ¢ dalam
bentuk polinomial berikut.
6

Welxy) = z Ax®Ty!
i=0
= 1x° + 0x5y + 2x*y? + 0x3y3 + 5x2y* + 0xy> + 0y°®
= x® + 2x*y? + 5x2y*.

Teorema 2.6.29 (Identitas MacWilliam)
Jika C kode biner linear [n, k] dengan kode dual C*+, maka
1
Weilx,y) = ch(x +y,x—y)
dimana |C| = 2* banyaknya codeword di C.

Contoh 2.6.30
Diberikan C merupakan kode biner dari kode kuarterner C pada
Contoh 2.6.19.
¢ ={011101,101110,010010, 100001,
000000,110011,111100,0011113}.
Buktikan

1
Wer(x,y) = o Welx +y,x—y).

Bukti:
Berdasarkan Contoh 2.6.21 kode ¢ memiliki kode dual yaitu,

¢t ={000,111,131,222,202,020,333,313},
sehingga dengan pemetaan Gray dapat diperoleh kode dual dari kode
biner C yang dapat ditunjukkan pada Tabel 2.22 berikut beserta
bobot Hamming untuk setiap codeword di C*.

Tabel 2.22 Pemetaan ¢ dari Z3 ke Z$

cect | cect=¢(cH wt(c)
000 000000 0
111 010101 3
131 011001 3
222 111111 6
202 110011 4
020 001100 2
313 100110 3
333 101010 3
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Ag = {u € C:wt(u) = 0} = [{000000}| =1,

A, = [{u € C:wt(u) = 2}| = |{001100}| = 1,

As; = |{u € C:wt(u) = 3}
=1{010101,011001,100110,101010}| = 4,

Ay = [{u € C:wt(u) = 4} = |{110011}] = 1,

Ag = [{u € C:wt(u) = 6}] = |{111111}] =1,

A; =45 =10] =0.

Oleh karena itu, diperolen bobot enumerator dari kode linear Ct

dalam bentuk polinomial berikut.
6

We(xy) = Z Ax®Tly!
i=0
= 1x° + 0x5y + 1x*y? + 4x3y3 + 1x2y* + 0xy® + 1y°
=x° + x*y? + 4x3y3 + x2y* + yb.
Berdasarkan Contoh 2.6.28 diperoleh
Wclx,y) = x® + 2x*y? + 5x%y*
maka,
Welx+y,x=y) = (x+3)° +2(x + ' = »)* + 5 + ) (x = )*
= x%+ 6x5y + 15x*y? + 20x3y3 + 15x2y* + 6xy° + y°
+2(x® + 2x%y — x*y? — 4x3y3 — x2y* + 2xy° + y©)
+5(x® — 2x%y — x*y? + 4x3y3 — x2y* — 2xy° + y©)
= x%+ 6x5y + 15x*y? + 20x3y3 + 15x%y* + 6xy° + y°
+2x° + 4x3y — 2x*y? — 8x3y3 — 2x%y* + 4xyS
+2y° 4+ 5x° — 10x%y — 5x*y? + 20x3y3 — 5x2y*
—10xy5 + 5y°
= 8x% + 8x*y? + 32x3y3 + 8x2y* + 8y°.
1 1
mWC(x +y,x—y) = 3 (8x% + 8x*y? + 32x3y° + 8x%y* + 8y%)
=x% + x*y? + 4x3y3 + x2y* + ¥
=Wei(x,y).
. L1
Jadi, terbukti ﬁWC(x +y,x—y)=W.(xy). [ ]

Definisi 2.6.31 (Kode Puncture)

Misalkan C merupakan suatu himpunan kode dengan panjang n dan
C, merupakan suatu himpunan kode dengan panjang m. C, disebut
kode puncture jika setiap codeword di C;,, merupakan codewors di C
yang dihapus sebanyak n — m elemen pada koordinat tertentu.
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Contoh 2.6.32

Diberikan himpunan kode C = {x,y,z} dan x = 01010, y = 01101,
z = 11101. Tentukan C, kode puncture dari C dengan menghapus
dua elemen pertama dari codeword di C.

Jawab:

Karena x = 01010 maka xp = 010,

karenay = 01101 maka y, = 101,

karena z = 11101 maka z, = 101.

Oleh karena itu, C,, = {010,101}.

48



BAB Il
PEMBAHASAN

Pada skripsi ini, pembahasan dibagi menjadi tiga bagian. Pada
bagian pertama dibahas kontruksi kode additif Z,Z, dan kode linear
Z,7Z,, bagian kedua membahas matriks generator dalam bentuk
standar, kemudian yang ketiga tentang konsep dualitas dari kode
additif Z,Z,.

3.1 Kode Linear Z,Z,

Pada subbab ini dibahas definisi kode additif Z,Z, yang pada
dasarnya merupakan kombinasi dari kode biner linear dan kode
kuarterner linear. Selain itu dibahas mengenai gambaran biner dari
kode additif Z,Z, atas perluasan pemetaan Gray yang kemudian
disebut dengan kode linear Z,Z,.

Definisi 3.1.1 (Kode Additif Z,7Z,)

Diberikan Z, dan Z, secara berturut-turut merupakan himpunan
bilangan bulat modulo 2 dan 4 yang merupakan ring komutatif
dengan elemen satuan. Himpunan vektor dengan panjang « atas ring
Z, dinotasikan Z¢ dan himpunan vektor dengan panjang £ atas ring

Z, dinotasikan Zf. Didefinisikan ngzf merupakan direct product
dari Z$ dan Zf . Misalkan C merupakan suatu himpunan bagian tak
kosong dari Z‘Z"fof. C disebut kode additif Z,Z, jika C merupakan
subgrup dari Z‘Z"fof.

Contoh 3.1.2
Diberikan € merupakan himpunan bagian dari Z3xZ3, yaitu
¢ ={00]/0000,11|2211,00]|0022,11|2233,
10|2020,01]0231,10(2002,01|0213}
Buktikan € merupakan kode additif Z,Z,.
Bukti:
Akan dibuktikan ¢ adalah kode additif Z,Z, dengan ditunjukkan ¢
adalah subgrup dari Z3xZj yaitu berlaku aksioma C tertutup dan
setiap elemen memiliki invers.
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Tabel 3.1 Operasi penjumlahan pada C

00| | 11] | oo | 11| | 10 | o1 | 10 | o1
0000 | 2211 | 0022 | 2233 | 2020 | 0231 | 2002 | 0213

00| | 00| | 11] | oo | 11| | 10f | o1 | 10 | o1
0000 | 0000 | 2211 | 0022 | 2233 | 2020 | 0231 | 2002 | 0213

11] | 11] | oo | 11] | oo | o1 | 10/ | o1 | 10
2211 | 2211 | 0022 | 2233 | 0000 | 0231 | 2002 | 0213 | 2020

00| | 00 | 11] | oo | 11| | 10f | o1 | 10 | o1
0022 | 0022 | 2233 | 0000 | 2211 | 2002 | 0213 | 2020 | 0231

11] | 11] | oo | 11] | oo | o1 | 10/ | o1 | 10
2233 | 2233 | 0000 | 2211 | 0022 | 0213 | 2020 | 0231 | 2002

10 | 10/ | o1 | 10 | o1 | oo | 11| | oo | 11|
2020 | 2020 | 0231 | 2002 | 0213 | 0000 | 2211 | 0022 | 2233

01 | o1 | 10 | o1 | 120/ | 11] | oo | 11 | 00
0231 | 0231 | 2002 | 0213 | 2020 | 2211 | 0022 | 2233 | 0000

10 | 10/ | o1 | 10 | o1 | oo] | 11| | oo | 11|
2002 | 2002 | 0213 | 2020 | 0231 | 0022 | 2233 | 0000 | 2211

01 | o1 | 10 | o1 | 10/ | 11] | oo | 11 | 00
0213 | 0213 | 2020 | 0231 | 2002 | 2233 | 0000 | 2211 | 0022

Tabel 3.2 Invers untuk setiap elemen di €

Lec |00 [ a1 oo [ 1y [ 10 [ o1 [ 10 [ o
0000 | 2211 | 0022 | 2233 | 2020 | 0231 | 2002 | 0213
_ee | 00 | 11y [ oo [ 12 [ 10 | o1 | 10 | o1
0000 | 2233 | 0022 | 2211 | 2020 | 0213 | 2002 | 0231

iii) Berdasarkan Tabel 3.1 aksioma tertutup terpenuhi yaitu
untuk setiap u, v € C berlakuu + v € C
i) Berdasarkan Tabel 3.2 untuk setiap u € C terdapat
—u € C sedemikian sehingga u + (—u) = 0.
Jadi ¢ merupakan kode additif Z,Z,. [ ]

Definisi 3.1.3 (Perluasan Pemetaan Gray)

Misalkan & merupakan suatu pemetaan bijektif dari ngzf ke Z%
dengan n=a+28. & disebut perluasan pemetaan Gray
didefinisikan sebagai berikut:

®: 7EXTE — 72
®(x,y) = (X, 1), -, d(¥p))
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untuk setiap x € Z$ dan y € fo dengan ¢ adalah pemetaan Gray
seperti yang tercantum pada Definisi 2.6.17.

Definisi 3.1.4 (Tipe Kode Additif Z,Z,)

Misalkan C merupakan suatu kode additif Z,Z, yang isomorfik
dengan ngzﬁ untuk suatu y dan §. Misalkan X dan Y secara
berturut-turut merupakan himpunan dari koordinat posisi Z, dan Z,,
sehingga |X| = a dan |Y| = . Misalkan Cx dan Cy, masing-masing
secara berturut-turut adalah kode puncture dengan menghapus
koordinat selain X dan Y. Misalkan C;, merupakan himpunan bagian
dari ¢ yang memuat semua codewords berorder dua, dan x adalah
dimensi dari (Cp)x. Tipe dari C adalah (a, B; v, J; k).

Contoh 3.1.5
Diberikan € merupakan kode additif Z,Z, sesuai pada Contoh 3.1.2,
yaitu
¢ ={00]0000,11|2211,00]|0022,11|2233,
10/2020,01]0231,10|2002,01|0213}

Tentukan tipe dari C kode additif Z,Z,.
Jawab:
Diketahui |C| = 8.
Karena |Z3xZ}| = 8 dapat diduga C = Z3XZ}, namun hal ini harus
dibuktikan dengan adanya pemetaan isomorfisma dari C ke Z3 xZ.
Ambil pemetaan y yang didefinisikan sebagai berikut
y:C > TIxXTZ}
(€1€2€3€4C5C6) P (€1C5)

i)  Homomorfisma,

Ambil sebarang x, y € C dimana

X = X1XpX3X4X5Xe QAN Y = Y1Y2V3VaY5Ve

yY(x +¥) = y(x1x2X3%4X5%6 + Y1Y2Y3Y4YV5V6)

=y +y1,% + Y2, %3 + Y3, %4 + Ya, X5 + Vs, X6 + V6)

(x1 + Y1, %5 + ¥s5)
(x1,%5) + 1, ¥5)
= ¥ (x1X2X324X5X6) + Y (V1Y2Y3YaY5V6)
=y(x)+v()

ii) Bijektif,
Pemetaan y merupakan korespondensi satu-satu, hal ini dapat
ditunjukkan dalam Tabel 3.3 berikut.
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Tabel 3.3 Pemetaan y dari C ke Z3xZ}

ceC y(c) € TAIXZL
00/0000 (0,0)
11|2211 (1,2)
00]0022 (0,2)
11]2233 (1,3)
10|2020 (1,2
01/0231 (0,3)
102002 (1,0)
01/0213 (0,2)

Jadi terbukti € = Z3 xZ} sehingga tipe dari C adalah (2,4;1,1; k).
Selanjutnya adalah menentukan nilai dari ¥ dengan beberapa tahapan
berikut
i)  Menentukan codeword berorder 2,

0(00]0000) = 0 karena elemen identitas

0(11|2211) = 4 karena 4 - (11|2211) = 0

0(00]0022) = 2 karena 2 - (00]0022) = 0

0(11]2233) = 4 karena 4 - (11]2233) =0

0(10]2020) = 2 karena 2 - (10]/2020) = 0

0(01]0231) = 4 karena 4 - (01]0231) = 0

0(10]2002) = 2 karena 2 - (10]2002) = 0

0(01]0213) = 4 karena 4 - (01]0213) = 0,

Cp, =1{00/0022,10(,10]|2002}.
ii) Kode puncture dari C,, dengan menghapus koordinat elemen Z,,
(Cp)x = {00,10}.

Basis dari (Cp)x adalah {10} sehingga dimensi dari (C,)x adalah
k=1
Oleh karena itu, tipe dari C kode additif Z,Z, adalah (2,4;1,1; 1).

Definisi 3.1.6 (Tipe Kode Kuarterner Linear)

Misalkan C merupakan suatu kode kuarterner dan C merupakan
subgrup dari Z} yang isomorfik dengan Z‘z’xzﬁ untuk suatu y dan 6.
Tipe dari ¢ adalah 4927 .
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Contoh 3.1.7
Diberikan C kode kuarterner linear dengan panjang 8 seperti pada
Contoh 2.6.16 dan C ={121,323,103,301,000,202,220,022}.
Tentukan tipe dari kode C.
Jawab:
Diketahui |C| = 8.
Karena |Z3xZ}| = 8 dapat diduga C = Z3xZj, namun hal ini harus
dibuktikan dengan adanya pemetaan isomorfisma dari C ke Z3 xZ.
Ambil pemetaan y yang didefinisikan sebagai berikut
y:C > TIxXT}
C
(c16265) = (5 ¢3)

iii) Homomorfisma,

Ambil sebarang x, y € C dimana

X = x1Xx30an Y = y1¥,y3

y(x+y) = y(xxx3 + ¥1Y23)

=y +y1,% + Y2, X3+ Y3)

X+

X
= (72?53) + (%Y?,)
= y(x1%2x3) + ¥ (V1Y2Y3)
=y(x) +yv()
iv) Bijektif,
Pemetaan y merupakan korespondensi satu-satu, hal ini dapat
ditunjukkan dalam Tabel 3.4 berikut.
Tabel 3.4 Pemetaan y dari C ke Z3 xZ}

ceC y(c) € ZAX7Z2
121 (L1)

323 (1.3)

103 (0,3)

301 ©0.1)

000 (0,0)

202 0.2)

220 (1,0)

022 (1.2)

Jadi terbukti € = Z3 xZ} sehingga tipe dari C adalah 4121,
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Definisi 3.1.8 (Kode linear Z,7Z,)
Misalkan C merupakan suatu kode additif Z,Z, tipe (a,B;v,d; k)

dan ® merupakan perluasan pemetaan Gray dari Zg‘fo ke Z%
dengan n = a + 2 dan C merupakan suatu himpunan bagian tak
kosong dari Z%. C disebut kode linear Z,Z, tipe (a, 8;v,d; k) jika C
adalah himpunan semua bayangan elemen di C atas perluasan
pemetaan Gray ®. Dengan kata lain, C = ®(C).

Contoh 3.1.9
Diberikan kode € pada Contoh 3.1.2 merupakan kode additif Z,Z,.
Tentukan kode linear Z,Z, dengan menggunakan perluasan
pemetaan Gray.
Jawab:
Diketahui @ = 2 dan 8 = 4, sehinggan =2+2-4 =10
&: Z3x75 — 73°
sehingga diperoleh pemetaan Gray yang terkait:
CD(x, 3’) = (X, (P(yl)' ] ¢(}’4))
untuk setiap x € Z3 dan y € 73
dimana ¢adalah pemetaan Gray.
Tabel 3.5 Pemetaan Gray dari C € Z3x7Z5 ke C € Z3°

cEC ceEC =9
00j0000 00]00000000
11]2211 1111110101
00j0022 00j00001111
11]2233 11]11111010
102020 10/11001100
010231 01/00111001
102002 10/11000011
010213 01j00110110

Jadi diperoleh kode linear Z,Z, yaitu
¢ = {00]00000000,11|11110101,00]00001111,11|11111010,
10]11001100,01]00111001,10]/11000011,01]|00110110}.

3.2 Matrik Generator dalam Bentuk Standar dari Kode Additif
LyZ4

Pada subbab ini dibahas mengenai kontruksi matriks generator
kode additif Z,Z,. Dan setelah itu dibahas suatu teorema untuk
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mengubah sebarang matriks generator kode additif. Z,Z, menjadi
matriks generator dalam bentuk standar.

Kontruksi 3.2.1

Misalkan C merupakan suatu kode additif Z,Z, tipe (a,f;v,6; k).
Setiap codewords di C dapat dinyatakan secara tunggal dalam
bentuk.

Y Y+8
i=1 j=y+1

untuk A; € Z, dan u; € Z, dan wu;,v; masing-masing merupakan
vektor dari ngzf yang berorder 2 dan 4. Vektor wu;v;
menghasilkan matriks generator G untuk kode € dengan ukuran
(¥ + )X (a + B).

co [Bl 233]

B, Q
dimana By, B,, B; merupakan matriks atas Z, secara berturut-turut
ukuran yXa,6Xa danyx 8 dan Q merupakan matriks atas Z,
ukuran &% dengan baris vektor kuarterner order empat.

Contoh 3.2.2

Diberikan C adalah kode additif Z,Z, tipe (2,4;1,1; 1) seperti pada

Contoh 3.1.5. kontruksikan matriks generator untuk kode C.

Jawab:

Kode additif Z,Z, tipe (2,4;1,1; 1) makay = 1 dan § = 1, sehingga

Setiap codeword di C dapat dinyatakan secara tunggal dalam bentuk
1 2

Z Au; + 2 Kjv; = AUy + UV,
i=1 j=1

untuk A, € Z, dan u, € Z, serta u, adalah codeword berorder 2 dan
v, adalah codeoword berorder 4.

Ambil u; =10|2020 dan v, = 11|2211, setiap codeword di C
dapat dinyatakan dengan A u; + u,v, dapat ditunjukkan dalam
Tabel 3.5 berikut.
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Tabel 3.5 Hasil dari A,uy + yyv,

Ay + U,
MEL, | Up €Ly 2,(10]2020) + p,(11]2211)

0 0 00]0000

112211

00/0022

11)2233

10[2020

01/0231

[l (ellelle]
NIFRPIOWN|F

10/2002

1 01j0213

w

Jadi u; = 10]2020 dan v, = 11|2211 yang selanjutnya membentuk
1 0/2 0 2 01:[31 2B
1 112 2 1 117|B, Q@

sebuah matriks generator G = [

Definisi 3.2.3 (Fungsi Encoding Kode Additif Z,7Z,)
Misalkan € merupakan suatu kode additif Z,Z, tipe (a,B;y,d;x),
W = (Wy, e, Wy, Wypq, ..., Ws) € ZLXZE untuk wy, ..., w, € Z, dan
Wy 41, -, Ws € Zy dan G merupakan matriks generator dari C. Untuk
setiapw € Z’z’xZﬁ}S dapat di-encode sebagai codeword berikut.
c=w-6G=wg,++wg,+w, 19,41 +Wsgs €C,

dimana g4, g, -.., g» Merupakan vektor baris pada G.
Encoding pada kode additif Z,Z, adalah proses untuk mengubah
elemen w dari Z’Z’xzﬁ menjadi codeword ¢ pada C dan dapat
didefinisikan sebagai fungsi

E: TV X78 — 7¢x7E

wew-G,

sehingga € = {w - G:w € Z} xZ3}.

Contoh 3.2.4

Diberikan ¢ adalah kode additif Z,Z, tipe (2,4;1,1; 1) dan matriks
10 | 2 0 2 0]

1 112 2 1 1

Dengan melakukan encoding tentukan kode C.

E:TAX7E - T3x75

generator G = [
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Jawab:
Fungsi encoding dari kode C dapat ditunjukkan dalam Tabel 3.6
berikut.

Tabel 3.6 Encoding kode € dengan matriks G

w E Zix7} C=wG
00 00/0000
01 112211
02 00/0022
03 112233
10 102020
11 01]0231
12 10/2002
13 01]0213

C={w-G:we ZIx71},
sehingga diperoleh 8 codewords pada kode C, yaitu
¢ ={00]0000,11]|2211,00|0022,11|2233,
10]2020,01|0231,10|2002,01]|0213}.

Teorema 3.2.5 (Matrik Generator Kode Kuarterner)
Misalkan ¢ merupakan suatu kode kuarterner linear tipe 4927
dengan panjang codeword n. Kode C adalah setara dengan kode
kuarterner linear dengan matrik generator dalam bentuk.

_[2T 2I, O

- [5 R 15]
dengan R, T adalah matrik atas Z, masing-masing ukuran §xy dan
yx(n—y —9), S adalah matrik atas Z, ukuran §x(n —y — 9§).

Berdasarkan Teorema 3.2.5 dapat diturunkan secara langsung
sebagai matriks generator untuk kode additif Z,Z, (0,B;v,d;0)
yang merupakan kode kuarterner linear, sehingga diperoleh proposisi
3.2.6 berikut.

Proposisi 3.2.6

Misalkan C merupakan suatu kode additif Z,Z, dengan tipe
(0,8;7,6;0). Kode C adalah setara dengan kode kuarterner linear
dengan matrik generator dalam bentuk
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_[2T 21, O
5T [ S R 15]
dengan R,T adalah matrik atas Z, masing-masing ukuran §xy dan
yX(B —y — 6), S adalah matrik atas Z, ukuran §x(f —y — 9).
Selanjutnya akan dibentuk suatu teorema tentang matriks
generator kode additif Z,Z, tipe (a, f; v, §; k) dalam bentuk standar.

Teorema 3.2.7
Misalkan C merupakan suatu kode additif Z,Z, tipe (a,f;v,6; k).
Kemudian € adalah ekuivalen dengan kode additif Z,Z, dengan
matrik generator dalam bentuk standar.

I, T, 2T, 0 0

Gs=|0 0 2Ty 2I,s O

0 S, Sq R I
dimana T, Ty, T3, R, S;, adalah matrik atas Z, dan S, adalah matrik
atas Z,.

Sebelum membuktikan Teorema 3.2.7 didefinisikan suatu
pemetaan 6 yang mengubah 1 pada koordinat Z, menjadi 2 untuk
memandang kode additif Z,Z, sebagai kode kuarterner. Dengan kata
lain, pemetaan 6 didefinisikan sebagai berikut.

0:Z, > 7y
x P 0(x) =2x
dan dapat diperluas sehingga didapatkan pemetaan dari ngzf ke
g fof , yaitu
(0,1d): 7¢xTF — 79x7F
(x,y) = (6(x),1d(»)) = (2%, ).
Bukti:
C merupakan suatu kode additif Z,Z, bertipe (a,pB;v,3d; k).
Berdasarkan Kontruksi 3.2.1 kode ¢ memilki matrik generator
c- [31 233]
B, Q
dengan B, By, B; merupakan matriks atas Z, secara berturut-turut
ukuran yXa,éXa danyx  dan Q matriks atas Z, ukuran §xf
dengan baris vektor kuarterner order empat. Karena x merupakan
dimensi dari kode puncture yang mengahapus koordinat elemen Z,
himpunan bagian dari kode ¢ dengan elemennya setiap codeword
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berorder 2 maka x merupakan dimensi dari matriks B; dalam matriks
generator G, sehingga dapat diperoleh
B, = [IK Bl]
~ 0 0
dimana B; merupakan suatu matriks atas Z, ukuran kX (a — k).
Sehingga diperoleh matriks generator yang baru

2B
G=I(')C ]i)l zéjz[%—}—g]
01B,1 Q

dimana B;, B,, B3, dan B, merupakan matriks atas Z, secara
berturut-turut berukuran kx(a — k), §x(a — k), kXB, dan  (a —
k)X [ dan Q adalah matriks atas Z, ukuran §xp.

Berdasarkan Proposisi 3.2.6, suatu kode kuarterner linear D
tipe (0,a—x+pB;y—k,8;0) yang dibangun dengan matriks
generator

[ 0 254]

2B, Q
adalah ekuivalen dengan kode kuarterner linear dengan matriks
generator

0 27, 2I,, O
GD:[zsb s, R 15]'

Oleh karena itu, kode kuarterner linear 6(C) dengan matriks

generator

21, 2B, 2B;
6(G)=|0 0 2B,
0 2B, @

adalah ekuivalen dengan kode kuarterner linear dengan matriks
generator
21, 2T, 2T, 0 0
Go=|0 0 2Ty 2I,_, Of.
0 25 Sq¢ R Is
Jadi, C adalah ekuivalen dengan kode additif Z,Z, dengan
matriks generator 871(Gy) = Gs. n
LT, 2T, 0 0
Gs=|0|0 2Ty 2I,_, O
0'Sy, Sq R Is
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Contoh 3.2.8
Diberikan C; kode additif Z,Z, tipe (1,3;1,2;1) dengan matriks

generator.
112 2 2
G = [O 11 0]
111 2 3

Buktikan ¢, adalah ekuivalen dengan kode additif Z,Z, dengan
matrik generator

G—IlZTZO—(l)igg
s=lo s, LT '
013 0 1

Bukti:
Akan dibuktikan matriks generator G ekuivalen dengan matriks
generator Gg. Berdasarkan Definisi 2.2.13, Gs dapat diperoleh dari
matriks G dengan menggunakan operasi baris elementer dengan
menggunakan beberapa langka berikut
i) Mengubah matriks generator G untuk C; menjadi matriks
generator G untuk kode kuarterner 6(C,)
2 2 2 2
Gy = [O 11 0]

21 2 3

i)

Mengubah elemen baris ketiga kolom pertama dengan nol
2 2 2 2p.s2 2 2 2
3 1
011 0[—)0 1 10
21 2 3 0 3 01

Mengubah elemen baris pertama kolom ketiga dan keempat
dengan nol

22 2 25,052 0 2
011 0—>0 11
0301 030
20 2 0]p.,05[2 20
011 0—>[0 11
0301 030

Mengubah kembali menjadi matriks generator untuk ¢; kode

additif Z,Z, dengan menggunakan invers pemetaan 6

2 2 00 112 0 O
9—1<[0 1 1 OD=[0 1 1 0]=GS.
0 3 01 013 0 1
Jadi, tebukti C; merupakan kode additif Z,Z, dengan matriks

generator G ekuivalen dengan kode additif Z,Z, dengan matriks
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generator G, karena matriks Gs dapat diperoleh dari matriks G
menggunakan operasi baris elementer. |

3.3 Konsep Dualitas dari Kode Additif Z,Z,

Pada subbab ini dibahas secara khusus hasil kali dalam antar

elemen di Z¢ fof yang berkaitan dengan kode dual. Dan kemudian

dibahas juga kode dual dari kode additif Z,Z, yang juga merupakan
kode additif.

Definisi 3.3.1 (Hasil Kali Dalam)

Misalkan zgxzf adalah suatu ruang vektor atas ring Z,xZ,. Hasil

kali dalam didefinisikan sebagai
a+p

(u,v) =2 <i uivi> + Z WiV € Ly

i=1 j=a+1
dimanau,v € Z‘z"fof.
Atau dalam bentuk lain

(wvy=u-J, vt

2, O
dimana J,, = [ 0“ IB] adalah matrik diagonal atas Z,.

Contoh 3.3.2
Diberikan kode € pada Contoh 3.1.2 merupakan kode additif Z,Z,.
¢ ={00]0000,11|2211,00]|0022,11|2233,
10/2020,01]|0231,10(2002,01|0213}
untuk u = 11]2211,v = 00]0022. Tunjukkan (u, v) = 4.

Bukti:
2 6
(w,v) =2 (Z ul-vl-) + Z U;v;

i=1 j=3
(u,V):Z(ulvl+u2v2)+U3U3+U4U4,+U.5v5+u6v6
=2(1-0+1-0)+(2:0+2-0+1-2+1-2)
=200+ 0)+ (0 +0+2+2)
=0+0+0+0+2+2
=4, |
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Definisi 3.3.3 (Kode Dual dari Kode Additif Z,Z,)

Misalkan C adalah kode additif Z,Z,tipe (a, 8; v, §; k) dan diberikan
C = ®(C) korespondensi dengan kode linear Z,Z,. Kode dual
additif dari € dinotasikan dengan ¢+ didefinisikan dengan

CL = (v € Z¢XZE: (u, v) = 0 untuk setiap u € ¢}.
Contoh 3.3.4
Diberikan C; kode additif Z,Z, tipe (1,3;1,2;1) dengan matriks
generator seperti pada Contoh 3.2.8. Tentukan kode dual dari kode

Cy.
Jawab:

1 2 00

Gszlo 11 0]

0 3 01

Fungsi encoding-nya sebagai berikut
E:Z3x7% - T3x73

wew-Gg
Tabel 3.7 Encoding kode ¢, dengan matriks Gg
w € Z3x72 C; = wGg w € Z3x72 C; = wGg
0]00 0]000 1]00 1]200
0]01 0]301 101 1]101
0]02 0]202 1]02 1]002
0|03 0103 1)03 1)303
010 0110 110 1310
011 0011 111 1211
0|12 0]312 112 1112
0|13 0]213 113 11013
020 0220 1]20 1020
0|21 0]121 121 1321
0|22 0]022 122 1]222
0|23 0323 123 1123
0|30 0330 1130 1]130
0|31 0]231 131 1]031
0|32 0132 132 1]332
033 0]033 1|33 1]233

C, ={w-Gs:w € Z1x72}
sehingga diperoleh 32 codewords pada kode C;, yaitu
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¢, = {0]000,0|301,0|202,0|103,0|110,0|011,0|312,0|213,
0]220,0/121, 0022, 0|323,0|330,0/231,0|132, 0033,
1/200,1|101, 1|002,1|303,1|310,1|211, 1|112, 1|013,
1]020,1|321,1|222,1|123,1|130,1|031,1|332,1|233}
sehingga kode dualnya adalah
C,t = {v € ZAXZ3: (v,w) = 0 € Z,, untuk setiapw € C;}.
v = (v4|vyv3v,) Untuk vy € Z, dan v,v3v, € Z,

(v,w)=2 (zl: viwi) + 24: v;w;

i=1 j=2
(v, w) = 2(v1wy) + VW, + V3W3 + VW,

(v,(0]000)) = 0,

(v,(0|301)) = 0, sehingga 3v, + 1v, = 0,

(v,(0]202)) = 0, sehingga 2v, + 2v, = 0,

(v, (0]103)) = 0, sehingga 1v, + 3v, = 0,

(v,(0]110)) = 0, sehingga v, + v; = 0,

(v,(0]011)) = 0, sehingga v; + v, = 0,

(v, (0|312)) = 0, sehingga 3v, + v; + 2v, = 0,

(v,(0]213)) = 0, sehingga 2v, + v; + 3v, = 0,

(v, (0]220)) = 0, sehingga 2v, + 2v; = 0,

(v,(0[121)) = 0, sehingga v, + 2v; + v, = 0,

(v,(0]022)) = 0, sehingga 2v3 + 2v, = 0,

(v, (0]323)) = 0, sehingga 3v, + 2v; + 3v, = 0,

(v, (0|330)) = 0, sehingga 3v, + 3v; = 0,

(v,(0]231)) = 0, sehingga 2v, + 3v; + v, = 0,

(v, (0[132)) = 0, sehingga v, + 3v; + 2v, = 0,

(v, (0]033)) = 0, sehingga 3v3 + 3v, = 0,

(v, (1]200)) = 0, sehingga 2v, + 2v, = 0,

(v, (1]101)) = 0, sehingga 2v; + v, + v, = 0,

(v, (1]002)) = 0, sehingga 2v, + 2v, = 0,

(v, (1]303)) = 0, sehingga 2v; + 3v, + 3v, = 0,

(v, (11310)) = 0, sehingga 2v; + 3v, + v3 =0,

(v, (1]211)) = 0, sehingga 2v; + 2v, + v3 + v, = 0,

(v, (1]112)) = 0, sehingga 2v; + v, + v3 + 2v, = 0,

(v, (1]013)) = 0, sehingga 2v; + v3 + 3v, = 0,

(v, (1]020)) = 0, sehingga 2v, + 2v3 = 0,

(v, (1/321)) = 0, sehingga 2v; + 3v, + 2v3 + v, = 0,

(v, (11222)) = 0, sehingga 2v; + 2v, + 2v3 + 2v, = 0,
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(v, (1]123)) = 0, sehingga 2v; + v, + 2v3 + 3v, = 0,
(v, (1]130)) = 0, sehingga 2v; + v, + 3v3 = 0,
(v, (1]031)) = 0, sehingga 2v; + 3vz + v, = 0,
(v, (11332)) = 0, sehingga 2v; + 3v, + 3v; + 2v, = 0,
(v, (11233)) = 0, sehingga 2v; + 2v, + 3v; + 3y, = 0.
Dari 32 persamaan diatas salah satu persamaan yang sederhana
adalah v, + v; = 0. Sehingga untuk himpunan penyelesaian dari
sistem persamaan yang memiliki 32 persamaaan tersebut harus
memenuhi persamaan v, +v; =0. Dan v, + v3 =0 memiliki
solusi v, = —vj5 artinya v, dan vy saling invers. Sehingga himpunan
penyelesaian kode dual sementara adalah

C1t = {v1100v,, v, [13v,, v, [22v,, v, |31v,)}
kemudian sistem persamaan tersebut juga harus memenuhi
persamaan v; + v, = 0. Dan v3 + v, = 0 memiliki solusi v3 = —v,
artinya v dan v, saling invers. Sehingga himpunan penyelesaian
kode dual sementaranya adalah

¢t = {11000, v,|131,v,]222,v,|313}
kemudian sistem persamaan tersebut juga harus memenuhi
persamaan 2v; + 2v, =0 € Z, untuk v, € Z, dan v, € Z,, dan
2v; + 2v, = 0 memiliki solusi:
v; = 0 untuk v, = 0 dan 2, dan v; = 1 untuk v, = 1 dan 3.
Oleh karena itu, himpunan penyelesaian kode dual dari C; adalah
¢, ={0]000,1|131,0|222,1|313}

selanjutnya dapat ditunjukkan untuk setiap v € ¢;* danw € ¢,
berlaku (v, w) = 0 pada Tabel 3.8 sebagai berikut.
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Tabel 3.8 Hasil kali dalam (v,w) untuk v € ¢;* danw € ¢;

(v,w) | 0/000 1/131 0222 1313

0000 0 0 0 0

0[301 0 0+34+04+41=0| 24+0+2=0| 0+414+04+3=0
0]202 0 0+2+04+2=0| 0+04+0=0| 0+24+04+2=0
0]103 0 0+14+0+3=0| 2+0+2=0| 0+34+0+1=0
0]110 0 0+14+34+0=0| 2+2+0=0| 0+3+14+0=0
0]011 0 0+0+3+1=0| 0+2+2=0| 0+40+1+3=0
0[312 0 0+34+342=0| 24+2+0=0| 04+414+142=0
0|213 0 0+2+34+3=0| 0+2+2=0| 04+2+1+1=0
0]220 0 0+24+24+0=0| 0+0+0=0| 0+2+24+0=0
0]121 0 0+1+2+1=0| 2+0+2=0| 0+3+2+3=0
0]022 0 0+0+24+2=0| 0+04+0=0| 0+04+2+2=0
0323 0 0+34+24+43=0| 24+0+2=0| 04+414+241=0
0330 0 0+3+14+0=0| 2+24+0=0| 0+1+34+0=0
0]231 0 0+2+1+1=0| 0+2+2=0| 0+2+3+3=0
0]132 0 0+14+14+42=0| 2+2+0=0| 0+3+3+2=0
0]033 0 0+0+14+3=0| 0+24+2=0| 0+04+3+1=0
1]200 0 2424040=0| 0+40+0=0| 24+24040=0
1101 0 2+1404+41=0| 2+04+2=0| 2+3+0+3=0
11002 0 2+40+0+2=0] 0+0+0=0| 24+0+0+2=0
1303 0 2+3404+43=0| 24+04+42=0| 2+14+04+1=0
1310 0 243+340=0| 24+240=0| 2+14140=0
1211 0 2+24341=0| 0+2+2=0] 2+2+1+3=0
1112 0 2+1+4342=0| 2+240=0| 2+3+14+2=0
1013 0 240+3+3=0] 0+2+2=0| 24+0+1+1=0
1020 0 2404+240=0| 0+04+0=0| 2+04+24+0=0
1321 0 2434+241=0| 24+404+42=0| 2+14243=0
1222 0 2424242=0| 0+0+0=0| 24+424+242=0
1]123 0 2+1+2+3=0] 2+0+2=0| 2+3+2+1=0
1]130 0 2414140=0| 242+0=0| 2434+340=0
1/031 0 240+14+1=0] 0+2+2=0| 24+0+3+3=0
1332 0 2434+142=0| 24+240=0| 2+14342=0
1233 0 2424143=0| 04+2+2=0| 24+24+34+41=0

sehingga diperoleh himpunan

¢, = {0]000,1|131,0]222,1|313}

merupakan kode dual dari C, kode additif Z,7Z,.
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Lemma 3.3.5

Jika C adalah kode additif Z,Z, tipe (a, B;y,8; k) dan C* adalah
kode dual additif dari ¢ , maka | C||Ct| = 2™ dimanan = a + 2.
Bukti:

Berdasarkan Definisi 3.1.8 kode additif Z,Z, korespondensi satu-
satu dengan kode linear Z,Z, dengan panjang n = a + 20.
Berdasarkan Teorema 2.6.28 karena C bisa dipandang sebagai kode
biner linear yaitu C kode linear Z,Z, maka berlaku persamaan

1

misalkan x =y,
sehingga diperoleh

1
Weilx,x) = |C| —W:(2x,0)
Z W) WE() — Z(Zx)n we(w) W (u)
uec IC] uec

z WL +WE) — 1 (2)nWEO) gwE(0)
|C |

uec
x™ (Zx)n wt(0)1
Z IC I
uec
x" (Zx)”
2"
|CHx™ = —(Zx)”
IC|
|CJ_|xn — _2n n
|IC]
ICllct] = 2"
karena kode C korespondensi satu-satu dengan kode C, maka
lcllet| = 2"
dengann = a + 2. [
Contoh 3.3.6

Diberikan ¢; merupakan kode additif Z,Z, tipe (1,3; 1,2; 1) dengan
matriks generator seperti pada Contoh 3.2.8 yang memiliki ukuran
32. Berdasarkan Contoh 3.3.4 kode ¢; memiliki kode dual ¢;* yang
berukuran 4. Jika dibuktikan dengan Lemma 3.3.5 maka kode dual
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¢, yang dicari pada Contoh 3.3.4 sudah tepat karena memenuhi
persamaan

lcliet] = 2"
32-4=2"
dengann =1+ 2(3) =7.
32-4 =27
128 = 27.
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BAB IV
KESIMPULAN DAN SARAN

4.1 Kesimpulan

Kode additif yang diperkenalkan oleh Philippe Delsarte pada
tahun 1973. Secara umum kode additif didefinisikan sebagai subgrup
dari grup abelian yang mendasarinya. Pada kasus khusus, grup
abelian yang berorder 2" berbentuk Z‘;xzf dengan a + 28 = n.

Kemudian subgrup dari ngsz disebut kode additif Z,Z,.
Berdasarkan hasil dan pembahasan dapat disimpulkan sebagai
berikut.
1. Kode additif Z,Z, adalah suatu subgrup dari suatu ruang
vektor ngfo atas Z, xZ, yang merupakan direct product

dari Z4 dan Zf secara berturut-turut merupakan ruang vektor
atas ring komutatif dengan elemen satuan Z, dan Z,. Dan
kode linear Z,Z, yang merupakan kode biner adalah
bayangan dari kode additif Z,Z, atas perluasan pemetaan
Gray.

2. Jika C kode additif Z,Z, tipe (a,f;v,6; k) maka C adalah
ekuivalen dengan kode additif Z,Z, dengan matrik generator
dalam bentuk standar yaitu

I, T, 2T 0 0
Gs=|0 0 2Ty 2I,s O
0 S, S R Is
dimana Ty, Ty, T2, R, S, adalah matrik atas Z, dan S, adalah
matrik atas Z,. Sehingga matriks G dapat disebut sebagai
matriks generator kode € dalam bentuk standar.

3. Didefinisikan secara khusus untuk hasil kali dalam di ruang
vektor ngzf. Sehingga dapat didefinisikan untuk kode
dual dari € kode additif Z,Z,, yaitu

Ct={ve ngzf: (u,v) = 0 untuk setiap u € C}
kemudian dalam pencarian semua elemen dari kode dual
dapat dicek berdasarkan ukuran dari kode dual menggunakan
persamaan |C||C*| = 2™ untuk n = a + 2.
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4.2 Saran

Pada skripsi ini dibahas tentang definisi dari kode additif Z,Z,
dan kode linear Z,Z,, juga dibahas matriks generatornya dalam
bentuk standar, dan kode dual dari kode additif Z,Z,, tetapi penulis
tidak membahas matriks generator dari kode dualnya yang biasa
disebut matrik parity-check serta beberapa kondisi untuk self-dual.
Untuk penelitian selanjutnya, penulis menyarankan untuk mengkaji
matrik parity-check dan keterkaitannya dengan matriks generator
kode additif Z,Z, serta kondisi untuk kode self-dual dari kode
additif Z,Z,.
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