BAB 11
DASAR TEORI

Pada bab ini akan diuraikan dasar-dasar teori yang berkaitan
dengan pembahasan skripsi yaitu relasi, pemetaan, grup, himpunan
fuzzy, dan himpunan bagian Q-fuzzy.

2.1 Relasi dan Pemetaan

Relasi adalah suatu hubungan yang memasangkan anggota-
anggota pada dua himpunan. Pemetaan adalah suatu relasi yang
menghubungkan setiap anggota pada himpunan pertama dengan
tepat satu anggota pada himpunan kedua. Berikut ini akan diberikan
definisi relasi dan pemetaan dirujuk dari buku Bhattacharya (1994)
dan Baisuni (1986).

Definisi 2.1.1 (Hasil kali kartesian)

Misalkan A dan B keduanya merupakan himpunan tak kosong.

Himpunan semua pasangan terurut (x,y) dengan x € A dan y € B

disebut hasil kali kartesian dari A dan B, dinotasikan A x B sebagai
AXB={(x,y)|x € A,y € B}.

Contoh 2.1.2
Diberikan himpunan A = {1,2} dan B = {x, y, z}. Perkalian kartesian
dari A ke B adalah

A X B = {(1’ x)’ (2’ x)’ (1’ y)’ (2’ y)’ (11 Z)’ (21 Z)}'

Definisi 2.1.3 (Relasi)

Relasi dari himpunan A ke himpunan B adalah suatu aturan yang
memasangkan anggota himpunan A dan himpunan B dengan aturan
tertentu.

Misalkan R adalah relasi dari A ke B. Jika x € A berelasi
dengan y € B oleh R, maka relasi tersebut dapat ditulis sebagai xRy
atau dalam bentuk himpunan terurut R = {(x,y)|x € A,y € B}.

Contoh 2.1.4

Diberikan himpunan A = {1,2} dan himpunan B = {1,4,7,8}.
Didefinisikan relasi “pasangan bilangan genap” himpunan
A ke himpunan B dengan (x,y) ER, adalah



Ax B ={(1,1),(14),(17),(18),(21),(24),27),(28)}  dan
R =1{(2,4),(28)} S A xB.

Definisi 2.1.5 (Pemetaan)

Misalkan A dan B keduanya adalah himpunan tak kosong. Relasi f
dari A ke B disebut pemetaan dari A ke B jika untuk setiap x € A
terdapat tepat satu y € B, sedemikian sehingga y = f(x). Pemetaan
f dari himpunan A ke himpunan B, dapat ditulis

f:A—>BatauAL>B.
x=y=fx)

Contoh 2.1.6

Diberikan himpunan A dan B seperti pada Contoh 2.1.4. Akan
ditunjukkan bahwa R = {(2,4), (2,8)} adalah pemetaan dari A ke B.
Jawab:

Berdasarkan Contoh 2.1.4, terbukti bahwa R merupakan suatu relasi
dari A ke B. Untuk setiap a € A berpasangan dengan tepat satu
b € B, terbukti R adalah pemetaan dari A ke B dan dituliskan
sebagai R: A - B.

2.2 Grup

Salah satu struktur aljabar adalah grup. Grup merupakan suatu
himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan satu operasi biner dan
memenuhi aksioma-aksioma tertentu. Berikut ini diberikan definisi,
teorema beserta contoh yang berkaitan dengan grup, dikutip dari
Andari (2015).

Definisi 2.2.1 (Grup)
Misalkan G adalah himpunan tak kosong dengan operasi biner .
(G,*) disebut grup jika aksioma berikut dipenuhi,
1. Tertutup, yaitu untuk setiap a, b € G, berlaku a * b € G.
2. Asosiatif, yaitu untuk setiap a, b, ¢ € G, berlaku
(axb)*c=ax(bx*c).
3. Mempunyai elemen satuan atau elemen identitas, yaitu untuk
setiap a € G terdapat e € G sedemikian sehingga berlaku
exa=ax*xe=a.
4. Setiap elemen mempunyai invers, yaitu untuk setiap a € G,
terdapat a~! € G, sedemikian sehingga berlaku



Contoh 2.2.2

(Zg, +) adalah grup.

Jawab:
Tabel 2.1 Operasi penjumlahan pada Zg
+ 0 1 2 3 4 5
0 0 1 2 3 4 5
1 1 2 3 4 5 0
2 2 3 4 5 0 1
3 3 4 5 0 1 2
4 4 5 0 1 2 3
5 5 0 1 2 3 4

i)  Berlaku sifat tertutup.

Pada Tabel 2.1 terlihat bahwa penjumlahan antar elemen Zg
akan menghasilkan elemen Zg pula, maka sifat tertutup
dipenuhi.

ii) Berlaku sifat asosiatif.

Ambil a = 2, b = 3, ¢ = 1, maka berlaku
(a+b)+c=2+3)+1=0
a+(b+c)=2+B+1)=0
Sehingga(a+b)+c=a+ (b+0).

Dengan cara yang sama berlaku untuk setiap a, b, ¢ € Zg.

iii) Memiliki elemen netral atau elemen identitas yaitu e = 0.
Terlihat pada kolom kedua dan baris kedua Tabel 2.1, bahwa
semua elemen Z, yang dijumlahkan dengan 0 akan
menghasilkan elemen itu sendiri.

iv) Setiap elemen mempunyai invers.

Dari Tabel 2.1 didapat bahwa:

Invers dari 0 adalah 0, sebab 0 + 0
Invers dari 1 adalah 5, sebab 1 + 5
Invers dari 2 adalah 4, sebab 2 + 4 =
Invers dari 3 adalah 3, sebab 3 + 3 =
Invers dari 4 adalah 2, sebab 4 + 2 =
Invers dari 5 adalah 1, sebab5 + 1 =
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Jadi terbukti bahwa (Z¢, +) merupakan grup.



Definisi 2.2.3 (Subgrup)
Misalkan (G,*) adalah grup. H adalah himpunan bagian tak kosong
pada G. H disebut subgrup dari G jika (H,*) juga merupakan grup.

Contoh 2.2.4
Diketahui (Zg, +) grup dan H = {0,3} himpunan bagian dari Zg.
Akan ditunjukkan bahwa H subgrup dari Z.

Jawab:
Tabel 2.2 Operasi penjumlahan pada H
+ 0 3
0 0 3
3 3 0
i)  Berlaku sifat tertutup. L o
Sebab 0+0=0€H; 0+3=3€H;, 3+0=3€H,
3+3=0€H.
ii) Berlaku sifat asosiatif.
Tabel 2.3 Assosiatif pada H
a b c (a+b)+c a+(b+c)
0|0 0 0 0
0|0 3 3 3
0 | 3 0 3 3
0 | 3 3 0 0
310 0 3 3
310 3 0 0
3 |3 0 0 0
3|3 3 3 3
Pada Tabel 2.3 terbukti bahwa untuk setiap a,b,c € H,
berlaku (a + b) + c=a+ (b + ¢).
iii) Memiliki elemen netral atau elemen identitas yaitu e = 0.
Ambila=3, maka0+3=3+0=3
iv) Setiap elemen mempunyai invers. Dari Tabel 2.2 didapat

bahwa:
Invers dari 0 adalah 0, sebab 0 + 0 = 0;



Invers dari 3 adalah 3, sebab 3 + 3 = 0;
Jadi terbukti bahwa (H, +) merupakan subgrup dari Zg.

Teorema 2.2.5
Misalkan (G,*) adalah grup dan H < G. (H,*) merupakan subgrup
dari G jika dan hanya jika

1. Untuksetiapa,b € H berlakua «b € H

2. Untuk setiap a € H berlakua™' € H.

Bukti:

(=) Diketahui bahwa H subgrup dari G. Akan dibuktikan
bahwa berlaku ketentuan 1 dan 2. Karena H subgrup, berarti
H merupakan grup. Sehingga berlaku sifat tertutup, assosiatif,
mempunyai elemen satuan dan setiap elemen mempunyai invers.
Dengan demikian ketentuan 1 dan 2 terpenuhi.

(&) Diketahui berlaku ketentuan 1 dan 2 tersebut, akan
dibuktikan H adalah subgrup. Sifat tertutup pada H telah dipenuhi
pada ketentuan 1. Sifat assosiatif juga dipenuhi karena semua elemen
H juga merupakan elemen G. Setiap elemen mempunyai invers yang
dipenuhi oleh ketentuan 2. H mempunyai elemen satuan, ambil a,
a~l € H karena berlaku sifat tertutup, maka a*a ! =e € H.
Sehingga diperoleh e € H. Jadi terbukti bahwa H merupakan
subgrup. [ |

Contoh 2.2.6
Diketahui (Zg, +) merupakan grup dan H = {0,2,4} himpunan
bagian dari Zg. Akan ditunjukkan bahwa H subgrup dari Zg.
Jawab:
i) Pada Tabel 2.4 terlihat bahwa penjumlahan antar elemen H
akan menghasilkan elemen H pula, sehingga sifat tertutup
dipenuhi.

Tabel 2.4 Operasi penjumlahan pada H

+ 0 2

0 0 2 4
2 2 4 0
4 4 0 2




i) Setiap elemen H mempunyai invers yang juga merupakan
elemen H.

Invers dari 0 adalah 0, sebab 0 + 0 = 0 +

Invers dari 2 adalah 4, sebab 2 + 4 = 4 +

Invers dari 4 adalah 2, sehab4 + 2 =2 + 4 =

Jadi terbukti bahwa H merupakan subgrup dari Zg.
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Teorema 2.2.7
H merupakan subgrup dari (G,*) jika dan hanya jika untuk setiap
a,b € H,berlakua *xb~1 € H.

Bukti:

(=) Diketahui bahwa H merupakan subgrup. Akan
dibuktikan a * b~ € H untuk setiap a,b € H. Karena H subgrup
sehingga menurut Teorema 2.2.5 berlaku

i) a=be€H, untuksetiapa,b € H

ii) a '€ H,untuksetiap a € H.
Karena setiap elemen dari H mempunyai invers, untuk b € H
diperoleh b~' € H. Selanjutnya untuk a,b~' € H diperoleh
axb~1 € H. Jadi, terbukti bahwa a * b~ € H untuk setiap a,b €
H.

(&) Diketahui bahwa untuk setiap a,b € H berlaku
a*b~1 € H. Akan dibuktikan H merupakan subgrup pada G, dalam
hal ini

i) a”!€H, untuksetiapa € H

ii) a=xbeH, untuksetiapa,b € H.
Sesuai yang diketahui, diperoleh bahwa a * a=! = e € H. Dengan
demikian, karena e € H dan a € H, diperoleh

exal=a"leH.

Demikian halnya untuk b € H, didapat e x b~ = b~ € H. Karena
a,b™! € H, diperoleh a x (b~1)"t = a * b € H. Jadi:

(i) a~! € H, untuk setiap a € H dan

(i) a=b € H,untuk setiap a,b € H.
Dengan demikian terbukti bahwa H merupakan subgrup dari G. m



Contoh 2.2.8
o _([a b
Diberikan M,(Z) = {[C d

K = {[g g]:a,b € Z}. M, (Z) merupakan grup terhadap operasi

penjumlahan. Akan ditunjukkan bahwa K merupakan subgrup dari
M, (Z).

Jawab:

Karena (M,(Z),+) grup, maka untuk membuktikan bahwa K
merupakan subgrup digunakan operasi penjumlahan. Ambil
A, B € K, maka

:a,b,c,dEZ} dan

A:[g g]danB:[S g
sehingga diperoleh
A_Bz[aac bad]ekv

Karena A — B € K, dapat disimpulkan bahwa K merupakan subgrup
dari M, (Z).

Teorema 2.2.9
Jika H dan K masing-masing merupakan subgrup dari grup G maka
H N K juga merupakan subgrup.

Bukti:

i) Ambil sembarang a,b € HN K, maka a,b € H dan a,b € K.
a,b € H, karena H merupakan subgrup sehingga berlaku
a * b € H. Demikian juga dengan a, b € K, karena K subgrup
, berlaku a+b € K. Karena axb € H dan a*b € K, jadi
ax*be HNK.

ii) Ambila € HN K, maka a € H dan a € K. Karena H subgrup
dan a € H, sehingga berlaku a~! € H. Demikian halnya
dengan K subgrup dan a € K, berlaku a™! € K. Karena
aleHdana €K, makaa ! €e HNK.

Dari i) dan ii) menurut Teorema 2.2.5 terbukti bahwa H N K
merupakan subgrup dari grup G. ]

Contoh 2.2.10
Diketahui (Zg,+) merupakan grup, H = {0,3} dan L ={0,2,4}
masing-masing subgrup dari Z, seperti pada Contoh 2.2.4 dan



Contoh 2.2.6. Akan ditunjukkan bahwa H N L juga merupakan
subgrup.
Jawab:
H=1{0,3}, L=1{0,2,4}, sehingga HNL={0}. Karena {0}
merupakan subgrup, jadi terbukti bahwa H N L merupakan subgrup
dari Zg.

Definisi 2.2.11 (Koset)

Misalkan (G,*) adalah grup, a € G, dan H = {hy, hy, h3, ... }.
axH={axhy,a*hyaxhg,..}

disebut koset kiri relatif terhadap subgrup H, dan
Hxa=1{h;*a,hy *a,h; *q,..}

disebut koset kanan relatif terhadap subgrup H.

Contoh 2.2.12

Diketahui (Z,+) adalah grup, dan H ={0,+2,+4,46,..}
merupakan subgrup dari Z. Tentukan banyaknya koset di Z relatif
terhadap H.

Jawab:

0+H=H

1+H={£1,+3,4%54+7,..}

24+ H={0,+2,+4,+6,..}=H

3+H={+1,43,4#5,+7,..} =1+H

Dan seterusnya, sehingga banyaknya koset ada 2 yaitu H dan 1 + H.

Definisi 2.2.13 (Subgrup normal)

Misalkan (G,*) adalah grup dan N adalah subgrup dari G. N disebut
subgrup normal dari G jika berlaku a *n*a~! € N, untuk setiap
a € G dan n € N. N subgrup normal dari grup G biasa diberi notasi
N < G.

Contoh 2.2.14
Diketahui G merupakan grup terhadap operasi perkalian, dengan

_([a b1]. _([1 b1,
G_{[O 2 :a,b € R,a >0}, dan 5_{[0 1].beR}.
Tunjukkan bahwa S merupakan subgrup normal.

Jawab:

Karena G adalah grup terhadap operasi perkalian matriks, akan
ditunjukkan bahwa S merupakan subgrup terhadap operasi perkalian.
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Ambil A dan B elemen di S, misalkan 4 = [é ‘11],3 = [(1) Iﬂ

0

a7 =y Sl 71=lo 7 “es

Karena untuk setiap 4, B € S berlaku AB~ € S maka S merupakan
subgrup. Selanjutnya akan ditunjukkan S adalah normal. Ambil

AeGdanB € S, yaituA = [g alzll,B = [(1) ﬂ

Bl = [1 _1b] diperoleh

-1
Al = [a _b], diperoleh
0 “ [ b 111 1 b
-1 _[a clla —
ABA™ = 0 a_l] [0 1][ 0 a ]

ac+b [a‘l —b]
al 0 a

o Q

[aa™! —ab+atlac + a‘lb]
[ 0 ala

[ -1
_[1 —ab+c+a b]ES
10 1

Jadi S merupakan normal. Karena S subgrup dan normal, terbukti
bahwa S merupakan subgrup normal.

Sifat 2.2.15
Jika N;, N, masing-masing adalah subgrup normal dari grup (G,*),
maka N; N N, juga merupakan subgrup normal.

Bukti:

Ambil xe€ (N;nN,}, maka x€N; dan x€N,. Karena
x € Ny, untuk setiap a € G berlaku a *x xa~! € N; dan karena
x € N,, untuk setiap a € G berlaku a*x*a~! €N, Karena
axx+a 1 €N; dan a*x=*a"!€N,, dapat disimpulkan bahwa
axxx*a"l € (N, NN,).

Terbukti bahwa N; N N, merupakan subgrup normal. |

Definisi 2.2.16 (Normalisator)

Misalkan (G,*) grup dan S adalah himpunan bagian dari G.
Normalisator dari S di G, yang diberi notasi Ng adalah himpunan
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semua n € G sedemikian sehingga n * S = § * n. Secara matematis
dapat dituliskan sebagai:
Ng={neGnxS =Sx*n}

Contoh 2.2.17

Diberikan grup (G,x) dan subgrub S seperti pada Contoh 2.2.14.
Akan ditentukan normalisator dari S di G.

Jawab:

Jika diambil n elemen di G, dan harus berlaku nS = Sn, maka hanya

dipenuhi oleh I di G, yaitu [é (1)] Jadi normalisator S di G adalah

w={lo I}

Definisi 2.2.18 (Homomorfisma)
Misalkan (G,*) adalah grup dan (M,") adalah grup. Didefinisikan
p:G - M, p disebut homomorfisma grup bila dan hanya bila
dipenuhi:

p(a=b) =p(a)-p(b)

Contoh 2.2.19
Diberikan suatu pemetaan yang didefinisikan sebagai berikut
g:(Z,+) - (Z,+)
aw» 2a
Tunjukkan  bahwa pemetaan tersebut  merupakan  suatu
homomaorfisma grup.

Jawab:
g(a) =2a
gla+b)=2(a+b)
=2a+2b
=g(a) + g(b)

Jadi g merupakan homomorfisma grup.
Misalkan M dan N masing-masing adalah grup dan p: M - N

adalah suatu homomorfisma. p disebut epimorfisma jika p
merupakan homomorfisma yang surjektif.
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2.3 Himpunan Fuzzy

Himpunan fuzzy adalah sebuah himpunan yang anggotanya
memiliki derajat keanggotaan tertentu yang ditentukan oleh fungsi
keanggotaan atau fungsi karakteristik. Berikut ini diberikan definisi-
definisi yang berhubungan dengan himpunan fuzzy dikutip dari
Priya, dkk.(2013) dan Klir & Yuan (1995).

Definisi 2.3.1 (Himpunan fuzzy)

Misalkan X adalah sembarang himpunan tak kosong. Himpunan
fuzzy atau disebut juga sebagai himpunan bagian fuzzy p pada X
adalah pemetaan p: X — [0,1]. Karena p adalah pemetaan, maka u
dapat ditulis dalam bentuk himpunan terurut, dalam hal ini

u={(x,u(0)lx € X}.

Contoh 2.3.2

Diberikan suatu himpunan X = {0,1,10,100,1000}, dan pemetaan u
yang didefinisikan w:X - [0,1] sedemikian sehingga
u(0) = 0; u(1) = 0.25; u(10) = 0.5; u(100) = 0.75; u(1000) = 1.
Himpunan  u = {(0,0),(1,0.25),(10,0.5), (100,0.75), (1000,1)}
disebut sebagai himpunan fuzzy atau himpunan bagian fuzzy pada X.

Definisi 2.3.3 (Operasi standar fuzzy)
Misalkan y dan 8 masing-masing merupakan himpunan bagian fuzzy
pada X. Irisan dan gabungan dari udan g didefinisikan sebagai
berikut:

a.  (unp)(x) =min{u(x), B(x)},

b. (U pB)(x) = max{u(x), B(x)}

Contoh 2.34
Diberikan suatu himpunan X = {0,1,2,3,4} serta u dan 8 himpunan
bagian fuzzy pada X, sedemikian sehingga
p(0) = 0; u(1) = 0.25;u(2) = 0.5;u(3) = 0.75; u(4) = 1,
B(0) =0;5(1) =0.3; f(2) =0.5;5(3) = 0.8; 4(4) = 1.
Akan ditentukan (unp)(1), @Up)(A), @nNpB)(3), dan
v p)@3).
Jawab:
e (unp)(1) =min{u(1),(1)} = min{0.25,0.3} = 0.25
e (up)A) =max{u(1),B(1)} = max{0.25,0.3} = 0.3
e (unp)(3) =min{u(3),B(3)} = min{0.75,0.8} = 0.75
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e (uuUp)(3)=max{u(3),B(3)} = max{0.75,0.8} = 0.8

Definisi 2.3.5 (Subgrup fuzzy)
Misalkan (G,*) grup. Himpunan bagian fuzzy p dari G disebut
subgrup fuzzy jika untuk setiap x,y € G, berlaku

i) puCxe*y) =minfu(x), u()}

i) p(x™h) = p).

Contoh 2.3.6
Diberikan suatu grup (Zg, +) dan pemetaan u:Zg — [0,1],
sedemikian sehingga,
03; x
ux) =40.7;
09;
untuk setiap x € Zg. Akan ditunjukkan bahwa pemetaan u
merupakan subgrup fuzzy dari Zg.
Jawab:
Z¢ merupakan grup terhadap penjumlahan, maka akan ditunjukkan
bahwa memenuhi  p(x +y) = min{u(x), u(y)}  dan

p(=x) = u(x).

i) Berdasarkan Tabel 2.5 didapat bahwa
u(x +y) = min{u(x), u(y)}, untuk setiap x,y € Zg.

ii) Berdasarkan Tabel 2.6, didapat bahwa u(—x) = u(x), untuk
setiap x € Zg.

Karena (i) dan (ii) terpenuhi, maka terbukti bahwa u
merupakan subgrup fuzzy dari Zg,.
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Tabel 2.5 Hasil operasi pemeriksaan subgrup fuzzy dari Zg

x|y |x+y | p) | p@) | plx+y) | min{u(x), u(y)}
ol © 0.9 0.9 0.9
1| 1 0.3 0.3 0.3
s12] 2 0g |03 0.3 0.3
3] 3 0.7 0.7 0.7
3| % 0.3 0.3 0.3
5| 5 0.3 0.3 0.3
ol 1 0.9 0.3 0.3
1] 2 0.3 0.3 0.3
;12 3 03 |03 0.7 0.3
3] 2 0.7 0.3 0.3
2| 5 0.3 0.3 0.3
5| 0 0.3 0.9 0.3
0| 2 0.9 0.3 0.3
1] 3 0.3 0.7 0.3
s12] 4 03 |03 0.3 0.3
3| 5 0.7 0.3 0.3
2] 0 0.3 0.9 0.3
50 1 0.3 0.3 0.3
o| 3 0.9 0.7 0.7
1] 2 0.3 0.3 0.3
s12] 5 07 |03 0.3 0.3
3] 0 0.7 0.9 0.7
2] 1 0.3 0.3 0.3
5 2 0.3 0.3 0.3
0| 2 0.9 0.3 0.3
i| 5 0.3 0.3 0.3
2121 0 03 |03 0.9 0.3
3] 1 0.7 0.3 0.3
| 2 0.3 0.3 0.3
5| 3 0.3 0.7 0.3
ol 5 0.9 0.3 0.3
1] 0 0.3 0.9 0.3
2] 1 0s |93 0.3 0.3
3] 2 0.7 0.3 0.3
2] 3 0.3 0.7 0.3
5| 2 0.3 0.3 0.3
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Tabel 2.6 Pemeriksaan kesamaan p(x) dengan pu(—x)

x —X p(x) p(=x)
0 0 0.9 0.9
1 5 0.3 0.3
2 4 0.3 0.3
3 3 0.7 0.7
4 2 0.3 0.3
5 1 0.3 0.3

Definisi 2.3.7 (Subgrup normal fuzzy)
Misalkan (G,*) grup. Subgrup fuzzy u pada G dikatakan normal jika
untuk setiap x, y € G berlaku

plx +y+x~1) = pu(y) atau pu(x * y) = p(y * x).

Contoh 2.3.8
Diberikan grup (Ze,+) dan subgrup fuzzy u seperti pada Contoh
2.3.6. Akan ditunjukkan bahwa yu merupakan subgrup normal fuzzy.
Jawab:
Karena Zg grup terhadap penjumlahan, maka akan ditunjukkan
bahwa untuk setiap x, y € Z¢ berlaku u(x +y + (—x)) = u(y) atau
p(x +y) =puly + x),

Berdasarkan Tabel 2.7 didapat bahwa untuk setiap x,y € Z¢
berlaku  u(x +y + (—x)) = u(y). Maka pu merupakan subgrup
normal fuzzy dari Zg.
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Tabel 2.7 Hasil operasi pemeriksaan subgrup normal fuzzy dari Zg

X|y|—x|x+y+(—x) pix+y+(—x) u(y)
0 0 0.9 0.9
1 1 0.3 0.3
5 Z 5 2 0.3 0.3
3 3 0.7 0.7
7 | 7 0.3 0.3
I 5 0.3 0.3
0 0 0.9 0.9
1| 1 0.3 0.3
2] - 2 0.3 0.3
SR 3 0.7 0.7
7 | 7 0.3 0.3
I 5 03 0.3
0 0 0.9 0.9
1| 1 0.3 0.3
5 Z Z 2 0.3 0.3
3 3 0.7 0.7
|7 | i 0.3 0.3
5 | 5 0.3 0.3
0 0 0.9 0.9
1| 1 0.3 0.3
_l21 - 2 0.3 0.3
331 3 3 0.7 0.7
7| 7 0.3 0.3
5 | 5 03 0.3
0 0 0.9 0.9
1| 1 0.3 0.3
Z Z 5 2 0.3 0.3
3 3 0.7 0.7
7| 7 0.3 0.3
5 | 5 03 0.3
0 0 0.9 0.9
1| 1 0.3 0.3
_l2] - 2 0.3 0.3
5= 1 -
3 3 0.7 0.7
7 | 7 0.3 0.3
5 | 5 0.3 0.3
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Definisi 2.3.9 (Level subset)
Misalkan G merupakan grup dan u subgrup fuzzy dari G. Untuk
sembarang t € [0,1], level subset dari u adalah

ut = {x € Glu(x) = t}.

Contoh 2.3.10

Akan ditentukan himpunan %> pada Contoh 2.3.6.
Jawab:

Himpunan u%° = {x € Zg: u(x) = 0.5} = {0, 3}.

Berikut diberikan definisi dari koset kanan (kiri) fuzzy dan
koset tengah fuzzy yang dikutip dari Onasanya & llori (2013).

Definisi 2.3.11 (Koset fuzzy)

Misal u merupakan subgrup fuzzy dari grup (G,*). Untuk
a € G, koset Kkiri (atau kanan) fuzzy ,u (atau u,) dari G
oleh a dan u didefinisikan dengan (,u)(x) = u(a™! xx) (atau
(ug)(x) = u(x *a=1) ) untuk semua x € G. Maka koset kiri dan
koset kanan fuzzy yaitu,

att = {(x,u(a™ xx))|x € G}, dan
e = {(x, u(x *a™"))|x € G}.

Koset kiri dan koset kanan fuzzy dikatakan sama ( ,u = pg)
jika untuk setiap x € G, berlaku ( 1) (x) = (ug) (x).

Contoh 2.3.12
Diberikan suatu grup (Ze,+) dan pemetaan u:Zg — [0,1],
sedemikian sehingga,

03; xe{l,245)}

ulx) =407; x=3

09; x=0
untuk setiap x € Zg. Seperti pada Contoh 2.3.6, u merupakan
subgrup fuzzy dari Zg. Akan ditentukan  koset  Kiri
fuzzy  (qou)(x) =pu((—a)+x) dan Kkoset kanan fuzzy
(Ug)(x) = p(x + (—a)) dari Zg untuk a € Zg.
Jawab:
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Tabel 2.8 Hasil operasi

enentuan koset kiri (kanan) fuzzy dari Zg

a|x|(-a) |[(ca)+x | x+(-a) pu((=a) +x) u(x + (—a))
0 0 0 0.9 0.9
1 1 1 0.3 0.3
_ |2 _ 2 2 0.3 0.3
0fF= O — —
3 3 3 0.7 0.7
4 4 4 0.3 0.3
5 5 5 0.3 0.3
0 5 5 0.3 0.3
1 0 0 0.9 0.9
_ |2 _ 1 1 0.3 0.3
1 —7 5 — —
3 2 2 0.3 0.3
4 3 3 0.7 0.7
5 4 4 0.3 0.3
0 4 4 0.3 0.3
1 5 5 0.3 0.3
_ |2 _ 0 0 0.9 0.9
2 —1 4 — —
3 1 1 0.3 0.3
4 2 2 0.3 0.3
5 3 3 0.7 0.7
0 3 3 0.7 0.7
1 4 4 0.3 0.3
12| - 5 5 0.3 0.3
3 —=1 3 — —
3 0 0 0.9 0.9
4 1 1 0.3 0.3
5 2 2 0.3 0.3
0 2 2 0.3 0.3
1 3 3 0.7 0.7
_ |2 _ 4 4 0.3 0.3
4 — 2 — —
3 5 5 0.3 0.3
4 0 0 0.9 0.9
5 1 1 0.3 0.3
0 1 1 0.3 0.3
1 2 2 0.3 0.3
N 2 3 3 0.7 0.7
S5Fr=—/ 1 — —
3 4 4 0.3 0.3
4 5 5 0.3 0.3
5 0 0 0.9 0.9
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Dari Tabel 2.8 didapat bahwa koset kanan dan kiri fuzzy dari Zg
sebagai berikut:

0.3, x€{1,2,4,5}
o gu(x) =pg(x) =40.7, x=3
09, x=0
ot = ug = {(0,0.9),(1,0.3),(2,0.3),(3,0.7), (4,0.3),(5,0.3)}
03, x€{0,235}
o gu(x) =p1(x) =407, x=14
09, x=1
11 = p1 = {(0,0.3),(1,0.9),(2,0.3),(3,0.3),(4,0.7),(5,0.3)}
03, x€{0,1,3,4}
e Su(x)=pz(x) =407, x=5
09, x=2
it = pz = {(0,0.3),(1,0.3),(2,0.9), (3,0.3), (4,0.3),(5,0.7)}
0.3, x€{1,2,45}
o su(x)=uz(x) =407, x=0

09, x=3
31 = uz = {(0,0.7),(1,0.3),(2,0.3),(3,0.9), (4,0.3),(5,0.3)}

0.3, x€{0,2,3,5}
o u(x)=pz(x) =407, x=1
o9, x=3 _
at = uz = {(0,0.3),(1,0.7),(2,0.3),(3,0.3),(4,0.9), (5,0.3)}
03, x€{0,1,3,4}

e zulx)=ps(x) =407, x=
09, x-=
su = us = {(0,0.3),(1,0.3),(2,0.7),(3,0.3),(4,0.3),(5,0.9)}

Koset kiri dan koset kanan fuzzy diatas sama ( ,u = p,) untuk setiap
X € Zsg.
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Definisi 2.3.13 (Koset tengah fuzzy)

Misal 4 merupakan subgrup fuzzy dari grup (G,*). Untuk semua
a,b € G, koset tengah fuzzy ,u, dari G didefinisikan sebagai
(atip)(@) =u(a ™t xx+b~1) untuk setiap x € G. Maka koset
tengah fuzzy yaitu,

atty = (e u(a™ 2+ b)) |x € G},

Contoh 2.3.14

Diberikan suatu grup (Z¢,+) dan pemetaan u:Zg — [0,1],
sedemikian sehingga,

03; xe{l

ulx) =407; =3

09; x=0

untuk setiap x € Zg. Seperti pada Contoh 2.3.6. u merupakan
subgrup fuzzy dari Zg. Akan ditentukan koset tengah fuzzy dari Zg.
Ambil a, b € Zj.

Untuk a = 0 dan b = 2, maka

Tabel 2.9 Hasil operasi penentuan koset tengah ( 6;17)

al x |b|-a|-b|-a+x+(—b) | u(—a+x+ (—b))
0 4 0.3
1 5 0.3
S 2 I _ 0 0.9
I 1 03
4 2 0.3
5 3 0.7

Maka koset tengah ., adalah

0.3, x€{0,1,3,4}
(6#2 )(x) =407, x=5
09, x=2

oty = {(0,0.3),(1,0.3),(2,0.9), (3,0.3), (4,0.3),(5,0.7)}.
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Untuk a = 3 dan b = 4, maka

Tabel 2.10 Hasil operasi penentuan koset tengah ( s )

b|-a|-b|—-a+x+(-b) | u(—a+x+ (—b))

0.3
0.9
0.3
0.3
0.7
0.3

I
G| DI WIHNI =] Ol &
I
I
I

Al WI| NI =1 ol Ul

Maka koset tengah ,u;, adalah
03, x€{0,2,35)
(5“1 )(x) = {0.7, x=4
09, x=1
My = {(0,0.3),(1,0.9),(2,0.3),(3,0.3),(4,0.7),(5,0.3)}.

2.4  Himpunan Bagian Q-Fuzzy

Himpunan bagian Q-fuzzy merupakan pengembangan dari
himpunan bagian fuzzy yang diperkenalkan oleh Solairaju dan
Nagarajan (2009). Berikut ini diberikan definisi-definisi yang
berhubungan dengan himpunan bagian Q-fuzzy dikutip dari Priya,
dkk. (2013).

Definisi 2.4.1 (Himpunan bagian Q-fuzzy)
Misalkan G dan Q keduanya merupakan himpunan tak kosong.
Himpunan bagian Q-fuzzy u pada G adalah suatu pemetaan

1:G x Q - [0,1].
Karena p adalah pemetaan, maka u dapat ditulis dalam bentuk
himpunan terurut, dalam hal ini

1= {((x,q), ulx, 9)I(x,q) € G % Q}.

Contoh 2.4.2
Diberikan himpunan G = {0,1,2} dan Q = {1,2}. Hasil kali kartesian
dari G dengan Q adalah

G xQ =1{(0,1),(00,2),(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)}.
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Pemetaan u didefinisikan u: G X Q — [0,1] sedemikian sehingga
1(0,1) = 0; u(0,2) = 0.2; u(1,1) = 0.4;
u(1,2) = 0.6; u(2,1) = 0.8; u(2,2) = 1.
Himpunan
u = {[(0,1),0],[(0,2),0.2],[(1,1),0.4],
[(1,2),0.6],[(2,1),0.8],[(2,2), 1]}
disebut sebagai himpunan bagian Q-fuzzy pada G.

Definisi 2.4.3 (Subgrup Q-fuzzy)

Himpunan bagian Q-fuzzy u merupakan subgrup Q-fuzzy dari (G,*)
jika untuk setiap x,y € G, g € Q memenuhi

) u(x *y,q) = min{ux, ), u(y, q)}

i) p(x~h @) = u(x, ).

Contoh 2.4.4

Diberikan (Z¢, +) grup dan himpunan Q = {1,2} dengan pemetaan u
yang didefinisikan u: Zg X Q — [0,1] sedemikian sehing_;ga
(0,(x,q€e{11),21,%1),(51)}

W) = ! 0.4,(x, ) € {(1,2), (2,2),(#,2),(5,2)}

0-81 (xP CI) E {(3P 1)! (35 2)}

1,(x,q) € {(0,1),(0,2)}
Akan ditunjukkan bahwa y merupakan subgrup Q-fuzzy dari Z.

Jawab:
i) Akan ditunjukkan bahwa u(x + y,q) = min{u(x,q), u(y, q)}
untuk setiap x,y € Z¢ dan q € Q.

Dari Tabel 2.11 dan Tabel 2.12 terlihat bahwa untuk setiap

x,y € Zg dan q € Q berlaku(x +y,q) = min{u(x, q), u(y, @)},
maka syarat pertama terpenuhi.
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Tabel 2.11 Hasil operasi pemeriksaan subgrup Q-fuzzy untuk g = 1

min{u(x, 1), u(y, 1)}

0.8

0.8
0.8

ux+y,1)

0.8

0.8

0.8

0.8

0.8

0.8

u(y, 1)

x
S

y | ux1)

=

ErRms

DEnaNE

DEraNE

DErRmE

=

X

(=)

I

1IN

on

I<+

N
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Tabel 2.12 Hasil operasi pemeriksaan subgrup Q-fuzzy untuk g = 2

x|y | ux2) | ny2) ulx+y,2) min{u(x,2), u(y,2)}
0 1 1 1
1] 0.4 0.4 0.4
5 Z . 0.4 0.4 0.4
3 0.8 0.8 0.8
7 | 0.4 0.4 0.4
5 | 0.4 0.4 0.4
0 1 0.4 0.4
1| 0.4 0.4 0.4
2 0.4 0.8 0.4
3 0.8 0.4 0.4
7| 0.4 0.4 0.4
|5 | 0.4 1 0.4
0 1 0.4 0.4
1| 0.4 0.8 0.4
5 2| 04 0.4 0.4 0.4
3 08 0.4 0.4
I 0.4 1 0.4
|5 | 0.4 0.4 0.4
0 1 0.8 0.8
1| 0.4 0.4 0.4
3 Z 08 0.4 0.4 0.4
3 08 1 08
7| 0.4 0.4 0.4
I 0.4 0.4 0.4
0 1 0.4 0.4
1] 0.4 0.4 0.4
. Z o4 0.4 1 0.4
3 08 0.4 0.4
7 | 0.4 0.4 0.4
5 | 0.4 0.8 0.4
0 1 0.4 0.4
1| 0.4 1 0.4
. Z oa 0.4 0.4 0.4
3 08 0.4 0.4
7 | 0.4 0.8 0.4
5 | 0.4 0.4 0.4
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i) Akan ditunjukkan bahwa u(—x,q) = u(x,q) untuk setiap

x € Zg dan g € Q.

Tabel 2.13 Pemeriksaan kesamaan u(x, q) dengan p(—x, q)

x |—x| px1) p(=x,1) ux,2) pu(=x,2)
0|0 1 1 1 1
1|5 0 0 0.4 0.4
2 | 4 0 0 0.4 0.4
3|3 0.8 0.8 0.8 0.8
4 | 2 0 0 0.4 0.4
5| 1 0 0 0.4 0.4

Dari Tabel 2.13 terbukti u(—x, q) = u(x, q@), untuk setiap x € Z¢ dan

q€qQ.
Dengan terpenuhinya i) dan ii), maka terbukti bahwa u
merupakan subgrup Q-fuzzy dari Zs.

Contoh 2.4.5
Diberikan (Z, +) grup dan himpunan Q = {q} dengan pemetaan «
yang didefinisikan a:Z x Q — [0,1] sedemikian sehingga

(1, xe2z
a(x,q) = {O, x yang lain

Akan ditunjukkan bahwa a merupakan subgrup Q-fuzzy dari Z.
Jawab:
i) Akan ditunjukkan bahwa a(x + y,q) = min{a(x, q), a(y, q)}
untuk setiap x,y € Z dan q € Q.
e Untuk x genap dan y genap, maka x + y genap, sehingga

alx+y,q)=1
a(x,q) =1
a(y,q) =1

Didapat a(x + y, q¢) = min{a(x, q), a(y, )}

e Untuk x genap dan y ganjil, maka x + y ganjil, sehingga

ax+y,q)=0
a(x,q) =1
a(y,q) =0

Didapat a(x + y, q) = min{a(x, q), a(y, )}

26



e Untuk x ganjil dan y ganjil, maka x + y genap, sehingga

alx+y,q)=1
a(x,q) =0
a(y,q) =0

Didapat a(x + y,q) = min{a(x,q), a(y, q)}.
Dari ketiga kemungkinan tersebut, semuanya memenuhi

a(x +vy,q) = min{a(x, q),a(y,q)} untuk setiap x,y € Z dan
q€Q.

Akan ditunjukkan bahwa a(—x,q) = a(x,q) untuk setiap
x € Z dan q € Q. Karena untuk x genap inversnya adalah (—x)
yang juga genap, pastilah

a(-x,q) =alx,q) =1
begitu pula untuk x ganjil inversnya adalah (—x) yang juga
ganjil, sehingga

a(—x,q) = a(x,q) = 0.
Terbukti a(—x,q) = a(x, g), untuk setiap x € Z dan q € Q.

Dengan terpenuhinya i) dan ii), maka a merupakan subgrup

Q-fuzzy dari Z.

Untuk selanjutnya penulisan (G,*) dinotasikan sebagai G, dan

(x * y) sebagai (xy).
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