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1.1 Latar Belakang
Komunitas ‘adalah kumpulan populasi berbagai spesies yang berinteraksi
satu sama lain di lingkungan yang sama. Ilmu yang mempelajari interaksi dalam

suatu komunitas disebut ekologi komunitas. Para ahli ekologi mengkaji bagaimana
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interaksi antar individu dalam suatu komunitas memengaruhi komunitas. Salah
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satu contoh interaksi yang terjadi karena adanya hubungan makan dan dimakan

antar: organisme adalah. predasi, yang melibatkan predator dan. prey. (Mader,
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2010).

Interaksi - predator-prey- dapat dimodelkan - dalam - bentuk ‘matematika.

Pemodelan matematika yang sistematis dapat mengarah pada pemahaman yang

lebih ' baik ~tentang ‘interaksi . tersebut. -Model -matematika ' sederhana  yang
menggambarkan interaksi predator-prey adalah model Lotka-Volterra (Panja, dkk.,
2017). Pada tahun 1925 dan 1926, Lotka:dan Volterra; secara berturut-turut
memaodelkan interaksi predator-prey yang terdiri dari dua populasi, yaitu populasi

predator dan prey. Model Lotka-Volterra pada awalnya dikembangkan untuk
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mengetahui pengaruh predator pada pertumbuhan populasi prey dan kepunahan
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populasi prey. Populasi prey memiliki makanan yang tersedia setiap saat dan

populasi predator bertahan hidup dengan memakan prey. Model predator-prey
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Lokta-Volterra belum memperhitungkan waktu yang diperlukan oleh predator
untuk berburu, membunuh, memakan, dan mencerna prey serta. kenyataan

bahwa ' sumber “makanan ' prey terbatas.

Pada tahun 1965 Holling memperkenalkan fungsi respon, yaitu suatu fungsi

yang dalam ekologi menyatakan jumlah prey yang dimakan oleh predator sebagai
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fungsi kepadatan prey. Holling mengkarakterisasi tiga tipe umum fungsi respon,

yaitu tipe |, tipe ll, dan tipe Il (Mcnaughton dan Wolf, 1992). Selain ketiga fungsi

respon yang dikemukakan ‘Holling, beberapa fungsi respon yang terkenal dalam

l

interaksi predator-prey adalah Beddington-DeAngelis, Monod-Haldane, Crowley-
Martin, ratio-dependent, dan lain-lain.
Model Lotka-Volterra juga mengabaikan struktur ukuran dan. struktur umur

prey maupun predator. Padahal, dalam banyak kasus, populasi bergantung pada
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struktur-ukuran - atau - struktur.. umur. -Akan, lebih baik, apabila- suatu- populasi

dimodelkan sebagai dua subpopulasi atau disebut stage structure yang dapat

e

memengaruhi:- evolusi populasi . (Khajanchi, 2014). Dalam: beberapa dekade

terakhir, model predator-prey stage structure dengan fungsi respon telah banyak
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mendapat perhatian dari  para peneliti. " Xu, dkk. (2004) memodelkan  stage

structure pada predator-prey dengan stage structure dalam umur untuk populasi

prey. Model tersebut terdiri 'dari tiga variabel yang mewakili kepadatan populasi
prey muda, kepadatan populasi prey dewasa; dan kepadatan populasi predator
dengan menggunakan fungsi respon ratio-dependent. Selanjutnya, Meng, dkk.
(2014). _memaodifikasi-model tersebut dengan mengubah fungsi respon menjadi

fungsi respon Crowley-Martin. Kant dan Kumar (2016) juga memodelkan stage
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structure untuk populasi. prey, dengan-menambahkan. asumsi bahwa predator

2
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memangsa prey muda dan prey dewasa dengan fungsi respon Holling tipe'l.
Bukan hanya model. predator-prey -dengan stage structure -pada populasi
prey yang dikaji oleh beberapa peneliti, melainkan juga stage structure pada

populasi predator. Georgercu dan Hsieh (2007) membahas model predator-prey
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yang terdiri dari tiga populasi, yaitu populasi prey, predator muda, dan predator

dewasa dengan fungsi respon Holling tipe Il. Kemudian, Khajanchi (2014)
memadifikasi fungsi respon model tersebut dengan fungsi respon Beddington-

DeAngelis.  Khajanchi '(2017) memodifikasi model Khajanchi- (2014) dengan

BRAWIJAYA

UNIVERSITAS




REPOSITORY.UB.AC.ID |

mengubah fungsi respon model tersebut dengan fungsi respon Monod-Haldane.

Fungsi respon Monod-Haldane menggambarkan laju predasi oleh predator yang

menurun' karena meningkatnya-kemampuan prey untuk mempertahankan- diri

l

dengan lebih baik, bila jumlah populasi-prey cukup. besar.
Panja, dkk. (2017) membahas maodel predator-prey stage structure untuk
populasi. prey, dengan fungsi respon ratio-dependent - dan menambahkan efek

pertahanan yang dilakukan oleh prey dewasa, yaitu anti-predator. Perilaku anti-
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predator pada populasi prey dapat berupa perubahan morfologi-atau: perubahan

perilaku, dan serangan prey terhadap predator (Tang dan Xiao, 2015). Dalam

A
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model ini diasumsikan mekanisme pertahanan anti-predator hanya dilakukan oleh

prey dewasa, karena prey dewasa memiliki kemampuan yang lebih kuat daripada
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prey muda. Berdasarkan model predator-prey dengan stage structure yang terdiri

dari tiga populasi sebelumnya, Mortoza, dkk. (2018) mengembangkan model

tersebut' menjadi-model predator-prey  empat dimensi yang terdiri dari populasi
prey dan predator yang masing-masing terbagi menjadi dua sub populasi, yaitu
muda-dan dewasa." Dalam model ini juga terdapat mekanisme pertahanan anti-
predator, yaitu prey dewasa menyerang predator dewasa. Fungsi respon predator

dewasa terhadap prey muda menggunakan Holling tipe II, sedangkan terhadap
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prey dewasa menggunakan Monod-Haldane (Holling tipe 1V).
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Pada ' penelitian ‘ini  dilakukan pengembangan terhadap model predator-
prey Khajanchi (2017). Modifikasi dilakukan  terhadap fungsi- respon  yang
digunakan, yaitu ratio-dependent. Fungsi respon ratio-dependent merupakan
fungsi respon yang bergantung pada predator. Fungsi ini bergantung pada rasio

jumlah populasi prey terhadap jumlah populasi predator. Selain fungsi respon,
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dalam penelitian dipertimbangkan juga ‘efek pertahanan: anti-predator dan
mempertimbangkan situasi yang menarik, yaitu adanya pertolongan predator

dewasa ketika predator muda diserang oleh prey. Situasi ini didasarkan pada

BRAWIJAYA

UNIVERSITAS




Elettreby dan El-Metwally (2007) yang telah memodelkan interaksi tiga populasi,
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yaitu .dua. populasi_prey yang saling -menolong untuk melawan predator ketika

salah satu dari'mereka diserang predator.

l

Selanjutnya dilakukan analisis dinamik pada model yang dibentuk. dengan
menentukan titik kesetimbangan beserta syarat eksistensinya, analisis kestabilan
titik  kesetimbangan, . dan analisis bifurkasi.- Hopf - pada salah satu -titik
kesetimbangan. Pada bagian akhir, " dilakukan  simulasi numerik = untuk

mengilustrasikan dan memverifikasi hasil analisis.
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1.2° Rumusan Masalah

Rumusan masalah yang dibahas dalam tesis ini adalah sebagai berikut.
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1. Bagaimana konstruksi model predator-prey stage structure yang dimodifikasi

dengan - fungsi: respon ratio-dependent,  anti-predator, —dan . adanya

pertolongan dari predator dewasa?

2. Bagaimana titik kesetimbangan dan syarat eksistensi-model tersebut?

3. Bagaimana hasil analisis kestabilan lokal titik kesetimbangan model
tersebut?

4, Bagaimana hasil analisis terjadinya bifurkasi Hopf pada model tersebut?

5. Bagaimana hasil simulasi hnumerik model tersebut?
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1.3 Tujuan
Tujuan penulisan tesis ini adalah sebagai berikut.
1. Mengembangkan model predator-prey stage structure yang dimodifikasi

dengan - fungsi- ‘respon - ratio-dependent, - anti-predator,: - dan: - adanya
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pertolongan dari predator dewasa.

2. Menentukan titik kesetimbangan dan syarat eksistensi titik kesetimbangan
model tersebut.

3. Melakukan analisis kestabilan lokal titik kesetimbangan model tersebut.
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4. . Melakukan analisis terjadinya bifurkasi Hopf pada model tersebut.

5. Menginterpretasikan hasil simulasi numerik model tersebut.
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BAB I
TINJAUAN PUSTAKA

Tesis ini membahas model predator-prey stage structure dengan fungsi
respon ratio-dependent, anti-predator, dan adanya pertolongan dari predator
dewasa.  Oleh. sebab itu, pada. bab .ini diberikan teori-teori ‘yang

digunakan dalam pembahasan, yaitu sistem dinamik, analisis kestabilan, model
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pertumbuhan. satu_dimensi, model pertumbuhan. predator-prey, fungsi respon,

4
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dan model ‘predator-prey dengan stage  structure, untukmembantu-memahami

persoalan yang dibahas dalam penulisan tesis:ini.
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2.1 Sistem Dinamik

Sistem dinamik adalah suatu. sistem yang terdiri dari sekumpulan

kemungkinan kondisi yang dilengkapi dengan persyaratan ‘untuk menentukan
kondisi saat ini berdasarkan kondisi pada masa lalu (Alligood, 2000).

Sistem dinamik terbagi atas dua jenis, yaitu sistem dinamik diskret dan
sistem: dinamik . kontinu. Sistem dinamik diskret : dinyatakan dalam bentuk

persamaan beda, yaitu
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X1 =F#),t€ZVt €N, X €R"

P
£

sedangkan sistem dinamik kontinu dinyatakan dalam bentuk-sistem persamaan

diferensial
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d.')_C) = K
E=F(x,t),t E R, x € R™

(Robinson, 2004)
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Pada penelitian ini, sistem yang dibahas merupakan sistem dinamik
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kontinu.

2.1.1 Sistem Autonomous

g Suatu sistem persamaan diferensial .orde . satu berdimensi n yang

n S, berbentuk

5=

(%)

05 < dx, Fi( )

> T = 01X, X, X)),

S 00 dt

S
dx,

& P Fy(xq, X5, 00, %), (2.1)
dx
d_tn = F(x1, X3, ) X3),
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dengan fungsi F; adalah fungsi kontinu.yang tidak bergantung secara eksplisit

terhadap variabel bebas t, tetapi hanya bergantung pada variabel x;, untuk i =

1,2;...,n, disebut sistem autonomous. ‘Sistem ‘autonomous dibedakan menjadi
dua jenis, yaitu linear dan nonlinear. Sistem autonomous dikatakan linear jika F;
fungsi-linear’ untuk setiap i dan dikatakan nonlinear jika F; fungsi nonlinear

minimal untuk suatu F;.
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(Boyce dan DiPrima, 2012)

Definisi 2.1 (Titik Kesetimbangan)

P
£

Titik X* = (x7,x3, ..., x5) disebut titik ‘kesetimbangan sistem autonomous

(2.1) jika'memenuhi F;(¥*) =0, untuk setiap i =1,2,... ,n. Pada kondisi % =0,
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untuk setiap. i = 1,2, ...,n; solusi sistem autonomous (2.1) bernilai- konstan, yaitu

tidak mengalami perubahan nilai seiring dengan peningkatan nilai t (Boyce dan

DiPrima, 2012).
Untuk menentukan titik kesetimbangan yang melibatkan polinom berderajat

tiga tidak' selalu 'mudah. Salah satu cara yang digunakan untuk menentukan
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eksistensi titik kesetimbangan yang bernilai positif adalah dengan menggunakan
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Metode Cardan, yang dijelaskan pada Lemma 2.2 berikut.

Lemma 2.2 (Eksistensi Kepositifan Titik Kesetimbangan dengan Metode

Cardan)
<L
2 Jika diberikan persamaan polinom berderajat tiga, yaitu
g —
7)) B x3 4+ 3wx% + 3wyx + w3 =0, (2.2)
G <
=
% (an) maka dengan melakukan transformasi z =x + w; pada persamaan (2.2),
= diperoleh
h(z) =234 3p1z+p, =0, (2.3)
| dengan
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< 2
P1 = Wy — W7y,

Py = W3 — 3wiwy + 2w,

Akar-akar persamaan (2.3) dapat ditentukan berdasarkan kriteria berikut ini.

(a) = Jika p, < 0, maka persamaan (2.3) memiliki satu akar positif.
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(b). Jika' p, > 0dan p; < 0, maka

(b1)  persamaan . (2.3) . -memiliki - dua - akar - positif - -kembar, - jika

P
£

p2* +4p > =0,

(b2) persamaan - (2.3) ~memiliki - dua  akar  positif berbeda, jika
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p22 + 4‘p13 <0.

(¢) Jika p, =0 dan p; <0, maka persamaan (2.3) memiliki satu akar

positif.
Sementara itu, ‘jika' p, >0, p; >0 atau p, >0, p; =0 atau p; <0,

p22 +4p3 > 0 atau p, =0, p; >0 atau p, =0, p; = 0, maka persamaan (2.3)

BRAWIJAYA

UNIVERSITAS




[a]
E: tidak memiliki-akar positif. Dengan komputasi aljabar, apabila persamaan (2.3)
E

S 2a i Yz2-4p,

= memiliki ' ‘'dua ‘akar positif, 'maka salah satunya adalah z; = 7 dengan
o

3
Z = —4p, +4/4p,® +p,? dan akar lainnya z; = -+ %. Apabila
1
3\/2_2—4p1

persamaan (2.3) memiliki satu akar positif maka akar tersebut z; = 377

(Cai, dkk., 2015)

Definisi 2.3 (Kestabilan Titik Kesetimbangan)
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Titik kesetimbangan x* sistem autonomous (2.1) bersifat

")
%

1. stabil, jika Ve > 0,36 >0 sedemikian sehingga untuk setiap solusi ‘sistem

x(t) yang pada t = 0 memenubhi
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1%(0) =%*|| <'6

ada, vt > 0 dan memenuhi

|X(t) = X*|| < &Vt =0,

2. stabil asimtotik, jika x¥* stabil dan‘38, > 0 sedemikian sehingga untuk setiap

solusi sistem ¥(t).yang memenuhi
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[12€0) = x*I| '< o,

e
75

maka

lim x(t) = x*,

t—oo
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3. tidak stabil, jika tidak memenuhi kriteria pertama.

(Boyce dan DiPrima, 2012)

BRAWIJAYA

UNIVERSITAS




10

[a]
E: 2.1.1.1 Sistem autonomous linear
| &
|2
18 Perhatikan sistem autonomous linear
:
| &
— dx1
d_t = aq1X1 + Aq12Xy + -+ A1nXn,
ZE i + + ook
—— = a1 X Ay X e Ao Xy
P dt 21%1 T Ap2X) 2n¥n (2.4)
=
5=
dx
w n
> < = = AQp1X1 + AnoXy T it ApnXn-
=g o dt
>0

Sistem persamaan (2.4) dapat dinyatakan dalam bentuk

4
\'?‘ 4

dx

= Ax 25
T =A%, (2.5)
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dengan ¥ =[xy, x5, .., ;17 dan A merupakan matriks koefisien sistem persamaan

(2.4), yaitu

a1 Q12 0 Aip

Az dzq

a
A= 2n1 dengan |A| # 0.

Ani. "Qnp1 " Qnn

Penentuantipe kestabilan titik kesetimbangan- pada 'sistem autonomous
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linear bergantung pada nilai eigen atau akar persamaan. karakteristik matriks A.

P
£

(Boyce dan DiPrima, 2012)
Teorema 2.4 (Kestabilan Sistem Autonomous Linear)

Titik kesetimbangan (0,0, ... ,0) sistem (2.5) bersifat:
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() stabil asimtotik, jika Re(1;) < 0,Vi =1,2,...,n,

(i) stabil, jika Re(4;)<0,Vi=1,2,..,m dan. Re(4) <0,i=m+1,..,n,

dengan m < n,
(iii) tidak stabil, jika kriteria (i) dan (ii) tidak terpenuhi.

(Mattheij dan-Molenaar, 2002)
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&l
E: 2.1.1.2 Sistem autonomous nonlinear
| &
B
| & . . .
e Pandang sistem-autonomous nonlinear.dengan n persamaan berikut.
|8
| &
iK
— dax; ¥
it Fi(x1, %9, ., Xp), 0= 1,0, 1. (2.6)

Misalkan. F; adalah fungsi nonlinear. yang mempunyai turunan parsial yang
kontinu' di titik kesetimbangan x* = (x7,x3,...,x;;). Deret Taylor fungsi F; di

sekitar ¥* adalah
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0F;(X™) . >
axj (2= %)+ vi(%), (2.7)

- ‘ :,‘.

Fi(X) = Fy(x7) +
2

|§ dengan v;(%¥) merupakan suku sisa, untuk i = 1,2, ..., n. Suku sisa pada hampiran
| <
; orde satu memenubhi sifat
£
b Vil g,
- x* Iwll
E untuk i = 1,2, ..,n.dan w = (x; = x5, x3 = X5, s X — x5) 7.
7 B | .
g s Berdasarkan persamaan 2.7 dan mengingat bahwa
S
< < i g M, serta F;(¥*) = 0, untuk i = 1,2, ...,n, maka sistem (2.6) dapat ditulis
=k m dt dt
S
= sebagai
L
[0F (x*)  9Fi(x) - 9F(x)]
X = xi "”(‘;) a’(‘:) "”EL) ¥ =xi) @
* aF,(x* 0F,(x* aF, (x* * >
Ao d — LGVl a¥a/, PRepaasid L
19 at 2 . 2 = dxq dx, 0xy X2 . 2 + V2 (x) . (2-8)
| < i) : : : : 2l 523
? Xn — Xn aFn(ﬁ) aFn(F) aFn(F) Xn —Xn Vn(x)
ié L 0xq 0x, Oxy,
i;
“" Secara ringkas persamaan (2.8) dapat dinyatakan sebagai
dw (2.9)

— =W+,
dt J
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g~
|2 dengan
;
1S
|G [0F; (x¥)  0F (x) aF; (x%)]
:g dx4 0x; 0xp
e AR (7)  0F () Ry ()
] =1 ox; ox, " an | disebut matriks Jacobi.
OFp(x) - 0F,(x7) aF, (x7)
[ ax, 9% . Oxn

Jika ¥ berada dekat dengan x* maka v bernilai kecil, sehingga ||v]| < |[w]]-

Oleh karena itu, v dapat diabaikan dan sistem nonlinear (2.6) dapat dihampiri
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oleh sistem‘linear

4
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— = Jw. (2.10)
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Jika X = x*, diperoleh (w1, ...,w;;) = (0, ...,0), sehingga titik kesetimbangan

sistem (2.10) adalah (wy,...,w,;) = (0,...,0). Proses menghampiri persamaan

(2.6) dengan sistem (2.10) dinamakan proses linearisasi.
(Boyce dan DiPrima, 2012)
Teorema 2.5 (Kestabilan Autonomous Nonlinear)
Titik kesetimbangan sistem autonomous nonlinear bersifat

1. . stabil asimtotik, jika titik kesetimbangan sistem hasil linearisasi (2.10) stabil
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asimtotik.

P
£

2. tidak stabil, jika titik kesetimbangan- sistem hasil linearisasi (2.10) tidak
stabil.

(Finizio dan Ladas, 1982)
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2.1.2 Kriteria Kestabilan Routh-Hurwitz

Jika suatu sistem linear mempunyai persamaan karakteristik berbentuk

Mt oA+ it A+ @ =0, (2.11)
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dengan ¢, # 0, maka kestabilan titik kesetimbangan dapat ditentukan dengan

[ reposiToRY.UBACID |

menggunakan kriteria: Routh-Hurwitz; seperti yang dinyatakan dalam Teorema

2.6.

Teorema 2.6

<L
E Pandang matriks berorde k X k, D, sebagai berikut
g E
72} P11 P3 Ps
P @
S< D1:[<P1].D2=[11 (p3]'D3: 1 V@2 @4, .,
> 2 0 ¢
= 1 P3
=5
=) [<P1 ¢3 Q5 roc <P2n—1]
e | 1 @ g = - Pan-2 |
~ 0 @1 @3 = ol Pop-3
Dy = , - k=1,2,..,n,
k 0 1 Qo e Poey n
lo 0 0. - .. On J
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dengan ¢; =0, j > n dan ¢; koefisien polinom pada persamaan (2.11). Matriks

D, selanjutnya disebut sebagai matriks Routh-Hurwitz. Jika |D,| > 0 Yk, maka

titik kesetimbangan sistem tersebut bersifat stabil.

Untuk kasus tertentu, misalnya n = 3, maka persamaan (2.11) menjadi

13 + (pllz + §02/1 + (p3 T 0 (212)

Akar-akar persamaan (2.12) memiliki bagian real negatif jika dan hanya jika
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£

1. ID;| =1o1] =@, >0,

P1 @
2. |D2|=|11 (pzl=§01fp2—€03>01
@103 Ps
3. D3l = |1 @2 Pal = 910,05 =93 > 0, sehingga @5 > 0.
0. 91 93

| REPOSITORY.UB.ACID |

(Murray, 2002)
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2.1.3 Bifurkasi Hopf

Misalkan - diberikan. - suatu sistem . autonomous. .nonlinear. . sebagai

berikut.

s 13-’(2' B’)’ (2:13)

dengan # € R" adalah variabel dan b€ R™ adalah parameter: Bifurkasi adalah

perubahan sifat ‘solusi sistem- (2.13) karena perubahan nilai parameter.. Nilai

BRAWIJAYA
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parameter yang menyebabkan terjadinya perubahan sifat solusi-sistem, dinamik

4
\'?‘ 4

disebut nilai bifurkasi.

Salah satu jenis bifurkasi-adalah  bifurkasi Hopf, yaitu berubahnya jenis

REPOSITORY.UB.AC.D |

kestabilan suatu titik kesetimbangan (2.13) dikarenakan munculnya sepasang

nilai eigen bernilai imaginer murni.

(Kuznetsov, 1998)

Teorema 2.7
<
E Misalkan - diberikan  sistem autonomous nonlinear 3 .dimensi dengan
< - parameter bifurkasi b yaitu
5=
oc
w <
= o dxy
% o0 at. = Fy(x1,%3,%3,b),
o dx
> = Fy (g, %5, %3,b), (2.14)
dt
dx;
E = F3(x1lx25x3'b)l

dengan b € R. Misalkan‘matriks Jacobi di suatu titik kesetimbangan sistem (2.14)

mempunyai persamaan karakteristik

| REPOSITORY.UB.ACID |

/13 + (pllz + (pzl + Pz = O (215)
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Syarat  terjadinya bifurkasi Hopf adalah jika terdapat b = b, yang

memenuhi

1. @j(by) > 0¥ =12,

2. P1 (bcr)<P2 (bcr) - 903(bcr) =0,

3. - Jika akar persamaan  karakterikstik berbentuk 4; =ptig, maka
db

Re{oafl  #ovj=12

(Khajanchi, 2017)
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Gambar 2.1.  Bifurkasi Hopf supercritical
=
b
< X2 X7 x
s ..
7=
(%)
o
P @\
z < (o) oo
= Ty &
£ =
b<0 b=0 b>0

Gambar 2.2, Bifurkasi Hopf subcritical

Terdapat dua jenis bifurkasi Hopf, yaitu bifurkasi Hopf supercritical dan

bifurkasi: 'Hopf- subcritical. Bifurkasi Hopf supercritical ditandai oleh munculnya

| REPOSITORY.UB.ACID |

limit cycle yang stabil setelah parameter bifurkasi b melampaui nilai bifurkasi b,

Struktur perubahan kestabilan di sekitar b = b, ditunjukkan pada Gambar 2.1.
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Bifurkasi Hopf subcritical terjadi ketika limit cycle yang tidak stabil menghilang

setelah parameter . bifurkasi b. .melampaui suatu. nilai. bifurkasi. b,. . Struktur

perubahan kestabilan di'sekitar b = b, ditunjukkan pada Gambar 2.2.

(Kuznetsov, 1998)

2.2 Model'Pertumbuhan Satu Populasi
Pada tahun 1798, Malthus pertama kali . memperkenalkan =model

pertumbuhan “satu ‘populasi' 'dikenal dengan' model - eksponensial. ‘Model

BRAWIJAYA
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eksponensial. merupakan model pertumbuhan. yang sangat sederhana, yang

4
\'?‘ 4

dituliskan sebagai

dN_
dt

REPOSITORY.UB.AC.D |

rN,

dengan N(t) menyatakan kepadatan populasi setiap saat dan r konstanta positif

yang -menyatakan- laju pertumbuhan - populasi.  Model “ini ‘menggambarkan

perkembangbiakan-populasi yang tumbuh secara eksponensial tanpa batas.
Pada kenyataannya, pertumbuhan secara eksponensial hanya akan

dialami - dalam - waktu - singkat. Kemudian, pada - tahun -1838 - Verhults

mempertimbangkan bahwa proses self-limiting harus terjadi ketika populasi

<
<
s
<
o
0
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terlalu besar. Model yang diusulkan adalah

P
£

dN N
WY

dt k (2.16)

dengan r dan k adalah konstanta positif. Model (2.16) disebut model logistik,

dengan r laju pertumbuhan intrinsik dan k menyatakan daya dukung lingkungan

| REPOSITORY.UB.ACID |

(carrying capacity).

(Murray, 2002)
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2.3 Model Predator-Prey

2.3.1 - Model Predator-Prey Lotka-Volterra

Pada tahun 1925 dan 1926, Lotka dan Volterra, secara berturut-turut

l

memperkenalkan suatu model predator-prey yang masih sederhana. Model ini,

<L
><' menggambarkan predasi suatu spesies oleh spesies lain. Jika N(t) menyatakan
V) —
,_<£ E kepadatan populasi prey dan P(t) menyatakan kepadatan populasi-predator
%)
§ < pada saat t, maka model Lokta-Volterra dinyatakan sebagai
=g o
S
iy N(a —bP)
& e ¢ ’
(2.17)
dpP PN — &)
dt = C e),

REPOSITORY,UB.AC.ID |

dengan a, b, d, dan e adalah kontanta positif. Tanpa adanya predasi, populasi

prey tumbuh secara eksponensial yang dinyatakan oleh suku aN. Pengurangan

laju pertumbuhan populasi prey per kapita-hanya disebabkan oleh predasi yang
dinyatakan oleh  suku -bNP. Ketiadaan - populasi - prey -untuk dikonsumsi

menyebabkan . predator mengalami. kematian alami dengan  laju -eP.
Pertumbuhan predator sebagai hasil predasi terhadap prey dinyatakan oleh suku

cNP.

<
<
s
<
o
0
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(Murray, 2002)

&
£

2.3.2 Fungsi Respon Ratio-Dependent
Pada ' 'model Lotka-Volterra, ~suku bNP pada persamaan  (2.17)
menunjukkan interaksi antara prey dan predator. Parameter b menyatakan

tingkat predator menangkap prey. Tingkat predasi- predator terhadap prey di

| REPOSITORY.UB.ACID |

sebut fungsi. respon, sehingga fungsi respon berkaitan erat dengan jpeningkatan
populasi predator atau pengurangan populasi prey saat saling berinteraksi. Suku

bNP disebut juga fungsi respon Holling:tipe 1 (Ruan dan Xiao, 2001).
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Bentuk umum model predator-prey dengan fungsi respon adalah sebagai

berikut

dN
& = 9N — (N, PP,
(2.18)

ap _ (N,P)P —eP
dt_cf , eP.

Pada persamaan (2.18), g(N) menyatakan fungsi laju pertumbuhan populasi

BRAWIJAYA
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prey, f (N, P) menyatakan fungsi respon, dan parameter ¢ menyatakan koefisien

4
\'?‘ 4

konversi atau peningkatan reproduksi predator akibat predasi (Akcakaya, dkk.,

1995).

REPOSITORY.UB.AC.D |

Pada tahun 1913, Michaelis dan Menten memperkenalkan sebuah fungsi

respon, yaitu

gN
N+’ (2.19)

fN) =

dengan g dan @ adalah parameter positif yang masing-masing menyatakan laju
pertumbuhan ‘maksimal predator dan konstanta saturasi. Pada tahun 1959,

Holling juga menggunakan fungsi respon ini sebagai salah satu fungsi respon

<
<
s
<
o
0
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predator, yang sekarang disebut sebagai fungsi Michaelis-Menten atau' fungsi

Holling tipe 1. Fungsi (2.19) dapat ditulis sebagai

P
£

gN 3 (g/Y)N _ . bN
YA+W/P)) 1+ @APN 1+ N (2:20)

fN) =

dengan b = g¢ dan ¢ = (1/U).

Fungsi respon dalam bentuk f(N,P) = f(N), yaitu fungsi respon yang

| REPOSITORY.UB.ACID |

hanya bergantung. pada kepadatan prey, telah banyak digunakan sebagai laju
predasi predator terhadap prey. Arditi dan Ginzburg menyatakan bahwa fungsi

respon seharusnya tidak hanya bergantung pada kepadatan prey, melainkan
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bergantung pula pada kepadatan predator. Hal ini terjadi ketika predator harus

mencari prey, maka-akan ada. persaingan antar predator untuk mendapatkan

prey. Berdasarkan fungsi' respon Holling tipe '1I' (2.20), Arditi dan Ginzburg

mengusulkan sebuah fungsi respon dengan bentuk

b(N/P) =~ BN
1+ ¢(N/P) P+ N’

f(N/P) = (2.21)

yang -dikenal -sebagai ‘fungsi. respon ratio-dependent.” Fungsi respon ratio-

BRAWIJAYA
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dependent (2.21). diperoleh dengan mensubstitusikan. perbandingan- prey -dan

4
\'?‘ 4

predator (N/P) untuk menggantikan kepadatan populasi prey (N).

(Xiao dan Ruan, 2001)

REPOSITORY.UB.AC.D |

2.3.3 Model Predator-Prey dengan Stage Structure

Dalam.  beberapa -dekade. terakhir, -model. predator-prey . dengan . stage

structure telah banyak mendapat perhatian dari para peneliti. Model ini membagi
satu populasi- menjadi- dua subpopulasi; yaitu. muda dan dewasa. Beberapa
peneliti telah memodelkan model predator-prey dengan stage structure -yang
terdiri dari tiga persamaan diferensial biasa nonlinear.

Dalam penelitian sebelumnya, Georgercu dan Hsieh (2007) memodelkan

<
<
s
<
o
0
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model stage structure untuk populasi predator. Interaksi ini terjadi-antara populasi

P
£

prey (x(t)), predator muda (y;(t)), dan predator dewasa (y,(t)). Model yang

diusulkan adalah

dx OO

g E_x(t)(r_klx(t))_m’

g dyy - cbx(D)y,(t)

1= @t At px(D) (a+ 6y (D), (2.22)
d
% = ay, (t) = 6,y,(¢),
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dengan semua parameterr, kq, «, ¢, b, ¢, ;, dan &, bernilai positif. Diasumsikan

bahwa hanya predator dewasa yang menyerang prey dan memiliki kemampuan

reproduksi. Populasi prey tumbuh secara logistik tanpa adanya populasi predator

l

dengan tingkat pertumbuhan intrinsik r dan carrying capacity r/k,. Parameter b,
¢, dan ¢ memiliki interpretasi yang sama seperti disebutkan sebelumnya. Akan
tetapi, parameter ¢ dapat /juga menggambarkan waktu ‘penanganan  prey.

Konstanta 6; dan 8, mewakili tingkat kematian predator muda dan dewasa,
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dan a« menunjukkan laju transisi'dari predator muda menjadi predator dewasa.

A
‘."‘.-

Khajanchi (2014) mengkaji ulang model (2.22) dengan memodifikasi

fungsi respon model tersebut menjadi

o bx()y,(6)
E E‘”(t)( T >_1+q§x(t)+yy2(t)'
oS Sebainy®) eposiShle, (2.23)

dt 1+ ¢x(t) + vy (t)

dy
d_tz = ayi(t) — 8y, (t).

dengan y adalah parameter positif yang menggambarkan persaingan antara

predator untuk ‘memperebutkan prey. Pada model ini diasumsikan bahwa
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populasi prey tumbuh secara logistik dengan tingkat pertumbuhan intrinsik r_dan

&
£

carrying capacity k, dengan r-dan k bernilai positif.

Sementara . itu, model (2.23) predator-prey. dengan. stage structure . untuk
populasi predator yang dengan fungsi respon Beddington-DeAngelis dimodifikasi
dengan fungsi-respon Monod-Haldane (Khajanchi,2017) menjadi

dx_ A
dt i)

| REPOSITORY.UB.ACID |

1 x(@©\ - bx(D)yz (1)
k Y+ px2(t)
dyy . cbx(£)y,(¢)

oL Dt el (a+ 61y, (D),
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dy
—7 = ()~ &y3 (D).

Fungsi respon-Monod-Haldane menggambarkan laju-predasi-oleh predator yang

l

menurun karena meningkatnya kemampuan prey untuk mempertahankan diri
dengan lebih ‘baik. Jika jumlah populasi prey cukup  besar mengakibatkan
berkurangnya kemampuan oleh predator untuk menangkap prey.

Panja, dkk. (2017) memodelkan model predator-prey stage structure untuk

BRAWIJAYA

UNIVERSITAS

populasi prey,-dengan menambahkan efek pertahanan yaitu anti-predator. Dalam

model ini diasumsikan mekanisme pertahanan anti-predator hanya dilakukan

A
‘."‘.-

oleh prey dewasa; karena prey dewasa memiliki pertahanan yang lebih kuat

daripada prey muda. Fungsi respon untuk predasi oleh predator terhadap prey

REPOSITORY,UB.AC.ID |

muda_dan prey dewasa diasumsikan ‘mengikuti fungsi respon: Holling tipe IV

dengan dasar fungsi respon ratio-dependent. Model yang diusulkan adalah

dc Y2(t) + yax (O y () + x5 (1) " Y2() + ¥, Oy () + x5 ()

d—xl—zrx @ (1—x1(t)>—a (1) — bix;(t)y?(t)
§ dty URis k T 320 + v Oy (E) +p1xE (D)
< d 2
V) — X3 . . byx, (£)y*(t)
=S @ O AN S @y + 520
o
Lé" é dy c1byx; (D) y2(t) by, (8)y2 (1)
<
S0

—dyy(t) — nxx(0)y (L),

&
£

dengan semua parameter 1y, k, @y, Y1 Y2, 1 $2, by, by, 1y €2, di, dan dy
bernilai positif. Populasi prey muda tumbuh secara logistik tanpa adanya populasi
predator 'dengan  tingkat pertumbuhan intrinsik r; dan‘ carrying capacity k.

Parameter b, ,, ¢; 2, 1, dan y; , masing-masing memiliki interpretasi yang sama

| REPOSITORY.UB.ACID |

seperti b, ¢, ¢, dan y disebutkan sebelumnya. Konstanta d; dan d, mewakili

tingkat kematian prey dewasa dan predator, dan a; menunjukkan laju transisi
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BAB 1l
HASIL DAN PEMBAHASAN

Dalam bab ini dibahas  konstruksi model predator-prey dengan stage
structure 'pada predator yang' terdiri ‘dari. populasi prey, predator muda, dan
predator dewasa. Kemudian dilakukan analisis dinamik meliputi penentuan titik

kesetimbangan dan ‘menganalisis jenis  kestabilannya. Pada bagian akhir

BRAWIJAYA
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dilakukan beberapa simulasi numerik-untuk mendukung hasil analisis yang telah

4
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diperoleh.

3.1 Konstruksi Model

REPOSITORY.UB.AC.D |

3.1.1 Pertumbuhan populasi prey

Kepadatan populasi prey setiap saat dinyatakan dengan. x. Populasi prey

diasumsikan ' tumbuh” secara ' logistik “tanpa “adanya ‘predator- dengan ‘laju
pertumbuhan intrinsik . dan carrying capacity k. Jumlah populasi prey berkurang
karena adanya pemangsaan . oleh predator dewasa (y,) dengan koefisien
pemangsaan sebesar b dan ¢ yang merupakan konstanta yang- berkaitan

dengan saturasi. Dengan demikian ‘laju pertumbuhan populasi prey dapat

<
<
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<
o
0

UNIVERSITAS

dinyatakan sebagai

P
£

dx — rx(t)
gt o

(1 N x(t)> ~bx(D)y,(0) (3.1)
k) iy () + ¢x(e)

3.1.2 Pertumbuhan populasi predator
Terdapat dua jenis predator dalam model predator-prey dengan . stage

structure pada predator; yaitu predator muda dan predator dewasa. Kepadatan

| REPOSITORY.UB.ACID |

populasi. predator. muda setiap -saat dinyatakan dengan y, dan. untuk predator

dewasa setiap saat dinyatakan dengan y,. Populasi predator dapat bertahan

23
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hidup dengan melakukan pemangsaan. Diasumsikan bahwa hanya predator

dewasa yang menyerang prey dan memiliki kemampuan reproduksi. Oleh karena

itu, populasi predator akan bertambah ‘setelah melakukan pemangsaan terhadap

l

prey dengan . koefisien pemangsaan: sebesar c. Tingkat. konsumsi.  predator
dewasa mengikuti- fungsi respon ratio-dependent. Laju transisi dari individu
predator muda menjadi individu predator dewasa sebanding dengan jumlah

populasi predator muda setiap saat dengan koefisien "a. Jumlah populasi

BRAWIJAYA
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predator muda dapat berkurang karena adanya kematian alami dengan laju 6,

A
‘."‘.-

dan efek pertahanan anti-predator terhadap predator. muda oleh prey dengan laju
n. Oleh karena ‘adanya efek : pertahanan ' anti-predator, predator dewasa

menolong predator muda ketika diserang oleh prey dengan laju o. Dengan

REPOSITORY,UB.AC.ID |

demikian'laju pertumbuhan populasi predator muda dapat dinyatakan sebagai

dy, _ chx(®)ya(t)
dt  y,(t) + px(t)

=@+ 8y () = (. ~oy: () x Oy (8. (3.2)

Laju pertumbuhan predator dewasa bergantung pada transformasi. predator
muda-menjadi- predator dewasayang dinyatakan dengan koefisien a. Jumlah

populasi predator -dewasa dapat berkurang karena-adanya kematian - alami

<
<
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predator dewasa dengan laju sebesar §,. Dengan demikian laju pertumbuhan

&
£

populasi predator dewasa dapat dinyatakan sebagai

d |
% = ay;(t) — 8,¥,(t). 33

3.1.3 Model predator-prey ‘stage structure dengan fungsi respon ratio-

dependent, anti-predator, dan pertolongan dari predator dewasa

| REPOSITORY.UB.ACID |

Berdasarkan persamaan (3.1), (3.2), dan (3.3), diperoleh sistem yang

menyatakan model predator-prey dengan stage structure pada predator, yaitu
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g dx x(t) bx(t)y,(t)

E E_Tx(t)<1_ k )_Yz(t)+¢x(t)'

Eé dyy . cbx(£)y,(t)

= T @+ g OO = (=03, 0)x(0y:(0), jay:
d
% = ay1(t) — 8,y,(t),

dengan syarat awal x(0) >0, y,(0)>=0, y,(0)> 0. Diasumsikan semua

parameter r; k; b, .c, ¢, a, 81, 65, 1, dan g bernilai positif.
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3.2 Titik Kesetimbangan Model

")
%

Titik kesetimbangan sistem persamaan (3.4) diperoleh jika

| REPOSITORY.UB.AC.ID |

dx_dyl_dyz_o
dt . dt dt

yaitu

|
|
|
|

x bxy,
rx(1l—==)~ =0, 3.5a
>
V) E cbx (3.5b)
o S MBra (@ + 8Dy, —(—o0y)xy, =0
E B Y2 + ¢x
T (3.5¢)
= ay; — 6y, = 0.
S
>0
& Dari persamaan (3.5a) diperoleh
x =0, (3.69)
2] atau
|<
E Xy by, (3.6b)
2 T(l k) A
| O

Sementara itu, dari persamaan (3.5c) diperoleh
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6,9
= 3 3.7
== (3.7)

Kasus 1. Kombinasi persamaan (3.5b), (3.6a), dan (3.7) menghasilkan nilai

x =0, y; =0,dan y, = 0 yang bertentangan dengan y, + ¢x # 0. Kombinasi ini

s tidak menghasilkan titik kesetimbangan.
N S, Kasus 2. Pada kasus ini ditinjau kombinasi (3.5b), (3.6b), dan (3.7). Substitusi
< re—a
-
%) B persamaan (3.7) ke persamaan (3.5b) menghasilkan
G <L
>
= % chxy 62y 8y
5 B 6(22>— 1 (22)=0
ot O (@+é)| =~ )= —-oy)x[—=)=0,

4
\'?‘ 4

yang ekuivalen dengan
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2 <ychx¢ s CIL V) (%) = =oyz)x (%)) = 0.

Dari persamaan tersebut diperoleh

% y2 =0, (3.8a)
o
=3
o
=
= chx 5, 5,
>0 Ty (a +61) (;) — (= oy,)x (;) = 0. (3.8b)

P
£

Kasus 2a. Kombinasi dari (3.6b), (3.7), dan(3.8a) menghasilkan x = k, sehingga

diperoleh titik kesetimbangan E; = (k,0,0) yang menyatakan kepunahan populasi

[l

§ predator muda dan dewasa.

|2

g Kasus 2b.  Kombinasi - dari  (3.6b),  (3.7), ~dan ' (3.8b) menghasilkan titik
|9

i; k H — * * * * dz)’; * * k=x"

L esetimbangan  E, = (x*,y1,y5), dengan y; = Y2 =X A0 (m) dan

x* diperoleh dari persamaan
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x4 30, X+ B3wyx™+ w3 =0, (3.9)

dengan

. (83kpn ~ car — a8,k*$?)

§ v 306,kp? '
<L
O |
é § ory (2car? + ad;rdp + 616,19 + b, k¢n — 2carb — §,rk¢n)
4 2 308,r¢? :
5
=
% m ory (2carbk + abd, k¢ + bS6;6;kdp — cab?k = car?k — ad;rkep = 616,rke)
3 - .

06,rp?

4
\'?‘ 4

Kemudian, dengan menerapkan transformasi z = x* + w, pada persamaan (3.9)

REPOSITORY.UB.AC.D |

diperoleh persamaan

z3+3p;z+py =0, (3.10)

dengan
p1 = w, —w?, dan p, = w3 — 3w,w, + 2w3. Oleh karena x* =z —wy, x*<0
ketika z < 0, maka pada kasus ini hanya dipertimbangkan ketika z > 0.

Berdasarkan Lemma (2.2), metode Cardan menjamin nilai ‘akar untuk

persamaan (3.10) bernilai positif jika memenuhi

<
<
s
<
o
0
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(@)- Jika p, < 0, maka persamaan (3.10) memiliki satu akar positif.

P
£

(b) ~ Jika p, > 0 dan p; < 0, maka
(bl) persamaan (3.10) memiliki dua “akar positif kembar, jika

pZZ * 4p13 i 01

| REPOSITORY.UB.ACID |

(b2) persamaan_ (3.10)  memiliki dua akar positif berbeda, _jika

P22 +4p,3<0.

(c)  Jika p, = 0 dan p; <0, maka persamaan (3.10) memiliki satu akar positif.

Titik kesetimbangan E, = (x*,y1,v,) eksis jika x* > 0, y; >0, dan y; > 0.

rk—bk
r

Oleh ' karena - itu, titik kesetimbangan: E, eksis- jika 0 < <x* <k atau
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0<k<x*

Yy, y;) dapat diartikan bahwa
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semua populasi dapat hidup berdampingan.

3.3 Kestabilan Titik Kesetimbangan

Model predator-prey dengan stage structure. pada predator.-merupakan
sistem' persamaan  diferensial biasa nonlinear, sehingga untuk menentukan
kestabilan _titik ‘kesetimbangan . dilakukan proses. linearisasi. Dari hasil proses

linearisasi sistem persamaan (3.4) diperoleh matriks Jacobi
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4
\'?‘ 4

J(y1,y2) =

2rx by?
P D% 0 _
k (V2 +dx) (yz +¢px)
cby3

]
I
C .
S oy (@ 8 — (1= 0y T+ oy |
l 0 a =05 J

bpx?

—

(3.11)
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3.3.1 Kestabilan titik kesetimbangan E4

Matriks Jacobi di titik kesetimbangan E; -adalah

[
|
](E1)=|O —(a+6) —nk ——
Lo J

a _62

<
<
s
<
o
0
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P
£

dengan persamaan karakteristik

cab
J<o

(- 1«—/1)(x2+(52+oz+51+r;k),1+oc52+5152+;7k52—7

| REPOSITORY.UB.ACID |

Diperoleh nilai eigen 4, = —r < 0 dan 4, ;3 yang memenuhi persamaan kuadrat

}\2+€1l+52=0,

dengan
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& =6 +a+ 6 +nk >0 dan & = ad, + 6,6, + nkd, — %. Nilai-nilai eigennya

adalah

iz =) £ () = 4
2,3 — :

Titik ' kesetimbangan: E; stabil asimtotik - lokal jika  Re(4;3) < 0. Nilai A;3
memiliki beberapa kemungkinan
1. Jika (§)%* —4(&) < 0, maka 1, ; € € dengan Re(4,3) < 0.
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2. Jika (&)* —4(&) =0, maka, = 43 = _% 0

4
\'?‘ 4

3. Jika (§,)? = 4(&,) >0, maka 1,5 € R. 2,3 < 0 jika % < ady + 6,65 + nkd,

(ab,+8,6,+nkS3)p
cab

atau R-= >1.
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Nilai' R > 1 mengindikasikan bahwa -predator akan punah di-masa yang

akan datang sementara prey-akan bertahan.dan tumbuh secara logistik. dengan

carrying capacity k. Situasi ini terjadi ketika tingkat pertumbuhan predator muda

lebih 'Kecil dari total tingkat predator-muda:-yang meninggalkan -kompartemen.
Tingkat pertumbuhan predator muda menjadi lebih kecil ketika tingkat predasi b
atau tingkat konversi predasi ke tingkat:pertumbuhan predator muda ¢ menurun;
atau ketika koefisien saturasi ¢ ditingkatkan. Tingkat total predator muda yang

meninggalkan kompartemen lebih besar jika tingkat kematian predator muda &,

<
<
s
<
o
0
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dan kematian predator dewasa §, atau ketika tingkat :anti-predator n meningkat.

P
£

3.3.2 Kestabilan titik kesetimbangan E,

Matriks Jacobi hasil linearisasi di sekitar E, = (x*, y1,y5) adalah

| REPOSITORY.UB.ACID |

| ~2rxt o ob(y3)? 0 Lo b (x)?
i k (v3+¢x*)? (yz+px*)? ]
| JE) =| v . e nax DO el
s+ px)? (= oy2)y1 (@ +61) = (M —~oyz)x Olegx 2 +ox7yq|
0 a -0y J
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=)
E: Dengan menggunakan persamaan (3.6b), (3.7), dan (3.8b) matriks J(E,) dapat
E:
§ disederhanakan menjadi
Fi
| &
= _bpxtys l . Yool
< (z+Px)? Kk (yz+x7)?
](Ez) = Cb()@)z _ _ * * _ A _ * * de)(X*)z * % |a
> Grrenyr @ oyayy, —@h 8=y oy2)aT s ar
< 0 (24 —82
o
= ;
m . . - .
ke < Persamaan karakteristik- untuk matriks Jacobi' J(E,) adalah
>
=g o
S g J
.':,_.
dengan
= PL= (@+8 +8)+x (= oy) e — DX Ys
IS 1 2 n Y2 k (y;+¢x*)2!
| <
| 3 = . . T boxTy;
i P2 Sy (@ + 8;) + Sy (n—ay2)+(0c+61+62)(%—(y;+x%)
& wp ey (TS DOX'YE N .. bach(x')?
o tTx (77 O'YZ)( k (y;+¢x*)2) aox 'y, (y;+¢x*)21

$3 = (62 (@ +68) —aoy;x™ = —b‘“‘b("*)z) (& L bex'y; )

g z+ex*)?/ Nk (yi+¢x*)?
<
V) - *\ 2 %\ 200 ¥ 2 P
< — L (T D b (xT) Y, bag(x’) bex™y, oo x
oS +8,01 —0y3) (5= 55 + (Grraw) (Giey +ovivi — i)
oc
[T < *)?
S (p QD -l (p = % ok bacd’(x )
=2 o vz 3 (@ + 6, +67) (52 (a +6,) —aoyix _(y;+¢x*)z)
>0
* * * % b ¢( *)2
4 +x" (N —0y3) (52 (a+6;) — agy;x” — —(;;C_'_(pi*)z)

+((a + 81 + 8,)8,x" + 8, (x)*) (1 — 0y3)

) ) © bach(x)?\?
+((a+51+62)+x (n—ayz)) (%—%)
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+((a + 61+ 62)% + (nx* —oy3x*)?) (ﬂ _ _bacex” )

k' (rztdxt)?

rx* bpx*y; )

+2x" (1= oy3)(a+ 61 + 62) (= P i

(bad)(x*)2 ) ( cbx*y;

(y>2k+¢x*)2 (y;+¢’x*)2 + O'J’1y2 w r’yl)'
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Berdasarkan kriteria kestabilan Routh-Hurwitz, titik kesetimbangan E, akan stabil

atau semua. nilai_eigen untuk persamaan karakteristik.(3.12).akan memiliki nilai

eigen -dengan-bagian real negatif jika dan hanya- jika ¢, >0, ¢; >0, dan

Y192 — @3> 0.

3.4  Bifurkasi Hopf
Pada bagian ini dianalisis kemungkinan terjadinya bifurkasi Hopf. di_titik

kesetimbangan E, dengan parameter bifurkasi b.

BRAWIJAYA

UNIVERSITAS

Teorema 3.1

4
\'?‘ 4

Bifurkasi Hopf terjadi padatitik kesetimbangan E,, jika terdapat b = b, yang

memenuhi
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1) ?1 (bcr) > 0!
2) () (bCT‘) > OI

3) @1 (bcr)¢2(bcr) — @93 (bcr) = 0, dan

4) Jika ‘nilai -eigen dari - persamaan karakteristik -berbentuk 1; =p + iq,

maka Re {%A(b)}'b # 0.

=bcr
Bukti

Diasumsikan terdapat b = b, yang memenuhi kondisi (3), sehingga

<
<
s
<
o
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P1P2 = P3. (3:13)

P
£

Berdasarkan (3.13), persamaan karakteristik (3.12) dapat dinyatakan sebagai
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(A2 + @) (A+¢,) = 0. (3.14)

Akar-akar persamaan karakteristik (3.14) adalah

Al(bcr) =2 Az(bcr) =y P2 dan /13(bcr) =—Q1.
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Berdasarkan kondisi (1) maka A;(b.-) < 0. Bifurkasi Hopf dapat terjadi jika

terdapat. nilai eigen imajiner _murni. Kondisi ini terpenuhi.. . jika .. @, (bs) > 0.

Dengan demikian diperoleh nilai eigen A, ,(b.) = *i,/¢,. Untuk setiap b,

akar-akar persamaan karakteristik secara umum berbentuk

A1z (b) = p(b) £ iq(b),

A3(b) = —@1(b).
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Untuk - membuktikan kondisi- “(4), 1;(b) =p(b) +iq(b) disubstitusikan ke

4
\'?‘ 4

persamaan (3.14) sehingga diperoleh

i ((p(b) +iq(h))* ¥ <p2) ((p(b) +1iq(b)) + <p1),
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0'= p3(b) +ip*(b)q(b) + p?(b)p,(b) + 2ip*(b)q(b) — 2p(b)q*(b) +
2ip(b)q(b)@, (b) = p(b)q?(b) —iq>(b) — q*(b)p,(b) + p(b)@, (b) +

iq(b)p,(b) + ¢1(b)p,(b),

0= &1 + igz,

dengan

& = p3(b) + p2(b)p1(b) — 3p(B)g*(b) — q*(b)1(b) + p(b) @, (b) + @1 (B) P, (b),

&, = 3p(b)q(b) + 2p(b)q(b)p,(b) — ¢ (b) + q(b) @, (b).

<
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Agar persamaan (3.14) terpenuhi, haruslah ¢; = 0 dan ¢, = 0. Turunan &; dan ¢,

terhadap b

d .
% =My (b)p’ (b) =M, (b)q'(b) + S:1(b) =0, (3.15a)

| REPOSITORY.UB.ACID |

d .
E% =M, (b)p'(b) +M;(b)q'(b) + S2(b) =0, (3.15b)

dengan
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My (b) =3p*(b) + 2p(b) g1 (b) — 3q%(b) + ¢, (b),
M;(b) = 6p(b)q(b) + 2q(b)p,(b),
S1(b) = p2(D)p1(b) — q*(b)e1(b) + p(b)3(b) + 3(b),

S5(b) = 2p(b)q(b) @i (b) + q(b)@;(b)-

Persamaan (3.15a) dikalikan dengan M;(b) dan persamaan (3.15b) dengan

M, (b). Kemudian kedua persamaan tersebut dijumlahkan sehingga diperoleh
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Mz (D)p"(b) + M3 (b)p'(b) + My (b)S1(b) + M3 (b)S;(b) = 0. (3.16)

")
%

Dari persamaan (3.16) dihasilkan
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M; (b)S;(b) + M,(b)S;(b)

PB) = =2 ) + M2 (o)

Dengan mengganti nilai » menjadi b, serta mensubstitusi p(b.) =0 dan

q(ber) =/ @2(ber) pada persamaan M;(b), M, (b), S;(b), dan S,(b) didapat

My (ber) = =202 (ber),
My (bey) = 2y ©2(ber )1 (b)),
S1(bey) = _Qoz(bcr)QDi(bcr) + (pé(bcr)v

Sy (beyr) = VP2 (bcr)qaé(bcr)'

<
<
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o
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e
7 i

sehingga
[a]
'51" p'(b ¥ L (pé (bcr) Ve ((pl(bcr)q)é(bcr) + @y (bcr)¢£(bcr))
F ¢ 2(p2(ber) + @3 (ber))
|©
8
=] Jika

@3 (ber) = (01(ber) 95 (ber) + @2 (ber) 91 (ber)) # 0,

BRAWIJAYA
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maka

Re{;—sz(b)}L: = ' (bey) # 0.

bCT

Dengan demikian, kondisi (4) untuk nilai eigen 4, ,(b) terpenuhi.

3.5 Simulasi Numerik

Pada bagian ini dibahas simulasi numerik  yang dilakukan dengan
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menggunakan  metode ‘Runge-Kutta orde 4.  Perilaku ‘solusi -dalam simulasi

4
\'?‘ 4

dibandingkan dengan hasil analisis pada subbab 3.3:dan 3.4 sebelumnya. Untuk

melihat perubahan perilaku solusi, pada simulasi ini’ digunakan beberapa nilai

REPOSITORY.UB.AC.D |

tingkat pemangsaan prey - oleh predator .dewasa. Terdapat dua kasus yang

disimulasikan pada pembahasan tesis ini, yaitu simulasi numerik ‘yang

menunjukkan - kestabilan - titik - -kesetimbangan rdan -simulasi - numerik - yang

menunjukkan terjadinya bifurkasi Hopf.

§
3.5.1 Simulasi 1
<
g § Pada simulasi ini- digunakan nilai parameter seperti yang tercantum pada
v
& < Tabel 3.1.
=
% o Tabel 3.1 Nilai Parameter
L Parameter Nilai Parameter Sumber
r 1.6 (Khajanchi, 2017)
k 1.72 (Khajanchi, 2017)
= ¢ 1 (Khajanchi, 2014)
g a 0.09 (Khajanchi, 2017)
15 5y 0.5 (Khajanchi, 2017)
8 5, 0.05 (Khajanchi, 2017)
| b 1.4 (Khajanchi, 2017)
bsd c 0.435 diasumsikan
n 0.3 (Mortoja, dkk., 2018)
o 0.15 diasumsikan
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Berdasarkan nilai parameter pada Tabel 3.1 terdapat satu titik interior yang eksis,

yaitu : E,(0.23386,10.23752,18.42754).. .Dari. nilai . parameter . tersebut . syarat

kestabilan lokal titik kesetimbangan E, (1.72,0,0) terpenuhi, yaitu % =0.05481 <

(a + 6; + nk)d, = 0.05530. Nilai parameter tersebut tidak memenuhi syarat
kestabilan titik kesetimbangan E,(0.23386,10.23752,18.42754), - sehingga - titik
kesetimbangan E, bersifat tidak stabil. Hasil simulasi dapat dilihat pada Gambar

3.1 dalam bentuk: potret fase sistem (3.4).
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Terlihat pada Gambar 3.1 bahwa semua solusi dengan lima nilai awal yang

")
%

berbeda, yaitu N;, N;, N3, N4, dan Ns; Konvergen ke titik kesetimbangan E;
sehingga dapat diartikan bahwa titik kesetimbangan E;(1.72,0,0) bersifat stabil

asimtotik.

| REPOSITORY.UB.AC.D |
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Gambar 3.1  Potret fase sistem (3.4) yang menunjukkan kestabilan titik E;

e
75

Berdasarkan simulasi ini, dapat dilihat bahwa jika laju total pertumbuhan

predator muda kurang dari laju ‘total pengurangan predator muda maka sistem

| REPOSITORY.UB.ACID |

akan menuju ke titik kepunahan predator. Berkurangnya populasi predator muda

akan  mengakibatkan “berkurangnya - populasi - predator  dewasa.  Seiring

berjalannya - waktu  populasi- predator muda dan populasi predator dewasa

akan mengalami kepunahan. Akibatnya, ketiadaan predator menyebabkan
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populasi prey tumbuh secara logistik mencapai nilai carrying capacity-nya, yaitu

1,72.

Untuk-menunjukkan kestabilan titik-kesetimbangan E, dilakukan simulasi

numerik. dengan . menggunakan. nilai-nilai - parameter seperti . pada . simulasi
sebelumnya, kecuali nilai n diperkecil, yaitu n ="0.2. Dari nilai parameter tersebut
terdapat - dua - titik -~ kesetimbangan- - interior - yang - eksis, - yaitu

E,;(0.23471,9.82413,17.68343) dan E,,(1.19615,0.35479,0.63863). Persamaan
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karakteristik ~dari titik - kesetimbangan  E,;(1.19615,0.35479,0.63863) adalah

")
%

A3 +1.559651% + 0.598721 + 0.00730, yang memenuhi syarat kestabilan lokal

titik kesetimbangan E;,, yaitu

1. ¢, =1.55965 >0,
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2. 3=0.00730 >0,

3. P1P; — (p3 = 0.92650 > 0.
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Gambar 3.2 = Potret fase sistem (3.4) yang menunjukkan kestabilan titik E,j,

| REPOSITORY.UB.ACID |

Nilai parameter tersebut tidak memenuhi syarat' kestabilan' titik ‘kesetimbangan

E,(1.72,0,0) dan E,,(0.23471,9.82413,17.68343), sehingga kedua _titik

kesetimbangan tersebut bersifat tidak stabil.
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Pada Gambar 3.2, dapat dilihat bahwa semua solusi dengan lima nilai awal

yang ‘berbeda konvergen ke titik kesetimbangan. E;; .sehingga dapat diartikan

bahwa titik kesetimbangan E,; (1.19615,0.35479,0.63863) bersifat stabil asimtotik.

l

Ketika laju anti-predator n. diperkecil dari 0.3 ke 0.2, laju pertumbuhan populasi
predator muda meningkat sehingga populasi predator dewasa bertambah. Pada

waktu yang cukup: lama, semua populasi dapat hidup berdampingan.

3.5.2 Simulasi 2
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Simulasi- 2 . dilakukan -untuk memperlihatkan :terjadinya . bifurkasi  Hopf

A
‘."‘.-

dengan ‘menggunakan nilai-nilai parameter pada Tabel 3.1, kecuali ¢ =1.5

yang diasumsikan. Penentuan nilai b, dilakukan dengan -mensubstitusi nilai
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parameter ke dalam persamaan @;(be- )@, (bs) — @5(b,) =0, sehingga

diperoleh nilai b, = 1.64287. Berdasarkan Teorema 3.1, bifurkasi Hopf terjadi di

titik kesetimbangan interior dengan nilai kritis b.,. dikarenakan sudah memenuhi

syarat berikut:
(1) @1(ber) =0.65119 > 0,

) @,(b,) = 0.00715> 0,

(3) (pé (bcr) - (§01 (bcr)goé (bcr) * ¢ (bcr)(pi(bcr)) # 0.
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Kondisi (3) terpenuhi karena @5 (ber) — (91(ber) 95 (ber) +

&
£

() (bcr)qoi (bcr)) =0.06103.

Perilaku-solusi ‘di- sekitar titik kesetimbangan E,-disajikan dalam-Gambar

3.3 dan Gambar 3.4. Jika diambil nilai b = 1.62287 < b,,., maka terdapat dua titik
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kesetimbangan yang eksis, yaitu E,(1.72,0,0) dan E,(0.21882,0.74974,1.34953).

Berdasarkan nilai parameter yang digunakan, syarat . kestabilan  titik

kesetimbangan E, berdasarkan kriteria Routh-Hurwitz terpenuhi, yaitu

(1), @, =0.67006 >0,
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() @3 =0.00512>0,

(3) Q1P = P3 = 0.00835 > 0.

Dengan demikian titik kesetimbangan E,(0.21882,0.74974,1.34953) bersifat stabil

l

asimtotik. . . -Perilaku ‘solusi sistem (3.4) dengan- nilai-nilai -parameter . tersebut
secara grafis dapat dilihat pada Gambar 3.3.
Titik kesetimbangan E; (1.72,0,0) bersifat  tidak stabil, sedangkan titik

E,(0.21882,0.74974,1.34953) bersifat stabil asimtotik. Dari hasil simulasi ini dapat
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diartikan bahwa tingkat pemangsaan yang tinggi - menyebabkan predator memiliki

A
‘."‘.-

persediaan makanan. yang banyak dan berkurangnya populasi prey. Dengan
meningkatnya laju pertumbuhan predator muda, populasi predator dewasa akan

bertambah. Untuk jangka waktu yang relatif lama ketiga populasi dapat hidup
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berdampingan sampai ke nilai (0.21882,0.74974,1.34953).

Jika diambil nilai b = 1.66287 > b, maka terdapat dua titik kesetimbangan

yang eksis, vyaitu E; (1.72,0,0) dan E,(0.17664,0.62014,1.11625). Berdasarkan
syarat kestabilan titik: kesetimbangan E;(0.17664,0.62014,1.11625) ditunjukkan
hasil numerik sebagai berikut.

(1) @i =0.63158">0,

(2) @3 =0.00416 >0,

<
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3) @190, =3 ==0.00791 < 0.

&
£

Terlihat _bahwa  syarat (3) dari kriteria. Routh-Hurwitz  untuk  kestabilan _titik
kesetimbangan -~ E,(0.17664,0.62014,1.11625) ' = tidak  terpenuhi karena

Y192 — @3 < 0. Hal ini. mengakibatkan titik kesetimbangan E, bersifat tidak: stabil
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asimtotik. ~ Gambar "3.4 " ‘menunjukkan’ ~bahwa " titik kesetimbangan

E;(0.16675,0.64940,1.16893) bersifat tidak stabil karena dijauhi: oleh trayektori di

sekitarnya dan muncul limit cycle yang stabil di sekitar titik kesetimbangan.

Kemunculan: ‘limit: cycle yang stabil setelah parameter: bifurkasi-melewati: ‘nilai
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kritis -b.,,  menandakan terjadinya bifurkasi ‘Hopf - supercritical. Ketika b =
1.66287 > b, populasi .. ketiga . spesies. . berubah: :secara. periodik.. Seiring

berjalannya waktu, ketiga spesies dapat hidup berdampingan dengan populasi

yang selalu-berubah.
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Gambar 3.4  Potret fase sistem (3.4) untuk b = 1.66287 > b, .
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BAB IV
KESIMPULAN DAN SARAN

l

4.1 Kesimpulan
Berdasarkan pembahasan pada bab sebelumnya, dapat disimpulkan
sebagai berikut.

1.' Telah dibentuk-model predator-prey dengan stage structure yang terdiri-dari

BRAWIJAYA
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tiga populasi, yaitu prey, predator muda, dan predator dewasa berupa sistem

A
‘."‘.-

persamaan diferensial nonlinear.

2.. Model. predator-prey. tersebut memiliki dua titik kesetimbangan,  yaitu titik
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kepunahan predator E; = (k,0,0) dan titik interior E, = (x*,y;,v;). Titik

kesetimbangan E;: selalu-eksis dan E, eksis dengan syarat tertentu. Kedua

titik kesetimbangan tersebut stabil asimtotik lokal dengan syarat tertentu.

3. Bifurkasi Hopf terjadi di sekitar titik ‘interior E, ketika tingkat pemangsaan
melewati suatu nilai kritis. Bifurkasi Hopf ditandai dengan kemunculan limit
cycle di “sekitar - titik ' interior mengakibatkan terjadinya ' keseimbangan
ekosistem. Ketiga populasi hidup berdampingan dengan kepadatan populasi

yang berubah-ubah yang bergantung terhadap waktu.
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4. = Hasil simulasi numerik sesuai dengan hasil analisis yang telah diperoleh.

&
£

4.2 - Saran

Pada penelitian ini, model yang dikaji menggunakan fungsi respon ratio-

| REPOSITORY.UB,ACID |

dependent. Pada fungsi respon tersebut belum dipertimbangkan adanya proteksi

lingkungan pada populasi prey. Untuk itu pada penelitian selanjutnya disarankan

untuk ' mengubah - fungsi' respon ratio-dependent menjadi -~ fungsi' respon

Beddington-DeAngelis.
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LAMPIRAN

Lampiran 1. Perhitungan titik kesetimbangan E.,

Kasus 2b. Kombinasi (3.6b), (3.7), dan (3.8b).

*_dzy;
Y1 Toan

r(1-7) =0,

< by, =r(1—%)(y2+(;bx)
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%

<:)by2=r(1—%)(y2+qu)

A (:)byz—r(l—f)yz r(l—%) Px
E

:g 1 r(l—%)d)x

3 o)

vy ()

Persamaan y, = x (%) disubsitusikan ke (3.8b)

o e ) () - or (D) (2) =0

bk—-rk+rx.
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e i~ o) () e (9

bk—rk+rx.

= i (o () ()= a0 )

[a]
(g bk—rk+rx.
| <
| &8
| =
| & cha 2 (Tok—TPx\ _
Eg = —(;}?k-}:fx) G + 08,% (—bk_rk+rx) = (@ + 6; +1x)6;
| —rk+rx
E
cha 2 [ TPk—Tdx\
= (r¢k—r¢;c;¢l;{l:——r¢k+r¢x) + 06,x (m) = (a + 6, + 1x)6;
< -7 X
Z
L =
= ;
g = 43
>
o
S
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{ ‘,;’ bk-rk+rx 2 (r¢k—r¢x) .

?3 S oca TR +06,x e (a+6;+1nx)d,
E

;§ bk-rk+rx 2 ( k—x ) -

& STyt + 08 rdx ) = (a+ 8; +1x)d,

(bk-rk+7rx)?+08,rkPpx?(k—x)
Sca SRRk TT) = (a +6; + nx)o,

& ca(bk —rk + %)%+ 06,rkp?*x?(k = x) = pkd,(bk — rk +1x)(a + 61+ nx)

& ca(bk —rk +1rx)(bk =1k 4+ 1x) + 08,rkp?x?*(k — x) = ¢k, (bk —rk +
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rx)(a + 6; + nx)

4
\'?‘ 4

& ca(b?k? — rbk? + rbkx — rbk? + r2k? — r?kx + rbkx — r?kx + r2x?) +

08,rk?p*x? —06,rkp?x3 = S,kp(abk = ark + arx + bk, —rkd; + ré;x +
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bknx — rknx + rnx?)

& cab?k? — carbk? 4+ carbkx — carbk? + car?k? — car?kx + carbkx —

car?kx + car?x? + 08,7k?$*x? — 68,rkp?x> = abd,k*Pp — ad,rk*¢ +
ad,rkpx + bS8, k%P = 816;7k2 P + 5,.8,rkdpx + bSyk*Pnx = S,k pnx +

5,rkdnx?

& —06,7kd?x3 + (car? + 66,17k Pp? —8,rkpn)x? + (2carbk — 2car?k —

ad,rkep — 6,6,7kd — b6, k?Ppn + S,rk?¢pn)x + cab?k? — 2carbk? + car?k? —
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ab82k2¢ + 0(52Tk2¢ = b6152k2¢ + 5162Tk2¢ =0

P
£

3 _ (car+as;k*¢>—83keén) Ay (2carb=2car?-a8,r$p—518,r¢p—bSkdpn+8,rkdn) A

=
r 0'62 k¢2 0'52T¢2
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(cab?k—2carbk+car*k=abd;kp+ad,;rkdp—bb,8;kp+816,1kp)
08,2 .

0.

Berdasarkan perhitungan di atas diperoleh titik. kesetimbangan pada kasus

ini,” yaitu titik kesetimbangan E, = (x*,y;{,vy,), dengan y{‘=%,

k—x*

ayv :
bk_rkwx*), dan x* diperoleh dari persamaan
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R (car + 06,k2p? = 6,kpn) 2
06,ke?
_2carb - 2car? = ad;rd — 610,r¢p — b8, kdn + 8,rkdn)
ad,rd? &

(cab’k — 2carbk +car’k — abd,kp + ad,rkd — b816,kp + 5,6,7kp) 4

a6,1dh?
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Lampiran 2. Listing program

function dx=model (x,parameter)

r=parameter (1),

k=parameter (2

b=parameter (3

c=parameter (4

phi=parameter (5);

alpha=parameter (6) ;

deltal=parameter (7);
8);
¥

’

)
)&
)

deltaZ2=parameter (
sigma=parameter (9
eta=parameter (10) ;
X=x(1);

Yl=x(2)7;

Y2=x(3);

dX=r*X* (1-X/k) = ((b*X*Y2) / (Y2+phi*X)) ;
dY1l=((c*b*X*Y2) / (Y2+phi*X))- (alphat+deltal) *Y1-
(eta*X*Y1)+ (sigma*X*Y1*Y2);
dY¥2=(alpha*¥Y1l)-(delta2*Y2);

dx=[dX dY1l dy2];

’

’
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end
e
|G
| <
|5 clear- all;
k- edrg
|5 h=0.05;
g £=0:h:30007;
o

N=length(t)-=1;

$variasi nilai awal

<I x(1l,:)=[0.1 0.15 0.2]; SN5
E X1, 1)=[3,,:3.:12]. ;. SN2
) — ex(1,:)=[2 1 11; SN1
s— x (1 ,:):[1.5 4757 ;0 BN8B
GB SxA(1, 1)=00.315+5] 72 SN4
G <L v U
EII tnilai parameter
< r='1.6;
>0 k= 1.72;
c=-0.435;
phi= 1;

alpha= 0.09;
deltal= 0.5;
deltaz2='0.05;
sigma=-0.15;

12 eta=.0.2;

| Jd

| < b= 1.4;

[++]

.D

| &

|2 par=[r.k b c phi alpha deltal delta2 sigma etal;

| & for n=1:N

I kl=h*model  (x (n,:),par);
k2=h*model (x(n,:)+0.5*kl,par);
k3=h*model (x(n,:)+0.5*k2,par);
k4=h*model (x(n,:)+k3,par);
x(n+l,:)=x(n, )+ (k1l+2*k2+2*k3+k4d) /6;
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end

[x(:,1) x(:,2) x(+,3)] Sménampilkan hasil hitungan
plot3(x(:,1),x(:,2),x(:,3), "', "LineWidth', 5);%plot potret fase
hold on

plot3(x(1,1),x(1,2),x(1,3),'*g','LineWidth',5);%nilai awal
plot3(k,0,0,"*k", "LineWidth',5); %titik kesetimbangan ' E1l
plot3(0.2347143757,9.824130764,17.68343537,"'*k", "LineWidth',5);
stitik,.kesetimbangan E2a
plot3(1.196152741,0.3547988384,0.6386379092, "*k', "LineWidth',5);
$titik kesetimbangan E2b

dteks =.0.005;

text (x(1,1)+0.1,x(1,2),x(1,3)+dteks, "N 5");%nilai awal

text (k+dteks, O+dteks, O+dteks, "E-1")7

text (0.2347143757+dteks; 9.824130764+dteks,17.68343537+dteks, 'E 2 a
)

text (1.196152741+dteks, 0.3547988384+dteks, 0.6386379092+dteks, 'E 2
b');
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xlabel ('x') ;ylabel("y 1');zlabel('y 2");
grid on
hold on
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figure(2)
plot(t,x(:,1),'b';t,x(:,2),'r',t,x(:,3),"'k",'LineWidth',3);%plot
time series solution

Tegend('x ",/ by (A", Ny 221);

xlabel ('t').;
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