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RINGKASAN

FIRMANSYAH RESKAL MOTULO, Program Studi Magister Matematika
FMIPA Universitas Brawijaya, Juli 2018. Analisis Dinamik dan Kontrol Optimal
Model Pertumbuhan Tumor dengan Terapi Imun Menggunakan Sel Dendritik;
Ketua Komisi Pembimbing: Trisilowati, Anggota Komisi Pembimbing: Abdul Rouf
Alghofari.

Pada tesis ini, dibahas analisis dinamik dan kontrol optimal model
pertumbuhan tumor dengan terapi imun menggunakan sel dendritik. ‘Model
pertumbuhan tumor pada tesis ini dinyatakan dalam empat kompartemen, yaitu
kompartemen kepadatan sel tumor, kompartemen kepadatan sel CTLs yang
berperan dalam membunuh sel tumor, kompartemen kepadatan sel T pembantu
yang berperan dalam merangsang sel CTLs untuk membunuh tumor, dan
kompartemen kepadatan sel dendritik yang berfungsi untuk membasmi
keberadaan sel tumor di dalam tubuh. Model pertumbuhan tumor dengan terapi
imun ini - memiliki enam titik kesetimbangan yang terdiri dari tiga titik
kesetimbangan bebas tumor dan tiga titik kesetimbangan endemik. Titik
kesetimbangan bebas tumor menyatakan bahwa tubuh bebas dari adanya sel
tumor, sehingga tidak terjadi penyebaran sel tumor di dalam tubuh. Titik
kesetimbangan endemik merupakan titik kesetimbangan yang menyatakan
terjadinya penyebaran sel tumor.  Hasil analisis menyatakan bahwa titik
kesetimbangan bebas tumor yaitu titik E,, E;, eksis tanpa syarat dan E, eksis
dengan syarat tertentu, sedangkan untuk titik kesetimbangan endemik yaitu- titik
E;, E,, Es, eksis dengan syarat tertentu. Analisis kestabilan titik kesetimbangan
bebas tumor menyatakan bahwa E, bersifat tak stabil dan E;, E, bersifat stabil
dengan syarat tertentu dan titik kesetimbangan endemik E; bersifat tak stabil, E,,
E: bersifat stabil dengan syarat tertentu. Masalah kontrol optimal model
pertumbuhan tumor diselesaikan berdasarkan prinsip maksimum Pontryagin dan
solusi numerik model disimulasikan dengan metode Sweep Maju-Mundur. Hasil
simulasi numerik menunjukkan bahwa terapi imun melalui sel dendritik, efektif
dalam upaya menghambat pertumbuhan sel tumor.

Kata kunci: analisis dinamik, kontrol optimal, sel dendritik, tumor, sel CTLs, sel T.

Vi
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BRAWIJAYA

SUMMARY

FIRMANSYAH RESKAL MOTULO, Mathematics Master Study Program,
Faculty of Sciences, University of Brawijaya, July 2018. Dynamical Analysis and
Optimal Control of Tumor Growth Model with Dendritic Cells as Immunotherapy;
Supervisor: Trisilowati, Co-Supervisor: Abdul Rouf Alghofari.

In this thesis, dynamic analysis and optimal control of tumor growth model
with immune therapy using dendritic cells are discussed. The tumor growth model
of this thesis is expressed in four compartments, the tumor cell density
compartment, the CTLs cell density. compartment that plays a role in killing tumor
cells, a helper T cell density compartment that plays a role in stimulating CTL cells
to kill tumors, and dendritic cell density compartments that function to eradicate the
presence of tumor cells in the body. This tumor growth model with immune therapy
has six equilibrium points consisting of three tumor-free equilibrium points and
three endemic equilibrium points. The point of tumor-free equilibrium states that
the body is free from the presence of tumor cells, so there is no spread of tumor
cells in the body. An endemic equilibrium point is an equilibrium point that indicates
the spread of tumor cells. The results of the analysis indicate that the tumor-free
equilibrium point Ey, E; exist unconditionally and E, exists with certain condition,
while for endemic equilibrium point E3, E,, Es exist with certain condition. Stability
analysis of tumor-free equilibrium points states that E, is unstable and E;, E, is
stable with certain conditions and the equilibrium point of endemic E; is unstable,
while E,, Es is stable with certain conditions. The optimal control problem of the
tumor growth model is solved based on the maximum Pontryagin principle and the
numerical solution is simulated using Forward-Backward Sweep method. The
results of numerical simulations show that immune therapy through dendritic cells
is effective in an effort to inhibit the growth of tumor cells.

Keywords: dynamic analysis, optimal control, dendritic cells, tumors, CTLs cells, T
cells.
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang Masalah

Salah satu jenis penyakit yang tidak menular (Non-communicable diseases
atau NCD) namun sangat berbahaya yang sampai saat ini. masih menjadi
perhatian di berbagai negara adalah kanker. Kanker merupakan istilah umum
untuk sekelompok besar penyakit yang dapat menyerang bagian tubuh
manapun. Oleh sebab itu penyakit kanker sangat ditakuti oleh masyarakat
karena sering menyebabkan kematian bagi penderitanya. Salah satu ciri penyakit
kanker adalah terjadinya sel abnormal yang tumbuh secara cepat melampaui
batas normal sehingga menyerang bagian tubuh kemudian menyebar ke organ
lain. Menurut Kamus Besar Bahasa Indonesia, proses penyebaran penyakit dari
satu organ ke organ yang lain disebut metastasis. Dalam penyebaran penyakit
kanker, metastasis menjadi penyebab utama kematian bagi penderitanya (World
Health Oragnizaton atau WHO, 2017).

Faktor penyebab timbulnya kanker salah satunya adalah tumor, secara
umum tumor dibagi menjadi dua, yaitu tumor jinak dan tumor ganas (kanker).
Tumor jinak tidak bersifat kanker, hanya saja mirip dengan kanker karena
pertumbuhannya adalah hasil dari sel-sel yang tidak normal dan tidak menyebar
ke organ lain, sedangkan tumor ganas memiliki kemampuan berkembang biak
secara tak terkendali untuk bermetastasis (menyebar) ke bagian tubuh dan
menyerang jaringan sekitarnya. Kanker terbentuk dari sel-sel yang tidak normal
serta tidak stabil dan dapat berkembang melalui aliran darah, sistem peredaran

darah, dan sistem limfat (Chalimah, 2017). Kanker muncul dari transformasi sel
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normal menjadi sel tumor dalam proses multistage yang umumnya berkembang
dari tahap pra-kanker menjadi tumor ganas. Perubahan ini terjadi dari hasil
interaksi antara faktor genetik seseorang dan tiga faktor eksternal, yaitu
karsinogen fisik, seperti radiasi ultraviolet dan pengionan; karsinogen kimia
seperti asbes, komponen asap tembakau, aflatoksin (kontaminasi makanan), dan
arsen (kontaminasi air minumy); dan karsinogen biologis seperti infeksi dari virus,
bakteri atau parasit tertentu (WHO, 2017).

Penderita kanker di seluruh dunia terus mengalami peningkatan, baik
negara-negara barat maupun negara-negara bagian Asia. Berdasarkan data
WHO (2010), jumlah penderita kanker di seluruh dunia bertambah setiap tahun,
yaitu mendekati angka sekitar 7 juta orang dengan dua per tiga diantaranya
berada di negara-negara yang sedang berkembang. Banyaknya populasi
kematian akibat kanker diproyeksikan meningkat sebesar 15% secara global
dalam selang waktu antara tahun 2010 sampai 2020 hingga mencapai 44 juta
kematian. Peningkatan tertinggi diperkirakan sebesar 20% terjadi di negara-
negara Afrika, Asia Tenggara, dan Mediterania Timur, akan tetapi negara-negara
yang diperkirakan mempunyai jumlah angka kematian tertinggi pada tahun 2020
adalah negara-negara di Asia Tenggara (10,4 juta kematian) dan Pasifik Barat
(12,3 juta kematian), sedangkan untuk kematian di seluruh dunia akibat kanker
pada tahun 2015 mencapai 8,8 juta orang (WHO, 2015).

Pada dekade mendatang, kanker diprediksi sebagai penyebab kematian
yang menjadi perhatian di seluruh dunia. Oleh sebab itu, peningkatan prevalensi
penyakit kanker sulit dihindari. Hal ini cukup menjadi perhatian publik karena jika
tidak ada penanganan lanjut maka penderita kanker di seluruh dunia akan

meningkat secara signifikan pada tahun 2030, dimana sekitar 26 juta penduduk
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dunia terinfeksi kanker dan 17 juta diantaranya meninggal karena kanker (WHO,
2010). Ironisnya, laju pertumbuhan orang yang terinfeksi penyakit ini lebih cepat
terjadi pada negara miskin dan berkembang (International Union Against Cancer,
2009).

Di Indonesia, diperkirakan terdapat 100 penderita baru per 100.000
penduduk tiap tahunnya. Ini-berarti dari jumlah 237 juta penduduk terdapat
sekitar 237.000 penderita kanker baru setiap tahunnya. Berdasarkan hal
tersebut, data empiris menunjukkan bahwa data kematian akibat kanker dari
tahun ke tahun terus mengalami peningkatan. Menurut hasil Riset Kesehatan
Dasar (2013), sekitar 4,5% atau 1,4 per mil kematian pada semua umur
disebabkan oleh kanker ganas. Kanker menjadi penyebab kematian nomor tujuh
setelah stroke, TB (Tubercle Bacillus), cedera, perinatal, dan diabetes.

Beberapa cara yang dapat dilakukan untuk menghambat pertumbuhan
tumor, yaitu melalui radiasi dan penggunaan obat. Selain itu, dapat juga
dilakukan melalui terapi imun (Immunotherapy) dengan menggunakan sel
dendritik atau dendritic cells (DCs) yang disebut vaksinasi sel dendritik. Vaksin
sel dendritik adalah bentuk terapi kekebalan tubuh baru yang digunakan untuk
mengobati kanker (Palucka dkk., 2010). Sel dendritik merupakan APC (Antigen
Pressenting Cell) paling efektif karena letaknya yang strategis, yaitu di tempat-
tempat dimana mikroba dan antigen asing masuk ke dalam tubuh serta berada di
sekitar organ-organ yang menjadi target bakteri atau berkembangnya sel
abnormal (Bratawijaya., 2006). Berdasarkan fungsinya terdapat dua jenis sel
dendritik, yaitu conventional dendritic cells (cDCs) dan plasmacytoid dendritic
cells (pDCs). Fungsi utama cDCs, yaitu berperan dalam mengenali antigen yang

kemudian dipresentasikan ke sel T (CD4*T) serta mengeluarkan beberapa
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molekul penting, sedangkan pDCs memiliki peran dalam menghasilkan interferon
antivirus dalam tubuh (Malissen dkk., 2012). Secara umum, dapat digambarkan
bahwa peran sel dendritik terhadap penyakit tumor atau infeksi lainya dimulai dari
mengenali antigen yang dihasilkan oleh pertumbuhan sel abnormal, kemudian
mengeluarkan - molekul  seperti = sitokin untuk mengaktifkan sel T 'dengan
mempresentasikan antigen melalui Mayor Histocompatibility Complex (MHC)
atau Human Leucocyte Antigen (HLA).

Analisis tentang model pertumbuhan tumor telah dilakukan oleh beberapa
peneliti, antara lain Kirschner dan Panetta (1998), membahas model matematika
tentang pertumbuhan tumor dan interaksinya dengan terapi imun. Berdasarkan
penelitian Kirschner dan Panetta yang mendeskripsikan dinamika antara sel
tumor, sel kekebalan tubuh, dan IL-2, membuktikan bahwa terapi imun dengan
sitokin interleukin-2 (IL-2) dapat meningkatkan sistem kekebalan tubuh. Sel
CD4*T merupakan sel yang mengatur respon kekebalan tubuh menggunakan
sitokin sebagai signal untuk menstimulus imun dan merespon dengan cara yang
tepat untuk membasmi tumor.

DePillis dkk. (2001), melakukan penelitian tentang model penyebaran
tumor yang dinyatakan dalam bentuk sistem persamaan diferensial biasa. Pada
penelitian ini digunakan - pendekatan kontrol optimal untuk mengendalikan
pertumbuhan sel tumor dengan terapi obat. Dalam model tersebut terdapat
empat subpopulasi, yaitu sel tumor, host cells, sel imun, dan terapi obat. Analisis
kestabilan model ditentukan dengan tanpa adanya kontrol, selanjutnya kontrol
optimal diaplikasikan dengan tujuan untuk meminimumkan jumlah sel tumor.

Lima tahun kemudian DePillis dkk. (2006), mengembangkan model

pertumbuhan tumor dengan menggabungkan terapi imun dan kemoterapi. Hasil
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simulasi numerik menunjukkan bahwa kemoterapi atau terapi imun saja tidak
cukup untuk mengendalikan pertumbuhan tumor, sedemikian sehingga
diasumsikan bahwa dengan mengkombinasikan dua terapi dapat menghilangkan
seluruh tumor.

Pada tahun 2013 DePillis dkk. menganalisis model matematika dengan
memberikan perlakuan berupa terapi pada penyakit melanoma menggunakan sel
dendritik. Dalam model tersebut, DePillis dkk. memodifikasi model Ludewig dkk.
(2004) dengan mendeskripsikan interaksi antara sel dendritik, organ, dan sel
tumor. Pada tahun yang sama, Trisilowati dkk. melakukan penelitian tentang
kontrol optimal menggunakan sel dendritik untuk menghambat pertumbuhan
tumor. Sharma dan Samanta (2013) melakukan penelitian tentang model
pertumbuhan tumor dan interaksinya dengan sistem imun menggunakan obat
kemoterapi. Analisis  model pertumbuhan tumor dilakukan  dengan
mempertimbangkan efek interaksi tumor, imun dan obat kemoterapi. Model
tersebut terdiri dari empat komponen, yaitu (i) sel T yang tidak dapat menyerang
dan menghancurkan sel tumor secara langsung, namun melepaskan sitokin
interleukin-2 yang merangsang CTLs (Cytotoxic ~T-Lymphocytes) dan
mengubahnya menjadi sel CTLs yang aktif, (ii) sel CTLs aktif yang dapat
menyerang, menghancurkan, atau bahkan menelan sel tumor, (iii) sel tumor, dan
(iv) obat kemoterapi. Selanjutnya pada tahun 2017, Rangel dkk. melakukan
penelitian kontrol optimal model murine untuk mengukur efektivitas sel dendritik.
Model tersebut terdiri dari sel tumor, sel T CD4*, sel T CD8* atau CTLs, antigen
yang memuat sel dendritik, IL-2,sel T TGF-B* sebagai sel pengahambat, IFN-y
yang meningkatkan regulasi MHC kelas 1, dan M; merupakan banyaknya MHC

kelas 1 untuk setiap sel melanoma.
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Berbeda dari penelitian sebelumnya, pada tesis ini dibahas analisis dinamik
dan kontrol optimal model pertumbuhan tumor dengan terapi imun berdasarkan
hasil modifikasi model penelitian Sharma dan Shamanta (2013). Pada penelitian
Sharma dan Samanta (2013) dibahas perilaku dinamik dari sistem tumor imun
dengan kemoterapi dan kontrol optimal, sedangkan pada tesis ini konstruksi
model - dilakukan menggunakan terapi imun dengan melibatkan sel dendritik.
Selanjutnya dilakukan analisis dinamik terhadap model yang telah dikonstruksi
dengan menentukan titik kesetimbangan, analisis kestabilan titik kesetimbangan,
dan menyelesaikan masalah kontrol optimal pada model dengan tujuan untuk

meminimumkan sel tumor serta biaya terapi imun.

1.2. Rumusan Masalah

Berdasarkan uraian pada latar belakang, beberapa pokok permasalahan

dalam penelitian ini, yaitu sebagai berikut:

n bagaimana konstruksi model pertumbuhan tumor dengan terapi imum
menggunakan sel dendritik,

2. bagaimana titik kesetimbangan dan analisis kestabilan model,

3. bagaimana penyelesaian kontrol optimal pada model dengan terapi imun,

4. bagaimana hasil simulasi numerik- model dengan dan tanpa kontrol.

1.3. Tujuan Penelitian

Berdasarkan rumusan masalah di atas, adapun tujuan penelitian ini
sebagai berikut:
1. mengkonstruksi  model pertumbuhan tumor dengan terapi imun

menggunakan sel dendritik,



2. menentukan titik kesetimbangan dan menganalisis kestabilan model,
3. menyelesaikan masalah kontrol optimal pada model dengan terapi imun,

4. mensimulasikan model dengan dan tanpa kontrol.
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TINJAUAN PUSTAKA

Adapun definisi dan teorema yang menjadi dasar teori dalam penelitian ini
terbagi dalam beberapa subbab antara lain: sistem dinamik, sistem otonomus,
titik kesetimbangan, analisis kestabilan, dan penyelesaian masalah kontrol

optimal.

2.1. Sistem Dinamik

Sistem dinamik adalah suatu sistem yang bergantung pada waktu, dimana
kondisi yang akan datang dapat diketahui bila kondisi di masa sekarang
diketahui. Sistem dinamik dikategorikan menjadi dua macam, yaitu sistem
dinamik diskrit dan sistem dinamik kontinu. Sistem dinamik diskrit menggunakan
waktu diskrit dan dinyatakan dalam bentuk persamaan (Alligood dkk., 2000),
yaitu

Xyr= F(K),XER”,IEZ atau N .

Sementara itu, sistem  dinamik kontinu menggunakan waktu kontinu dan
dinyatakan sebagai sistem persamaan diferensial berikut,

dx

dt

f(Xt);XxeR",teR.

Pada penelitian ini, sistem dinamik yang dibahas merupakan sistem dinamik

kontinu.

2.2. Sistem Otonomus

Berikut diberikan suatu persamaan diferensial biasa,



g:f(i),ieﬂ%”. (2.1)

Sistem persamaan (2.1) disebut sebagai sistem otonomus jika fungsi f tidak
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bergantung secara eksplisit terhadap variabel bebas 't, tetapi bergantung pada
variabel tak bebas X (Boyce dan DiPrima, 2012).
Terdapat definisi untuk mempelajari perilaku titik kesetimbangan dari

sistem otonomus, berikut diberikan definisi yang diperlukan.

Definisi. 2.2.1. (Titik Kesetimbangan)

Berdasarkan sistem (2.1), titk X~ yang memenubhi f()?*):ﬁ disebut titik kritis

*

sistem (2.1). Titik kritis X ~merupakan solusi sistem (2.1) yang mempunyai nilai

konstan, karena memenuhi kondisi 3—): = 0. Kondisi yang menyebabkan 3—): =0

disebut keadaan setimbang, sehingga titik yang memenuhinya disebut dengan
titik kesetimbangan (Boyce dan DiPrima, 2012).
Definisi. 2.2.2. (Kestabilan Titik Kesetimbangan)
Sifat titik kesetimbangan X~ (Boyce dan DiPrima, 2012) adalah sebagai berikut:
a) Stabil, jika V&> 0,35 >0sedemikian hingga setiap solusi X = ®(t) pada
sistem (2.1), ketika saat t = Oberlaku,

*

<O

HcB(O)—f(

ada untuk setiap t yang bernilai positif dan berlaku ”(T) (t)— TH < &, untuk

setiap t>0.
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b) Stabil asimtotik, jika X stabil dan terdapat &,, dimana &, >0
sedemikian hingga jika suatu solusi X = Cf)(t) memenuhi HCTD(O)— )”(*H <0,
maka,

I harsi

c) Tidak stabil, apabila titik tersebut tidak memenuhi sifat (a).

2.2.1. Sistem Otonomus Linear
Pandang sistem otonomus linear orde satu berikut,

dx
E = Py X+ PRyt PV,

d
d_)t/ = Py X+ Py Y + PagVs (2.2)

\V
E = Py X+ Par Y + PagV.

dengan p; € R, untuk I, j=12,3.Sistem persamaan (2.2) dapat ditulis kembali

dalam bentuk %:PX, dengan X=(X,Yy,v)" dan P:[pij} disebut sebagai

matriks  koefisien. Titik kesetimbangan sistem (2.2) berbentuk X =(0,0,0)
dengan syarat det(P) 0.

Kestabilan titik X" =0 bergantung pada nilai eigen matriks P yang

diperoleh dengan menyelesaikan persamaan det(P—AI):O. Sifat - yang

menghubungkan antara kestabilan titik kesetimbangan X" =0 dengan nilai eigen

matriks P dinyatakan dalam Teorema 2.1 berikut (Mattheij dan Molenaar, 2002).
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Teorema 2.1. Misalkan A4,i=1,2,3 adalah nilai-nilai eigen matriks P, berlaku

kondisi:
1. Jika Re(4)<0Vi=123, maka X" =0 stabil asimtotik.

2. Jka Re(%4)<0vi=123, maka X =0 stabil, tetapi tidak stabil
asimtotik.
3. Jika kondisi (1) dan (2) tidak dipenuhi, maka X" =0 tidak stabil.
Pada sistem otonomus linear, terdapat beberapa kasus yang tanda dari

nilai eigen matriks koefisiennya sulit ditentukan, sehingga digunakan kriteria

Routh-Hurwitz untuk menentukan kestabilan titik kesetimbangannya.

Teorema 2.2. Misalkan persamaan karakteristik untuk sistem otonomus linear

L =PX,X € R" berdimensi n adalah

A'+al Tt +..+a =0,
a, #0. Maka kestabilan titik kesetimbangan persamaan (2.2) dapat ditentukan

menggunakan kriteria  Routh-Hurwitz tanpa harus menentukan nilai eigen.

Persamaan karakteristik tersebut memiliki akar-akar real negatif jika dan hanya

jika
4 &

D, =a >0,D, = >0,
8 8 a
8, a & yersitas B
2 4

D,=|1 a, a,/>0,..,D, = e >0
0 :

Wil 0 0 O a,
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dengan k=1,2,...,n.

Jika persamaan karakteristik memenuhi kriteria Routh-Hurwitz, maka titik

kesetimbangan sistem persamaan (2.2) bersifat stabil. Untuk persamaan
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karakteristik berderajat tiga dengan bentuk umum
A +al*+a,A+a, =0,

kriteria Routh-Hurwitz yang harus dipenuhi adalah (Murray, 2002):

1. a>0,
2. a,>0,
3. aa,-a,>0.

Selain menggunakan Teorema (2.1) atau Teorema (2.2), pada sistem

otonomus berdimensi dua juga dapat digunakan tanda trace dan determinan

matriks P sebagai kriteria untuk menentukan kestabilan X = 0.

Misalkan matriks koefisien sistem otonomus linear dua dimensi adalah

11

Persamaan karakteristik matriks tersebut diperoleh dari persamaan

(a—ﬂ, b j
det =0,
C d-—41

yaitu A’ —(a+d)A+(ad —bc)=0 dengan  trace(P)=a+d dan
det(P) =ad—~bc. Akar persamaan karakteristik tersebut adalah 4;, =

(trace (P)+VD

E ) dengan D:(trace(P))2—4det(P). Oleh sebab itu, syarat

IVERSITA

kestabilan X =0 dapat diperoleh berdasarkan ketentuan nilai trace dan

BRAWIJAYA

UN

determinan seperti pada Tabel 2.1 (Panfilov, 2004).
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Tabel 2.1. Kriteria kestabilan dengan melihat tanda trace dan determinan.

det(P) | trace(P) | diskriminan(D) Nilai Eigen Kestabilan
>0 AA, >0 Tidak Stabil
o <0 A,=axib,a>0 Tidak Stabil
>0 =0 <0 A, =ib Stabil
>0 A, A, <0 Stabil Asimtotik
ya <0 A, =az*ib,a<0 Stabil Asimtotik
>0 >0 A >0,4,<0 Tidak Stabil Pelana
<0 = >0 A >0,4,<0 Tidak Stabil Pelana
<0 >0 A >0,4,<0 Tidak Stabil Pelana

2.2.2. Sistem Otonomus Nonlinear
Misal diberikan sistem otonomus nonlinear sebagai berikut:

%z f (X Xpres X, ), Vi=12,..,1. (2.3)
Jika fungsi f. pada sistem persamaan (2.3) memiliki turunan parsial yang

kontinu di titik kesetimbangan X~ = (xf Xy erns x:) , maka deret Taylor fungsi f, di

sekitar X~ adalah

afi (X'*) (2.4)

dengan 77, (X, X,,..., X, ) adalah suku sisa, i=12,...,n,
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o
o
(2%
= Hampiran orde satu terhadap f, menghasilkan suku sisa yang memenuhi
—
h .
e sifat
"o
= fim ke X) g (2:5)
= 09(E) ||

d d St . d d .
Karena d—?:—(xl—xl), oya ¢ (5 dxt”za(xn—xn), maka

ketika persamaan (2.4) disubstitusikan pada persamaan (2.5) diperoleh matriks

berikut
X — X fl()?*) X =X || (X X, e X))
E X, =%, a) fz()?*) +J()?*) XZ_X; 772(X1 Xgyeees n) (2.6)
dt : '
X — X fn(i*) X =X || 1 (X %0 X))
dengan
[ of (X)) oy (x) ot (x) |
0 OX, oX,
* of,(x7) af,(x") o, (x7) (29)
I(X)=| "ox, ox, ox

Matriks J disebut sebagai matriks Jacobi atau partial derivative matrix. Karena
f,(X)=0,f,(x)=0,... f,(X)=0, dan v“v:(xl—x;,xz—x; ..... e —x:)T , maka

persamaan (2.6) dapat ditulis menjadi
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—=JW+7, (2.8)

dengan 77=(771,772,...,77n)T. Jika X berada cukup dekat dengan X , maka W
bernilai sangat kecil.

Berdasarkan persamaan (2.8), jika W—>0 maka ﬁ—)f)sehingga n dapat

diabaikan dan sistem otonomus nonlinear (2.3) dapat dihampiri oleh sistem
otonomus linear

d_W = JW. (2.9)

dt
Apabila X, =X, %X, =X,,..., X, = X., maka diperoleh W =0 yang merupakan titik
kesetimbangan sistem linear hampiran.
Proses pendekatan persamaan nonlinear menjadi persamaan linear
disebut linearisasi di sekitar titik kesetimbangan (Boyce dan DiPrima, 2012).

Kriteria kestabilan titik kesetimbangan sistem otonomus nonlinear diberikan pada

Teorema 2.3 berikut (Robinson, 2004).

Teorema 2.3. (Sifat Kestabilan Sistem Otonomus Nonlinear)
Diketahui sistem otonomus nonlinear (2.3), titik kesetimbangan sistem
tersebut mempunyai sifat:
1. Stabil asimtotik, jika titik kesetimbangan sistem hasil linearisasi stabil
asimtotik,
2. Tidak stabil, jika titik kesetimbangan sistem memiliki hasil linearisasi
tidak stabil.
3. Tidak dapat ditentukan, jika terdapat nilai eigen dari matriks Jacobi yang

memiliki bagian real nol.
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Teorema 2.3 menerangkan bahwa kestabilan titik kesetimbangan sistem
nonlinear dapat didekati dengan kestabilan titik kesetimbangan sistem linear
hampiran di sekitar titik tersebut, sehingga diperoleh kestabilan yang bersifat

lokal.

2.3. Teori Kontrol Optimal

Dalam masalah kontrol optimal, variabel yang termuat pada sistem
persamaan diferensial disebut sebagai variabel-variabel state. Variabel-variabel
state akan dikendalikan dengan diberikan perlakuan berupa fungsi kontrol yang
sesuai. Fungsi kontrol yang dimaksud dapat mempengaruhi perilaku state
sedemikian sehingga dapat mengoptimalkan fungsional objektif (fungsi tujuan)
yang diberikan.

Secara umum, fungsional objektif berbentuk integral dari suatu fungsi yang

bergantung pada variabel state dan variabel kontrol. Misalkan didefinisikan X(t)
adalah state dan U(t) adalah variabel kontrol, maka permasalahan kontrol

optimal secara sederhana adalah menentukan x'(t) dan u’(t) yang

mengoptimalkan fungsional objektif.
Secara matematis (Lenhart dan Workman, = 2007) untuk masalah

minimisasi dapat dituliskan sebagai:
b
min [ (t,X(t), 6 (0))dt, (2.10)
b

dengan kendala

X'(t) = g (t, X(t), u(t)),

(2.11)

dan nilai awal

X(to) = Xo»
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dalam hal ini fungsional objektif yang dimaksud adalah

J () =tj f (1, X(t),ut))dt. (2.12)
)
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2.3.1. Syarat Perlu Kontrol Optimal
Teknik atau cara utama untuk menyelesaikan masalah kontrol optimal
adalah dengan menentukan syarat perlu yang memenuhi kondisi optimal dan
state. Pada tahun 1950, Pontryagin mengusulkan syarat perlu yang dikenal
sebagai fungsi adjoint. Fungsi adjoint digunakan untuk menambahkan
persamaan diferensial pada fungsional objektif (Lenhart dan Workman, 2007).
Pada masalah kontrol optimal, u” didefinisikan sebagai kondisi optimal dan
X" adalah state yang sesuai dengan kondisi optimal, serta diasumsikan u” dan
X eksis.
Misalkan h(t) adalah fungsi kontinu sepotong-sepotong dan ¢ € R adalah suatu

konstanta, maka dapat dibentuk suatu kontrol baru sebagai

u’(t) =u’(t) + eh(t). (2.13)

Misalkan x“ adalah state yang bersesuaian dengan u‘, maka persamaan
state dapat dituliskan sebagai

%xg ® = g(t.x" ).u° 1)). (2.14)

Ketika x° dan X" dimulai dari titik awal yang sama X’ (t,)= X,, maka berlaku

g X“(t) >u"(t) untuk semua t ketika &—>0. Selanjutnya, untuk setiap t juga
<C
~§ berlaku,
E§ ou” (1) ~h(t). (2.15)
=2 0 |,
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Adapun fungsi objektif variabel u® adalah

4

I(u) = £ (tx (1), 0 (1))t (2.16)
t
Jika suatu fungsi adjoint yang dinotasikan dengan o (t) pada [ty t,] didefinisikan

sebagai berikut

P Lot ()] (1) () <ot ) (1)

maka dapat ditulis sebagai
[T (6) ()] dt 0 (1) (1)~ o (1) (&) =0

dt

)

Tanpa mengubah nilai fungsional objektif, J (u‘”) dapat dinyatakan sebagai

4

J (uf)zj{f (t.x° (t),ug(t))+%[o-(t)xg (t)ﬂdt+o-(to)x“’ (to) = (t) % (t,)

)

Diketahui bahwa nilai optimum J terhadap variabel kontrol U adalah u".

Berdasarkan syarat perlu nilai optimum suatu fungsional, diperoleh turunan

J (ug) terhadap ¢ adalah 0. Dengan cara matematis dapat dituliskan sebagai,

im0 2:17)

=0 &0 &

d &
OZEJ(U )

Persamaan (2.17) dapat dijabarkan sebagai berikut
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dt

% oxt ou’ ox°® ox°® ou’
=|f —+f "(t t —
jx88+”8£+0()85+6()gx8£+gu88

=0

(2.18)

+(f, +0(t)gu)h(t)]dt

dx?®
t
de ( l)

=0

Persamaan (2.18) disederhanakan dengan memilih fungsi adjoint sedemikian

&

=0

o€

adalah nol. Dipilih persamaan adjoint berikut

-0

o'(t)==| f,(t.X (t),u" (1)) + (1)@, (X (t),u" (1)) ]dt.
Selain itu diambil nilai batas yang disebut kondisi transversal, yaitu

o(t)=0

sehingga koefisien

Karena h(t) adalah sebarang fungsi, maka h(t) dapat dipilih sebagai berikut
h(t)=f, (t,x*(t),u*(t))+a(t)gu (t,x*(t),u*(t)), (2.19)

Akibatnya berlaku:
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0= :j( f, (L X (O,u"()+o(t)g, (t x*(t),u*(t))z)dt. (2.20)

Berdasarkan persamaan (2.19) diperoleh fungsi yang memenuhi kondisi optimal,

yaitu
(f,(6X@O.00)+o(t)g, (tXE).u"E))=0. (2.21)

Persamaan (2.20) dikatakan syarat perlu kontrol optimal dengan kondisi optimal
dan state harus memenuhi persamaan tersebut. Syarat perlu ini dapat ditentukan

berdasarkan fungsi Hamilton yang didefinisikan sebagai

H(txu)= f(t,xu)+o(t)g(txu). 2.22)

Fungsi Hamilton akan dioptimalkan terhadap u pada X . Kondisi ini dapat

dituliskan sebagai berikut.

Kondisi Optimal : % =0= f,+o(t)g, =0, (2.23)
Persamaan Adjoint : &'(t) = —% =o'=—(f +0o(t)g,), (2.24)
Kondisi Transversal : o (t,)=0,
dengan persamaan state didefinisikan sebagai :

x':g(t,x,u):%,x(to)zxo. (2.25)

2.3.2. Teori Kontrol Optimal untuk Beberapa Variabel

kontrol optimal secara umum dapat dituliskan sebagai berikut (Lenhart dan

Workman, 2007):
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min | f (t,%(t),a(t))dt, (2.26)

dengan kendala
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)’U(t))1 X(tO) =X%. (2.27)
Andaikan " adalah vektor yang memuat variabel kontrol pada kondisi

optimal dan X~ adalah vektor state yang bersesuaian dengan variabel kontrol.

Berdasarkan kendala (2.26) diperlukan n adjoint untuk n: state, sehingga

dibentuk vektor yang memuat variabel adjoint & (t) :[01 (t),....o, (t)] dengan
masing-masing o, adalah variabel adjoint yang bersesuaian dengan X; .
Didefinisikan fungsi Hamilton sebagai berikut

H(t,%x,U,0)=f (t,X,0)+c(t)g(t,X,0), (2.28)

dengan operator « merupakan perkalian dalam vektor atau dapat dituliskan

menjadi

Selanjutnya akan ditentukan variabel G~ yang meminimumkan H(t,i*,U,a)

dengan U pada setiap t. Dalam hal ini, U ,X,6 harus memenuhi kondisi-

kondisi berikut;

<C

; X, (t):g—::gi(t,i,d), X (t)=Xo,  Vi=1..,n (2.30)
Eg o (t)=~%, o;()=0,  Vj=L..,n (2.31)
":§ OX;
Zen
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=
o
(2%
-
H .
:'-.. O:a—, pada u,, vk =1..m. (2.32)
S auk
o
.
= Jika batas yang terdapat pada kontrol adalah a, <u, <b, , maka kondisi optimal
(=
— menjadi
he U: <a
u, =3U,, a <u, <b, (2.33)
b, u, > b,

2.3.3. Prosedur Penyelesaian Masalah Kontrol Optimal

Adapun prosedur atau langkah-langkah untuk  menyelesaikan masalah
kontrol optimal dengan menggunakan syarat perlu dari prinsip Pontryagin adalah

sebagai berikut.

1. Membentuk fungsi Hamilton

2. Menentukan persamaan state dan persamaan adjoint

x;(t):g—::gi(t,i,u), X (to) =% (1), i=1..n
o (1) :_%, 5, (t) = ((1)). i=L..m

3. Menentukan u; yang memenuhi kondisi stasioner

0_8H

= vu, k=1..,m.
ou,

4. Menentukan sistem optimal dengan mensubstitusikan u: pada

persamaan state dan adjoint.

Pada pembahasan selanjutnya, istilah adjoint diganti dengan costate.
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2.4. Metode Sweep Maju-Mundur

Pandang masalah kontrol optimal (2.26) dengan fungsi kendala pada (2.27)

telah diketahui kondisi awal untuk persamaan state dengan kondisi akhir costate.
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Berdasarkan hal itu, salah satu metode numerik yang dapat digunakan untuk
menyelesaikan masalah kontrol optimal adalah metode Sweep Maju-Mundur
(Lenhart dan Workman, 2007).

Berikut adalah prosedur atau langkah-langkah yang digunakan pada
metode Sweep Maju-Mundur:

1. menentukan nilai tebakan awal untuk masing-masing variabel kontrol u;
untuk j=1,...,m, berdasarkan interval yang ditentukan,

2. menyelesaikan X, dengan nilai awal < X(t,)=%, dan nilai u,

menggunakan metode Runge-Kutta orde 4 langkah maju,

3. menyelesaikan o; dengan kondisi transversal 6(t1)=0, nilai U;, dan X;

menggunakan metode Runge-Kutta orde 4 langkah mundur,

4. memperbarui nilai u; dengan mensubstitusikan nilai X, dan &, pada

karakteristik kontrol optimal,

5. 'memeriksa kekonvergenan solusi, yaitu apabila nilai galat atau eror dari
variable state, costate, dan kontrol dalam ‘iterasi saat ini dan iterasi
sebelumnya sangat kecil maka nilai tersebut merupakan solusi. Tetapi

jika nilai galatnya tidak sangat kecil maka kembali ke langkah 2.
2.5. Model Pertumbuhan Tumor

Konstruksi model pertumbuhan tumor yang dikembangkan oleh Sharma

dan Samanta (2013) menggunakan obat sebagai alternatif untuk menghambat
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pertumbuhan sel tumor. Dalam model ini terdapat empat kompartemen yang

terdiri dari, kepadatan sel tumor (T), sel CTLs yang aktif (I,,), sel T pembantu

(1z). kemoterapi menggunakan obat (D). Model ini melibatkan asumsi yang

dideskripsikan sebagai berikut:

Vi.

Populasi sel tumor diasumsikan tumbuh secara logistik ketika sel
CTLs tidak aktif dan tidak diberikan obat kemoterapi,

Sel tumor dihancurkan oleh sel CTLs yang aktif.

Ketika sel CTLs aktif memburuh sel tumor, dengan sendirinya sel
CTLs akan hilang bersama dengan tumor yang dihancurkan.

Sel T tidak dapat menyerang dan menghancurkan sel tumor secara
langsung, namun melepaskan sitokin interleukin-2  yang
merangsang CTLs (Cytotoxic T-Lymphocytes) dan mengubahnya
menjadi sel CTLs yang aktif.

Sel T pembantu juga diasumsikan tumbuh secara logistik ketika
tidak adanya obat kemoterapi.

Obat kemoterapi selain menghancurkan sel tumor juga
menghancurkan sel T pembantu dan sel CTL aktif; artinya obat

kemoterapi memiliki efek negatif pada kekebalan tubuh.

Model yang dikembangkan oleh Sharma dan Samanta (2013), dinyatakan

dalam bentuk sistem persamaan diferensial sebagai berikut.
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— dT
- —=rT(1-pT)=eTl, —-q, DT,
> dtl(pl)lHqu
= di
= d_::ﬂIHIR_azTIH_elH_qleIH’
= dl
3 d—::rZIR(l_pZIR)_ﬂIHIR_qMDlR’
dD
—=u-yD
dbs Bravi

dengan kondisi awal T(0)>0, I,(0)=0,1,(0)>0,D(0) >0, di mana,

T : kepadatan sel tumor,

I, : kepadatan sel CTLs (hunting CTL cells),

I, : kepadatan sel T pembantu (helper T-cells),

D : kemoterapi menggunakan obat,

I, . laju intrinsik sel tumor,

I, . laju intrinsik sel T pembantu,

p, : reciprocal carrying capacity untuk sel tumor,

p, . reciprocal carrying capacity untuk sel T-pembantu,

a, . laju kematian sel tumor akibat sel CTLs,

a, . laju kematian sel CTLs menjadi tidak aktif setelah membunuh sel tumor,

P laju perubahan dari sel T pembantu menjadi sel CTLs,
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7, - laju peluruhan obat kemoterapi,

U dosis obat kemoterapi yang diberikan,
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0,, : koefisien respon obat kemoterapi terhadap sel tumor,
0,, - koefisien respon obat kemoterapi terhadap sel CTLs,

0,, . koefisien respon obat kemoterapi terhadap sel T pembantu.

Dalam penelitian yang dikembangkan oleh Sharma dan Samanta (2013),

terdapat enam titik kesetimbangan, yaitu

u
a) Titik kesetimbangan trivial, E, [0,0,0,—}, yang menyatakan bahwa sel
71

tumor, sel CTLs, dan sel T pembantu tidak terdapat di dalam tubuh.
b) Titik kesetimbangan presistent tumor:

= 00D - (ry-qu) =
1. El(T,0,0,D),denganT:(@j, 5t
P74 /4

. 4 . B | oitaB
2. E2<T,O,IR,D), dengan T:(M], | (271—q31)
P17,

Pl a7

c) Titik kesetimbangan bebas tumor:

45 < '~ I. — <
1. E3(0,0,IR,D),dengan IR:(M—%UJ, Dzi,
PN 7

BayE, (O, [ I D) , dengan
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i (qzlu + e7/1)
Br

> 1 5
H :( 2 ](rzﬂyl_epzrzyl — 0y, U — pzqzlrzu) A
Bn

D= E, yang menyatakan bahwa populasi bebas dari sel tumor.
vl

*

d) Titik kesetimbangan coexisting: E~ (T*, [0 D*), dengan

TR ( pha, (q21u + e7/1) = ﬁ(rzaﬁ/l +0,,U8 — gy U — I’lﬂ}/))x
o
(( PRS- phena, )) ,

'E o ( p.ra, (qllu = r171) - P ( P,0 U + 03y U +€p, 1,7, — rzﬁ?ﬁ))x

(( pnB = pzrzalaz)Vl)il ,
I;z = (q31ala2u iy plrlﬁ(qmu 3 971) —-Q, (qnﬂu +hay, — rlﬁyl))x
(( LS - p2r2a1a2)71)4 ;

D =—.
71

Adapun sifat kestabilan untuk masing-masing titik kesetimbangan sebagai

berikut:

1) E, eksis dan bersifat stabil jika u > L dan u> %.
qll q31

2) E, eksis dan bersifat stabil asimtotik lokal jika L1 <u< L ’
q31 qll

: : wiiaya, Lir 3 I r,
3) E, eksis dan bersifat stabil asimtotik lokal jika u < 1—71, u<-24

qll q31

,B<a1'f+d +q,D

Iy
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4)  E, eksis dan bersifat stabil asimtotik lokal jika W o, R/, p< il

O 0Os, AN

5) E, eksis dan bersifat stabil asimtotik lokal jika u <m,

U8+ P9l

n<ol,+qD.

6) E" eksis dan bersifat stabil asimtotik lokal jika:

prs° - phaa, >0,

P, (00U +ey, ) — B(—Oyonu+ 0y Bu+Layy, =18y, ) >0,
P00, (O U+ 171 ) — Pt (P50 U + Oy U +€p,hy, — 1, B7,) >0,
Qg onaU + P A (Al +ey, ) —a, (A Bu+ oy, —68y,) >0,
Memenuhi kondisi AA, - A, >0, dengan

Ai == — g,
Az = 843853 = 84,85, — 838y,
A =a8,a, + Q58,58

a11:_1p1T*’ a12:‘a1T*’ a14:_q11T*’ 321:_0‘2IH*’ a23=ﬂ'H*

324:_q21|H*’ aszz_ﬂlR*’ assz_rzple*’ a34:_q3|R*' ay =7

menggunakan model pada kontrol optimal. Hasil simulasi dengan kontrol optimal

menyatakan obat kemoterapi efektif dalam menghambat pertumbuhan tumor.

I Selain “masalah analisis dinamik, Sharma dan Samanta (2013) juga
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PEMBAHASAN

Pada tesis ini, modifikasi model pertumbuhan tumor dilakukan berdasarkan
hasil penelitian Sharma dan Samanta (2013) dengan melibatkan sel dendritik
sebagai penghambat pertumbuhan tumor. Analisis dinamik dilakukan untuk
menentukan syarat eksistensi titik kesetimbangan dan syarat kestabilannya.
Masalah kontrol optimal diselesaikan menggunakan prinsip maksimum
Pontryagin, selanjutnya simulasi numerik dilakukan untuk menentukan stratregi
kontrol yang optimal.

3.1. Konstruksi Model

Pada penelitian ini, model pertumbuhan tumor diperoleh berdasarkan hasil
modifikasi penelitian Sharma dan Samanta (2013) dengan mengganti
kompartemen obat menjadi kompartemen terapi imun dengan sel dendritik. Sel
dendritik berfungsi untuk membasmi keberadaan sel tumor di dalam tubuh tanpa
memberikan efek negatif pada sel yang lain. Oleh sebab itu, konstruksi model
pertumbuhan tumor pada tesis ini dilakukan dengan melibatkan sel dendritik.

Model pertumbuhan tumor pada tesis ini dinyatakan dalam empat
kompartemen, yaitu kompartemen kepadatan sel tumor (T), kompartemen
kepadatan sel CTLs (Iyz) yang berperan untuk membunuh sel tumor,
kompartemen kepadatan sel T pembantu (Iz) Yyang berperan dalam
mengaktifkan sel CTLs, dan kompartemen kepadatan sel dendritik (C) yang
berguna untuk mengaktifkan sel T pembantu dan juga dapat membasmi
keberadaan sel tumor di dalam tubuh. Laju perubahan keempat subpopulasi

diuraikan sebagai berikut.

29
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3.1.1. Laju Perubahan Kepadatan Sel Tumor

Laju perubahan kepadatan sel tumor (T) dipengaruhi oleh adanya tingkat
pertumbuhan sel tumor secara logistik sebesar r,T (1— plT) selanjutnya sel CTLs

di dalam tubuh dapat membasmi sel tumor dengan laju Tl . Sel dendritik C

berinteraksi dengan sel tumor T dengan memberikan respon untuk membunuh

sel tumor sebesar ,CT . Berdasarkan uraian tersebut diperoleh persamaan

ar

P rT(1-pT)=aTl, -qCT.

3.1.2. Laju Perubahan Kepadatan sel CTLs
Sel T pembantu berfungsi dalam mengaktifkan sel CTLs dengan cara
melepas sitokin interleukin-2, yang selanjutnya membentuk sel CTLs aktif

dengan laju pSl,1;. Sel CTLs aktif berfungsi untuk menghancurkan maupun

menyerang keberadaan sel tumor di dalam tubuh, mengakibatkan adanya

peluruhan sel CTLs menjadi tidak aktif sebesar «,Tl, . Selanjutnya, laju

kematian sel CTLs dinyatakan oleh el , sehingga laju kepadatan sel CTLs

dapat dinyatakan dalam persamaan

dIH —

E_IBIHIR_QZTIH —eIH.

3.1.3. Laju Perubahan Kepadatan Sel T Pembantu
Laju perubahan sel T pembantu dipengaruhi oleh laju pertumbuhan sel
yang tumbuh secara logistik sebesar rZIR(l— pZIR). Berdasarkan fungsinya,

keberadaan sel T pembantu di dalam tubuh tidak dapat menyerang dan
menghancurkan sel tumor secara langsung, namun dapat mengaktifkan sel T

menjadi _sel CTLs aktif. Setelah mengaktifkan sel CTLs, kepadatan sel T
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pembantu berkurang sebesar Sl | . Sel dendritik mengaktitkan sel T pembantu
dengan laju sebesar (,Cl;. Oleh sebab itu, laju perubahan kepadatan sel T

pembantu dapat dinyatakan dalam bentuk

dl
d_tRzrle(l_ ple)_IBIHIR+q2CIR-

3.1.4. Laju Perubahan Kepadatan Sel Dendritik
Sel dendritik merupakan salah satu jenis sel yang dapat menghambat
proses pertumbuhan sel tumor. Dengan adanya laju rekrutmen sel dendritik

sebesar U dan laju kematian sebesar y, mengakibatkan laju perubahan

kepadatan sel dendritik yang dapat dinyatakan sebagai berikut:

E=UO—]/C.

Berdasarkan uraian dari masing-masing laju perubahan kepadatan

subpopulasi, diperoleh sistem persamaan diferensial nonlinear sebagai berikut

%%=GT@—pJ)—aJh{—%CT,
ﬂi:ﬁHMR—aJM—em, (3.1)
dt

dl,

E:rzlrz(l_ pZIR)_ﬂIHIR+q2CIR’

dC

— =y;—7C.

dt A

3.2. Titik Kesetimbangan
Titik kesetimbangan sistem persamaan (3.1) diperoleh jika dipenuhi
keadaan

dT _dl, _dly _dC_,

diwijadh UnBllersitdh B

yang menghasilkan
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L T(n(-pT)-al,-aC)=0,
T=0 atau (3.2)
(r(1=pT))=(aly +C) =0, (3.3)
2. 1, (Bla—a,T —€)=0,
l,, =0 atau (3.4)
(Bly—a,T —€)=0, 35

3. lg(r,(1-p,lg)- Bl +0,C) =0,

I, =0 atau (3.6)
3.7
(b (1 p,15)~(Bl1, ~0,C))=0, (3.7)
dC
4. E:uo_7CZ0,
c==2. (3.8)

/4
Titik kesetimbangan pertama sistem persamaan (3.1) diperoleh dari persamaan
u
(3.2), (3.4), (3.6), dan (3.8), yaitu E, =(0,0,0,—°j, yang menyatakan bahwa
v

kepadatan subpopulasi bebas dari sel tumor, sehingga E, disebut titik

kesetimbangan bebas tumor.

Substitusi persamaan (3.4) dan (3.8) ke persamaan (3.7) menghasilkan,
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rz(l_ p2|R)_ﬁIH +QZCZO

Uy
_Q27
1-p,l
(1=p,lg) :
u
—qz7°
-p,l, = -1
P, lg r
Q,U,
|R:L+i:ﬁ+i
LR P VLR, Py
| :M1 (39)
75 P,

sehingga dari persamaan (3.2), (3.4), (3.7), dan (3.8) diperoleh  titik

Uy + 7T, U

kesetimbangan kedua, yaitu E, = (0 0, Hlla 7T, T —J yang juga merupakan titik
Iar Y

kesetimbangan bebas tumor. Selanjutnya, apabila persamaan (3.2)
disubstitusikan ke persamaan (3.5) diperoleh,

Bl.—a,T—-e=0
pl,—e=0

IR

£

B
Lo e

dengan mensubstitusikan |, =— dan persamaan (3.8) ke persamaan (3.7),

menghasilkan

rz(l_ pZIR)_ﬁIH +0,C =0

r{l— pZ%j—ﬁlH +q2—;°=o

—Q,U, I, P,€
-pl, = ersp
awijay# Universitas/?
| = Q2uoﬂ +1, By =1,p,ey
H rr )
By
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sedemikian sehingga dari persamaan (3.2), (3.5), (3.7), dan (3.8) diperoleh titik

kesetimbangan ketiga, yaitu E, =(0, Qa5 a0 2L Btk S U_o)_

By By
Dari - persamaan (3.4) dan (3.8) yang disubstitusikan ke persamaan (3.3)
diperoleh
n(1-pT)-al, -0C=0,
(1-pT)=2,

7h
1-p7 =3
4
T = A . (3.10)

rhpy

Oleh sebab itu, dari langkah penyelesaian (3.10) dan diambil |; =0 diperoleh

titik kesetimbangan keempat, yaitu E, = (M,O,O,U_OJ.
ynp e
Titik kesetimbangan sistem persamaan (3.1) juga dapat diperoleh

berdasarkan hasil langkah penyelesaian pada persamaan (3.9) dan (3.10), serta

menggabungkannya dengan persamaan (3.4) dan (3.8), sehingga terbentuk titik

AN 0 Q,Up + 75 u_o]

kesetimbangan kelima, yaitu E, ={
4N Y V5P, Y

Dengan mensubstitusikan persamaan (3.8) ke persamaan (3.3), diperoleh

r(1-pT)-al, —0,C =0,

(1=pT)=aul, + ql;JO ,

as Brav yeuly + G, 21
1 9
ny
T E '17_(7a1|H +q1u0). (3.11)
Ly Py

Substitusi persamaan (3.11) ke persamaan (3.5), menghasilkan
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Pl —a,T —e=0,

Blg _az[rly_yallH _qluoj_eZO,

nyp
ry — I, =
ﬂIR:aZ(ly yauly Q1uoj+e’
nyp;
jersita [W—VOUH —qluoj+£ (3.12)
R 2 .
Ly P B

Selanjutnya dengan mensubstitusikan persamaan (3.8) dan (3.12) ke persamaan

(3.7), diperoleh

rz(l_ pZIR)_IBIH +qzC =0,

Ly —yal, —qu e q,u
1-p,| a,| = L 10]+—J =pl, +-+2=0,
[ [ Y g)) "y

Ly —ya,l, —qu p,e q,u
1—pa(1 1 H 10]——2]—ﬂ| +2220 -,
X G ML g) "y

| L (3.13)
H 2!
alaz pl p2r1r27/ﬂ

oo

Nﬁ

dengan

2 2 2 > 85 2 2 2 J_ &
L=a, P, LyB° P, —a; PNl yon + Py P, Lye8” — pp; L, yeaa,
2.2 3 2 2 2,22 2.2 3
—P LB+ Pl yB Py, —a, Po1, BT PG, + g Py T QU — Py B0,
+ Py BA,UgH, Py &y

Substitusikan persamaan (3.13) pada masing-masing persamaan (3.11) dan
(3.12), sehingga diperoleh
«. 1 M qC

frawiiava WHivershis.
Py My onp
T*>0jikai+£>M
pl rlpl Ml
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dengan

2 2 B IFAWY 521t 2 2115 2

M =, P05 LyB7 P — o, PN, yay + oy Py P LyeS” — pp, Ll yeay @,
2,2 3 2 2 2 2 2,22

=y P LB+ PG B Py 4y — iy, PL1, BT PRGIU, +ay a; PoT; GUg

- pl2 r12ﬁ3qzuo + alz PR AU, P2,
M, = (alaz N7 )(rl pl) ,

dan

“ L EFE—N= S
I 251 525 ‘):3,|R >0 jika & +&, > N+&
4

dengan

N =a, p2r12r27ﬂ2 P, — azz p22r1r227a1 + p12 pzrlzrzyeﬁz — Py p22r1r227ea10‘2
—PrRnyB + PN YB Pauet, — at, PoT, B2 PG, + &g P3T, GhUgey

— PR B0, + Py AL, Py,

& = ( Py p2r12r27ﬂ2)’

52 = e( p12 p2r12r27ﬂ2)|

s = o, 00U, ( P.P,LLA )s

& =(ppoinrB)(Brpy),

sedemikian sehingga dari uraian tersebut diperoleh titik kesetimbangan keenam

yang disebut dengan titikk kesetimbangan endemik tumor dengan
E,=(T"1,7.1,.C).
Dari uraian di atas, persamaan (3.1) mempunyai enam titik kesetimbangan

sebagai berikut:

£, BIE) =(0,0,0,“—°J,
y

2. E =(o,o,—qZ“° AbAr ,“—0],
71, P, y
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4. E3 (74’1 ql 0 O 0 J
7Py Y
3.3. Kestabilan Titik Kesetimbangan

Analisis kestabilan titik kesetimbangan diperoleh berdasarkan hasil

linearisasi sistem persamaan (3.1) sehingga diperoleh matriks Jacobi sebagai

berikut.
n-2rpT -l -qC -oT 0 —q,T
-a,l, Bl a1 -¢ Bl 0
J= - (3.14)
0 -, r,-26p,1.-pl,+0,C a,l;

0 0 0 —y

Kestabilan  titik kesetimbangan bebas tumor ditentukan dengan

mensubstitusikan masing-masing titik E;, E,, dan E, pada matriks (3.14). Jika

H 3.3.1. Analisis Kestabilan Titik Kesetimbangan Bebas Tumor

titik kesetimbangan E, disubstitusikan ke matriks (3.14), maka diperoleh

AS
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Nilai eigen matriks J (EO) diperoleh dengan menyelesaikan

3 (Ey)—4l|=0,
yaitu

rodh 50 g 0 0
y
0 9] 0 0

:O,
0 0 . n+dh _, g
y

0 0 0 —y—A

sehingga diperoleh nilai eigen A, =1, —qlu—o, A=—e, L=0+0, o , Ay =7
/4 )

Kestabilan titik kesetimbangan E; bersifat tidak stabil karena terdapat nilai eigen

yang positif yaitu 4; > 0.

Selanjutnya substitusi titik kesetimbangan E, pada matriks (3.14), menghasilkan

< - o 0 0 0
E Y
:: 0 ﬂq2u0+ﬂ7r2_e 0 0
- g J (El) = Varss ’
:é 0 —P%Uy — By, r,— 20Uy 2r, + QU Op°Us + 0,7
,:/_ r5P; vV Y Y5 P;
-FQ ")avg 0 0 L itk
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=
o
2%
A Y i
— —q,u
: o 0 0 0
= v
o
':,:: 0 ﬁqzuo+ﬂ7r2 _e 0 0
o = yhP,
o T 2
e 0 =B, — By, v —OoUy Oy U + Q0
2
Vary Y e 7P,
0 0 0 -y )

Nilai eigen matriks J(El) diperoleh dengan menyelesaikan persamaan

[ (E,)—41]=0, yaitu

Rt 0 0 0
Vs
0 M_e_ﬂ 0 0
}/erZ =01
0 =Bq,u, — Brr, _r —Q,U, 2 q22u0 + 070
2
4P ) v 5P,
0 0 0 +y—A4
o _; 0 0
Y
(cy—2) 0 /6(12Uo"‘/37/r2_e_}L 0 -0,
yary
—BQ U= BIF, —q,u
0 BAuy — By, -, 9,4, adips
y4ry e e
rl_qluo —2« 0
_Q2uo V4
)
( ) s 7% 0 ﬂq2u0+ﬁ7r2 —e—A
y4r3 o

&
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sehingga diperoleh nilai eigen matriks J(E;) sebagai berikut: 4 =-y,

qzuo, ﬂgzri_%! i4=ﬁq2u0+ﬂ7/r2

A =—1,— —e. Berdasarkan nilai eigen,
7P,
kestabilan titik kesetimbangan E, bersifat stabil jika r, — % 0 atau < L
v
dan M—e <0 atau M <e. Selanjutnya, analisis titik
VP, s

kesetimbangan E, diperoleh dengan mensubstitusikan titik E, pada matriks

(3.14), diperoleh

L-aR-q 2 0 0 0

s(E)e] TR 0 AR 0
27 Q e el

0 -6 -3Lp,— —=

s B

i 0 0 0 2y

dengan:

R :(qzuoﬁ‘*‘ LBy -1, pzeyj_
By

Kemudian dengan menyelesaikan persamaan |J (EZ)—M | = O diperoleh

rl—alR—qlu7°—/1 0 0 0
“a,R ligy R o |
0 g —3r2p2%—ﬁ % |
0 0 0 _y—2
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[rl—alR—qlu—Oj—/l 0 0

4

(-=4-7) -a,R —-A R =0
0 —e -3, ng—/l

-1 R
Nilai eigen e berasal dari matriks X sebagai berikut,
-  =3,p,——A4
s
0 QU B+ 1,8y —T,p.ey
X - Br
e
—€ —3I’2 P, E

nilai eigen matriks X dapat diperoleh melalui aturan trace dan determinan.

Perhatikan bahwa nilai trace(X)<0, dan nilai determinan (X)>0 jika
Q,Uu,B+1L,By <r,p,ey yang merupakan syarat eksistensi E,. Akibatnya,

=N u
diperoleh nilai eigen 4, =-y, 4, =rL—=R—0,—, dengan aturan trace dan
4

determinan 4, dan A, bernilai negatif. Oleh sebab itu, titik kesetimbangan E,

bersifat stabil jika , —o,R—0q, Y 20 atau

arpe aqu, ol u
+ 1 P, < 1%, 04 12+q10.

B By By
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Kestabilan titik kesetimbangan endemik tumor ditentukan dengan

mensubstitusikan masing-masing titk E,, E,, dan E. pada matriks (3.14).

Apabila titik kesetimbangan E, disubstitusikan ke matriks (3.14) menghasilkan

—ql[}/rl_qluoj

v

G_anl{m—qluo]_qlui _al[m—qluo] ;
7PN A Y PN
A
0 —-a,| — |—-e 0
‘](E3): 2[ 7P J
0 0 r2+q2u—0
Y
I 0 0 0

0

Nilai - eigen matriks J(E3) diperoleh dengan menyelesaikan persamaan

karakteristik |J (E,)—4l|=0

E_zrlpl[yﬁ_qluoj_qlu_o_/l _al[}/rl_qluoj 0
4 i 7P
0 (wji 0
7P
0 0 L+g, -1
0 0 0

5 {7'_1 — QU
4
7Bl

Matriks J (Es) merupakan matriks segitiga atas, sehingga dapat ditentukan nilai

eigennya yaitu diagonal dari matriks J ( E, ) tersebut,
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ﬂl=r1—2r1p1(—7rl_q1u°

y P

u
J—ql—",
o

yh— QU
A’Z = [—j_e1
2 7P
u
A3 & r2+q2—°,
14
it &5
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Karena nilai eigen 4, bernilai positif, maka titik kesetimbangan E, bersifat tidak

stabil.

Jika titik kesetimbangan E, disubstitusikan ke matriks (3.14), maka diperoleh

PE-QY | Y 7 Gl
[=2p g, = —a[—] 0 -Q(
: “( m] ! e ;
Gy + 71, 74—y
0 B -, ———|-¢ 0
‘](E4): [ P, ] 2[ AU ]
0 _ﬁ[qzuo+7rz] rZ_ZerZ[qzuo+7r2]+q2_
750, 750,
0 0 0
_rl+qlu_0 _al[yrl_qluoj 0 s 1(7r1_q1u0
rph 7P
0 ﬁ(M]_%[wj_e / 0
= 750, A
0 _ﬂ[qzuo“'?/rzj _rz_qzu_o qz[%uo"'?’rz
5P, Y 50,
0 0 0 -y

Vﬂ‘qluoj
YR

0

Uy [qzuo )0 j
G,
7 L0,

-7

|
|

Nilai eigen matriks J (E,) diperoleh dengan menyelesaikan |J (E,)-Al | =0,
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—I’1+q1u—0—ﬂ, _al[ﬂl_qluo] 0 _ql[ﬂ]_qluo
» 4 UL 7Pih
0 ﬂ(qzuo+7r2]_a2[7r1‘qluo]_e_/1 0 0
750, 7Pih 20;
0 —ﬂ[q2u0+7r2j _rz_qzﬁ_ﬂ qz[q2u0+7rzj
5P, I 750,
0 0 0 —y=A
IB[%UO+7rzj_a2[7r1‘%uoj_e_/1 0 0
750, 7B
[_rl-l-qlu_o_;i] _ﬂ[qzuo’l'}/rz] —rz_qzu_o_/i qz(M =
V 750, /! 750,
0 0 =y=A

Uo q2u0+7r2
J | 1. —-0.—— A 270 7 2
[—qul%—AJ ﬂ[—qzu"”rzj—az[—m qluOJ—e—/lJ ? q27 qz[ e, =0,
4 50, 7P

0 o ¥
L U_o_i Q,Uo + 75,
Nilai ei r,—0q, Q| = . . ,
ilai eigen % 75, P, berasal dari matriks Y berikut,
0 ~y—A
u q,u, +7r.
r_g. =2 240 2
y=| /4 2( 71 P, j ’
0 =7

nilai eigen matriks Y diperoleh melalui aturan nilai trace dan determinan.

Perhatikan bahwa jelas trace (Y)<O0 dan det(Y)>0. Berdasarkan langkah

penyelesaian di atas, diperoleh nilai eigen

gu
A==,
4
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2 =ﬁ(qzuo+7r2j+a2q_1uo 1s Eravy
750, 6P Py

dan nilai eigen A,, <0 karena diperoleh nilai trace (Y)<0 dan determinan
(Y)>O. Nilai eigen A, bernilai negatif jika o,U, <y yang merupakan syarat
eksistensi E, sehingga kestabilan titik kesetimbangan E, bersifat stabil jika 4,
bernilai negatif, yaitu

a
—2 e

IB(%UO +7rzj+ ;G Uy <
yAr v v P

Jika titik kesetimbangan E. disubstitusikan ke matriks (3.14) maka diperoleh

r-2rpT —al, —-qC ~aT” 0 T

)(E)- A ﬂIR*—azT**—e ,?IH* * : O* |
0 _ImR I’2—2I’2p2|R _ﬁIH +q2C qle
0 0 0 —y

Nilai eigen matriks J(ES) diperoleh dengan menyelesaikan persamaan

[J(Es)-21|=0,

L-26pT ~eyly —4C =2 SAN 0 T
~a,l, Bl —a,T —e-1 Bl 0 0
0 _ﬂIR* r2_2r2p2|R*_lB|H*+q2C*_ﬂ’ qle* |

0 0 0 —y=A

LL2epT —al ~qC -4 ~aT" 0

(-7=4) -a,l,, Bl —a,T —e-1 Bl =0,

0 _IBIR* r2_2r2pZIR*_ﬂIH*+q2C*_/1
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=
o
(2%
= diperoleh A4 =—y dan 4,,4;,4, merupakan solusi dari persamaan berikut
—
jE—
é: Arat’+ad+a, =0 (3.15)
=S a, =b-a,
> a,=d-c,
j=—
a,="f-lI,

dengan
a=r+pl +r,+q,C",
b=2rpT +al, +qC +e+2r,p,l, + 81, +a,T,

C=ro,T +re+n2rp,l +npl, +26pT Bl +2rpT 1 +2rpTr,
+2r, plT*qZC* +al H*Igl R* +al H*r2 +al H*qZC* + q1C*ﬂ| R* + q1C*r2 + C|1C*2Clz

+2B81.°r,p, +a,T r’ +a,T°g,C" +er,+eq,C" +a,l, T,

d=rpl, +rr,+5q,C +26p,T %o, + 26T e+4rpT T, p, 1, +26pT Bl
oyl o, T+l e vyl 2n,p 0 + el P B+0,C e, T +qCe+q,C 2r,p,l,
+q,C Bl + Bl + Bl q,C +2a,T 1,p,l, +a,T Bl +2dr,p,l, +eBl,,

=Bl 1, +581. q,C +2ra,T 1,p,l. +na,T Bl +r2dre,l, +repl,,
HrpT Bl T,p, +26p T 2a,r, +21,p,T ?a,q,C +2r,p,T er, + 2r,p,T eq,C”
+oyl 2817 p, + ol e, T + oyl e, T q,C7 + eyl er, +0,C 2eq,
+q,C 281.%r,p,+0,C o, T 1, +0,C%a,T g, +0,C’er, +0,C%eq,

* * * *2 *
+a,l,, a1 2r,p,l; +a,l, “aT B,

f =rB1.°,p, +La,T 1, +na,T q,C +rer, +req,C +2rpT Bl T,

* * * *2 * * * * *
+2rpT Blg q,C +4rpT “a,np, 1y +26p T o, Bl +4rpT er,p,l;
+2rpT el +al, Bl +al, Bl A,C +ayl, 2a,T 1,p,l .

AS

+ogly o Sl +agly 2enp,ly +aly "ef+a,C Bl r,+0,C 7 flg q,

IVERSIT

+0,C 2a,T'r,p, 1y +0,C'a,T Bl +qC 2er,p, 1" +qCepl,

<
<
s
:

+a,l, al r+o,l, ol q,C ,

UN
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dan a,b,c,d,l dan f merupakan bilangan real. Kestabilan titik kesetimbangan
dapat ditentukan menggunakan kriteria Routh-Hurwitz. Persamaan (3.15) akan

mempunyai akar dengan bagian real negatif jika dipenuhi a >0,a, >0 dan
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aa, —a, >0.
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3.4. Simulasi Numerik Model Sistem Dinamik

Analisis numerik model pertumbuhan tumor dengan terapi imun dilakukan
menggunakan software MATLAB dengan mengubah-ubah nilai parameter pada
model (3.1). Simulasi numerik ditunjukkan agar perilaku dari solusi kestabilan dan

titik kesetimbangan model dapat diketahui.
3.4.1 Simulasi Numerik Titik Kesetimbangan Bebas Tumor

Berdasarkan hasil analisis, keadaan yang memenuhi kondisi bebas tumor

terdiri dari tiga kemungkinan, pada simulasi ini ditunjukkan analisis kestabilan titik

kesetimbangan E, dan E,. Untuk menunjukkan kestabilan titik kesetimbangan E,
digunakan nilai parameter berikut 1, = 0.05, r, =0.0055, p, =0.0008, p, =0.004,
a, =0.0001, «,=0.0002, ¢, =0.003, g,=0.0006, g =0.000006, e=0.04,
y =0.0065, u, =1. Berdasarkan nilai parameter ini diperoleh titik kesetimbangan
E = (0,0,4445.8,153.85) dan bersifat stabil asimtotik karena dipenuhi syarat

kestabilan pada Tabel 3.1, vyaitu Ky =0.000325<qu,=0.003 dan

BB+ _ 02667482518 <6 =0.04.
Ay

Grafik solusi pada titik E, ditunjukkan dengan nilai awal (0,0,4000,50)

dalam jangka waktu t=1000. Hasil simulasi numerik pada Gambar 3.1

menunjukkan bahwa masing-masing grafik solusi konvergen menuju titik

El:(0,0,4445.8,153.85). Hal ini menyatakan bahwa hasil simulasi numerik

sesuai dengan hasil analitis.
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Gambar 3.1 Grafik Solusi Kestabilan Titik Kesetimbangan E;

Simulasi numerik pada titik kesetimbangan E, dilakukan dengan nilai
parameter 1, =0.05, r,=0.0055, p,=0.0008, p,=0.004, ¢, =0.0001,
a, =0.0005, g, =0.003, g,=0.0006, g =0.00005, e=0.00065, y =0.0065,

U, =1. Berdasarkan nilai parameter tersebut, titik kesetimbangan E, eksis dengan

syarat 324 Y LAY rZ,Bpge yaitu 1956.153846 > 5.720000000  dan bersifat

Ly

alhhp,d  aQU,  al, G,
< + 22y

Br Bniverg

stabil asimtotik dengan syarat I, + yaitu

0.050572 < 0.657153.

AS

Grafik solusi ditunjukkan dengan nilai awal (150,50,75,35) dalam jangka

IVERSIT

<
<
s
:

waktu t=70000. Berdasarkan hasil simulasi numerik pada Gambar 3.2
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ditunjukkan bahwa masing-masing grafik solusi konvergen menuju titik
E, =(0,1950.43,13,153.8461) . Artinya, hasil simulasi numerik mendukung hasil
analisis yang menyatakan bahwa titik E, eksis dan bersifat stabil asimtotik dengan

syarat tertentu.

4000

-

3500

| B

3000

0

2500
Tl .0
HRT 2000 H LI ARCUAAAAAKARARAAAe

1500 |

1000 |-

500

! .
0.;_____-__- = DY GO Tm— T . . .
0 1 2 3 4 5 6 7
t (waktu) «10%4

Gambar 3.2 Grafik Solusi Kestabilan Titik Kesetimbangan E,

3.4.2 Simulasi Numerik Titik Kesetimbangan Endemik Tumor

Pada simulasi ini akan ditunjukkan kestabilan titik kesetimbangan E, dan
E.. Nilai parameter yang digunakan pada simulasi titik kesetimbangan E, adalah
=100, r,=08, p, =02, p,=0.004, o =0.1, a,=0.0005, g =0.003,
g, =0.0006,  =0.00001, e=0.002, »=0.0045, u,=1. Dengan

mensubstitusikan - masing-masing nilai parameter tersebut, diperoleh titik

kesetimbangan E, yang eksis karena #1, >qu, yaitu 0.4500 >0.003 dan titik
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kesetimbangan bersifat stabil asimtotik lokal karena syarat kestabilan E, dipenuhi

yaitu ﬁ{qZUO LAY j + %% _ 003083333335 < 22 42 0,0045
7P, rh P P,

Grafik solusi ditunjukkan dengan nilai awal (150,50,75,35) dalam jangka

waktu t =2000. Berdasarkan hasil simulasi numerik pada Gambar 3.3 ditunjukkan

bahwa masing-masing grafik solusi konvergen menuju titik

E, =(49.71,0,291.7,222.2). Artinya, hasil simulasi numerik mendukung hasil

analisis yang menyatakan bahwa titik E, eksis dan bersifat stabil dengan syarat

tertentu.

300 . , , |
250 |-
200 - 1
~
_
T lgC 150 - |:
-C
100 - / 1
50 -
. N . .
0 500 1000 1500 2000

t (waktu)

Gambar 3.3 Grafik Solusi Kestabilan Titik Kesetimbangan E,

Selanjutnya, nilai parameter yang digunakan pada simulasi titik kesetimbangan E;
adalah r, =100, r,=0.004, p, =0.002, p,=0.004, « =0.001, «,=0.005,

g, =0.003, g, =0.006, p=0.0004, e=0.001, »=0.0045, u=1. Dengan
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mensubstitusikan masing-masing nilai parameter tersebut, diperoleh titik

kesetimbangan E; = (481.153,3102.66, 6017, 222.22) yang eksis dan bersifat
stabil karena memenubhi kriteria Routh-Hurwitz dengan syarat a, =96.326773> 0,

a, =1.1580167*10° > 0 dan a,a, —a, =1.115475255*10° > 0.

Grafik solusi ditunjukkan dengan nilai awal (150,50,75,35) dalam jangka

waktu t =500. Berdasarkan hasil simulasi numerik yang ditunjukkan pada Gambar

3.4, masing-masing grafik solusi konvergen menuju titik

E5

(481.153,3102.66,6017,222.22). Oleh sebab itu, hasil simulasi numerik

mendukung hasil analisis yang menyatakan bahwa titik E, eksis dan bersifat stabil

dengan syarat tertentu.

x10%4
2.5 5
_IH
IR
2r c
1.5}
Tl le:C
1+
0.5}
|
|
R | — |
0 100 200 300 400 500

t (waktu)

Gambar 3.4 Grafik Solusi Kestabilan Titik Kesetimbangan E,
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3.5. Penyelesaian Masalah Kontrol Optimal

Strategi kontrol optimal yang digunakan pada model pertumbuhan tumor
merupakan salah satu cara untuk menghambat perkembangan kepadatan sel
tumor. Pada penelitian ini, kontrol optimal dilakukan dengan menggunakan sel
dendritik sebagai pembasmi tumor yang menyerang sistem kekebalan tubuh,

sehingga pada sistem persamaan (3.1) variabel kontrol dengan sel dendritik
dinotasikan dengan u(t). Tujuan- dari masalah kontrol optimal adalah

meminimumkan kepadatan sel tumor serta biaya terapi imun yang dinyatakan

dengan fungsi tujuan berikut

tt
J(u)zf(T +%Au2jdt (3.7)
0

dengan state yang merupakan ruas kanan dari sistem persamaan (3.1) dan A

menyatakan bobot biaya kontrol vaksinasi sel dendritik. Selanjutnya ditentukan

solusi optimal yang dinotasikan dengan u’, sehingga
J(u")=min{J (u):ueU},
dengan

u={0<us<ite[0t ]}

Sebelum menentukan ' solusi optimal (u) terlebih  dahulu dibentuk fungsi

Hamilton untuk memperoleh persamaan state, persamaan costate, dan kondisi
stasioner. Fungsi Hamilton diperoleh berdasarkan fungsi tujuan pada persamaan

(3.7) dan kendala pada sistem persamaan (3.1) yang dinyatakan dalam bentuk
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H=f(t%u)+> o (t)g(txu)

i=1

4
s +%Au2+Zo-i (t) 9, (t,%,u)

i=1

-
o
<
A
—
—
jE—
o
G
L= ]
o
o T
[« B
j=—

dengan T merupakan subpopulasi kepadatan sel tumor yang diminimumkan, A

sebagai bobot biaya kontrol, o, variabel costate, dan g; adalah ruas kanan dari

sistem persamaan (3.1).

H(T,I,,1,,Cuoc)=T +%Au2+al(rlT (1= pT)-oTl, ~q,CT)

+0, (Blylg—a,Th, —dl, )+0, (51 (1- plg )= Bl 1, +0,Cly )
+o,(u-yC).

Selanjutnya, berdasarkan fungsi Hamilton dapat diperoleh persamaan state

sebagai berikut.
3.5.1. Persamaan State

Persamaan state dari model pertumbuhan tumor sistem (3.1) diperoleh dari
turunan fungsi Hamilton terhadap variabel costate sistem (3.1) dengan langkah
berikut

,_oH

X'=——=g¢.(t,X,u),dengan i=1,2,3,4
oo g (t,X,u), deng

sehingga diperoleh
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=

'

L3

—d

— dT oH

?_:‘ E=a—o_1=rlT(1—plT)—alTlH—q]_CT,

o

—~— le oH

8 dt 862 ﬂH R 2ty H

[ e T

(=B dl oH

— d_sza_%:rle(l_ple)_ﬂ|H|R+q2CIR’
d—C= oH = Uy = Cs
dt do,

dengan kondisi awal T(0)>0, 1,(0)>0, I,(0)>0, C(0)>0. Selain

persamaan state, untuk memperoleh solusi optimal juga diperlukan adanya
persamaan costate yang diperoleh berdasarkan fungsi Hamilton seperti pada
subbab berikut.
3.5.2. Persamaan Costate

Persamaan costate model pertumbuhan tumor dengan sel dendritik sebagai

variabel kontrol diperoleh berdasarkan langkah penyelesaian berikut

do oH
_':——,den an Xi=T,I ;I !C
dt OX; g e
sehingga
ﬂ:_@:_(h_ rlo-l_ZrlplTo-l—allHO'l—qlCal—aleO'Z+q2CO'3),
dt oT
%:_ﬂ:_(_angl+lB|Ro-2—aZTO'Z—EO'z—ﬂlRag,),
dt ol
doy :_a_H:_(ﬂlHaz+r203—2r2p2|R03_:B|H63)’
dt ol
do oH
dt4 :_6_02—(—q1To'1+q3|R0'3—7/0'4),

AS

dengan kondisi transversal o; (tf ) =0, (tf ) =0, (tf ) =0, (tf ) =0.
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—
o
(2%
'g 3.5.3. Kondisi Stasioner
>
:5 Pada masalah kontrol optimal model pertumbuhan tumor, kondisi stasioner
e
= diperoleh dari turunan parsial fungsi Hamilton terhadap variabel u .
e
= H g
au
sehingga
oH
—=Au+o,,
ou
Au+o, =0,
Au=-o,,
u=-22,
A

dengan 0<u <1, diperoleh persamaan sebagai berikut

o, 0<-Z£<1
“TL¥ A
f o
u'=< 0, —-—£<0
A
1
_%i5q
A

Berdasarkan uraian dari langkah penyelesaian masalah kontrol optimal, diperoleh

solusi optimal (u*) model pertumbuhan tumor dengan terapi imun sebagai berikut

com o4

Selanjutnya, sistem yang optimal dari model pertumbuhan tumor diperoleh dengan

mensubstitusikan u” pada sistem persamaan state, costate sebagai berikut
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dT * * * * *. *

iaveT (1= pT )=, T, "= CT",

dI * * * *

Dy AL M

dI * * * * * *
d_tR:rle (1_ P lx )_ﬂIH lg +0.,C I,

dC *

Whiayg, Upire:

dt 07V

% =-1-ro,+2rpT o, +al, 0,+4C o +a,l, o, +0,C oy,
ddot-z =aT o,- Bl o, +a,T o,+ec,+ Bl o,
%:_ﬂIH*O-Z_r20-3+2r2p2|R*O-3+ﬂlH*o-3’

d * *

(;4 =01 0,0l 05+ y0,.

3.6. Simulasi Numerik Model Kontrol dengan Optimal

Pada penelitian ini, simulasi numerik model pertumbuhan tumor dengan
terapi imun dilakukan menggunakan software MATLAB dengan metode Sweep
Maju Mundur. Penyelesaian masalah kontrol optimal digunakan sebagai strategi
dalam meminimumkan kepadatan sel tumor serta biaya terapi imun yang
diberikan. Untuk menunjukkan adanya pengaruh terapi imun sebagai alternatif
pembasmi sel tumor, diperlukan kondisi endemik yang menyatakan terjadinya
penyebaran sel tumor di dalam tubuh. Simulasi numerik dilakukan dengan dan
tanpa adanya kontrol agar perbedaan dari hasil grafik keduanya pada masing-
masing subpopulasi dapat terlihat dengan baik.

Simulasi numerik model dengan kontrol terapi imun u dilakukan dengan

bobot biaya kontrol A=0,5 dan nilai parameter r, =0,544, r,=0,009,
p,=0,002, p,=0,0003, ¢, =0,0005, &, =0,00008, g, =0,0008, g, =0,0004,

£ =0,0005, e=0,0412, y=0,01. Hasil simulasi ditunjukkan dengan masing-
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masing nilai awal adalah (150,50, 70,35) . Pada Gambar 3.5 terlihat bahwa adanya

kontrol terapi imun memberikan perubahan yang signifikan pada masing-masing
subpopulasi model pertumbuhan tumor. Hal ini terlihat dari grafik T yang menurun
setelah dilakukan kontrol, artinya pemberian terapi imun dapat menghambat
pertumbuhan kepadatan subpopulasi sel tumor. Disamping itu, grafik I; meningkat
karena selama adanya terapi imun sel CTLs masih tetap mendapatkan respon dari
sel T pembantu untuk membasmi keberadaan sel tumor di dalam tubuh. Namun,
grafik I menurun karena terus berperan dalam memberikan respon pada sel CTLs
agar menjadi aktif dan selanjutnya dapat membasmi sel tumor, dan pada grafik C
mengalami peningkatan setelah dilakukan kontrol, sehingga sel dendritik dapat
bekerja secara optimal dalam membasmi sel tumor. Artinya, dengan adanya terapi
sel dendritik dapat bekerja secara optimal dalam membasmi sel tumor, selain itu
sel CTLs juga dapat bekerja secara maksimal melalui respon dari sel T pembantu.
Oleh sebab itu, penggunaan terapi imun melalui sel dendritik sangat membantu
dalam upaya meminimumkan perkembangan dan penyebaran sel tumor di dalam
tubuh.

Pada Gambar 3.6 ditunjukkan bahwa pemberian kontrol terapi imun
menggunakan sel dendritik diberikan sebesar 1 sejak t = 0 sampai pada akhirnya
mulai menurun pada saat t berkisar 125 dan mencapai nol saat t = 300. Hal ini
menyatakan bahwa seiring berjalannya waktu terapi imun yang diberikan juga

semakin menurun hingga tidak ada lagi terapi imun yang diberikan.
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Gambar 3.5 Grafik simulasi sistem (3.1) dengan kontrol u(t)
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Gambar 3.6 Profil kontrol terapi imun u(t).
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BAB IV

KESIMPULAN DAN SARAN

4.1 Kesimpulan
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Berikut kesimpulan dari pembahasan pada tesis ini, yaitu:

1. Model pertumbuhan tumor dengan terapi imun menggunakan sel dendritik
pada tesis ini berbentuk sistem otonomus nonlinear yang terdiri dari empat
subpopulasi, yaitu kepadatan subpopulasi sel tumor (T), sel CTLs (Iy), sel T

pembantu (Iz), dan sel dendritik (€) dengan dua belas variabel tak bebas

diantaranya r,, r,, p;, Py, &, @,, Q,, 0,, B, €, y,dan U,.

2. Model pertumbuhan tumor dengan terapi imun ini memiliki enam titik
kesetimbangan yang terdiri dari tiga titik kesetimbangan bebas tumor dan tiga
titik kesetimbangan endemik. Titik kesetimbangan bebas tumor menyatakan
bahwa tubuh bebas dari adanya sel tumor, sehingga tidak terjadi penyebaran
penyakit di dalam tubuh. Selain itu, titik kesetimbangan endemik merupakan
titik kesetimbangan yang menyatakan terjadinya penyebaran sel tumor. Hasil
analisis menyatakan bahwa titik kesetimbangan bebas tumor, yaitu E,, E;
eksis tanpa syarat dan E, eksis dengan syarat tertentu, sedangkan untuk titik
kesetimbangan endemik, yaitu E3, E, dan Es eksis dengan syarat tertentu.
Analisis kestabilan titik kesetimbangan bebas tumor menyatakan bahwa E,
bersifat tak stabil, sedangkan E;, E, bersifat stabil dengan syarat tertentu dan
titik kesetimbangan endemik E5 bersifat tak stabil, E,, Es bersifat stabil dengan

syarat tertentu.
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3. Masalah kontrol optimal model pertumbuhan tumor diselesaikan berdasarkan
prinsip maksimum Pontryagin dan solusi numerik model ditentukan dengan

metode Sweep Maju-Mundur.
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4. Simulasi numerik sistem dinamik model pertumbuhan tumor dengan terapi
imun menunjukkan hasil yang sesuai dengan hasil analitik. Simulasi pada
masalah kontrol optimal dilakukan berdasarkan kondisi yang memenuhi
keadaan endemik, sehingga dari kondisi ini dapat diketahui perubahan yang
terjadi setelah dilakukan kontrol terapi imun melalui sel dendritik. Hasil
simulasi menunjukkan bahwa adanya kontrol terapi- imun melalui sel dendritik
ini efektif dalam upaya menghambat perkembangan maupun pertumbuhan sel

tumor.

1.2 Saran
Pada tesis ini, analisis kestabilan model diselesaikan hanya pada kestabilan lokal
saja, sehingga untuk penelitian selanjutnya dapat dilakukan analisis kestabilan

global.
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