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ANALISIS DINAMIK MODEL EPIDEMI DENGAN
PENGARUH RACUN
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ABSTRAK

Pada skripsi /ini /dibahas; konstruksi 'dan: analisis- dinamik ‘model
epidemi;.dengan; pengaruh, racun.. Pada model dilakukan : .analisis
dinamik  yang meliputi penentuan titik- kesetimbangan, angka
reproduksi- dasar ‘R, analisis-kestabilan ‘lokal titik* kesetimbangan;
dan analisis " terjadinya! bifurkast: forward. Hasil -analisis: dinamik
menunjukkan, bahwa . model. epidemi ;. dengan rpengaruh: -racun
memiliki, dua titik kesetimbangan, yaitu titik kesetimbangan bebas
penyakit dan titik kesetimbangan endemi. Titik kesetimbangan-bebas
penyakit ‘eksis tanpa’ syarat,-sedangkan'titik kesetimbangan ‘éndemi
eksis jika Ry > 1: JikacRy < 1 maka; titik- kesetimbangan bebas
penyakit bersifat,stabil asimtotik-lokal. Titik kesetimbangan endemi
bersifat stabil asimtotik lokal jika memenuhi kriteria Routh-Hurwitz.
Bifurkasi-‘ forward ' terjadi “di> sekitar titik “kesetimbangan “-bebas
penyakit. Simulasi \ numerik < dilakukan juntuk mendukung ; hasil
analisis dinamik yang diperoleh.
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Kata  Kunci: model= epidemi ‘menular; ! racun lingkungan, | titik
kesetimbangan, angka. reproduksi -dasar,-analisis -kestabilanlokal,
bifurkasi forward.
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DYNAMICAL ANALYSIS OF-AN EPIDEMIC MODEL WITH
IMPACT OF TOXINS

REPOSITORY.UB.AC.D |

l

ABSTRACT

This final project /discusses the construction’and dynamical analysis
of an epidemic model with impact, of toxins. In the model, dynamical
analysis. is conducted to determine the equilibrium points, basic
reproduction number R, local’stability analysis of equilibrium, and
analysis of forward bifurcation; The dynamical analysis result'shows
that. the :epidemic.model -with impact. of itoxins has two equilibrium
points namely . disease-free equilibrium point, and endemic
equilibrium’ “point.” “ The' ‘disease-free " ‘equilibrium point" “exists
unconditionally while‘the: endemic equilibirum exists' when Ry'> 1.
If rRy=< 1, 1 then  the. r disease-free;  requilibrium -’point, ~i$ local
asymptomatically stable. The endemic equilibrium-points is; locally
asymptomatically stable if it satisfies -Routh-Hurwitz criteria.
Forward “bifurcation’ ‘occurs around 'the-'disease-free - equilibrium.
Numerical simulation supports-the! analytical result.
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Keywords: epidemic model, environmental toxin, equilibrium point;
basic reproduction number; local stability, forward bifurcation:
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BAB 1
PENDAHULUAN
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I

1.1 “Latar Belakang

Polusi-lingkungan-adalah ‘salah ‘'satu masalah paling serius yang
dihadapi (‘manusia. ‘Suatu ' lingkungan'' hidup dikatakan ‘tercemar
apabila-telah tetjadi perubahan-perubahan-dalam tatanan-lingkungan
sehingga tidak sama lagi dengan-bentuk asalnya, sebagai akibat dari
masuk “dan atau dimasukkannya suatu zat atau benda “asing’ ke
dalamnya' (Palar,1994). “Polusi “lingkungan - didefinisikan ' sebagai
kontaminasi komponen fisikdan ‘bilogis: dari sistem bumi, ratau
atmosfer sehingga dapat memengaruhi tatanan lingkungan.

Toksik adalah suatu bahan yang dapat memberikan e¢fek yang
merugikan, 'sedangkan racun ‘merupakan-istilah untuk-toksik- yang
dalam jumlah sedikit(dosis rendah) dapat menyebabkan-kematian
atau penyakit, Zat, toksik. dapat iberada;dalam bentuk . fisik (seperti
radiasi), kimiawi (seperti arsen, sianida) maupun biologis (bisa ular).
Jugaterdapat dalam ~beragam ‘wujud 'yaita' cair, " padat”dan ‘gas
(Candra, 2008). Zat'toksik  tersebut-dapat:dengan mudah ‘masuk ke
dalam tubuh-dengan. berbagai, cara dan,membahayakan bagi manusia
dan makhluk lainnya. International Agency for Research on Cancer
(IARC) yang merupakan bagian dari” World Health ‘Organization
(WHO) menyatakan bahwa polusi udara dapat menyebabkan kanker
paru-paru dan meningkatkan risiko kandung kemih.

Perkembangan ilmu pengetahuan di bidang matematika memiliki
peran penting dalam pencegahan “dan pengendalian’ penyebaran
penyakit. ' Proses 'penyebaran -penyakit 'dapat direpresentasikan’ ke
dalam bentuk model matematika, salah satunya yaitu:model epidemi
dengan-pengaruh racun. Banyak peniliti. yang telah mengkaji: dampak
racun lingkungan pada berbagai spesies.” Wang dan Ma (2004)
mempelajari model epidemi-STS (Susceptible; Infective, Susceptible)
dalam = pencemaran '/ lingkungan.: " Selain ' \itu, Lius [dkk: 1(2012)
mengonstruksi model epidemi- SI: (Susceptible, Infectective):dengan
adanya pengaruh pencemaran lingkungan.” Chauchan, dkk.. (2015)
mempelajari - tentang pengaruh “polusi ‘pada’ model ‘epidemi’ SIR
(Susceptible, Infective, Recover) dengan' adanya pengobatan. Huang,
dkk: ~(2015) mengkaji r pengaruh - racun - lingkungan -pada’ ;rmoedel
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ator-prey. : Selanjutnya, Saha dan-Samanta (2019) membahas
aing model epidemi dengan adanya pengaruh racun.

kripsi ini, mengkaji kembali-artikel' Saha dan-~Samanta (2019)
b -membahas ) tentang ' model ‘epidemi; dengan pengaruh racun;
lisis. -dinamik . yang : dilakukan. pada,, model. meliputi - titik
timbangan, dan jenis kestabilannya. Eksistensi dan kestabilan
' titik ‘kesetimbangan ‘ditentukan oleh angka reproduksi' ‘dasar
ban - [menggunakan | metode | ~matriks \//generasi  selanjutnya:
yelidiki, .adanya bifurkasi- forward. Setelah,.itu, disimulasikan
ra, numerik untuk mengetahui perilaku model dengan Runge-
a Orde 4 dan' menggunakan software MATLAB.

REPOSITORY.UB.AC.D |

I

umusan Masalah
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UNIVERSITAS

serdasarkan latar | belakang;  pokok: permasalahan yang- dikaji
ah sebagai berikut.

pagaimana konstruksi model epidemi dengan pengaruh racun?
sagaimana’ eksistensi titik 'kesetimbangan’ dan,angka reproduksi
asar serta:kestabilan titik kesetimbangan model?

\pakah terjadi bifurkasi forward pada model?

sagaimana simulasi numerik pada model?

i

REPOSITORY,UB.AC.ID |

ujuan

uwjuan penulisan skripsi‘adalah:sebagai-berikut.
engonstruksi.model epidemi dengan pengaruh racun:

enentukan titik kesetimbangan model dan angka . reproduksi
asar serta’kestabilan titik kesetimbangan ‘model.

enyelidiki terjadinya bifurkasi forward padamodel.
enyimulasikan, hasil. numerik -pada-, model ; epidemi . dengan
engaruh racun.
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BAB II
DASAR TEORI

REPOSITORY.UB.AC.D |

I

Dalam‘skripsi ini'dibahas analisis-dinamik-model-epidemi'dengan
pengaruh  racun. Oleh <karena itu; \ /teori “mengenai . persamaan
diferensial, sistem dinamik, angka; reproduksi.dasar, matriks generasi
selanjutnya, “bifurkasi forward dan backward serta teori center
manifold" diperlukan" untuk - membantu’ memahami persoalan-dalam
penulisan skripsi ini.

2.1 Persamaan Diferensial

BRAWIJAYA

UNIVERSITAS

Persamaan diferensial-adalah persamaan yang memuat. satu atau
lebih turunan dari.suatu fungsi.yang tidak diketahui. Persamaan
diferensial biasa’adalah persamaan ‘diferensial yang hanya memuat
satu variabel bebas. Tingkat dari turunan tertinggi dalam persamaan
diferensial disebut-orde. Secara umum persamaan

&

F(t,x(®),x' (), ...x™(t)) =0, 2.1)

adalah‘persamaan’ diferensial biasa orde 7 dengan variabel bebas ¢,
variabel tak-bebas x dan-x(™-menyatakan turunan ke n terhadap t.
Persamaan diferensial biasa dibedakan menjadi dua; yaitu persamaan
diferensial biasa linear dan persamaan diferensial biasa nonlinear.
Persamaan diferensial biasa ‘dikatakan linear jika F“pada persamaan
(2:1)_merupakan fungsi ‘linear dari variabel x, x', o™ Bentuk
umum persamaan diferensial biasa linear orde-n dapat-dinyatakan
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ao(Ox™ +a; (D)x™ Y + -+ a, (O)x = g(o),

dengan-ay # 0, variabel-t.danx adalah variabel bebas dan tak bebas.
Jika g(t) = 0 disebut persamaan- diferensial biasa-linear homogen,
tetapi jika g(t) # 0 disebut persamaan diferensial “biasa linear
nonhomogen. Sementara-itu, persamaan diferensial biasa dikatakan
nonlinear (jika memuat turunan 'atau variabel tak -bebas; berderajat
lebih dari- satu; atau, terdapat perkalian: antara variabel. tak bebas
dengan turunannya.

BRAWIJAYA

UNIVERSITAS

U
g

(Boyce dan DiPrima,-2009)




Sistem Dinamik

istem, dinamik ; adalah.  sistem, -yang - bersifat - dinamis. -(selalu
bah) dan dapat ditentukan kondisinya di masa yang akan datang
diketahui kondisi masa sekarang atau masa lampau (Nagle, dkk.
)

):

istem, dinamik /dibedakan -menjadi: dua;, yaitu-sistem dinamik
et dan _sistem ;dinamik kontinu. Sistem dinamik diskret
atakan sebagai persamaan beda, yaitu

Xp1= f(X),teZV teN; % € R,

pritara itu-sistem dinamik kontinu dinyatakan sebagai persamaan
ensial, yaitu

REPOSITORY.UB.AC.D |

I

N

ax s, -
T f(62@)), te R/ ¥ €R™

(Alligood, dkk.2000)
istem  dinamik' kontinu dibedakan menjadi-sistem autonomous
sistem. .-nonautonomous..-Pada skripsi:ini,-dibahas. -sistem
nomous.
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Sistem Autonomous

(o] uatu sistem persamaan diferensial orde-satu yang berbentuk

I < dxy

El = = filx %, ) X)),

I ' (2:2)
I 8 dxy

ié W = fn(xlle'"'!xn)!

pan fungsi f; untuk i = 1, ..., n merupakan fungsi kontinu yang
bergantung secara’ eksplisit ‘terhadap-variabel bebas"t, disebut
ban sistem autonomous.

(Boyce dan DiPrima, 2012)

nisi-2.2.1' (Titik Kesetimbangan' Sistem ‘Autonomous)
itk %% = 1(x], %5, .., %) [disebut titik: \kritis' sistem~(2.2) ) jika
enuhi -~ f; (o1, %0, o5 X ) =-0; Vi-= 1,2, 0, n o Thitk kritis, - &

. dx = .
pakan solusi konstan karena _Etf =-().-Keadaan yang memenuhi
d d . : o
% S —;t—" =10 disebut keadaan setimbang dan: titik yang

enuhi  disebut  titik | kesetimbangan; - sehingga; titik- kritis <"
but juga titik kesetimbangan.
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(Boyce dan DiPrima, 2012)



Definisi 2.2.2 (Kestabilan Titik Kesetimbangan)
Titik Kesetimbangan X* = (x7, x5, ..., X;,) sistem (2.2) dikatakan

REPOSITORY.UB.AC.ID ‘

12 stabil, jika Ve >/0;36 >0 sedemikian sehingga untuk setiap
solusi X (t) sistem (2.2) ada, pada saat t-= 0 memenuhi
1%(0) = x| <6,
untuk setiap t >0 dan mémenuhi
[[X(@) =x*|<&vtE=0,
2. stabil ‘asimtotik; jika x* 'stabil ‘dan 365> 0 sedemikian:sehingga
untuk setiap solusi X (t) untuk-t = 0 memenuhi

l

[1€(0) —X*{| < 8y,
maka berlaku
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tlim x(t) =x",
3. tidak stabil, jika tidak- memenuhi kriteria stabil.

B

(Boyce dan Diprima, 2012)
2.2.2 Sistem Autonomous Linear

Perhatikan sistem autonomous-linear berdimensi n-berikut

{‘2,- dx;
:g E = aq1X1 + A12X>o +- 4 A1nXn,
l 2 de
|8 o FOI AR + agx, et Xy,
| &
.8 (2:3)
| = dxy,
e W = Ap1 X1t Ao Xy to A App Xy,
< dengan a;; € R,1,j =1, ..., n. Sistem (2.3) dapat dinyatakan sebagai
b
< aki AX (2.4)
1 HHvErS '
53
2 ary ' Qi X1
< < dengamA ="/ i verdihdanx = il
= o An1l 700 Ann Xn
S0

Jika “det(4) # 0, maka titik X* = 0 ‘adalah satu-satunya  titik
kesetimbangan ‘sistem auronomous ‘linear- (2.3). Kriteria’kestabilan
titik, kesetimbangan 'sistem '(2:3) dapat ditentukan ‘berdasarkan milai
eigen matriks A dalam teorema berikut,

&
7




ema 2.1 Kestabilan Sistem Autonomous Linear

itik kesetimbangan X* = 0. sistem_autonomous lincar (2.3)
ifat

abil, jika'semua nilai eigen'matriks A memiliki bagian‘real tak
ositif;

abil asimtotik, jika semua nilai eigen matriks A memiliki bagian
pal negatif,

dak-stabil, jika terdapat nilai eigen matriks' A-yang memiliki
agian real positif.

REPOSITORY.UB.AC.D |

I

(Boyce.dan Diprima, 2012)

B Sistem Autonomous Nonlinear

erhatikan''sistem -aufonomous- nonlinear ' dengan n* persamaan
t.

BRAWIJAYA

UNIVERSITAS

dxl
— =fi(0);i= o n, (2:5)

i

pan - f; ‘memiliki.- 'turunan ' parsial “yang ' kontinu “di Ctitik
timbangan X",  Sistem-(2.5) - dapat . didekati oleh: - sistem
nomous. linear, dengan, cara. melakukan ekspansi deret Taylor
si f; di sekitar titik kesetimbangan X*, sehingga fungsi f; dapat
atakan ‘sebagai

fi@)= fi€ **)+Z

van 7;(X) suku sisa untuk [ = 1 2, .., n. Suku'sisa pada hampiran
satu terhadap f; memenuhi sifat

n; ()

im
@-E) Wl
ban W = (Wy, Wy,...,w,)T . dan -w; = (x; —x;) untuk =

afl(x )

REPOSITORY,UB.AC.ID |

r? X;) + Th(f)

=0,1=12,..)n,

BRAWIJAYA

)
é ,n. Selanjutnya dengan menerapkan f;(x) = 0 dan % = C;—‘:
A
e sistem (2.5) maka diperoleh.sistem berikut.
=
= 0fi 5. of1 1,
© RS e

a : = . M v : ,

Wl “Nofe O Ta(®)
axl axn J



atau dalam notasi vektor

— =W, (2:6)

REPOSITORY.UB.AC.ID ‘

i 0f1 +ox Bfy oo
[ gy eovsi s G

e dengan /= : : disebut matriks Jacobi dan

S In gy e 1 2m @)

< dx, St oxy L J
g — diasumsikan det (J) #.0. Jika X berada di persekitaran X* maka 1
s ; bernilai sangat kecil, sehingga 1 dapat diabaikan_dan sistem (2.6)
£ e menjadi
> dw- L]
2o o, (2.7)
sm dt

Jika X —x* = 0 ,maka diperoleh-(wy, ..., w;) = (0, ...,0), sehingga
titik kesetimbangan sistem (2.7) adalah (wyq,...,w,) =10,...,0) dan
J-berperan’ sebagai' A" pada sistem autonomous linear (2.4). ‘Proses
penghampiran sistem nonlinear (2.2) oleh sistem autonomous linear
dinamakan proses linearisasi.

Teorema 2.2 Kestabilan Sistem Autonomous Nonlinear
Titik | 'keSetimbangan = X* 1 sistern autonomous <nonlinear  (2.5)
bersifat
1. stabil asimtotik, jika titik kesetimbangan sistem hasil
linearisasi bersifat stabil asimtotik
2.5 tidak stabil) jika ‘titik' kesetimbangan sistem. hasil linearisasi
tidak stabil.

=
J
<
©
=
<
&
(=)
=
v
o
a
I
=

(Finizio dan Lades, 1982)

2.2.4 Kriteria Routh-Hurwitz

Kestabilan ‘titik ‘kesetimbangan-sistem; linear bergantung pada
akar persamaan karakteristik atau-nilai eigen 4. Titik-kesetimbangan
dikatakan stabil asimtotik jika setiap.nilai eigen Re (4).< 0. Apabila
suatu sistem memiliki persamaan karakteristik

agA + At ra, =0, (2.8)
dengan- a;, #'0, maka’ Kestabilan 'titik'| kesetimbangan ' ditentukkan
menggunakan kriteria-Routh-Hurwitz tanpa harus menentukan nilai
eigen terlebih dahulu.
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ema 2.3 Kriteria Routh-Hurwitz
Akar-akar persamaan karakteristik (2.8) ‘memiliki bagian riil
tif jika dan hanya'jika a;  >0-dan

a;' " das
1=a1>0,D2:l1 a2l>0,D3:

aq (az/ as

L. ay. ay

_|0. a as
Pies{g o a,
07010

4y -4z Qs
1. a;, af>0,..,
0 a; aj
aZn—1|
Aon=2
Aon-3
alas >0, k=12, .,n,
g

ban -~ ;= 0 “untuk ' i >ndan” a; ' koefisien” polinom pada
amaan (2.8).) Matriks' ‘D, disebut matriks 'Routh-Hurwitz! Jika
> 0 vk maka-titik kesetimbangan sistem tersebut bersifat stabil.

(Murray, 2002)

] “diberikan - persmaan’ ‘karakteristik' berderajat: empat- sebagai

t.

A+ a3+ aA% +agd +a, =0,

(2.9)

persamaan karakteristik (2.9) memiliki bagian real negatif jika

hanya jika

Dy =la4l'=a; >0,

Dy =% a3| 50
= =a.a,—a ;
2 1 "a, 1d2-—as
a; as 0
D3 =1 Ay Azl = aia,as — a32 T a12a4 > 0,
0, .ay a3
a; a3 "0 0
1 a; ay 0
D, = otoay Umiveddit: a4(a10203 — a3* — ay*a,) > 0
041 a; 4
sehingga a, > 0.
Angka Reproduksi Dasar

ngka ' reproduksi.dasar—yang-dinotasikan dengan 'Ry adalah
a.rata-rata; banyaknya infeksi-barw yang:disebabkan’ oleh- satu
idu_terinfeksi selama proses infeksi dalam suatu populasi
an. Angka tersebut merupakan parameter yang digunakan untuk



menentukan ada tidaknya wabah penyakit dalam suatu populasi. Jika
Ry < 1 maka individu yang terinfeksi menghasilkan rata-rata kurang
dari satu ‘individu terinfeksi-baru,’ dengankata lain"dapat diprediksi
bahwacinfeksi akan hilang dari populasi:; Sebaliknya, jika Ry > 1
maka.individu yang terinfeksi.menghasilkan rata-rata lebih. dari satu
individu baru yang terinfeksi sehingga mengakibatkan terjadinya
wabah penyakit-dalam populast.

REPOSITORY.UB.AC.D |

I

(Heffernan; dkk: 2005)

2.4 Matriks Generasi Selanjutnya

Metode, matriks  generasi, selanjutnya .adalah suatu metode, yang
digunakan untuk menentukan angka reproduksi dasar (R,). Model
kompartemen penyebaran penyakit-dibagi menjadi- dua-kelompok;
yaitu_ kompartemen ' terinfeksi: dan- kompartemen tidak terinfeksi.
Misalkan ~ terdapat \ ; A, m;m4+1, .., 0, kompartemen-  ‘dengan
kompartemen, pertama _sampaidengan m _terdiri dari_individu
terinfeksi dan kompartemen m + 1 sampai dengan n terdiri dari
individu ‘‘tidak - terinfeksi..“Model - kompartemen " ‘individu"- yang
terinfeksi dapat|/ditulis:dalam bentuk:
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x{ = Fi — Vi: i = 1,2, e, m,
dengan

x;{ = "jumlah'individwpada setiap kompartemen i,

F;~=komponen pembentuk-matriks F; dengan kemponen F;
merupakan infeksi baru yang masuk pada kompartemen
ke i. Infeksi baru hanya dapat diperoleh dari individu
rentan dan 'F; tidak boleh negatif,

Vi = komponen ;pembentuk matriks I/; dengan komponen V;
merupakan. .. ; transfer, .. keluar, ., atau. . masuk . .dari
kompartemen satu ke kompartemen yang lain. Jika
transfer’ keluar,” V; bernilai~positif dan‘jika ' transfer
masuk, V; bernilai negatif.

:
|
|
|
|
|
|
|
|
|

e
o
<
©
ps
=|
[
o
=
vy
(@]
a
I
=

Didefinisikan DF. dan DV adalah,matriks m X m sebagai berikut
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aF; (P, Vi (P,
F=[l(&}DV=[l(&, Lj=1,..m,
ax]'

an

U
g




ran Py merupakan titik kesetimbangan bebas. penyakit. Matriks
rasi selanjutnya didefinisikan sebagai berikut
K'=(DF)(bW)™ Y

REPOSITORY.UB.AC.D |

l

angka reproduksi, dasar_diperoleh dari. perhitungan matriks
rasi selanjutnya yang dapat ditulis sebagai berikut

Ro = p(K),

pan p(K) .adalah, spectral radius matriks. K yang merupakan
ulus maksimum dari nilai eigen:.

(Brauer'dan Chaves, 2012)
Bifurkasi

Bifurkasi-adalah perubahan sifat solusi dari suatu sistem dinamik
ng dengan perubahan nilai parameter (parameter bifurkasi).
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(Castillo-Chaves dan Song, 2004)

Bifurkasi: Transkritikal

] diberikan persamaan

REPOSITORY,UB.AC.ID |

b 2 2.10
dt—rx x%, (2.10)

tetap-dari persamaan;(2:10)-adalah

0'danx*'=7r,
kf(x;7) = rx —x?, maka
sy =0r=2xf'(0;r) =1 f'(r;r) ==

kesetimbangan x = 0 bersifat stabil ketika r < 0 _dan tidak
I 'ketika'r >0, sedangkan titik-kesetimbangan'x' = r tidak 'stabil
a-r:<(0-dan bersifat stabil: Ketika 77>'0:| Perubahan kestabilan
di>saat r..=:0,
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(Kuznetsov, 2004)
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Diagram kestabilan pada persamaan (2.10) ditunjukkan pada-Gambar
2.1.

X stable

stable g s s oot unstable
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unstable

Gambar 2.1. Diagram kestabilan bifurkasi transkritikal

2.5.2 Bifurkasi Forward-dan Backward

(=}
J
<
|@
| =
| >
e
(=]
-
vy
o
a
A
o

Pada‘'model ‘epidemi, terdapat’ dua bifurkasi yang berbeda pada
Ro =L yaitu | bifurkasi: forward: (superkritikal) ~dan, - bifurkasi
backward . (subkritikal).. Bifurkasi . forward  terjadi; ketika. Rq.> 1,
muncul . titik kesetimbangan ~ endemi -positif besar yang stabil
asimtotik  sedangkantitik-kesetimbangan bebas penyakit-kehilangan
kestabilan. Sementara‘itu; bifurkasi backward terjadi‘ketika Ry'< 1,
muncul. titik, kesetimbangan-endemi. positif; kecil ryang tidak- stabil
sedangkan ‘titik  kesetimbangan bebas penyakit dan titik
kesetimbangan endemi positif besar stabil ‘asimtotik lokal.

(Castillo-Chaves'dan Song; 2004)
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2.6 Teori Center Manifold

Untuk menentukan bifurkasi forward-dan backword digunakan
teori - center, manifold. . Teori. center, manifold digunakan -untuk
menentukan kestabilan lokal dari. titik kesetimbangan nonhiperbolik

e
i
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riks linearisasi yang: memiliki sekurang-kurangnya-satu nilai
dengan bagian real bernilai nol). Teori ini-tidak hanya dapat
entukan kestabilan lokal-dari ‘titik kesetimbangan nonhiperbolik
i juga “menyelesaikan rbifurkasi dari/| titik; kesetimbangan
iperbolik.

REPOSITORY.UB.AC.D |

I

isal(diberikan ‘sistem™ persamaan’ diferensial biasa~ dengan
meter )-sebagai berikut

SUACH ) (2.11)

yan 0 adalah” titik kesetimbangan dari sistem (2.11) dan
,y) = 0 untuk setiap y.
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= D;f(0,0) = (Zg (0,,0)). ‘adalah: matriks- Jacobi dari, sistem

D.10)di) sekitar titik  kesetimbangan ‘dengan; ¥ = 0. Nol adalah
imple.cigenvalue (hanya ada satu nilai eigen. yang bernilai.nol)
an nilai eigen yang lain adalah negatif pada bagian real,

atriks J' mempunyai vektor-eigen kanan'w yang non-negatif dan
igen vektor kiri v’ yang’ non-negatif ‘yang -bersesuaian’ dengan
ilai-eigen-nol.

REPOSITORY,UB.AC.ID |

Diketahui f;, adalah komponen ke k dari f dan

K 92f;
a = Z Ukijka 6 (0,0),

<
=
) — ki, j=1
=S N 0%f,
5= b U il 00),
o o
Wl < ki j=1
-
% oCi kestabilan lokal dari sistem (2.10) di sekitar 0 ditentukan oleh

n b-sebagai berikut:

0;b°>10-Ketika ¥ <!0dengan | y| << 1, /titik kesetimbangan 0
l-asimtotik: lokal, dan:terdapat-titik:kesetimbangan positif yang

L
ig



tidak-stabil.-Ketika 0. <y & 1, titik kesetimbangan 0. tidak-stabil
dan terdapat titik kesetimbangan negatif yang stabil asimtotik lokal.

a <0,b < 0. Ketika y < 0 dengan | y| <1, titik kesetimbangan 0
tidak - stabil.” Ketika 0 <y« 1, titik - Kesetimbangan 0 " stabil
asimtotik lokal, dan terdapat' titik’ kesetimbangan positif yang tidak
stabil:

a> 0,b <,0. Ketika . < 0 .dengan-|y| &< 1, titik kesetimbangan 0
tidak stabil, "dan terdapat titik kesetimbangan negatif yang stabil
asimtotik lokal. Ketika 0 <y <« 1, titik kesetimbangan 0 stabil dan
muncul'titik kesetimbangan positif yang tidak stabil.

a<0,b >)0. Ketika ¢ 'berubah -dari' hegatif-menjadi positif; maka
kestabilan titik kesetimbangan 0 juga berubah daric stabil menjadi
tidak stabil. Bersamaan dengan itu, titik kesetimbangan negatif yang
tidak stabil menjadi titik kesetimbangan positif yang stabil asimtotik
lokal.

REPOSITORY.UB.AC.D |

l

BRAWIJAYA

UNIVERSITAS

(Castillo-Chaves:dan Song, 2004)
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BAB II1
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PEMBAHASAN

l

Pada) bab 'ini-“dibahas konstruksi 'model ‘epidemi' ‘dengan
pengaruh racun, Selanjutnya dilakukan analisis dinamik model, yang
meliputi . penentuan  titik . kesetimbangan, angka reproduksi  dasar,
analisis kestabilan lokal titik kesetimbangan, dan menyelidiki adanya
bifurkasi forward. Pada bagian-akhir dilakukan simulasi-numerik dan
interpretasinya.

3.1 Konstruksi Model
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Dalam. model -epidemi,; populasi. dibagi menjadi_5-subpopulasi,
yaitu subpopulasi rentan (S), subpopulasi terinfeksi. (1), subpopulasi
sembuh ‘karena pengobatan“(R), jumlah ‘racun pada total’ populasi
(T), jumlah ‘racun 'dalam' linkungan''(E).' Model “epidemi 'dengan
pengaruh racun |diilustrasikan: dalamdiagram kompartemen-pada
Gambar 3.1,

B

B
E
E lA lP
|8
8 M S > T E |=> 35
|8 > +
| & S+1
Y <1+'1—T) SI PES+D
U TS+ DT g v
k,T

T —> «

I F—> s+6+

S+1

bt i R ——» §
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Gambar 3.1 Diagram  kompartemen model epidemi  dengan
pengaruh racun:

&
7
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meter-parameter pada model diasumsikan tak negatif dengan
isi sebagai berikut.
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: Laju rekrutmen individu rentan.

: Laju infeksi dari kompartemen S ke /.

: Laju kematian alami.

: Laju’kematian karena penyakit.

: Lajwinfeksi ractin dari kompartemen § ke: 1

: Laju kepadatan.

: Laju pengaruh racun terhadap kematian.

: Laju individu pulih dengan kekebalan sementara.

: Lajuw pemulihan karena pengobatan-dari kompartemen I ke R.
: Tingkat penyerapan racun oleh lingkungan.

: Laju pembuangan racun akibat proses metabolisme.

: Laju masuknya racun eksogen ke dalam lingkungan (contoh,
racun-industri).

:Laju pembuangan racun-lingkungan:

I
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Jlasarkan diagram, kompartemen Gambar 3.1° konstruksi’ model
emi- 'dengan- pengaruh ‘racun dijelaskan’ secara rinci seperti
ut.

Laju Perubahan Subpopulasi Rentan (S)

REPOSITORY,UB.AC.ID |

Bertambahnya subpopulasi;rentan .(S)  dipengaruhi oleh. laju
tmen dengan laju. A. Berkurangnya .. subpopulasi rentan
ngaruhi oleh ‘adanya kontak "langsung ‘individu rentan 'dengan
idu terinfeksi sebesar' fSI. Subpopulasi' rentan’ akan berkurang

AT
b(S+D)+T :BSI yang menyatakan

raruh  hambatan yang, «ditimbulkan roleh  ‘perubahan «perilaku
idu. rentan; ketika jumlah racun.-pada.total populasi meningkat,
njutnya, berkurangnya subpopulasi rentan- disebabkan oleh
atian alami sebesar ‘65" dan juga akan berkurang karena adanya

na ;adanya  laju’ infeksi rsebesar

atian jenuh sebesar I;—i:- yang disebabkan oleh racun lingkungan.

Individu'sembuh yang memperoleh kekebalan sementara ‘dapat
bali-menjadi, individu rentan: ‘Hal tersebut -dapat menyebabkan
hmbahnya subpopulasi rentan sebesar yR., Dengan demikian, laju
bahan subpopulasi rentan per satuan waktu-adalah
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dS—A <1+—'1T )51 <5+le S+¥R 3.1
e b+ D TP 5+1) VRADGBD

3.1.2 Laju Perubahan Subpopulasi Terinfeksi (I)
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I

Berdasarkan Gambar!3: I perpindahan individu rentan menjadi
terinfeksi - mengakibatkan . bertambahnya . , subpopulasi . terinfeksi

AT ! AT
sebesar (1 + b(5+1)+T) BSI. Laju Torau

jenuh yang menyatakan pengaruh hambatan yang ditimbulkan oleh
perubahan perilaku individu rentan”Ketika jumlah racun pada total
populasi - meningkat) ©~ Selanjutnya, - laju-berkurangya’ subpopulasi
terinfeksi ( dipengaruhi: roleh: kematian/ alami 61} kematian, yang
disebabkan oleh penyakit .6,/ dan kematian yang-disebabkan oleh

pengaruh racun lingkungan dengan laju infeksi .jenuh gl yang

BSI merupakan infeksi laju
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merupakan -pencegahan . ketidakterbatasan laju . kontak =~ akibat
besarnya kematian yang disebabkan ‘oleh racun lingkunga: Selain itu;
individu' terinfeksi menjadi individu sembuh karena-pengobatani juga
menyebabkan, berkurangnya, ..subpopulasi. terinfeksi - sebesar- nl.
Dengan .demikian, laju perubahan subpopulasi terinfeksi per satuan
waktu adalah

&

W 1 nivdfsita SI =8 —k2T+6 1=nL (32
E‘( +b(s+1)+T>B “(+5+1 0) BIOBA

3.1.3 Laju Perubahan Subpopulasi Sembuh (R)

:
|
|
|
|
|
|
|
|
|
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Berdasarkan Gambar 3:1 bertambahnya subpopulasi sembuh
dipengaruhi. oleh individu; terinfeksi, yang memperoleh pengobatan
dengan .laju” sebesar nl.. Selanjutnya laju subpopulasi . sembuh
berkurang - disebabkan oleh* kematian " alami~ §R ' dan perpindahan
individu sembuh yang-memperoleh kekebalan'sementara’ke individu
rentan ~yaitu: /yR.Dengan ' demikian,  laju. -perubahan-, subpepulasi
sembuh per satuan waktu adalah

48s I —yR-6R
dt—n 14

3.1.4 Laju Perubahan Racun dalam Total Populasi (T)
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Berdasarkan ' Gambar 3.1 bertambahnya racun dalam ‘total
populasi dipengaruhi’ oleh 'laju: masuknya“racun lingkungan' Ke 'total
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lasi (individu rentan dan individu terinfeksi) sebesar pE (S +.I),
tersebut memilki pengaruh besar_terhadap racun dalam total
lasi: - ‘Selanjutnya’ ' racun -~ dalam"- total ' populasi ' “berkurang
babkan/ oleh ) pembuangan racun -dalamy| tubuh akibat  proses
wbolisme .. dengan, laju, sebesar.. aT. . Dengan. . demikian, . laju
bahan racun dalam total populasi per satuan waktu adalah

REPOSITORY.UB.AC.D |

I

dT* EGS +1 T
d—t—l)( e

5-Laju Perubahan Racun dalam Lingkungan (E)

Berdasarkan- ; Gambar. 3.1, -bertambahnya-, racun. . dalam
ngan dipengaruhi.  oleh . masuknya “eksogen . (misalnya,
buangan racun-industri seperti-limbah dll) ke dalam lingkungan
pan “laju ©P.CSelanjutnya’ | racun> dalam'lingkungan “berkurang
babkan oleh, proses, penetralan- dari ~lingkungan dengan- laju
sar oFE dan masuknya racun lingkungan ke total populasi dengan
sebesar pE (S + I).
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i

Dengan. demikian,laju-perubahan racun dalam lingkungan per
hn waktu adalah

E—P—O’E pE(S+1). (3.3)
persamaan (3.3) laju”keluarnyaracun' lingkungan “ke' total
lasi (pE(S +1)) diasumsikan; jauh lebih kecil dibanding laju
ya.racun ke, lingkungan -(eksogen/(P)). ,. sechingga (pE(S +
lapat'diabaikan’dan persamaan (3.3) menjadi

REPOSITORY,UB.AC.ID |

dE
Ssias B
dr g

lasarkan uraian tersebut, model, epidemi dengan. pengaruh, racun
entuk sistem autonomous nonlinear sebagai berikut

kyT
8+—)S+yR

ot 8 m]“"( S+1

dt

dl—[1+ il ]51( s )1 I
dt’ b(S+I)+Tﬂ S+ se
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Selanjutnya, pada model ini diasumsikan k; = k, = k.

: B =R 6R (3.4
E A Al : 4)
8 dr
i; Esz(S+I)—aT,
dE

< — =P = 0E,

S dt

< ..

- dengan kondisi awal

; 5(0) =S, >0, R(0) =R, >0, E(0Y=E, > 0.
e 1(0)=1y>0, T(0)=T,>0.

oc

(aa)

UNIVERSITAS

3.2 Titik Kesetimbangan

B

Titik kesetimbangan sistem (3.4) diperoleh ketika

ds,_dl_dR dT dE._
dt dt. dt- dt - dt '

fe'
| é sehinggadiperoleh
:g AT kT O
I A= [1 + b(5+,)+T] BSI — (5 + m) S+yR'=0, (3.4a)
;g AT, KT o)
< nl/=yR-6R =0; (3.4c)
x
2 o— pE(S+1)—aT =0, (3:4d)
E ; P —0FE =0:1-(3.4¢)
o
§ § Dari persamaan'(3.4¢) diperoleh
S :
¥ B (3:5)

&
7

Jika persamaan (3.5). disubstitusikan ke . persamaan. (3.4d), maka
diperoleh
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=2
J
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@
2
>
o
o
=
a
o
o.
%]
o

T—pPS I 3.6
<5< ) (3:6)

stitusi-persamaan (3.6) ke persamaan (3.4b) menghasilkan

1((1 +ﬂ)ﬁs— (5 | kPP +50) _ n) =0.. (3.7)

boa +'pP oa

l

lasarkan persamaan (3.7).diperoleh dua kemungkinan, yaitu 4 =
(34 2=) BS i (8 ke 4+ 8g) = =0,

boa+pP oa

24

Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit
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[>= 0 maka-dari persamaan (3.4¢) diperoleh

R'='0, (3.8)

ran mensubstitusi (3.6) dan (3.8) ke persamaan (3.4a) diperoleh

Aoa

it Soa'+kPp’ 9

REPOSITORY,UB.AC.ID |

stitusi- /=0 'dan ' 'persamaan (3.9) ‘‘ke~ persamaan - (3.6),
ghasilkan

T pPA
Soa+kpP!

(3.10)

lasarkan persamaan (3.5), (3.7), (3.8),.(3.9), dan (3.10) diperoleh
kesetimbangan bebas penyakit, yaitu

BRAWIJAYA

g Ey=($5,0,0,T,E),

@ _ ( Ao pPA f)
§ doa + kPp’ "’ “6oa + kpP o)
=

=

E, disebut titik kesetimbangan bebas penyakit karena tidak ada
idu yang terinfeksi.
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Sebelum membahas . titik —kesetimbangan endemi,. - terlebih
dahuludilakukan perhitungan angka reproduksi dasar karena pada
titik' kesetimbangan 'epidemi diperlukan angka reproduksi-dasar:

3.2.2 Angka Reproduksi Dasar

Angkarreproduksi: dasar: (R)rditentukan: dengan: menggunakan
matriks generasi selanjutnya., Berdasarkan persamaan (3.4). dibentuk
matriks F dan V yang terdiri dari subpopulasi individu terinfeksi
penyakit

F=F 2V,
dengan

F= (1 +b—(§%)ﬁ51,

—(5+ Hrayjia )1
., S+ oo )

Didefiniskan matriks DF-dan DV adalah matriks: Jacobi di titik
kesetimbangan bebas penyakit Ey =(5,0,0,T,E) =

( Aoa pPA P) ait
Saa+kPp’" 7’ Sca+kpP’ & Y

_ BAga(boa + pP + pAP)
bS+T) (Soa+kpP)(boa + pP)’

DF(Eq) = BS <1 ¥

dan

DV(Ey) =68+ +8,+n =08+ +6, +
0 5 o T 1 0T 1.
Invers matriks DV adalah

DVTH(Ey) =

Berdasarkan ‘matriks DF(E,) dan DV ~Y(E,), maka dapat dibentuk
matriks generasi-selanjutnya’K-=(DF(Ey))(DV ~1(Ey)), yaitu

(o3 2L 220

K_
(6+kpp)(b+pp)(5+60 +n + )

21
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can menyelesaikan persamaan karakteristik
|K —AIl =0,

roleh nilai eigen sebagai berikut

BA( +pP+p’1p)

o
kpP
=5

e Dy 8hys gy kel

ka reproduksi dasar (R)-adalah

o )
ﬁA(b+ Cye

RO =
8+ 528 e PRy s 46y 4 e K2Py

B Titik Kesetimbangan Endemi

kesetimbangan endemi diperoleh ketika

(1% alC )ps - (5+kpp+5) =0
boa + pP p g 0 1=

(6+kpp+50+n) <6+kpp+60+n)

pe (1 Lo ) (baa TP ¥ pm)'
B boa + pP p boa +/pP
(s 2L w5y47) 0+ 2D
B P pPA '
ﬁ(b +2-+ B
S= —ka' (3.11)

R(6+ 5=

dari persamaan(3.4c) didapat

nl

titusi persamaan (3:6);/(3:11) dan-(3.12) ke persamaan(3:4a)
berdasarkan perhitungan pada Lampiran. 1 diperoleh
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Ay 4+.9)
5n+(y+6)(6+6o

I'= (3113)

iy (1= Rio)

selanjutnya, substitusi persamaan. (3.13) ke persamaan (3.12) dan
persamaan (3.11) dan (3:13) ke persamaan’(3.6) menghasilkan

R 5 (1)
617+(y+6)(8+8 _I_ka) Ry
dan
C 1 o +8) 1
At [RO(&m +kpP) - gadn 0y +3)(0a(5+ 65) % kPp) (1 t R_O)]

Berdasarkan ' ‘hasil’ © ‘perhitungan= ' ‘tersebut, diperoleh "' titik
kesetimbangan endemi-E*; = (83,11, Ry, Ty, Eq) dengan
A

Sl D T =
Ro(8+

py Ay +96) (1 1 )
1 — -5 )

6n+(y+6)(6+60 ka) Rq

ni 1
Rl — (1 __>1

6r)+(y+6)<5+50 kf{f) Ro

e il Bl a) (1]
k Ry(8aa +'kpP) = oadn +(y+6)(ca(S+ §,) + kPp) Ryl
P
E1 -

g
Jika Ry >1 maka S;,1;, R; dan T; bernilai positif. Akibatnya titik
kesetimbangan endemi eksisjika'Ry>'1.

3.3 Analisis Kestabilan Titik Kesetimbangan

Analisis kestabilan | titik ) kesetimbangan -yang-akan ditentukan
yaitu. . analisis; | kestabilan . lokal . dari .. masing-masing. . . titik
kesetimbangan., Sistem (3.4) merupakan -sistem nonlinear, maka
kestabilan -lokal- titik “kesetimbangan ' dilakukan dengan-linearisasi
sistem~(3:4)" di_sekitar| titik: kesetimbangan.: Berdasarkan: ' langkah
linearisasi padajsubbab.2.2.3. diperoleh
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[(111 aj; Y A4 0 1
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| Az Az 0 azs 0
| =100 i =y +16) 0 0
: pE.; pE 0 —a p(S + I)
2 0 o 0 0 |
ran
BAIT(bI +T) kT1
(b(S+ D +T)? S+N%

BAST(bS +T) kST
TBEFD+TE T S+ DY

BRAWIJAYA
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BABSI(S.+ 1) kS
(DS +D+T)2  S+1I

BAIT(HI ATy &5 I
B+ DFTE T G+ D2
BAST(bS+'TY RTS

=,BS+(b(5+1)+T)2—(5+50+n+m,

| BABSI(S 1), kI
C(bS+D+T)2 S+1I

— I +

e
o
<
©
ps
=|
[
o
=
vy
o
a
I
=

Analisis ' kestabilan :: lokal: - titik -, kesetimbangan: -~ bebas
penyakit

g iks Jacobi di titik kesetimbangan'Ey’ = (5, 0,0, T , E) adalah
v s —6 . byp 14 —k- 0
== 0 ‘b, 0 00
23 J(Eg)y=] 0" 7 ==y +6y0 0 |,
- < pE\\pE 0 —a pf/
= o 0110 0 05 =0
> ATBS KT
& _ATBS"| KT
o an by =S et




i § ATBS s By KT
= He—=—= + +n+F="Y
22 = B N ot z

REPOSITORY.UB.AC.ID ‘

Persamaan’ 'karakteristik ™ matriks: | J(Ey)~'dapat diperoleh 'dengan
menyelesaikan persamaan

l

< J(Ey) =71 =0,
>-
< FrOAm -y bz ¥ —k 0.
Q — 0 byp —1 0 0 0
= ; 0 n - +6+71) 0 0 =0,
G T pE pE 0 LdFr) Cps
= oc 0 0 0 0 ~(o'+7)
S
'—(8+T) b12 4 -k
& 0 by, —r 0 0 .
ot 0 n ~(y+6+7) 0 5
pE pE 0 “(a¥'r)
[al —(6+7) Y —k
IS —(o+1)(byy —1) 0~ —(y+6+71) 0 =0,
H pE 0 —(a+71)
| O
B —
|8 =(6 +1) -k
| (@ +7r) by =)y +6+1) oF —(+7) =0,

(+7)(by; — )+ S+ + )@+ 1)+ pEk] =0,
(ot 7)(bys— 1)+ 6+ r)rZ+r(a +8)+ (ad+pEk)] =0,
dengan demikian diperoleh akar-akar karakteristik

Tl = —0,

<
<
=
<
o
0

UNIVERSITAS

ATBS

~ KT
r2:b22:ﬁ5‘+ﬁ_(5+60+7]+?),

&
7

berdasarkan perhitungan pada Lampiran 3“diperoleh
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|

(Ro—l)(6+60+n+%),jikaR0 < l-maka r, <0,

(.t 9),
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l

ngkan (7,-dan’ 15 diperoleh dari akar persamaan

;I_ r2 4 Ar+ Ay, =0, (3.14)
C yan
e
SE (@.+6) >0,
;)
il (a5+ﬂ)>0.
> ag
500
SR

-akarpersamaan (3:14) adalah

—Al i !Alz 1z 4‘A2

T4’5 = 2 )

pan A4 >.0; dan. Ay > 0 maka. didapatkan: nilai eigen 7, dan. 75
b memiliki bagian real bernilai negatif seperti berikut

REPOSITORY,UB.AC.ID |

Jika A% = 4A, >0, makary s </0jika 4> 0 dan'Ay >0,
Jika 4% =44, < 0;maka 745 bernilai real negatif jika Ay >
0-dan-4,> 0.

oan-demikian, titik' kesetimbangan-bebas penyakit 'E,~ bersifat
l-asimtotik lokal jika Rgr< 1.

ntuk, selanjutnya, sifat. kestabilan titik . kesetimbangan - bebas
akit E, akan ditunjukkan dengan simulasi numerik.

 -Analisis kestabilan lokal titik kesetimbangan endemi

iks “""Jacobi ' “pada  titik = kesetimbangan' “endemi " E* =
1, Ry, T1,E;) adalah

/ A1, Q12413 1 Q1s 0 \

Ar1. Gz 0 “ap, 0

J=1-0"as ‘az; 0 0|,
Q41! Qay 00 dgg a45/
0 0 0 011,055
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(]

|2

|@ dengan

E BAL Ty(bI, + Ty) kTl

ig = =Bl = w2 | ONT 2’

(6 (b(Sy +1) +T) Si+ 1)

E A BASy Ty(bS1+-Ty) kSi Ty

=] a1 = —BS1— 7.t oL
(b(Sy+ 1) = T)* 1 (Sy +1p)

A1z 7

BADS 1, (S1 + 1) kS,

=TS, F L)+ T2 S+,
BAL Tl(bll + T1) ki, Ty

<L
~
-
< rrre—— a = I + )
=S GEFH TG
T(bSy +-T T+S:
o 111y(b5y 1 197
az; = PS5 + —(5+6+ +—),
LéJ é 22 = B (b(Sy + dy)s+ Tp)? Na (g +1p)?
Z s AR R
= TS )+ TR S+
“p: azz; =1,
dz3 ==y +6),
Qa1 = sy = pEy,
a44 = —aQ,
f ass = p(S1 + 1),
I Asg = —0.

Berdasarkan ~perhitungan pada Lampiran 2 diperoleh nilai eigen
matriks yaitu'ry, 15, 13, 74, 75 yang memenuhi persamaan
(r —agd) T+ Cr3 +Cor2 05T+ €)= 0,7 (3.15)

=
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©
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dengan
Y. =,/Ass) dan

Ci=—(ag + az; +azz + asy),

(o = Q11033 F Q2033+ Q44033+ Q11 A2 +-Q11Asg + 022044 =
Ap4042 7 12021 7. A14A41;
= (a11 +a33)(Azz + Aaa) + Q11033 + 22044 = 12071

A4047 — A14Q41,
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C3 = 32031033 +1Qq4047 033 F Q11055045 F Q12031045+

Q14041 Q22 T Qp4@ap Q33 = Gy3A32051 77011022033

&
7

11044033 7 A2@33044 — Q11022044 — A12024047 —
A14021.042)
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~(a11.1.833) (22044 = A24042) 7 011033(Anz + Agy) +
Ag2021(A33 + A4q) — Q1204041 = 013032071 — Q14021047 +
14041 (ap, +az3),

[
{
|
|
|
{
|
{
|
|
|
|
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l

A11033033044 + Q1202401033 + Q14051042033 +
13032021044 /— 13032024041 11033024042 —
Q12021833044 7~ A14041.322033;

A11033(022044 — Q24 Q42) = A12033(A21 44 — A24041) —
A13032(A24041 — G21044) — A14033(A41027 — A21043),

idak - mudah untuk ~menentukan - nilai:\/akar ~persamaan
kteristik - (3.15)., joleh . karena ritu,. . sifat . kestabilan . titik
timbangan E* diperoleh menggunakan kriteria Routh-Hurwitz.
patnya, titik ‘*kesetimbangan’endemi” E* ‘bersifat- stabil* asimtotik
jika/dan-hanyajika

C1,Cq >10;

D, =C,C,—C5>0,

D3 = (€16, = C3)C3 — (1€, >0,

BRAWIJAYA
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(o] k- selanjutnya;, sifat kestabilan, titik kesetimbangan ‘endemi. E"
' S ditunjukkan dengan simulasi numerik.
12| Syarat “eksistensi ‘titik " kesetimbangan sistem ‘persamaan (3.4)
i S gkum pada Tabel 3.1
|8 )S : Wil .
£ el 3.1 Titik kesetimbangan, syarat eksistensi, dan kestabilan
Titik Syarat Jenis Syarat
CL @ ctimbangan Eksistensi Kestabilan Kestabilan
b E, Tidak ada Stabil Ry <1
< Asimtotik
s et Lokal
= - . IO
A <; E* Ry > 1 Stabil Kriteria
o = Asimtotik Routh-
w < .
> 2 Lokal Hurwitz
=
S0

Bifurkasi Forward

e

Pada ' titik - -kesetimbangan’ ' ‘bebas’ ' penyakit “'ketika~ Ry'='1
yebabkan: nilai' eigen 1, =0 sehingga sistem (3.4) tidak dapat



ditentukan _kestabilannya.. Selanjutnya akan diselidiki :.adanya
bifurkasi forward ketika Ry = 1.

Didefinisikan §'='x;' ' =x3, “R'='x3,7 T"= x4, 'E-= x5, -maka
persamaan (3.4) menjadi

REPOSITORY.UB.AC.D |

l

g [1+ . ] (5+ u ) *
< de b2 =+ x3)+x, Frax, X1+ X, oK
= s |t (% 5

Ny =y dt' ™ b(x,"+ xz) oy B %, + 105 P S0
< rar—

}—

%) ; dx3

o pag =Mx, — Y X3=0%3, (3:16)
] < t

>

> oc dx,

S LS pxs(xi+xz) = axs,

)
3
U
=

)

Misal A adalah parameter bifurkasi pada saat R, = 1, diperoleh

kPp kPp

[a] : = oal GOt DO oAb P2\ hagsites Jncobi di titik
: g Pp ,BA oa
El Kesetimbangan Ey =($, 0,0, T, EY) dengan parameter A* ddalah
|8
5 28 by, vk o0
5 0 b, 0 0 0
- JEo X)) =010 D=4 8)/ 50 ol

pE - pE 0 —a pS

0 0 0 0 —a

. ATBS
dengan-by, = —=BS = e

*m A

BOry Jgniddfs
= + - - —
2 =S¥ F

KT
6 +0,+n+—="
S

kPp
= (RyT 1)(5+6O+n+-——).
oa

BRAWIJAYA
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Nilai eigen” dari. matriks J(E(,A") .~ dapat diperoleh . dengan
menyelesaikan persamaan

&
7

[[(Eo, A" )= x| 7.0,
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O+T) bi2 y -k 0 l
0 by S 0 0 0
0 ] =(y+é+nr) 0 0 =,
pE pE 0 ~(a+1) pS
0 0 0 0 —(o#7r)
=(6+7) b1, 14 —k
0 bys =t 0 0
Y39 0 n —(y+6,+1) 0 =90
pE pk 0 —(a £1)
—(6+T) y —k
o+ )by, —1) 0 =y +d8+71) 0 =0,
pE 0 —(a +71)
—(6.+71) —k

(o +1)(hyy =)y +847) oF YN =0

(a4 1)(bys =) +8+1)S + (@ + 1)+ pEk] =0,

+1)(byy =)y +6 + 1)[r2 + r(a +6) + (ad + pEk)] = 0,

ban ‘demikian diperoleh nilai-eigen

—0,

bs; = BS+ ”BTS (6+60+n+ ~),

BhAoa NpP ka
(60a+ka)<1+baa+Pp> I = oa

(Ry = 1) (8 + 8 +1 + o), jika Ry = 1 maka r; = 0,

~(r+9),



sedangkan 1, dan_rs diperoleh dari akar persamaan

T2 HA T Ay =0, 317
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dengan

l

pPk
AZ = (a5+—0—> > 0.

‘Akar-akar persamaan’(3.17).adalah

<A * /Alz =y

T4'5 = 2 y
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dengan. A; > 0;dan. 4, >0 maka didapatkan nilai-eigen 1y dan, 7
yang memiliki bagian real bernilai negatif seperti berikut

{20 Tika A, % #1445 > 0;maka 775 < 0 jika A; >0.dan A5 0,
ity Jika 4,2 =445 < 0, maka 79)5'bernilai real negatif'jika Ay >
0 dan,A,|>:0.

Berdasarkan | uraian' “tersebut, “matriks ~'Jacobi ' J(E,, A*) - “hanya
mempunyai’ satu nilaireigen yang: bernilai;nol dan-nilai eigen; yang
lain bernilainegatif.

Vektor eigen kanan yang bersesuaian dengan nilai eigen 1, = 0
untuk matriks J(E,, 1*) adalah

=48 . by 4 =k .0 W1 0
(3 b S e
n=(r+6) 0 1w 1=1ot

GHARE R

berdasarkan perhitungan-pada’ Lampiran-3 diperoleh vektor-cigen
kanah W adalah

=
J
<
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&
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=
v
o
a
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aa(bi,(y.+.9) £ yn) - pPk(y +6)

[
|
|
|
|
|
|
|
|

=2
J
<
@
2
>
o
o
=
a
o
o.
%]
o

| Wy (pPk + 6oa)(y +0)
| 1
| Wy ]
| <& _ES TSN
l_ W = w3 == (V + 6) )
Wy P
Ws R (wy+ 1)
0

vektor eigen kiri yang bersesuaian dengan nilai eigen .7, =0
k matriks J(Ey, A*)
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_6 b12 ]/ _k 0 0
0 by 0 o 0 0
I A N O B\ n =y +46) 0 0 |= g ;
N pE "pE 0 =a- pS 0
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asarkan perhitungan pada Lampiran 2 diperoleh vektor eigen kiri
alah
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Selanjutnya akan ditentukan nilai a-“dan’b berdasarkan Teorema
yaitu

n
0% e i O%fi
D o (EO,A)—vZZwLw,a e GO,
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’ : * fZ *

:E 71 2W1W2a a (Eo,). )+2W2W4a a (E();A- )+2 2262 (EOIA' )

|9 kT A BT2 bABSE [k

18 = 2wyw; [ﬁ T3 (b§+’f‘)2] Fawawy [(b§+T)2 s]

ig W [kT bA*ﬁST]

— W2 52 7 wsrmk

n 2 5 2
< o f a°f
b=ZvW-——%E,A*=v ZW'——Z*E,A*,
2— 2,k laxi(n(o )= ’ laxia/.l(o )
k,i=1 k,i=1
Ny =y )
é ; ST g
=Wy —=——=

& “bS+T
[ <
% s Berdasarkan-nilai vektor ‘eigen kanan-dan' vektor eigen kiri jika
S @ <0 ‘maka ‘sistem | (3.4)-mengalami bifurkasi' forward, Jadi, sistem

(3.4)-mengalami ' bifurkasi: forward karena hanya terdapat-satutitik
kesetimbangan ; endemi _positif, besar. ketika ~-Rq > 1 . dengan
kestabilannya menuhi” kriteria ke-4 dari-Teorema 2.6.1 dengan
parameter-A.

3.5 Simulasi Numerik

Pada’ bagian ini- disajikan - hasil/| simulasi ‘numerik ‘dengan
menggunakan metode, Runge-Kutta orde empat yang mengacu pada
hasil analisis’kestabilan titik kesetimbangan. Untuk memperlihatkan
kestabilan-dari semua'titik kesetimbangan, beberapa nilai parameter
diambil tetap untuk ‘semua simulasi-yang dilakukan.:Beberapa milai
parameter, yang diambil tetap-disajikan pada Tabel 3.2.
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< Tabel 3.2 'Nilai parameter

o P
n s Parameter Nilai Parameter | Nilai
== A 4 x 10* 8 0.1
% ; b 0.4 n 0.2
w <L 5 0.2 P 3
>
= k 0.01 p 0.3
> Y 0.006 o 0.5

B 3x10712 a 0.3

&
7

Simulasi\/ numerik’ = untuk - menunjukkan kestabilan/titik
kesetimbangan bebas penyakit menggunakan nilai parameter. 4 =, 50.
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lasarkan _ .. nilai , | parameter. . tersebut.. diperoleh . Ey.=
8846.1538,0,0,923076.9231, 6) dan

| REPOSITORY.UB.AC.ID |

i

PP | pAP
ﬁA(b+aa+ Ull)
(5+"”P Yb+E0)(5+8g++ L2

tigal O /nilai | lawal® | lyang™ | ‘berbeda,~ yaitu’ Ny =

5 =.0.3945741758 x 107* < 1.

D000, 660,500), | +Ny=1(170000,500,300),, dan- N3 =
D000,200,100). untuk menunjukkan simulasi_numerik sistem
) dan potret fase solusi pada ruang tiga dimensi.

Solusi, numerik ; sistem , (3:4) rdengan- nilai awai tersebut, dapat
at. pada Gambar 3.2
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Gambar 3.2 Solusi sistem (3.4) untuk Rq <-1 pada ruang
dua dimensi.
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Gambar 3.2 ,menunjukkan seiring .dengan berjalannya, waktu,
jumlah individu pada subpopulasi terinfeksi (I) semakin menurun
menuju ke 0, akibatnya jumlah individu sembuh karena'pengobatan
juga menurun menuju ke;0.-Hal ini-dapat: disimpulkan ‘bahwa: tidak
terjadi -penyebaran ; penyakit, sehingga , tidak -ada ;individu ; sembuh
karena pengobatan.

Selanjutnya, | potret; dase: ssolusipada \ ruang ~dimenst. (S, R)
dengan tiga nilai awal tersebut dapat dilihat pada Gambar 3.3
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Gambar 3.3 Potret fase solusi pada ruang (S, 7, R) untuk Ry < 1.
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Perilaku: : solusi sistem-(3.4)- yang, disajikan pada.-Gambar- 3.3
menunjukkan bahwa orbit solusi.dari tiga nilai awal tersebut menuju
ke titik kesetimbangan bebas penyakit Ey. Hal ini sesuai dengan hasil
perhitungan’ analisis 'yang menunjukkan bahwa titik kesetimbangan
Ej bersifat stabil asimtotik lokal jika Ry <1.

Selanjutnyauntuk menunjukkan kestabilan titik kesetimbangan
E* diambil nilai parameter 4 = 8 X 10 sedangkan milai parameter
yag lain sama dengan Tabel 3.2, sehingga diperoleh

b o)
BA(b+0a+ s

koP
ey
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-
s

Ry= = 6.181319508 > 1.

kpP

@ oLy w ey acs, kv L
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lasarkan _nilai parameter . tersebut;, diperoleh dua ~buah  titik

timbangan yang eksis yaitu titik kesetimbangan bebas penyakit
' bersifat ‘tidak stabil' dan- titik' kesetimbangan endemi’ E™*
B88.88556, 60399.14236,58925.99254,511728.1677, 6).

| ReposITORY.UBACID |

itu,. .+ diperoleh. , - nilai-, . €3 = 2.567303652:> 0,C5 =

331096374 > 0,D, = 5.401429355 > 0,D; =

116609>'0, dan' ' D, = 1.078139304 >0~ sehingga“ kriteria

h=-Hurwitz terpenuhi.

ntuk menunjukkan solusi numerik, sistem (3.4) dan potret fase

ruang dimensi (S, 1, R) diambil tiga nilai awal yang berbeda

Ny =(200000,40000,50000), N, = (50000,70000,90000)

N3=(190000, 20000,60000).. Solusi: numerik sistem (3.4)
ban nilai awal tersebut dapat dilihat pada Gambar 3.4
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Gambar 3.4 Solusi sistem (3.4) untuk R, > 1 pada ruang
dua dimensi
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Gambar:3.4 menunjukkan bahwa,seiring berjalannya waktu,. jumlah
individu subpopulasi terinfeksi_menuju titik 60399.14236, dan
individu ‘‘subpoplasi’ “sembuh” karena ' pengobatan™ menuju- titik
58925.99254. Hal tersebut dapat'disimpulkan bahwa: individu yang
terinfeksi penyakit ; selalu:ada, sehingga.selalu terjadi penyebaran
penyakit.

Selanjutnya, | potret-solusi. tiga; dimensi; pada’ ruang: (S,1,R)
dengan tiga nilai yang berbeda dapat dilihat pada Gambar 3.5.
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Gambar 3.5 Potret fase solusi-pada ruang (S, 7, R) untuk Ry >1.
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Perilaku. solusi,pada Gambar 3.5, menunjukkan bahwa orbit solusi
menuju ke titik kesetimbangan endemi- E*. Hal ini sesuai dengan
perhitungan analisis yang menyatakan bahwa-titik kesetimbangan E™
bersifat; stabil asimtotik lokaljikaRy> 1.

Berdasarkan nilai~ parameter ‘pada Tabel 3.2 diperoleh nilai
parameéter_ bifurkasi\ forward -1*=1.29 X 10°. Jika diambil’ 2 =
50 < A" 'maka terdapat titik -kesetimbangan: bebas -penyakit; yang
eksis dan_bersifat. stabil asimtotik lokal, sedangkan jika. A =8 X
105 > 2 titik kesetimbangan bebas penyakit tidak stabil dan muncul
titik kesetimbangan ‘endemi ‘yang bersifat stabil asimtotik lokal:
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4.1 ' 'Kesimpulan

Berdasarkan tujuan. pembahasan, dapat diambil kesimpulan
sebagai berikut.

... Model epidemi. dengan pengaruh racun berbentuk. sistem
persamaan_ diferensial nonlinear -dengan lima  subpopulasi,
yaitu' subpopulasi- rentan (S)," subpopulasi “terinfeksi’ (I),
subpopulasi | sembuh Kkarena ‘pengobatan (R); jumlah racun
dalam total populasi (T), dan jumlah racun dalam lingkungan
(E).
Model” epidemi “dengan’ pengaruh “‘racun memiliki-'dua’ titik
kesetimbangan; “yaitu titik kesetimbangan bebas penyakit 'dan
titik kesétimbangan ‘endemi. - Eksistensi titik ‘kesetimbangan
dipengaruhi_oleh R. Jika-R, < 1 maka hanya terdapat satu
titik kesetimbangan yang eksis,- yaitu titik kesetimbangan
bebas | penyakit: ' Jika ~ Ry >'1"''maka terdapat--dua ' titik
kesetimbangan’ :yang eksis, 'yaitu  titik kesetimbangan: bebas
penyakit dan titik kesetimbangan endemi. Titik kesetimbangan
bebas penyakit eksis tanpa syarat dan bersifat stabil asimtotik
lokal jika R, < 1, sedangkan titik kesetimbangan endemi eksis
ketika'/ Rg >/'1¢ dan ~bersifat \'stabil “asimtotik’ Clokal'! jika
memenuhi kriteria Routh-Hurwitz:

3. Titik kesetimbangan bebas penyakit mengalami perubahan
Kestabilan™ ketika ™ Ry =1 'dengan’ A* adalah ~ parameter
bifurkasi.- ' Jika'' -diambil ' 4 <A™ ‘maka " “terdapat'- titik
kesetimbangan' bebas ;penyakit yang: eksis dan: bersifat stabil
asimtotik lokal, sedangkan jika A > A" titik kesetimbangan
bebas penyakit tidak stabil dan muncul titik kesetimbangan
endemi yang bersifat stabil-asimtotik lokal.

4. Simulasi .numerik “yang dilakukan-menunjukkanhasil’ yang
sesuai-dengan hasil analisis.
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Saran

Pada penelitian | selanjutnya: “disarankan- dilakukan- analisis
nbilan, global- titik kesetimbangan. dan dilakukan, kontrol. optimal
model.
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l

ppiran 1. Perhitugan titik kesetimbangan endemi I;

< titusi persamaan (3.6),(3.11) dan (3.12) ke persamaan (3.4a), menghasilkan
><- (bcra +pP + pPA) A " A ynl
2: boa+ pP (6+ka) A Ry “"(y+8)~ ™
=
5=
u.x< (baa+pP+pP/1> A _ i :A—A,
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S>00 pP pPl
- BI btGal Ga vk A A
-‘\)" - - - _I
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ox
kP kP
1 Ro(8+ 80 + 1+ - D)6+ =B A . ( _i)
A Rolo 4 22) [0+ D) Ro)

I

6+ 8+t — | +8) =yn
Akl s e B e )

r
|
|
|
|
|
|
|
{

(=~
U
<
©
=
-
[
=}
=
v
[
a
)
=



(44

[ REPOSITORYY

BRAWIJAYA

2
=
%2
o
L
=
=
-

)
\"“.‘

REPOSITORY.UB.AC.D |

YA

(V+5)<5+50+]%p)+n(y+5)—yn

I 40 ZA(l_Rio)’
I(yr)+6n+(y+6)<6+60+%>—yn)=A(y+6)(1—Ri0),
AW ) - (1 —i). (313)
8n+(y+8)(6+60 Gp) R



\piran 2. Analisis kestabilan Tokal titik kesetimbangan ‘endemi

REPOSITORY.UB.AC.ID |

l

iks-Jacobi: sistem (3.4) di titik kesetimbangan E*. = (83,11, Ry, Ty Eq) adalah
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(11 Q12 g3 agy 0

QAzq: Az 0:0cazy 0
0, azy a3z~ 0 0

Ag1 . Q43 0 G444  Qus
0 0 0 0 a55

lasarkan matriks J(E*); persamaan karakteristik dapat diperoleh:dengan menyelesaikan persamaan

[J(E*) —7I|'=0,
a3 Q1a 0
0 Aoy 0
dz3 — 7T 0 0
O a44, -7 a45
0 0 Ags — T
Qaip a3 aiq
Ayy — T 0 Az,
a32 a33 — 7T 0
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| &

8

| & =) _

|8 Ay Oz — T Ays aj;r — T a2 Qg4

| W .

| = (ass=7)|(a3) ] 0 asz 0 + (az3—1)| Q21 Azz =T Az24 =0,
A4 as2 Qa7 41 a4z QAgq T

= 1) A13 032 (21 (Ags =.T) = Ap4Q44) +F (A33 = 7) ((Agq r)((a22 +~1)(Aga=7) = a24a42) iz

a31(Agq = T) ~ Ar4Qaq) F a14(a21a42 = 0g41(Gp — T)))) a0

—1)(a13032(Ap1Q4 — 17 = Ap4047) + (33 — 1) ((A17 = 7)(A22054 — U404y —7(ag; + agq) + 1) =
Ay1A44 = AzaQy1 — 21 1) ¥ ay4(az1a4; — Q410 + ag17))) =0,
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= 1)(Ag3 32 (21 Agq = Apq 7= Apalyq) + (Az3.— T)((A11 022044 Q11004 04n — T(A13075 + Q11044 +
42 = Ap4Q42).F 17(Q11 + 032+ A52) = 1°) — (A12021 Q44 — 12024041 — Q12021 7) 4 (014071047 —
41022 1 440417))) = 0,

=1)(@y3052051 Q44 = Q15057051 T~ Ay3033 854041 +'A11A55A35044 — Q11 A3305404, = 7(A11@53 033 +
§a 033 F Uy 033 Qs = A4 Qn 53) +12(01 {833+ 53035 % asts3) = Q3373 = A15021 03384, F
210337+ Q1203404133 Q14051 045033 T 014041022033 F Q14041 337 7110220447 F1011 0240427 +
11022 Qi1 Gag + 00 0as = O24043) 717 (@11 F Aop 7t Gaa) + 1H F (120210447 = Q150040417 1=

21T = Q14021041 F 1404102717 Aq4@4q77) = 0;
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4.3 2
— 1) —1°(ag; + ayy + az3 + Aag) T 77(a11033 + Ap2033 + Aq033 + A1105; + A11044 + Az2044 —
42 = @i3051 —'A13047) + T(A13021033 + Q14041033 + A11024057 F Q12071 04s + Q14041077 F 05047033 =
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l

3301 — Q1102033 — (11 Ax033 — 32033044 — Q11055044 — Q12075041 — A12051047) + (A11033033a54 +
24041033 +.014021 047033 Q13032031044 A13032 24041 'A11033024 047 = Q12031033044 =
41052033)) = 0.

A

uraian di atas diperoleh persamaan (ags — 1) (r* + C173 '+ C,r% +C3r,+ C,) = 0,
ran

Ass dan
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{10337 A25033 114303311 01157 T 017044 + A2 Q447025045 — A1r021 = Q140471
(@111 @33)(A27 HAas) Ay @33+ Aplas — Q12021 T G4 0ap A1 4G4

12021033 T Q14041033 + Q11024047 + A12077044 + A14041072 + 034042033 — 013032021 = 11022033

—A77A34033 —~ 2033044 — A11022044 — A12024047 — A12021047)
=(a 1+ 'a33)(ax3044 ='A34047) ='a11a33(A3; + Agq) F'A13051(A33 + A4q) = A12024057 = A1303,071
=A14055047 F a14041(az5 +a33),
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Q11072033044 1 Q12024041033 1014021042033 + A13032021044 — 013032024041 — A1103302404
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Q12021033044 — A14041022033,
a11033(A35044 — Ap4047) = A12033(021054— A24041) —A13032(A220471 — 31 044) — A14035(A41a22,
—051047)-
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ipiran 3. Perhitungan vektor eigen kanan W dan vektor eigen Kiri v

REPOSITORY.UB.AC.ID |

l

ektor eigen kanan yang bersesuaian dengan nilai eigen 45 =0 untuk matriks J(Eg,4") ‘adalah
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§§ Soa + kPp)\ ' (boa + kPp) o
Sc PAoa (baa +kPp.+PAp ) (6 i kPp )
E boa+ kPp)\+  (boa +kPp) gl A=y )
<< b+ka+Pja kPp
m ka ka —(5+50+n+£),
g +—7§57) (b +'7557>
“fo-
= kP kP :
fo{esuicr ) o8 0y )
KPp PR kP (“5”“ )
bt =2 b (b + p) ot

kPp kPp kPp
<6+60+n+—)—<5+60+n+—>:(Ro—l)(5+60+n+—>.
oa ou oa
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amaan (L.3.1) dapat diuraikan menjadi

— _6W1 + b12W2 + YW3 — kW4 = O, (L 31a)
< bzsz = 0, (L 31b)
zt- nw, — (v.+ 8wz = 0, (L.3.1¢c)

2 . P P A
ES RV s, br yaridkeposii L.3.1d
&53 0W1+0w2 aw4+60a+kaW5 0, (L.3.1d)
ui
= = ='0. - L.31
s ows (L.3.0¢)
) persamaan (L..3.1c) dan (L.3.1d) diperoleh
“i"-‘
wy/E s, (Li3:2)

Saa + kP P P
o898 P(a P p ) (L:33)

e pAaa

titusi persamaan (L. 3.3) ke persamaan-(L: 3:1e) menghasilkan

doa + kPp pP pP
ot pAoa (aw4 TEFPAST _ZT—WZ) Ve
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doa +kPp pP pP
_pAa (aw4—7w1——&—wz) =.0.

Soga+kPp pP

) karena #,0; maka (aw4 B %wl - —G—WZ) =0, sehingga diperoleh

pP pP
Wy = Ewl +'O__aW2.

persamaan (L.3.2) disubstitusikan ke persamaan (L.3:1a) diperoleh

nws
Vi )

_6W1 + b12W2 + y( ) - kW4_ = 0,

bi;(¥y+98) +vn
3 (¥ +9)

o bi(y +6) +yn
koot TR k(y +6)

) = kW4 + 5W1,

Wy =

persamaan (L. 3.4) dan (L. 3.5) diperoleh
pRoc pP ) (blz()/ +8)+ yn)
Wi + W,

ca 1t a2 T k(7 +0)

(Li34)

(LI3:5)
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bio(y +8) +yn _EW :iw +§W
=] 2 k(y +6) oa ¢ oa kY
oa(bi,(y+6) +yn)— pPk(y +6)\ (pPk + 60“)
W2 cak(y'+6) TG T
bis(r+8) 4 ym)— pPk(y 46
W, <Ga( 2 )(V 4}-/175)) akiAll =w;(pPk + aa),

(pPk +6aa)(y. +.6)

BRAWIJAYA

(75}
s W

| == Wy = .
%) qry, Wniversit 25) Laa(bya (v, + 8)+ ym) = ipPk(y 1+ 6)
) . —oa(by(y+6)+yn)—pPk(y+ .

> ib wy = PRI ad) D) ,akibatnya

% Wz - 1

njutnya, substitusi persamaan (L. 3.6) ke persamaan (L. 3.2) dan (L. 3.4) menghasilkan

i

Wyils W2 Rend
T8 (x+8)

P P. pP
W4,=p_W1 p_=p_(W1+1)
o oa o

e
J
-3
©
=
<
[
=)
=
v
o
a
A
[

(Li3.6)

(L:37)

(L.38)
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persamaan(L. 3.6) dan (L. 3.8) disubstitusi ke-persamaan ‘(L. 3.3), maka diperoleh

[ REPOSTORYY

- boa+ ka( pP pP )
= Ws = ohod AWy — =Wy =W, |
S Lboa ka( (pP +pP> pP pP)
<L "Sita phoa oo ga) e U et
R
= g doa + kPp (pP pP - pP pP
4] WSZ—(—W1+———W1——),
= < phoa o o o o
Zec
= ws =,0.
S0 °
& penjelasan di'atas diperoleh vektor eigen Kanan w yaitu
r . (0a(biy(y + 8) +yn) — pPk(y + 0) n_..pP
) ] ) ) X ) ACE O 1 ) 0 4
(W, W5 73, W3, W5) ( (pPk'+d0a)(y +6) (y +6) oa (W év)

r
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or eigen kiri yang bersesuaian dengan nilai eigen A, = 0 untuk matriks J(E,, 1) adalah

sl —8 . by, % —k 0 )
0 by, 0 0 0 / 0\
< R 0" —(+86 0 0 0
z{_ (V1| V2. V3. Vs  vg) 5P 7 P > Uphaa S = | ot (L:3.9)
) — o o ¢ Sea+kPp + ka \0/
é E 0 0 0 0
%)
£e = persamaan (L. 2.8) diuraikan, maka diperoleh
>
P o pP '
S| =6vy — Ve s0; (L.3:9a)
“pe: pP
by vy ¥ bz vy ¥ MUz 5 0, (L.3:9D)
vy — (ot 8)vs= 0, (L.3.9¢)
.§ “kvy — avg =0, (L.3.9d)
;f pAoa ~ 0 (L. 39€)
i§ 60a+kav4 Elivd ing i
8
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St

persamaan (L.-3.9a) diperoleh

o0

v4_ = p_Pvl.
persamaan (L. 3.10) disubstitusikan ke persamaan (L.3:9d), maka diperoleh

ado
—k‘U1 - p_P'Vl = 0,

v.=0,

ika persamaan (L. 3.11)-disubstitusikan ke persamaan<(L. 3.10) diperoleh

v, = 0.

njutnya, substitusi persamaan (L:3.1:1) ke persamaan (L:3.9¢) menghasilkan
vy =0,

substitusi persamaan (L, 3.12) ke persamaan (L. 3.9¢), mengakibatkan

U5=0.

(L.3.10)

(L.3:11)

(L.3.12)

(L.3:13)

(L.3:14)
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persamaan (L. 3.11), (L.3.12) dan (L. 3.13) disubstitusi ke persamaan (L. 3.9b), maka diperoleh

|

bzzvz == 0, atau

kPp
(Ro—l)(6+60+n+—>v2 =0.
(0)04

Ry =1, maka b,,= 0, selanjutnya; ambil sembarang nilai untukv,, yaitu v, =1.

IJAYA

uraian.di atas diperoleh vektor eigen kiri V-adalah

(w1, v5, 3,4, v5)T=1(0,1,0,0,0).

2
=
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o
L
=
=
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=2l (% BRA\
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