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ANALISIS DINAMIK MODEL EPIDEMI DENGAN 
PENGARUH RACUN 

ABSTRAK 

Pada skripsi ini dibahas konstruksi dan analisis dinamik model 
epidemi dengan pengaruh racun. Pada model dilakukan analisis 
dinamik yang meliputi penentuan titik kesetimbangan, angka 
reproduksi dasar 𝑅0, analisis kestabilan lokal titik kesetimbangan, 
dan analisis terjadinya bifurkasi forward. Hasil analisis dinamik 
menunjukkan bahwa model epidemi dengan pengaruh racun 
memiliki dua titik kesetimbangan, yaitu titik kesetimbangan bebas 
penyakit dan titik kesetimbangan endemi. Titik kesetimbangan bebas 
penyakit eksis tanpa syarat, sedangkan titik kesetimbangan endemi 
eksis jika 𝑅0 > 1. Jika 𝑅0 < 1 maka titik kesetimbangan bebas 
penyakit bersifat stabil asimtotik lokal. Titik kesetimbangan endemi 
bersifat stabil asimtotik lokal jika memenuhi kriteria Routh-Hurwitz. 
Bifurkasi forward terjadi di sekitar titik kesetimbangan bebas 
penyakit. Simulasi numerik dilakukan untuk mendukung hasil 
analisis dinamik yang diperoleh.   

Kata Kunci: model epidemi menular, racun lingkungan, titik 
kesetimbangan, angka reproduksi dasar, analisis kestabilan lokal, 
bifurkasi forward. 

 

  



 

viii 
 



 

ix 
 

DYNAMICAL ANALYSIS OF AN EPIDEMIC MODEL WITH 
IMPACT OF TOXINS 

ABSTRACT 

This final project discusses the construction and dynamical analysis 
of an epidemic model with impact of toxins. In the model, dynamical 
analysis is conducted to determine the equilibrium points, basic 
reproduction number 𝑅0, local stability analysis of equilibrium, and 
analysis of forward bifurcation. The dynamical analysis result shows 
that the epidemic model with impact of toxins has two equilibrium 
points namely disease-free equilibrium point and endemic 
equilibrium point. The disease-free equilibrium point exists 
unconditionally while the endemic equilibirum exists when 𝑅0 > 1. 
If 𝑅0 < 1 then the disease-free equilibrium point is local 
asymptomatically stable. The endemic equilibrium points is locally 
asymptomatically stable if it satisfies Routh-Hurwitz criteria. 
Forward bifurcation occurs around the disease-free equilibrium. 
Numerical simulation supports the analytical result.   

Keywords: epidemic model, environmental toxin, equilibrium point, 
basic reproduction number, local stability, forward bifurcation. 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang 
Polusi lingkungan adalah salah satu masalah paling serius yang 

dihadapi manusia. Suatu lingkungan hidup dikatakan tercemar 
apabila telah terjadi perubahan-perubahan dalam tatanan lingkungan 
sehingga tidak sama lagi dengan bentuk asalnya, sebagai akibat dari 
masuk dan atau dimasukkannya suatu zat atau benda asing ke 
dalamnya (Palar,1994). Polusi lingkungan didefinisikan sebagai 
kontaminasi komponen fisik dan bilogis dari sistem bumi atau 
atmosfer sehingga dapat memengaruhi tatanan lingkungan. 

Toksik adalah suatu bahan yang dapat memberikan efek yang 
merugikan, sedangkan racun merupakan istilah untuk toksik yang 
dalam jumlah sedikit (dosis rendah) dapat menyebabkan kematian 
atau penyakit. Zat toksik dapat berada dalam bentuk fisik (seperti 
radiasi), kimiawi (seperti arsen, sianida) maupun biologis (bisa ular). 
Juga terdapat dalam beragam wujud yaitu cair, padat dan gas 
(Candra, 2008). Zat toksik tersebut dapat dengan mudah masuk ke 
dalam tubuh dengan berbagai cara dan membahayakan bagi manusia 
dan makhluk lainnya. International Agency for Research on Cancer 
(IARC) yang merupakan bagian dari World Health Organization 
(WHO) menyatakan bahwa polusi udara dapat menyebabkan kanker 
paru-paru dan meningkatkan risiko kandung kemih. 

Perkembangan ilmu pengetahuan di bidang matematika memiliki 
peran penting dalam pencegahan dan pengendalian penyebaran 
penyakit. Proses penyebaran penyakit dapat direpresentasikan ke 
dalam bentuk model matematika, salah satunya yaitu model epidemi 
dengan pengaruh racun. Banyak peniliti yang telah mengkaji dampak 
racun lingkungan pada berbagai spesies. Wang dan Ma (2004) 
mempelajari model epidemi SIS (Susceptible, Infective, Susceptible) 
dalam pencemaran lingkungan. Selain itu, Liu, dkk. (2012) 
mengonstruksi model epidemi SI (Susceptible, Infectective) dengan 
adanya pengaruh pencemaran lingkungan. Chauchan, dkk. (2015) 
mempelajari tentang pengaruh polusi pada model epidemi SIR 
(Susceptible, Infective, Recover) dengan adanya pengobatan. Huang, 
dkk. (2015) mengkaji pengaruh racun lingkungan pada model 
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predator-prey. Selanjutnya, Saha dan Samanta (2019) membahas 
tentang model epidemi dengan adanya pengaruh racun.   

Skripsi ini, mengkaji kembali artikel Saha dan Samanta (2019) 
yang membahas tentang model epidemi dengan pengaruh racun. 
Analisis dinamik yang dilakukan pada model meliputi titik 
kesetimbangan, dan jenis kestabilannya. Eksistensi dan kestabilan 
lokal titik kesetimbangan ditentukan oleh angka reproduksi dasar 
dengan menggunakan metode matriks generasi selanjutnya. 
Menyelidiki adanya bifurkasi forward. Setelah itu, disimulasikan 
secara numerik untuk mengetahui perilaku model dengan Runge-
Kutta Orde 4 dan menggunakan software MATLAB. 
 

1.2 Rumusan Masalah 
Berdasarkan latar belakang, pokok permasalahan yang dikaji 

adalah sebagai berikut. 
1. Bagaimana konstruksi model epidemi dengan pengaruh racun? 
2. Bagaimana eksistensi titik kesetimbangan dan angka reproduksi 

dasar serta kestabilan titik kesetimbangan model? 
3. Apakah terjadi bifurkasi forward pada model? 
4. Bagaimana simulasi numerik pada model? 
 

1.3 Tujuan 
Tujuan penulisan skripsi adalah sebagai berikut. 

1. Mengonstruksi model epidemi dengan pengaruh racun. 
2. Menentukan titik kesetimbangan model dan angka reproduksi 

dasar serta kestabilan titik kesetimbangan model. 
3. Menyelidiki terjadinya bifurkasi forward pada model. 
4. Menyimulasikan hasil numerik pada model epidemi dengan 

pengaruh racun. 
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BAB II 

DASAR TEORI 

Dalam skripsi ini dibahas analisis dinamik model epidemi dengan 
pengaruh racun. Oleh karena itu, teori mengenai persamaan 
diferensial, sistem dinamik, angka reproduksi dasar, matriks generasi 
selanjutnya, bifurkasi forward dan backward serta teori center 
manifold diperlukan untuk membantu memahami persoalan dalam 
penulisan skripsi ini. 

2.1 Persamaan Diferensial 
Persamaan diferensial adalah persamaan yang memuat satu atau 

lebih turunan dari suatu fungsi yang tidak diketahui. Persamaan 
diferensial biasa adalah persamaan diferensial yang hanya memuat 
satu variabel bebas. Tingkat dari turunan tertinggi dalam persamaan 
diferensial disebut orde. Secara umum persamaan   

 
𝐹(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥′(𝑡), … , 𝑥(𝑛)(𝑡)) = 0,                                (2.1)   

 
adalah persamaan diferensial biasa orde 𝑛 dengan variabel bebas 𝑡, 
variabel tak bebas 𝑥 dan 𝑥(𝑛) menyatakan turunan ke 𝑛 terhadap 𝑡. 
Persamaan diferensial biasa dibedakan menjadi dua, yaitu persamaan 
diferensial biasa linear dan persamaan diferensial biasa nonlinear. 
Persamaan diferensial biasa dikatakan linear jika 𝐹 pada persamaan 
(2.1) merupakan fungsi linear dari variabel 𝑥, 𝑥′,… , 𝑥(𝑛). Bentuk 
umum persamaan diferensial biasa linear orde 𝑛 dapat dinyatakan 
 

𝑎0(𝑡)𝑥(𝑛) + 𝑎1(𝑡)𝑥(𝑛−1) + ⋯+ 𝑎𝑛(𝑡)𝑥 = 𝑔(𝑡), 

dengan 𝑎0 ≠ 0, variabel 𝑡 dan 𝑥 adalah variabel bebas dan tak bebas. 
Jika 𝑔(𝑡) = 0 disebut persamaan diferensial biasa linear homogen, 
tetapi jika 𝑔(𝑡) ≠ 0 disebut persamaan diferensial biasa linear 
nonhomogen. Sementara itu, persamaan diferensial biasa dikatakan 
nonlinear jika memuat turunan atau variabel tak bebas berderajat 
lebih dari satu atau terdapat perkalian antara variabel tak bebas 
dengan turunannya. 

(Boyce dan DiPrima, 2009) 
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2.2 Sistem Dinamik 
Sistem dinamik adalah sistem yang bersifat dinamis (selalu 

berubah) dan dapat ditentukan kondisinya di masa yang akan datang 
jika diketahui kondisi masa sekarang atau masa lampau (Nagle, dkk. 
2012).  

Sistem dinamik dibedakan menjadi dua, yaitu sistem dinamik 
diskret dan sistem dinamik kontinu. Sistem dinamik diskret 
dinyatakan sebagai persamaan beda, yaitu  

𝑥 𝑡+1 = 𝑓 (𝑥 𝑡), 𝑡𝜖ℤ ⋁ 𝑡𝜖ℕ, 𝑥 ∈ ℝ𝑛, 
sementara itu sistem dinamik kontinu dinyatakan sebagai persamaan 
diferensial, yaitu 

𝑑𝑥 
𝑑𝑡 = 𝑓 (𝑡, 𝑥 (𝑡)), 𝑡𝜖 ℝ, 𝑥 ∈ ℝ𝑛. 

(Alligood, dkk. 2000) 
Sistem dinamik kontinu dibedakan menjadi sistem autonomous 

dan sistem nonautonomous. Pada skripsi ini dibahas sistem 
autonomous. 

2.2.1 Sistem Autonomous  
Suatu sistem persamaan diferensial orde satu yang berbentuk  

𝑑𝑥1
𝑑𝑡 = 𝑓1(𝑥1, 𝑥2,… , 𝑥𝑛), 

⋮                                                      (2.2) 
𝑑𝑥𝑛
𝑑𝑡 = 𝑓𝑛(𝑥1, 𝑥2,… , 𝑥𝑛), 

dengan fungsi 𝑓𝑖 untuk 𝑖 = 1,… , 𝑛 merupakan fungsi kontinu yang 
tidak bergantung secara eksplisit terhadap variabel bebas 𝑡, disebut 
dengan sistem autonomous. 

(Boyce dan DiPrima, 2012) 
 

Definisi 2.2.1 (Titik Kesetimbangan Sistem Autonomous ) 
Titik 𝑥 ∗ = (𝑥1∗, 𝑥2∗,… , 𝑥𝑛∗) disebut titik kritis sistem (2.2) jika 

memenuhi 𝑓𝑖(𝑥1, 𝑥2,… , 𝑥𝑛) = 0, ∀𝑖 = 1,2,… , 𝑛. Tiitk kritis 𝑥 ∗ 
merupakan solusi konstan karena 𝑑 𝑥 𝑑𝑡 = 0⃗ . Keadaan yang memenuhi 
𝑑𝑥1
𝑑𝑡 = 𝑑𝑥2

𝑑𝑡 = ⋯ = 𝑑𝑥𝑛
𝑑𝑡 = 0 disebut keadaan setimbang dan titik yang 

memenuhi disebut titik kesetimbangan, sehingga titik kritis 𝑥 ∗ 
disebut juga titik kesetimbangan.  

(Boyce dan DiPrima, 2012) 
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Definisi 2.2.2 (Kestabilan Titik Kesetimbangan) 
Titik kesetimbangan 𝑥 ∗ = (𝑥1∗, 𝑥2∗,… , 𝑥𝑛∗) sistem (2.2) dikatakan 
 

1. stabil, jika ∀𝜀 > 0, ∃𝛿 > 0 sedemikian sehingga untuk setiap 
solusi 𝑥 (𝑡) sistem (2.2) ada, pada saat 𝑡 = 0 memenuhi 

‖𝑥 (0) − 𝑥 ∗‖ < 𝛿, 
untuk setiap 𝑡 > 0 dan memenuhi 

‖𝑥 (𝑡) − 𝑥 ∗‖ < 𝜀, ∀𝑡 ≥ 0, 
2. stabil asimtotik, jika 𝑥 ∗ stabil dan ∃𝛿0 > 0 sedemikian sehingga 

untuk setiap solusi 𝑥 (𝑡) untuk 𝑡 = 0 memenuhi  
 

‖𝑥 (0) − 𝑥 ∗‖ < 𝛿0, 
maka berlaku 

lim
𝑡→∞

𝑥 (𝑡) =𝑥 ∗,  
3. tidak stabil, jika tidak memenuhi kriteria stabil.  

 
(Boyce dan Diprima, 2012) 

2.2.2 Sistem Autonomous Linear  
Perhatikan sistem autonomous linear berdimensi 𝑛 berikut  

𝑑𝑥1
𝑑𝑡 = 𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 +⋯+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛, 
𝑑𝑥2
𝑑𝑡 = 𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + ⋯+ 𝑎2𝑛𝑥𝑛, 

⋮                                                           (2.3) 
𝑑𝑥𝑛
𝑑𝑡 = 𝑎𝑛1𝑥1 + 𝑎𝑛2𝑥2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑛𝑥𝑛, 

dengan 𝑎𝑖𝑗 ∈ ℝ, 𝑖, 𝑗 = 1,… , 𝑛. Sistem (2.3) dapat dinyatakan sebagai 
 

𝑑𝑥 
𝑑𝑡 = 𝐴𝑥 ,                                                                    (2.4) 

 

dengan 𝐴 = [
𝑎11 ⋯ 𝑎1𝑛
⋮ ⋱ ⋮

𝑎𝑛1 ⋯ 𝑎𝑛𝑛
], dan 𝑥 = [

𝑥1
⋮
𝑥𝑛

]. 

 
Jika det(𝐴) ≠ 0, maka titik 𝑥 ∗ = 0⃗  adalah satu-satunya titik 
kesetimbangan sistem autonomous linear (2.3). Kriteria kestabilan 
titik kesetimbangan sistem (2.3) dapat ditentukan berdasarkan nilai 
eigen matriks 𝐴 dalam teorema berikut. 
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Teorema 2.1 Kestabilan Sistem Autonomous Linear 
Titik kesetimbangan 𝑥 ∗ = 0⃗  sistem autonomous linear (2.3) 

bersifat  
1. stabil, jika semua nilai eigen matriks 𝐴 memiliki bagian real tak 

positif, 
2. stabil asimtotik, jika semua nilai eigen matriks 𝐴 memiliki bagian 

real negatif, 
3. tidak stabil, jika terdapat nilai eigen matriks 𝐴 yang memiliki 

bagian real positif. 
(Boyce dan Diprima, 2012) 

2.2.3 Sistem Autonomous Nonlinear  
Perhatikan sistem autonomous nonlinear dengan 𝑛 persamaan 

berikut. 
𝑑𝑥𝑖
𝑑𝑡 = 𝑓𝑖(𝑥 ); 𝑖 = 1,2, … , 𝑛,                              (2.5) 

 
dengan 𝑓𝑖 memiliki turunan parsial yang kontinu di titik 
kesetimbangan 𝑥 ∗. Sistem (2.5) dapat didekati oleh sistem 
autonomous linear dengan cara melakukan ekspansi deret Taylor 
fungsi 𝑓𝑖 di sekitar titik kesetimbangan 𝑥 ∗, sehingga fungsi  𝑓𝑖 dapat 
dinyatakan sebagai  

𝑓𝑖(𝑥 ) = 𝑓𝑖(𝑥 ∗) +∑
𝜕𝑓𝑖(𝑥 ∗)
𝜕𝑥𝑗

(𝑥𝑗 − 𝑥𝑗∗)
𝑛

𝑗=1

+ 𝜂𝑖(𝑥 )           

dengan 𝜂𝑖(𝑥 ) suku sisa untuk 𝑖 = 1,2,… , 𝑛. Suku sisa pada hampiran 
orde satu terhadap 𝑓𝑖  memenuhi sifat 

lim
(𝑥 )→(𝑥 ∗)

𝜂𝑖(𝑥 )
‖𝑤⃗⃗ ‖ = 0, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛, 

dengan 𝑤⃗⃗ = (𝑤1,  𝑤2,… ,𝑤𝑛)𝑇 dan 𝑤𝑖 = (𝑥𝑖 − 𝑥𝑖∗) untuk 𝑖 =
1,2,… , 𝑛. Selanjutnya dengan menerapkan  𝑓𝑖(𝑥 ) = 0⃗  dan 𝑑𝑥 𝑑𝑡 =

𝑑𝑤⃗⃗ 
𝑑𝑡  

pada sistem (2.5) maka diperoleh sistem berikut. 

𝑑
𝑑𝑡 [

𝑤1
⋮
𝑤𝑛

] =

[
 
 
 
 
𝜕𝑓1
𝜕𝑥1

(𝑥 𝑖∗) ⋯
𝜕𝑓1
𝜕𝑥𝑛

(𝑥 𝑖∗)

⋮ ⋱ ⋮
𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑥1

(𝑥 𝑖∗) ⋯
𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑥𝑛

(𝑥 𝑖∗)]
 
 
 
 

[
𝑤1
⋮
𝑤𝑛

] + [
𝜂𝑖(𝑥 )
⋮

𝜂𝑛(𝑥 )
], 
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atau dalam notasi vektor 
𝑑𝑤⃗⃗ 
𝑑𝑡 = 𝐽𝑤⃗⃗ + 𝜂 ,                                              (2.6) 

 

dengan 𝐽 =

[
 
 
 
𝜕𝑓1
𝜕𝑥1

(𝑥 𝑖∗) ⋯ 𝜕𝑓1
𝜕𝑥𝑛

(𝑥 𝑖∗)
⋮ ⋱ ⋮

𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑥1

(𝑥 𝑖∗) ⋯ 𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑥𝑛

(𝑥 𝑖∗)]
 
 
 
 disebut matriks Jacobi dan  

diasumsikan det (𝐽) ≠ 0. Jika 𝑥  berada di persekitaran 𝑥 ∗ maka 𝜂  
bernilai sangat kecil, sehingga 𝜂  dapat diabaikan dan sistem (2.6) 
menjadi 

𝑑𝑤⃗⃗ 
𝑑𝑡 = 𝐽𝑤⃗⃗ .                                                 (2.7) 

Jika 𝑥 − 𝑥 ∗ = 0 maka diperoleh (𝑤1
∗,… ,𝑤𝑛

∗) = (0,… ,0), sehingga 
titik kesetimbangan sistem (2.7) adalah (𝑤1

∗, … , 𝑤𝑛
∗) = (0,… ,0) dan  

𝐽 berperan sebagai 𝐴 pada sistem autonomous linear (2.4). Proses 
penghampiran sistem nonlinear (2.2) oleh sistem autonomous linear 
dinamakan proses linearisasi.  
 
Teorema 2.2 Kestabilan Sistem Autonomous Nonlinear 

Titik kesetimbangan 𝑥 ∗ sistem autonomous nonlinear (2.5) 
bersifat  

1. stabil asimtotik, jika titik kesetimbangan sistem hasil 
linearisasi bersifat stabil asimtotik, 

2. tidak stabil, jika titik kesetimbangan sistem hasil linearisasi 
tidak stabil. 

(Finizio dan Lades, 1982) 

2.2.4 Kriteria Routh-Hurwitz 
Kestabilan titik kesetimbangan sistem linear bergantung pada 

akar persamaan karakteristik atau nilai eigen 𝜆. Titik kesetimbangan 
dikatakan stabil asimtotik jika setiap nilai eigen  𝑅𝑒 (𝜆) < 0. Apabila 
suatu sistem memiliki persamaan karakteristik  

𝑎0𝜆𝑛 + 𝑎1𝜆𝑛−1 + ⋯+ 𝑎𝑛 = 0,                         (2.8) 
dengan 𝑎𝑛 ≠ 0, maka kestabilan titik kesetimbangan ditentukkan 
menggunakan kriteria Routh-Hurwitz tanpa harus menentukan nilai 
eigen terlebih dahulu. 
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Teorema 2.3 Kriteria Routh-Hurwitz 
 Akar-akar persamaan karakteristik (2.8) memiliki bagian riil 

negatif jika dan hanya jika 𝑎𝑛 > 0 dan  

𝐷1 = 𝑎1 > 0, 𝐷2 = |
𝑎1 𝑎3
1 𝑎2| > 0, 𝐷3 = |

𝑎1 𝑎3 𝑎5
1 𝑎2 𝑎4
0 𝑎1 𝑎3

| > 0,…,  

𝐷𝑘 =
|

|

𝑎1 𝑎3 𝑎5
1 𝑎2 𝑎4
0 𝑎1 𝑎3
 0   1  𝑎2
 ⋮   ⋮ ⋮
 0   0 0

⋯ 𝑎2𝑛−1
⋯ 𝑎2𝑛−2
⋯ 𝑎2𝑛−3
⋯ 𝑎2𝑛−4
⋱ ⋮
⋯ 𝑎𝑘

|

|
> 0, 𝑘 = 1,2,… , 𝑛,   

 
dengan 𝑎𝑖 = 0 untuk 𝑖 > 𝑛 dan 𝑎𝑖 koefisien polinom pada 
persamaan (2.8). Matriks 𝐷𝑘 disebut matriks Routh-Hurwitz. Jika 
|𝐷𝑘| > 0 ∀𝑘 maka titik kesetimbangan sistem tersebut bersifat stabil.  

(Murray, 2002) 
 

Misal diberikan persmaan karakteristik berderajat empat sebagai 
berikut. 

𝜆4 + 𝑎1𝜆3 + 𝑎2𝜆2 + 𝑎3𝜆 + 𝑎4 = 0,                            (2.9) 
akar persamaan karakteristik (2.9) memiliki bagian real negatif jika 
dan hanya jika  

i. 𝐷1 = |𝑎1| = 𝑎1 > 0, 
ii. 𝐷2 = |

𝑎1 𝑎3
1 𝑎2| = 𝑎1𝑎2 − 𝑎3 > 0, 

iii. 𝐷3 = |
𝑎1 𝑎3 0
1 𝑎2 𝑎4
0 𝑎1 𝑎3

| = 𝑎1𝑎2𝑎3 − 𝑎32 − 𝑎12𝑎4 > 0, 

iv. 𝐷4 = |

𝑎1 𝑎3
1 𝑎2

0   0
𝑎4   0

 0  𝑎1
 0 1

  𝑎3 0
  𝑎2  𝑎4

| = 𝑎4(𝑎1𝑎2𝑎3 − 𝑎32 − 𝑎12𝑎4) > 0 

sehingga 𝑎4 > 0. 

2.3 Angka Reproduksi Dasar  

Angka reproduksi dasar yang dinotasikan dengan ℛ0 adalah 
angka rata-rata banyaknya infeksi baru yang disebabkan oleh satu 
individu terinfeksi selama proses infeksi dalam suatu populasi 
rentan.  Angka tersebut merupakan parameter yang digunakan untuk 
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menentukan ada tidaknya wabah penyakit dalam suatu populasi. Jika 
ℛ0 < 1 maka individu yang terinfeksi menghasilkan rata-rata kurang 
dari satu individu terinfeksi baru, dengan kata lain dapat diprediksi 
bahwa infeksi akan hilang dari populasi. Sebaliknya, jika ℛ0 > 1 
maka individu yang terinfeksi menghasilkan rata-rata lebih dari satu 
individu baru yang terinfeksi sehingga mengakibatkan terjadinya 
wabah penyakit dalam populasi.  

(Heffernan, dkk. 2005) 
 

2.4 Matriks Generasi Selanjutnya  
Metode matriks generasi selanjutnya adalah suatu metode yang 

digunakan untuk menentukan angka reproduksi dasar (ℛ0). Model 
kompartemen penyebaran penyakit dibagi menjadi dua kelompok, 
yaitu kompartemen terinfeksi dan kompartemen tidak terinfeksi. 
Misalkan terdapat 1,… ,𝑚,𝑚 + 1,… , 𝑛 kompartemen dengan 
kompartemen pertama sampai dengan 𝑚 terdiri dari individu 
terinfeksi dan kompartemen 𝑚 + 1 sampai dengan 𝑛 terdiri dari 
individu tidak terinfeksi. Model kompartemen individu yang 
terinfeksi dapat ditulis dalam bentuk 

 
𝑥𝑖′ = 𝐹𝑖 − 𝑉𝑖,                         𝑖 = 1,2,… ,𝑚, 

dengan 
𝑥𝑖 =  jumlah individu pada setiap kompartemen 𝑖, 
𝐹𝑖 = komponen pembentuk matriks 𝐹, dengan komponen 𝐹𝑖 

merupakan infeksi baru yang masuk pada kompartemen 
ke 𝑖. Infeksi baru hanya dapat diperoleh dari individu 
rentan dan 𝐹𝑖 tidak boleh negatif, 

𝑉𝑖 = komponen pembentuk matriks 𝑉, dengan komponen 𝑉𝑖 
merupakan transfer keluar atau masuk dari 
kompartemen satu ke kompartemen yang lain. Jika 
transfer keluar, 𝑉𝑖 bernilai positif dan jika transfer 
masuk, 𝑉𝑖 bernilai negatif. 

 
Didefinisikan 𝐷𝐹 dan 𝐷𝑉 adalah matriks 𝑚 ×𝑚 sebagai berikut 
 

𝐷𝐹 = [
𝜕𝐹𝑖(𝑃0)
𝜕𝑥𝑗

] , 𝐷𝑉 = [
𝜕𝑉𝑖(𝑃0)
𝜕𝑥𝑗

] ,           𝑖, 𝑗 = 1,… ,𝑚, 
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dengan 𝑃0 merupakan titik kesetimbangan bebas penyakit. Matriks 
generasi selanjutnya didefinisikan sebagai berikut 

𝐾 = (𝐷𝐹)(𝐷𝑉)−1, 

dan angka reproduksi dasar diperoleh dari perhitungan matriks 
generasi selanjutnya yang dapat ditulis sebagai berikut 

ℛ0 = 𝜌(𝐾), 

dengan 𝜌(𝐾) adalah spectral radius matriks 𝐾 yang merupakan 
modulus maksimum dari nilai eigen. 

(Brauer dan Chaves, 2012) 
2.5 Bifurkasi  

Bifurkasi adalah perubahan sifat solusi dari suatu sistem dinamik 
seiring dengan perubahan nilai parameter (parameter bifurkasi).  

(Castillo-Chaves dan Song, 2004) 

2.5.1 Bifurkasi Transkritikal  

Misal diberikan persamaan  

𝑑𝑥
𝑑𝑡 = 𝑟𝑥 − 𝑥2,                                       (2.10) 

titik tetap dari persamaan (2.10) adalah 

𝑥∗ = 0 dan 𝑥∗ = 𝑟, 

untuk 𝑓(𝑥; 𝑟) = 𝑟𝑥 − 𝑥2, maka 

𝑓′(𝑥; 𝑟) = 𝑟 − 2𝑥, 𝑓′(0; 𝑟) = 𝑟, 𝑓′(𝑟; 𝑟) = −𝑟.  

Titik kesetimbangan 𝑥 = 0 bersifat stabil ketika 𝑟 < 0 dan tidak 
stabil ketika 𝑟 > 0, sedangkan titik kesetimbangan 𝑥 = 𝑟 tidak stabil 
ketika 𝑟 < 0 dan bersifat stabil ketika 𝑟 > 0. Perubahan kestabilan 
terjadi saat 𝑟 = 0.  

(Kuznetsov, 2004) 
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Diagram kestabilan pada persamaan (2.10) ditunjukkan pada Gambar 
2.1. 

 

 

Gambar 2.1  Diagram kestabilan bifurkasi transkritikal 

2.5.2 Bifurkasi Forward dan Backward 
Pada model epidemi, terdapat dua bifurkasi yang berbeda pada 

ℛ0 = 1 yaitu bifurkasi forward (superkritikal) dan bifurkasi 
backward (subkritikal). Bifurkasi forward terjadi ketika ℛ0 > 1, 
muncul titik kesetimbangan endemi positif besar yang stabil 
asimtotik sedangkan titik kesetimbangan bebas penyakit kehilangan 
kestabilan. Sementara itu, bifurkasi backward terjadi ketika ℛ0 < 1, 
muncul titik kesetimbangan endemi positif kecil yang tidak stabil 
sedangkan titik kesetimbangan bebas penyakit dan titik 
kesetimbangan endemi positif besar stabil asimtotik lokal. 

(Castillo-Chaves dan Song, 2004) 
2.6 Teori Center Manifold 

Untuk menentukan bifurkasi forward dan backword digunakan 
teori center manifold. Teori center manifold digunakan untuk 
menentukan kestabilan lokal dari titik kesetimbangan nonhiperbolik 
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(matriks linearisasi yang memiliki sekurang-kurangnya satu nilai 
eigen dengan bagian real bernilai nol). Teori ini tidak hanya dapat 
menentukan kestabilan lokal dari titik kesetimbangan nonhiperbolik 
tetapi juga menyelesaikan bifurkasi dari titik kesetimbangan 
nonhiperbolik. 

Misal diberikan sistem persamaan diferensial biasa dengan 
parameter 𝛾 sebagai berikut 

            
𝑑𝑥 
𝑑𝑡 = 𝑓 (𝑥 , 𝛾),                                     (2.11) 

dengan 0⃗  adalah titik kesetimbangan dari sistem (2.11) dan 
𝑓 (0⃗  , 𝛾) = 0 untuk setiap 𝛾.  

Teorema 2.6.1 
Diasumsikan  
a. 𝐽 = 𝐷𝑥 𝑓(0⃗  ,0) = (𝜕𝑓𝑖𝜕𝑥 𝑗

(0⃗  ,0)) adalah matriks Jacobi dari sistem 

(2.10) di sekitar titik kesetimbangan dengan 𝛾 = 0. Nol adalah 
simple eigenvalue (hanya ada satu nilai eigen yang bernilai nol) 
dan nilai eigen yang lain adalah negatif pada bagian real, 

b. matriks 𝐽 mempunyai vektor eigen kanan 𝜔 yang non-negatif dan 
eigen vektor kiri 𝜐 yang non-negatif yang bersesuaian dengan 
nilai eigen nol. 

 
Diketahui 𝑓𝑘 adalah komponen ke 𝑘 dari 𝑓 dan  

 

𝑎 = ∑ 𝜐𝑘𝜔𝑗𝜔𝑘
𝜕2𝑓𝑘
𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

(0⃗  ,0),
𝑛

𝑘,𝑖,𝑗=1

 

𝑏 =  ∑ 𝜐𝑘𝜔𝑖
𝜕2𝑓𝑘
𝜕𝑥𝑖𝜕𝜑

(0⃗  ,0),      
𝑛

𝑘,𝑖,𝑗=1

 

 
maka kestabilan lokal dari sistem (2.10) di sekitar 0⃗  ditentukan oleh 
𝑎 dan 𝑏 sebagai berikut: 

1. 𝑎 > 0, 𝑏 > 0. Ketika 𝛾 < 0 dengan | 𝛾| ≪ 1, titik kesetimbangan 0⃗   
stabil asimtotik lokal, dan terdapat titik kesetimbangan positif yang 
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tidak stabil. Ketika 0 < 𝛾 ≪ 1, titik kesetimbangan 0⃗   tidak stabil 
dan terdapat titik kesetimbangan negatif yang stabil asimtotik lokal. 

2. 𝑎 < 0, 𝑏 < 0. Ketika 𝛾 < 0 dengan | 𝛾| ≪ 1, titik kesetimbangan 0⃗   
tidak stabil. Ketika 0 < 𝛾 ≪ 1, titik kesetimbangan 0⃗   stabil 
asimtotik lokal, dan terdapat titik kesetimbangan positif yang tidak 
stabil. 

3. 𝑎 > 0, 𝑏 < 0. Ketika 𝛾 < 0 dengan | 𝛾| ≪ 1, titik kesetimbangan 0⃗   
tidak stabil, dan terdapat titik kesetimbangan negatif yang stabil 
asimtotik lokal. Ketika 0 < 𝛾 ≪ 1, titik kesetimbangan 0⃗   stabil dan 
muncul titik kesetimbangan positif yang tidak stabil. 

4. 𝑎 < 0, 𝑏 > 0. Ketika 𝛾 berubah dari negatif menjadi positif, maka 
kestabilan titik kesetimbangan 0⃗  juga berubah dari stabil menjadi 
tidak stabil. Bersamaan dengan itu, titik kesetimbangan negatif yang 
tidak stabil menjadi titik kesetimbangan positif yang stabil asimtotik 
lokal. 

 
(Castillo-Chaves dan Song, 2004) 

 
. 
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𝛾 

δ +
𝑘1𝑇
𝑆 + 𝐼 

BAB III 

PEMBAHASAN 

 Pada bab ini dibahas konstruksi model epidemi dengan 
pengaruh racun. Selanjutnya dilakukan analisis dinamik model yang 
meliputi penentuan titik kesetimbangan, angka reproduksi dasar, 
analisis kestabilan lokal titik kesetimbangan, dan menyelidiki adanya 
bifurkasi forward. Pada bagian akhir dilakukan simulasi numerik dan 
interpretasinya. 

3.1 Konstruksi Model 

Dalam model epidemi, populasi dibagi menjadi 5 subpopulasi, 
yaitu subpopulasi rentan (𝑆), subpopulasi terinfeksi (𝐼), subpopulasi 
sembuh karena pengobatan (𝑅), jumlah racun pada total populasi 
(𝑇), jumlah racun dalam linkungan (𝐸). Model epidemi dengan 
pengaruh racun diilustrasikan dalam diagram kompartemen pada 
Gambar 3.1.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 3.1 Diagram kompartemen model epidemi dengan 
pengaruh racun. 

 

𝛼 

δ 

δ + 𝛿0 +
𝑘2𝑇
𝑆 + 𝐼 

δ 

Λ 

𝜂 

 1 +
𝜆𝑇

𝑏(𝑆 + 𝐼) + 𝑇 𝛽𝑆𝐼 
𝜌𝐸(𝑆 + 𝐼) 

𝑃 

𝑆 

𝐼 

𝑅 

𝐸 

𝑇 
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Parameter-parameter pada model diasumsikan tak negatif dengan 
definisi sebagai berikut. 

Λ         : Laju rekrutmen individu rentan. 
𝛽         : Laju infeksi dari kompartemen 𝑆 ke 𝐼. 
𝛿         : Laju kematian alami. 
𝛿0       : Laju kematian karena penyakit. 
𝜆         : Laju infeksi racun dari kompartemen 𝑆 ke 𝐼. 
𝑏         : Laju kepadatan. 
𝑘1, 𝑘2 : Laju pengaruh racun terhadap kematian. 
𝛾         : Laju individu pulih dengan kekebalan sementara. 
𝜂         : Laju pemulihan karena pengobatan dari kompartemen 𝐼 ke 𝑅. 
𝜌         : Tingkat penyerapan racun oleh lingkungan. 
𝛼         : Laju pembuangan racun akibat proses metabolisme. 
𝑃         : Laju masuknya racun eksogen ke dalam lingkungan (contoh, 

racun industri). 
𝜎         : Laju pembuangan racun lingkungan. 
 
Berdasarkan diagram kompartemen Gambar 3.1 konstruksi model 
epidemi dengan pengaruh racun dijelaskan secara rinci seperti 
berikut. 
 
3.1.1 Laju Perubahan Subpopulasi Rentan (𝑺) 

Bertambahnya subpopulasi rentan (𝑆) dipengaruhi oleh laju 
rekrutmen dengan laju Λ. Berkurangnya subpopulasi rentan 
dipengaruhi oleh adanya kontak langsung individu rentan dengan 
individu terinfeksi sebesar 𝛽𝑆𝐼. Subpopulasi rentan akan berkurang 
karena adanya laju infeksi sebesar 𝜆𝑇

𝑏(𝑆+𝐼)+𝑇
 𝛽𝑆𝐼 yang menyatakan 

pengaruh hambatan yang ditimbulkan oleh perubahan perilaku 
individu rentan ketika jumlah racun pada total populasi meningkat. 
Selanjutnya, berkurangnya subpopulasi rentan disebabkan oleh 
kematian alami sebesar 𝛿𝑆 dan juga akan berkurang karena adanya 
kematian jenuh sebesar 𝑘1𝑇

𝑆+𝐼
 yang disebabkan oleh racun lingkungan.  

Individu sembuh yang memperoleh kekebalan sementara dapat 
kembali menjadi individu rentan. Hal tersebut dapat menyebabkan 
bertambahnya subpopulasi rentan sebesar 𝛾𝑅. Dengan demikian, laju 
perubahan subpopulasi rentan per satuan waktu adalah 



 

17 
 

𝑑𝑆
𝑑𝑡 = Λ −  1 +

𝜆𝑇
𝑏(𝑆 + 𝐼) + 𝑇 𝛽𝑆𝐼 −  𝛿 +

𝑘1𝑇
𝑆 + 𝐼 𝑆 + 𝛾𝑅.       (3.1) 

3.1.2 Laju Perubahan Subpopulasi Terinfeksi (𝑰) 
Berdasarkan Gambar 3.1 perpindahan individu rentan menjadi 

terinfeksi mengakibatkan bertambahnya subpopulasi terinfeksi 
sebesar (1 + 𝜆𝑇

𝑏(𝑆+𝐼)+𝑇
) 𝛽𝑆𝐼. Laju 𝜆𝑇

𝑏(𝑆+𝐼)+𝑇
 𝛽𝑆𝐼 merupakan infeksi laju 

jenuh yang menyatakan pengaruh hambatan yang ditimbulkan oleh 
perubahan perilaku individu rentan ketika jumlah racun pada total 
populasi meningkat.  Selanjutnya, laju berkurangya subpopulasi 
terinfeksi dipengaruhi oleh kematian alami 𝛿𝐼, kematian yang 
disebabkan oleh penyakit 𝛿0𝐼 dan kematian yang disebabkan oleh 
pengaruh racun lingkungan dengan laju infeksi jenuh 𝑘2𝑇

𝑆+𝐼
𝐼 yang 

merupakan pencegahan ketidakterbatasan laju kontak akibat 
besarnya kematian yang disebabkan oleh racun lingkunga. Selain itu, 
individu terinfeksi menjadi individu sembuh karena pengobatan juga 
menyebabkan berkurangnya subpopulasi terinfeksi sebesar 𝜂𝐼. 
Dengan demikian, laju perubahan subpopulasi terinfeksi per satuan 
waktu adalah  

𝑑𝐼
𝑑𝑡 =  1 +

𝜆𝑇
𝑏(𝑆 + 𝐼) + 𝑇 𝛽𝑆𝐼 −  𝛿 +

𝑘2𝑇
𝑆 + 𝐼 +𝛿0 𝐼 − 𝜂𝐼.      (3.2) 

3.1.3 Laju Perubahan Subpopulasi Sembuh (𝑹) 
Berdasarkan Gambar 3.1 bertambahnya subpopulasi sembuh 

dipengaruhi oleh individu terinfeksi yang memperoleh pengobatan 
dengan laju sebesar 𝜂𝐼. Selanjutnya laju subpopulasi sembuh 
berkurang disebabkan oleh kematian alami 𝛿𝑅 dan perpindahan 
individu sembuh yang memperoleh kekebalan sementara ke individu 
rentan yaitu 𝛾𝑅. Dengan demikian, laju perubahan subpopulasi 
sembuh per satuan waktu adalah  

𝑑𝑅
𝑑𝑡 = 𝜂𝐼 − 𝛾𝑅–𝛿𝑅 

3.1.4 Laju Perubahan Racun dalam Total Populasi (𝑻) 
Berdasarkan Gambar 3.1 bertambahnya racun dalam total 

populasi dipengaruhi oleh laju masuknya racun lingkungan ke total 
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populasi (individu rentan dan individu terinfeksi) sebesar 𝜌𝐸(𝑆 + 𝐼), 
hal tersebut memilki pengaruh besar terhadap racun dalam total 
populasi. Selanjutnya racun dalam total populasi berkurang 
disebabkan oleh pembuangan racun dalam tubuh akibat proses 
metabolisme dengan laju sebesar 𝛼𝑇. Dengan demikian, laju 
perubahan racun dalam total populasi per satuan waktu adalah 

𝑑𝑇
𝑑𝑡 = 𝜌𝐸(𝑆 + 𝐼) − 𝛼𝑇   

3.1.5 Laju Perubahan Racun dalam Lingkungan (𝑬) 
Berdasarkan Gambar 3.1 bertambahnya racun dalam 

lingkungan dipengaruhi oleh masuknya eksogen (misalnya, 
pembuangan racun industri seperti limbah dll) ke dalam lingkungan 
dengan laju 𝑃. Selanjutnya racun dalam lingkungan berkurang 
disebabkan oleh proses penetralan dari lingkungan dengan laju 
sebesar 𝜎𝐸 dan masuknya racun lingkungan ke total populasi dengan 
laju sebesar 𝜌𝐸(𝑆 + 𝐼). 

Dengan demikian, laju perubahan racun dalam lingkungan per 
satuan waktu adalah  

𝑑𝐸
𝑑𝑡 = 𝑃 − 𝜎𝐸 − 𝜌𝐸(𝑆 + 𝐼).                    (3.3)  

Pada persamaan (3.3) laju keluarnya racun lingkungan ke total 
populasi (𝜌𝐸(𝑆 + 𝐼)) diasumsikan jauh lebih kecil dibanding laju 
masuknya racun ke lingkungan (eksogen/(𝑃)) , sehingga (𝜌𝐸(𝑆 +
𝐼)) dapat diabaikan dan persamaan (3.3) menjadi  

𝑑𝐸
𝑑𝑡 = 𝑃 − 𝜎𝐸.   

Berdasarkan uraian tersebut, model epidemi dengan pengaruh racun 
berbentuk sistem autonomous nonlinear sebagai berikut 

𝑑𝑆
𝑑𝑡 = Λ − [1 +

𝜆𝑇
𝑏(𝑆 + 𝐼) + 𝑇]𝛽𝑆𝐼 −  𝛿 +

𝑘1𝑇
𝑆 + 𝐼 𝑆 + 𝛾𝑅 

𝑑𝐼
𝑑𝑡 = [1 +

𝜆𝑇
𝑏(𝑆 + 𝐼) + 𝑇]𝛽𝑆𝐼 −  𝛿 +

𝑘2𝑇
𝑆 + 𝐼 +𝛿0 𝐼 − 𝜂𝐼, 
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𝑑𝑅
𝑑𝑡 = 𝜂𝐼 − 𝛾𝑅–𝛿𝑅,                                                                  (3.4) 

       
𝑑𝑇
𝑑𝑡 = 𝜌𝐸(𝑆 + 𝐼) − 𝛼𝑇, 

       
𝑑𝐸
𝑑𝑡 = 𝑃 − 𝜎𝐸, 

dengan kondisi awal 

𝑆(0) = 𝑆0 > 0,                  𝑅(0) = 𝑅0 > 0,                     𝐸(0) = 𝐸0 > 0.  
 𝐼(0) = 𝐼0 > 0,                   𝑇(0) = 𝑇0 > 0. 

Selanjutnya, pada model ini diasumsikan 𝑘1 = 𝑘2 = 𝑘. 

3.2 Titik Kesetimbangan  

Titik kesetimbangan sistem (3.4) diperoleh ketika 

𝑑𝑆
𝑑𝑡 =

𝑑𝐼
𝑑𝑡 =

𝑑𝑅
𝑑𝑡 =

𝑑𝑇
𝑑𝑡 =

𝑑𝐸
𝑑𝑡 = 0, 

sehingga diperoleh  

Λ − [1 + 𝜆𝑇
𝑏(𝑆+𝐼)+𝑇] 𝛽𝑆𝐼 − (𝛿 + 𝑘𝑇

𝑆+𝐼) 𝑆 + 𝛾𝑅 = 0,     (3.4a) 

[1 + 𝜆𝑇
𝑏(𝑆+𝐼)+𝑇] 𝛽𝑆𝐼 − (𝛿 + 𝑘𝑇

𝑆+𝐼 +𝛿0) 𝐼 − 𝜂𝐼 = 0,     (3.4b) 

𝜂𝐼 − 𝛾𝑅–𝛿𝑅 = 0,     (3.4c) 

𝜌𝐸(𝑆 + 𝐼) − 𝛼𝑇 = 0,     (3.4d) 

𝑃 − 𝜎𝐸 = 0.     (3.4e) 

Dari persamaan (3.4e) diperoleh 

𝐸 =
𝑃
𝜎.                                               (3.5) 

Jika persamaan (3.5) disubstitusikan ke persamaan (3.4d), maka 
diperoleh 
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𝑇 =
𝜌𝑃
𝜎𝛼

(𝑆 + 𝐼).                                (3.6) 

Substitusi persamaan (3.6) ke persamaan (3.4b) menghasilkan  

𝐼 ( 1 +
𝜌𝑃𝜆

𝑏𝜎𝛼 + 𝜌𝑃 𝛽𝑆 −  𝛿 +
𝑘𝜌𝑃
𝜎𝛼 +𝛿0 − 𝜂) = 0.     (3.7) 

Berdasarkan persamaan (3.7) diperoleh dua kemungkinan, yaitu 𝐼 =
0 atau (1 + 𝜌𝑃𝜆

𝑏𝜎𝛼+𝜌𝑃)𝛽𝑆 − (𝛿 + 𝑘𝜌𝑃
𝜎𝛼 +𝛿0) − 𝜂 = 0. 

3.2.1 Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit 

 Jika 𝐼 = 0 maka dari persamaan (3.4c) diperoleh 

𝑅 = 0,                                          (3.8) 

dengan mensubstitusi (3.6) dan (3.8) ke persamaan (3.4a) diperoleh  

𝑆 =
Λ𝜎𝛼

𝛿𝜎𝛼 + 𝑘𝑃𝜌,                            (3.9) 

Substitusi 𝐼 = 0 dan persamaan (3.9) ke persamaan (3.6), 
menghasilkan  

  𝑇 =
𝜌𝑃Λ

𝛿𝜎𝛼 + 𝑘𝜌𝑃.                          (3.10) 

Berdasarkan persamaan (3.5), (3.7), (3.8), (3.9), dan (3.10) diperoleh 
titik kesetimbangan bebas penyakit, yaitu 

𝐸0 = (𝑆̃, 0, 0, 𝑇̃, 𝐸̃), 

                                              =  
Λ𝜎𝛼

𝛿𝜎𝛼 + 𝑘𝑃𝜌 , 0, 0,
𝜌𝑃Λ

𝛿𝜎𝛼 + 𝑘𝜌𝑃 ,
𝑃
𝜎 .   

Titik 𝐸0 disebut titik kesetimbangan bebas penyakit karena tidak ada 
individu yang terinfeksi. 
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Sebelum membahas titik kesetimbangan endemi, terlebih 
dahulu dilakukan perhitungan angka reproduksi dasar karena pada 
titik kesetimbangan epidemi diperlukan angka reproduksi dasar. 

3.2.2 Angka Reproduksi Dasar 

Angka reproduksi dasar (ℛ0) ditentukan dengan menggunakan 
matriks generasi selanjutnya. Berdasarkan persamaan (3.4) dibentuk 
matriks 𝐹 dan 𝑉 yang terdiri dari subpopulasi individu terinfeksi 
penyakit  

𝐼′ = 𝐹 − 𝑉, 
dengan 

    𝐹 =  1 +
𝜆𝑇

𝑏(𝑆 + 𝐼) + 𝑇 𝛽𝑆𝐼,  

𝑉 =  𝛿 +
𝑘𝑇
𝑆 + 𝐼 +𝛿0 + 𝜂 𝐼. 

Didefiniskan matriks 𝐷𝐹 dan 𝐷𝑉 adalah matriks Jacobi di titik 
kesetimbangan bebas penyakit 𝐸0 = (𝑆̃, 0, 0, 𝑇̃, 𝐸̃) =
( Λ𝜎𝛼
𝛿𝜎𝛼+𝑘𝑃𝜌 , 0, 0,

𝜌𝑃Λ
𝛿𝜎𝛼+𝑘𝜌𝑃 ,

𝑃
𝜎), yaitu  

𝐷𝐹(𝐸0) = 𝛽𝑆̃ (1 +
𝜆𝑇̃

𝑏𝑆̃ + 𝑇̃
) =

𝛽Λ𝜎𝛼(𝑏𝜎𝛼 + 𝜌𝑃 + 𝜌𝜆𝑃)
(𝛿𝜎𝛼 + 𝑘𝜌𝑃)(𝑏𝜎𝛼 + 𝜌𝑃), 

dan  

𝐷𝑉(𝐸0) = 𝛿 +
𝑘𝑇̃
𝑆̃

+𝛿0 + 𝜂 = 𝛿 +
𝑘𝑃𝜌
𝜎𝛼 + 𝛿0 + 𝜂. 

Invers matriks 𝐷𝑉 adalah  

𝐷𝑉−1(𝐸0) =
1

𝛿 + 𝑘𝑃𝜌
𝜎𝛼 +𝛿0 + 𝜂

.          

Berdasarkan matriks 𝐷𝐹(𝐸0) dan 𝐷𝑉−1(𝐸0), maka dapat dibentuk 
matriks generasi selanjutnya 𝐾 = (𝐷𝐹(𝐸0))(𝐷𝑉−1(𝐸0)), yaitu 

𝐾 =
𝛽Λ 𝑏 + 𝜌𝑃

𝜎𝛼 + 𝜌𝜆𝑃
𝜎𝛼  

(𝛿 + 𝑘𝜌𝑃
𝜎𝛼 )(𝑏+𝜌𝑃

𝜎𝛼)(𝛿 + 𝛿0 + 𝜂 + 𝑘𝜌𝑃
𝜎𝛼 )

. 
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Dengan menyelesaikan persamaan karakteristik  
|𝐾 − 𝜆𝐼| = 0, 

diperoleh nilai eigen sebagai berikut 

𝜆 =
𝛽Λ 𝑏 + 𝜌𝑃

𝜎𝛼 + 𝜌𝜆𝑃
𝜎𝛼  

(𝛿 + 𝑘𝜌𝑃
𝜎𝛼 )(𝑏+𝜌𝑃

𝜎𝛼)(𝛿 + 𝛿0 + 𝜂 + 𝑘𝜌𝑃
𝜎𝛼 )

. 

Angka reproduksi dasar (𝑅0) adalah 

𝑅0 =
𝛽Λ 𝑏 + 𝜌𝑃

𝜎𝛼 + 𝜌𝜆𝑃
𝜎𝛼  

(𝛿 + 𝑘𝜌𝑃
𝜎𝛼 )(𝑏+𝜌𝑃

𝜎𝛼)(𝛿 + 𝛿0 + 𝜂 + 𝑘𝜌𝑃
𝜎𝛼 )

. 

3.2.3 Titik Kesetimbangan Endemi 

Titik kesetimbangan endemi diperoleh ketika  

( 1 +
𝜌𝑃𝜆

𝑏𝜎𝛼 + 𝜌𝑃 𝛽𝑆 −  𝛿 +
𝑘𝜌𝑃
𝜎𝛼 +𝛿0 − 𝜂) = 0 

𝑆 =
 𝛿 + 𝑘𝜌𝑃

𝜎𝛼 +𝛿0 + 𝜂 

𝛽  1 + 𝜌𝑃𝜆
𝑏𝜎𝛼 + 𝜌𝑃 

=
 𝛿 + 𝑘𝜌𝑃

𝜎𝛼 +𝛿0 + 𝜂 

𝛽  𝑏𝜎𝛼 + 𝜌𝑃 + 𝜌𝑃𝜆
𝑏𝜎𝛼 + 𝜌𝑃  

, 

                    =
 𝛿 + 𝑘𝜌𝑃

𝜎𝛼 +𝛿0 + 𝜂 (𝑏 + 𝜌𝑃
𝜎𝛼)

𝛽(𝑏 + 𝜌𝑃
𝜎𝛼 + 𝜌𝑃𝜆

𝜎𝛼 )
, 

𝑆 =
Λ

𝑅0(𝛿 + 𝑘𝜌𝑃
𝜎𝛼 )

,                                                               (3.11) 

dan dari persamaan (3.4c) didapat 

𝑅 =
𝜂𝐼

(𝛾 + 𝛿),                                (3.12)  

substitusi persamaan (3.6), (3.11) dan (3.12) ke persamaan (3.4a) 
dan berdasarkan perhitungan pada Lampiran 1 diperoleh  
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𝐼 =
Λ(𝛾 + 𝛿)

𝛿𝜂 + (𝛾 + 𝛿)  𝛿 + 𝛿0 +
𝑘𝑃𝜌
𝜎𝛼  

 1 −
1
𝑅0

 ,    (3.13)  

selanjutnya, substitusi persamaan  (3.13) ke persamaan (3.12)  dan 
persamaan (3.11) dan (3.13)  ke persamaan (3.6) menghasilkan  

𝑅 =
𝜂Λ

𝛿𝜂 + (𝛾 + 𝛿)  𝛿 + 𝛿0 +
𝑘𝑃𝜌
𝜎𝛼  

 1 −
1
𝑅0

 , 

dan 
𝑇 = 𝜌𝑃Λ [

1
𝑅0(𝛿𝜎𝛼 + 𝑘𝜌𝑃) +

(𝛾 + 𝛿)
𝜎𝛼𝛿𝜂 + (𝛾 + 𝛿)(𝜎𝛼(𝛿 + 𝛿0) + 𝑘𝑃𝜌)  1 −

1
𝑅0

 ] 

Berdasarkan hasil perhitungan tersebut, diperoleh titik 
kesetimbangan endemi 𝐸∗ = (𝑆1, 𝐼1, 𝑅1, 𝑇1, 𝐸1) dengan  

𝑆1 =
Λ

𝑅0(𝛿 + 𝑘𝜌𝑃
𝜎𝛼 )

,  

 𝐼1 =
Λ(𝛾 + 𝛿)

𝛿𝜂 + (𝛾 + 𝛿)  𝛿 + 𝛿0 +
𝑘𝑃𝜌
𝜎𝛼  

 1 −
1
𝑅0

 , 

𝑅1 =
𝜂Λ

𝛿𝜂 + (𝛾 + 𝛿)  𝛿 + 𝛿0 +
𝑘𝑃𝜌
𝜎𝛼  

 1 −
1
𝑅0

 ,   

𝑇1 = 𝜌𝑃Λ [
1

𝑅0(𝛿𝜎𝛼 + 𝑘𝜌𝑃) +
(𝛾 + 𝛿)

𝜎𝛼𝛿𝜂 + (𝛾 + 𝛿)(𝜎𝛼(𝛿 + 𝛿0) + 𝑘𝑃𝜌)  1 −
1
𝑅0

 ], 

𝐸1 =
𝑃
𝜎. 

Jika 𝑅0 > 1 maka 𝑆1, 𝐼1, 𝑅1 dan 𝑇1 bernilai positif. Akibatnya titik 
kesetimbangan endemi eksis jika 𝑅0 > 1. 

3.3 Analisis Kestabilan Titik Kesetimbangan  

Analisis kestabilan titik kesetimbangan yang akan ditentukan 
yaitu analisis kestabilan lokal dari masing-masing titik 
kesetimbangan. Sistem (3.4) merupakan sistem nonlinear, maka 
kestabilan lokal titik kesetimbangan dilakukan dengan linearisasi 
sistem (3.4) di sekitar titik kesetimbangan. Berdasarkan langkah 
linearisasi pada subbab 2.2.3 diperoleh  
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𝐽 =

[
 
 
 
 
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

        𝛾           𝑎14
        0           𝑎24

0
0

0 𝜂
𝜌𝐸 𝜌𝐸
0 0

−(𝛾 + 𝛿)    0
0 −𝛼
0    0

0
𝜌(𝑆 + 𝐼)

−𝜎 ]
 
 
 
 
, 

dengan 

𝑎11 = −𝛽𝐼 −
𝛽𝜆𝐼𝑇(𝑏𝐼 + 𝑇)
(𝑏(𝑆 + 𝐼) + 𝑇)2 − 𝛿 −

𝑘𝑇𝐼
(𝑆 + 𝐼)2,  

𝑎12 = −𝛽𝑆 −
𝛽𝜆𝑆𝑇(𝑏𝑆 + 𝑇)
(𝑏(𝑆 + 𝐼) + 𝑇)2 +

𝑘𝑆𝑇
(𝑆 + 𝐼)2, 

𝑎14 = −
𝛽𝜆𝑏𝑆𝐼(𝑆 + 𝐼)

(𝑏(𝑆 + 𝐼) + 𝑇)2 −
𝑘𝑆

𝑆 + 𝐼, 

𝑎21 = 𝛽𝐼 +
𝛽𝜆𝐼𝑇(𝑏𝐼 + 𝑇)
(𝑏(𝑆 + 𝐼) + 𝑇)2 +

𝑘𝐼𝑇
(𝑆 + 𝐼)2, 

𝑎22 = 𝛽𝑆 +
𝛽𝜆𝑆𝑇(𝑏𝑆 + 𝑇)
(𝑏(𝑆 + 𝐼) + 𝑇)2 − (𝛿 + 𝛿0 + 𝜂 +

𝑘𝑇𝑆
(𝑆 + 𝐼)2,                  

𝑎24 =
𝛽𝜆𝑏𝑆𝐼(𝑆 + 𝐼)

(𝑏(𝑆 + 𝐼) + 𝑇)2 −
𝑘𝐼

𝑆 + 𝐼. 

3.3.1 Analisis kestabilan lokal titik kesetimbangan bebas 
penyakit 

Matriks Jacobi di titik kesetimbangan 𝐸0 = (𝑆̃, 0, 0, 𝑇̃ , 𝐸̃) adalah  

𝐽(𝐸0) =

(

 
 

−𝛿 𝑏12 𝛾 −𝑘 0
0 𝑏22 0 0 0
0 𝜂 −(𝛾 + 𝛿) 0 0
𝜌𝐸̃ 𝜌𝐸̃ 0 −𝛼 𝜌𝑆̃
0 0 0 0 −𝜎)

 
 
, 

dengan   𝑏12 =  −𝛽𝑆̃ − 𝜆𝑇̃𝛽𝑆̃
𝑏𝑆̃+𝑇̃ +

k𝑇̃
𝑆̃̃
, 
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𝑏22 = 𝛽𝑆̃ +
𝜆𝑇̃𝛽𝑆̃
𝑏𝑆̃ + 𝑇̃

− (𝛿 + 𝛿0 + 𝜂 +
k𝑇̃

𝑆̃̃
).  

Persamaan karakteristik matriks 𝐽(𝐸0) dapat diperoleh dengan 
menyelesaikan persamaan  

|𝐽(𝐸0) − 𝑟I| = 0, 

|
|

−(𝛿 + 𝑟) 𝑏12 𝛾 −𝑘 0
0 𝑏22 − 𝑟 0 0 0
0 𝜂 −(𝛾 + 𝛿 + 𝑟) 0 0
𝜌𝐸̃ 𝜌𝐸̃ 0 −(𝛼 + 𝑟) 𝜌𝑆̃
0 0 0 0 −(𝜎 + 𝑟)

|
| = 0, 

−(𝜎 + 𝑟) ||

−(𝛿 + 𝑟) 𝑏12 𝛾 −𝑘
0 𝑏22 − 𝑟 0 0
0 𝜂 −(𝛾 + 𝛿 + 𝑟) 0
𝜌𝐸̃ 𝜌𝐸̃ 0 −(𝛼 + 𝑟)

|| = 0, 

−(𝜎 + 𝑟)(𝑏22 − 𝑟) |
−(𝛿 + 𝑟) 𝛾 −𝑘

0 −(𝛾 + 𝛿 + 𝑟) 0
𝜌𝐸̃ 0 −(𝛼 + 𝑟)

| = 0, 

(𝜎 + 𝑟)(𝑏22 − 𝑟)(𝛾 + 𝛿 + 𝑟) |
−(𝛿 + 𝑟) −𝑘

𝜌𝐸̃ −(𝛼 + 𝑟)| = 0, 

(𝜎 + 𝑟)(𝑏22 − 𝑟)(𝛾 + 𝛿 + 𝑟)[(𝛿 + 𝑟)(𝛼 + 𝑟) + 𝜌𝐸̃𝑘] = 0, 

(𝜎 + 𝑟)(𝑏22 − 𝑟)(𝛾 + 𝛿 + 𝑟)[𝑟2 + 𝑟(𝛼 + 𝛿) + (𝛼𝛿 + 𝜌𝐸̃𝑘)] = 0, 

dengan demikian diperoleh akar-akar karakteristik 

 𝑟1 = −𝜎, 

 𝑟2 = 𝑏22 = 𝛽𝑆̃ + 𝜆𝑇̃𝛽𝑆̃

𝑏𝑆̃+𝑇̃
− (𝛿 + 𝛿0 + 𝜂 + k𝑇̃

𝑆̃̃
),  

berdasarkan perhitungan pada Lampiran 3 diperoleh  
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       = (𝑅0 − 1) (𝛿 + 𝛿0 + 𝜂 + 𝑘𝜌𝑃
𝜎𝛼 ), jika 𝑅0 < 1 maka 𝑟2 < 0, 

𝑟3  = −(𝛾 + 𝛿),  

sedangkan  𝑟4 dan  𝑟5 diperoleh dari akar persamaan 

 𝑟2 + 𝐴1𝑟 + 𝐴2 = 0,                                (3.14)   
dengan  

𝐴1 = (𝛼 + 𝛿) > 0, 

𝐴2 = (𝛼𝛿 + 𝜌𝑃𝑘
𝜎 ) > 0.  

Akar-akar persamaan (3.14) adalah 

𝑟4,5 =
−𝐴1 ± √𝐴1

2 − 4𝐴2

2 , 
dengan 𝐴1 > 0 dan 𝐴2 > 0 maka didapatkan nilai eigen 𝑟4 dan 𝑟5 
yang memiliki bagian real bernilai negatif seperti berikut 

i. Jika 𝐴1
2 − 4𝐴2 > 0, maka 𝑟4,5 < 0 jika 𝐴1 > 0 dan 𝐴2 > 0, 

ii. Jika 𝐴1
2 − 4𝐴2 < 0, maka 𝑟4,5 bernilai real negatif jika 𝐴1 >

0 dan 𝐴2 > 0. 

Dengan demikian, titik kesetimbangan bebas penyakit 𝐸0 bersifat 
stabil asimtotik lokal jika 𝑅0 < 1. 

Untuk selanjutnya, sifat kestabilan titik kesetimbangan bebas 
penyakit 𝐸0 akan ditunjukkan dengan simulasi numerik. 

3.3.2 Analisis kestabilan lokal titik kesetimbangan endemi 

Matriks Jacobi pada titik kesetimbangan endemi 𝐸∗ =
(𝑆1, 𝐼1, 𝑅1, 𝑇1, 𝐸1) adalah 

𝐽 =

(

 
 
𝑎11 𝑎12 𝑎13 𝑎14 0
𝑎21 𝑎22 0 𝑎24 0
0 𝑎32 𝑎33 0 0
𝑎41 𝑎42 0 𝑎44 𝑎45
0 0 0 0 𝑎55)

 
 
, 
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dengan 

𝑎11 = −𝛽𝐼1 −
𝛽𝜆𝐼1 𝑇1(𝑏𝐼1 + 𝑇1)
(𝑏(𝑆1 + 𝐼1) + 𝑇∗)2 − 𝛿 −

𝑘 𝑇1𝐼1
(𝑆1 + 𝐼1)2

, 

𝑎12 = −𝛽𝑆1 −
𝛽𝜆𝑆1 𝑇1(𝑏𝑆1 + 𝑇1)
(𝑏(𝑆1 + 𝐼1) + 𝑇1)2

+
𝑘𝑆1 𝑇1

(𝑆1 + 𝐼1)2
, 

𝑎13 = 𝛾, 

𝑎14 = −
𝛽𝜆𝑏𝑆1𝐼1(𝑆1 + 𝐼1)
(𝑏(𝑆1 + 𝐼1) + 𝑇1)2

−
𝑘𝑆1

𝑆1 + 𝐼1
, 

𝑎21 = 𝛽𝐼1 +
𝛽𝜆𝐼1 𝑇1(𝑏𝐼1 + 𝑇1)
(𝑏(𝑆1 + 𝐼1) + 𝑇1)2

+
𝑘𝐼1 𝑇1

(𝑆1 + 𝐼1)2
, 

𝑎22 = 𝛽𝑆1 +
𝛽𝜆𝑆1 𝑇1(𝑏𝑆1 + 𝑇1)
(𝑏(𝑆1 + 𝐼1) + 𝑇1)2

−  𝛿 + 𝛿0 + 𝜂 +
𝑘 𝑇1𝑆1

(𝑆1 + 𝐼1)2
 , 

𝑎24 =
𝛽𝜆𝑏𝑆1𝐼1(𝑆1 + 𝐼1)
(𝑏(𝑆1 + 𝐼1) + 𝑇1)2

−
𝑘𝐼1

𝑆1 + 𝐼1
, 

𝑎32 = 𝜂, 
𝑎33 = −(𝛾 + 𝛿), 
𝑎41 = 𝑎42 = 𝜌𝐸1, 
𝑎44 = −𝛼, 
𝑎45 = 𝜌(𝑆1 + 𝐼1), 
𝑎55 = −𝜎. 

Berdasarkan perhitungan pada Lampiran 2 diperoleh nilai eigen 
matriks yaitu 𝑟1, 𝑟2, 𝑟3, 𝑟4, 𝑟5 yang memenuhi persamaan  

(𝑟 − 𝑎55)(𝑟4 + 𝐶1𝑟3 + 𝐶2𝑟2 + 𝐶3𝑟 + 𝐶4) = 0,        (3.15) 
dengan  
𝑟  = 𝑎55, dan 

𝐶1 = −(𝑎11 + 𝑎22 + 𝑎33 + 𝑎44),  

𝐶2 = 𝑎11𝑎33 + 𝑎22𝑎33 + 𝑎44𝑎33 + 𝑎11𝑎22 + 𝑎11𝑎44 + 𝑎22𝑎44 −  
 𝑎24𝑎42 − 𝑎12𝑎21 − 𝑎14𝑎41,  

= (𝑎11 + 𝑎33)(𝑎22 + 𝑎44) + 𝑎11𝑎33 + 𝑎22𝑎44 − 𝑎12𝑎21 −  
𝑎24𝑎42 − 𝑎14𝑎41,  

𝐶3 = 𝑎12𝑎21𝑎33 + 𝑎14𝑎41𝑎33 + 𝑎11𝑎24𝑎42 + 𝑎12𝑎21𝑎44 +  
 𝑎14𝑎41𝑎22 + 𝑎24𝑎42𝑎33 − 𝑎13𝑎32𝑎21 − 𝑎11𝑎22𝑎33   
−𝑎11𝑎44𝑎33 − 𝑎22𝑎33𝑎44 − 𝑎11𝑎22𝑎44 − 𝑎12𝑎24𝑎41 −  
𝑎14𝑎21𝑎42,  
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= −(𝑎11 + 𝑎33)(𝑎22𝑎44 − 𝑎24𝑎42) − 𝑎11𝑎33(𝑎22 + 𝑎44) +  
𝑎12𝑎21(𝑎33 + 𝑎44) − 𝑎12𝑎24𝑎41 − 𝑎13𝑎32𝑎21 − 𝑎14𝑎21𝑎42 +  
𝑎14𝑎41(𝑎22 + 𝑎33),  

𝐶4 = 𝑎11𝑎22𝑎33𝑎44 + 𝑎12𝑎24𝑎41𝑎33 + 𝑎14𝑎21𝑎42𝑎33 +  
 𝑎13𝑎32𝑎21𝑎44 − 𝑎13𝑎32𝑎24𝑎41 − 𝑎11𝑎33𝑎24𝑎42 −  
 𝑎12𝑎21𝑎33𝑎44 − 𝑎14𝑎41𝑎22𝑎33,  

= 𝑎11𝑎33(𝑎22𝑎44 − 𝑎24𝑎42) − 𝑎12𝑎33(𝑎21𝑎44 − 𝑎24𝑎41) −  
 𝑎13𝑎32(𝑎24𝑎41 − 𝑎21𝑎44) − 𝑎14𝑎33(𝑎41𝑎22 − 𝑎21𝑎42),  

Tidak mudah untuk menentukan nilai akar persamaan 
karakteristik (3.15). oleh karena itu, sifat kestabilan titik 
kesetimbangan 𝐸∗ diperoleh menggunakan kriteria Routh-Hurwitz. 
Akibatnya, titik kesetimbangan endemi 𝐸∗ bersifat stabil asimtotik 
lokal jika dan hanya jika  

i. 𝐶1, 𝐶4 > 0, 
ii. 𝐷2 = 𝐶1𝐶2 − 𝐶3 > 0, 

iii. 𝐷3 = (𝐶1𝐶2 − 𝐶3)𝐶3 − 𝐶12𝐶4 > 0, 

Untuk selanjutnya, sifat kestabilan titik kesetimbangan endemi 𝐸∗ 
akan ditunjukkan dengan simulasi numerik. 

Syarat eksistensi titik kesetimbangan sistem persamaan (3.4) 
dirangkum pada Tabel 3.1 

Tabel 3.1 Titik kesetimbangan, syarat eksistensi, dan kestabilan 

Titik 
Kesetimbangan 

Syarat 
Eksistensi 

Jenis 
Kestabilan 

Syarat 
Kestabilan 

𝐸0 Tidak ada Stabil 
Asimtotik 

Lokal 

𝑅0 < 1 

𝐸∗ 𝑅0 > 1 Stabil 
Asimtotik 

Lokal 

Kriteria 
Routh-
Hurwitz 

 
3.4 Bifurkasi Forward  

Pada titik kesetimbangan bebas penyakit ketika 𝑅0 = 1 
menyebabkan nilai eigen 𝑟2 = 0 sehingga sistem (3.4) tidak dapat 
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ditentukan kestabilannya. Selanjutnya akan diselidiki adanya 
bifurkasi forward ketika 𝑅0 = 1. 
Didefinisikan 𝑆 = 𝑥1, 𝐼 = 𝑥2, 𝑅 = 𝑥3, 𝑇 = 𝑥4, 𝐸 = 𝑥5, maka 
persamaan (3.4) menjadi 

𝑑𝑥1
𝑑𝑡 = Λ − [1 +

𝜆𝑥4
𝑏(𝑥1 + 𝑥2) + 𝑥4

] 𝛽𝑥1𝑥2 −  𝛿 +
𝑘𝑥4

𝑥1 + 𝑥2
 𝑥1 + 𝛾𝑥3 

𝑑𝑥2
𝑑𝑡 = [1 +

𝜆𝑥4
𝑏(𝑥1 + 𝑥2) + 𝑥4

] 𝛽𝑥1𝑥2 −  𝛿 +
𝑘𝑥4

𝑥1 + 𝑥2
+𝛿0 𝑥2 − 𝜂𝑥2, 

 
𝑑𝑥3
𝑑𝑡 = 𝜂𝑥2 − 𝛾𝑥3– 𝛿𝑥3,                                                                        (3.16) 

   
𝑑𝑥4
𝑑𝑡 = 𝜌𝑥5(𝑥1 + 𝑥2) − 𝛼𝑥4, 

   
𝑑𝑥5
𝑑𝑡 = 𝑃 − 𝜎𝑥5. 

Misal 𝜆 adalah parameter bifurkasi pada saat 𝑅0 = 1, diperoleh 

𝜆∗ = 𝜎𝛼
𝑃𝜌 [

(𝛿+𝛿0+𝜂+
𝑘𝑃𝜌
𝜎𝛼 )(𝛿+𝑘𝑃𝜌

𝜎𝛼 )(𝑏+𝑃𝜌
𝜎𝛼)

𝛽Λ − 𝑏 − 𝑃𝜌
𝜎𝛼]. Matriks Jacobi di titik 

kesetimbangan 𝐸0 = (𝑆̃, 0, 0, 𝑇̃, 𝐸̃) dengan parameter 𝜆∗ adalah  

𝐽(𝐸0, 𝜆∗) =

(

 
 

−𝛿 𝑏12 𝛾 −𝑘 0
0 𝑏22 0 0 0
0 𝜂 −(𝛾 + 𝛿) 0 0
𝜌𝐸̃ 𝜌𝐸̃ 0 −𝛼 𝜌𝑆̃
0 0 0 0 −𝜎)

 
 
, 

dengan 𝑏12 =  −𝛽𝑆̃ − 𝜆∗𝑇̃𝛽𝑆̃
𝑏𝑆̃+𝑇̃ + k𝑇̃

𝑆̃ , 

𝑏22 = 𝛽𝑆̃ +
𝜆∗𝑇̃𝛽𝑆̃
𝑏𝑆̃ + 𝑇̃

− (𝛿 + 𝛿0 + 𝜂 +
k𝑇̃

𝑆̃̃
), 

       = (𝑅0 − 1)  𝛿 + 𝛿0 + 𝜂 +
kPρ
𝜎𝛼

 . 

Nilai eigen dari matriks 𝐽(𝐸0, 𝜆∗) dapat diperoleh dengan 
menyelesaikan persamaan  

|𝐽(𝐸0, 𝜆∗) − 𝑟I| = 0, 
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|
|

−(𝛿 + 𝑟) 𝑏12 𝛾 −𝑘 0
0 𝑏22 − 𝑟 0 0 0
0 𝜂 −(𝛾 + 𝛿 + 𝑟) 0 0
𝜌𝐸̃ 𝜌𝐸̃ 0 −(𝛼 + 𝑟) 𝜌𝑆̃
0 0 0 0 −(𝜎 + 𝑟)

|
| = 0, 

−(𝜎 + 𝑟) ||

−(𝛿 + 𝑟) 𝑏12 𝛾 −𝑘
0 𝑏22 − 𝑟 0 0
0 𝜂 −(𝛾 + 𝛿 + 𝑟) 0
𝜌𝐸̃ 𝜌𝐸̃ 0 −(𝛼 + 𝑟)

|| = 0, 

−(𝜎 + 𝑟)(𝑏22 − 𝑟) |
−(𝛿 + 𝑟) 𝛾 −𝑘

0 −(𝛾 + 𝛿 + 𝑟) 0
𝜌𝐸̃ 0 −(𝛼 + 𝑟)

| = 0, 

(𝜎 + 𝑟)(𝑏22 − 𝑟)(𝛾 + 𝛿 + 𝑟) |
−(𝛿 + 𝑟) −𝑘

𝜌𝐸̃ −(𝛼 + 𝑟)| = 0, 

(𝜎 + 𝑟)(𝑏22 − 𝑟)(𝛾 + 𝛿 + 𝑟)[(𝛿 + 𝑟)(𝛼 + 𝑟) + 𝜌𝐸̃𝑘] = 0, 

(𝜎 + 𝑟)(𝑏22 − 𝑟)(𝛾 + 𝛿 + 𝑟)[𝑟2 + 𝑟(𝛼 + 𝛿) + (𝛼𝛿 + 𝜌𝐸̃𝑘)] = 0, 

dengan demikian diperoleh nilai eigen  

 𝑟1 = −𝜎, 

 𝑟2 = 𝑏22 = 𝛽𝑆̃ + 𝜆∗𝑇̃𝛽𝑆̃
𝑏𝑆̃+𝑇̃

− (𝛿 + 𝛿0 + 𝜂 + k𝑇̃

𝑆̃̃
),  

        =
𝛽Λ𝜎𝛼

(𝛿𝜎𝛼+ 𝑘𝜌𝑃)(1 + 𝜆∗𝜌𝑃
𝑏𝜎𝛼+𝑃𝜌)− (𝛿 + 𝛿0 + 𝜂+ 𝑘𝜌𝑃

𝜎𝛼 ), 

       = (𝑅0 − 1) (𝛿 + 𝛿0 + 𝜂 + 𝑘𝜌𝑃
𝜎𝛼 ), jika 𝑅0 = 1 maka 𝑟2 = 0, 

𝑟3  = −(𝛾 + 𝛿),  
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sedangkan  𝑟4 dan  𝑟5 diperoleh dari akar persamaan 

 𝑟2 + 𝐴1𝑟 + 𝐴2 = 0,                              (3.17)     
dengan  

𝐴1 = (𝛼 + 𝛿) > 0 

𝐴2 =  𝛼𝛿 +
𝜌𝑃𝑘
𝜎  > 0. 

Akar-akar persamaan (3.17) adalah 

𝑟4,5 =
−𝐴1 ± √𝐴1

2 − 4𝐴2

2 , 

dengan 𝐴1 > 0 dan 𝐴2 > 0 maka didapatkan nilai eigen 𝑟4 dan 𝑟5 
yang memiliki bagian real bernilai negatif seperti berikut 

i. Jika 𝐴1
2 − 4𝐴2 > 0, maka 𝑟1,2 < 0 jika 𝐴1 > 0 dan 𝐴2 > 0, 

ii. Jika 𝐴1
2 − 4𝐴2 < 0, maka 𝑟1,2 bernilai real negatif jika 𝐴1 >

0 dan 𝐴2 > 0. 

Berdasarkan uraian tersebut, matriks Jacobi 𝐽(𝐸0, 𝜆∗) hanya 
mempunyai satu nilai eigen yang bernilai nol dan nilai eigen yang 
lain bernilai negatif. 

Vektor eigen kanan yang bersesuaian dengan nilai eigen 𝑟2 = 0 
untuk matriks 𝐽(𝐸0, 𝜆∗) adalah 

(

 
 
−𝛿 𝑏12 𝛾 −𝑘 0
0 𝑏22 0 0 0
0 𝜂 −(𝛾 + 𝛿) 0 0
𝜌𝐸̃ 𝜌𝐸̃ 0 −𝛼 𝜌𝑆̃
0 0 0 0 −𝜎)

 
 

(

 
 

𝑤1
𝑤2
𝑤3
𝑤4
𝑤5)

 
 

=

(

 
 

0
0
0
0
0)

 
 
, 

berdasarkan perhitungan pada Lampiran 3 diperoleh vektor eigen 
kanan 𝑊⃗⃗⃗  adalah 



 

32  
 

𝑊⃗⃗⃗ =

(

 
 

𝑤1
𝑤2
𝑤3
𝑤4
𝑤5)

 
 

=

(

 
 
 
 
 
 

𝜎𝛼(𝑏12(𝛾 + 𝛿) + 𝛾𝜂) − 𝜌𝑃𝑘(𝛾 + 𝛿)
(𝜌𝑃𝑘 + 𝛿𝜎𝛼)(𝛾 + 𝛿)

1
𝜂

(𝛾 + 𝛿)
𝜌𝑃
𝜎𝛼 (𝑤1 + 1)

0
)

 
 
 
 
 
 

, 

dan vektor eigen kiri yang bersesuaian dengan nilai eigen 𝑟2 = 0 
untuk matriks 𝐽(𝐸0, 𝜆∗) 

(𝑣1 𝑣2 𝑣3 𝑣4 𝑣5)

(

 
 

−𝛿 𝑏12 𝛾 −𝑘 0
0 𝑏22 0 0 0
0 𝜂 −(𝛾 + 𝛿) 0 0
𝜌𝐸̃ 𝜌𝐸̃ 0 −𝛼 𝜌𝑆̃
0 0 0 0 −𝜎)

 
 

=

(

 
 

0
0
0
0
0)

 
 
, 

berdasarkan perhitungan pada Lampiran 2 diperoleh vektor eigen kiri 
𝑉⃗  adalah 

𝑉⃗ =

(

 
 

𝑣1
𝑣2
𝑣3
𝑣4
𝑣5)

 
 

=

(

 
 

0
1
0
0
0)

 
 
. 

Selanjutnya akan ditentukan nilai 𝑎 dan 𝑏 berdasarkan Teorema 
2.6.1 yaitu 

𝑎 = ∑ 𝑣𝑘𝑤𝑖𝑤𝑗
𝜕2𝑓𝑘
𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

(𝐸0, 𝜆∗)
𝑛

𝑘,𝑖,𝑗=1

= 𝑣2 ∑ 𝑤𝑖𝑤𝑗
𝜕2𝑓2
𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

(𝐸0, 𝜆∗)
5

𝑖,𝑗=1

, 

      = 𝑤1𝑤2
𝜕2𝑓2

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
(𝐸0, 𝜆∗) + 𝑤2𝑤1

𝜕2𝑓2
𝜕𝑥2𝜕𝑥1

(𝐸0, 𝜆∗) +

           𝑤2𝑤4
𝜕2𝑓2

𝜕𝑥2𝜕𝑥4
(𝐸0, 𝜆∗) + 𝑤4𝑤2

𝜕2𝑓2
𝜕𝑥4𝜕𝑥2

(𝐸0, 𝜆∗) + 2𝑤2
2 𝜕2𝑓2
𝜕2𝑥2

(𝐸0, 𝜆∗), 
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       = 2𝑤1𝑤2
𝜕2𝑓2

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
(𝐸0, 𝜆∗) + 2 𝑤2𝑤4

𝜕2𝑓2
𝜕𝑥2𝜕𝑥4

(𝐸0, 𝜆∗) + 2𝑤2
2 𝜕2𝑓2
𝜕2𝑥2

(𝐸0, 𝜆∗),  

      = 2𝑤1𝑤2 [𝛽 + 𝑘𝑇̃
𝑆̃2 +

𝜆∗𝛽𝑇̃2

(𝑏𝑆̃+𝑇̃)2] + 2𝑤2𝑤4 [
𝑏𝜆∗𝛽𝑆̃2

(𝑏𝑆̃+𝑇̃)2 −
𝑘
𝑆̃] +

           2𝑤2
2 [𝑘𝑇̃𝑆̃2 −

𝑏𝜆∗𝛽𝑆̃𝑇̃
(𝑏𝑆̃+𝑇̃)2], 

𝑏 = ∑ 𝑣𝑘𝑤𝑖
𝜕2𝑓𝑘
𝜕𝑥𝑖𝜕𝜆∗

(𝐸0, 𝜆∗)
𝑛

𝑘,𝑖=1
= 𝑣2 ∑ 𝑤𝑖

𝜕2𝑓2
𝜕𝑥𝑖𝜕𝜆∗

(𝐸0, 𝜆∗)
5

𝑘,𝑖=1
,           

                     = 𝑤2
𝛽𝑆̃𝑇̃

𝑏𝑆̃ + 𝑇̃
> 0. 

Berdasarkan nilai vektor eigen kanan dan vektor eigen kiri jika 
𝑎 < 0 maka sistem (3.4) mengalami bifurkasi forward. Jadi, sistem 
(3.4) mengalami bifurkasi forward karena hanya terdapat satu titik 
kesetimbangan endemi positif besar ketika 𝑅0 > 1 dengan 
kestabilannya menuhi kriteria ke-4 dari Teorema 2.6.1 dengan 
parameter 𝜆. 

3.5 Simulasi Numerik 

Pada bagian ini disajikan hasil simulasi numerik dengan 
menggunakan metode Runge-Kutta orde empat yang mengacu pada 
hasil analisis kestabilan titik kesetimbangan. Untuk memperlihatkan 
kestabilan dari semua titik kesetimbangan, beberapa nilai parameter 
diambil tetap untuk semua simulasi yang dilakukan. Beberapa nilai 
parameter yang diambil tetap disajikan pada Tabel 3.2. 

Tabel 3.2 Nilai parameter 

Parameter Nilai Parameter Nilai 
Λ 4 × 104 𝛿0 0.1 
𝑏 0.4 𝜂 0.2 
𝛿 0.2 𝑃 3 
𝑘 0.01 𝜌 0.3 
𝛾 0.006 𝜎 0.5 
𝛽 3 × 10−12 𝛼 0.3 

Simulasi numerik untuk menunjukkan kestabilan titik 
kesetimbangan bebas penyakit menggunakan nilai parameter 𝜆 = 50. 
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Berdasarkan nilai parameter tersebut diperoleh 𝐸0 =
(153846.1538, 0, 0, 923076.9231, 6) dan 

𝑅0 =
𝜷𝜦(𝒃+𝝆𝑷

𝝈𝜶+
𝝆𝝀𝑷
𝝈𝜶 )

(𝜹+𝒌𝝆𝑷
𝝈𝜶 )(𝒃+𝝆𝑷

𝝈𝜶)(𝜹+𝜹𝟎+𝜼+
𝒌𝝆𝑷
𝝈𝜶 )

= 0.3945741758 × 10−4 < 1.   

Diambil tiga nilai awal yang berbeda, yaitu 𝑁1 =
(200000, 660, 500), 𝑁2 = (170000, 500, 300), dan 𝑁3 =
(190000, 200, 100) untuk menunjukkan simulasi numerik sistem 
(3.4) dan potret fase solusi pada ruang tiga dimensi.  

Solusi numerik sistem (3.4) dengan nilai awal tersebut dapat 
dilihat pada Gambar 3.2 

 

 
Gambar 3.2 Solusi sistem (3.4) untuk 𝑅0 < 1 pada ruang 

dua dimensi. 
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Gambar 3.2 menunjukkan seiring dengan berjalannya waktu, 
jumlah individu pada subpopulasi terinfeksi (𝐼) semakin menurun 
menuju ke 0, akibatnya jumlah individu sembuh karena pengobatan 
juga menurun menuju ke 0. Hal ini dapat disimpulkan bahwa tidak 
terjadi penyebaran penyakit sehingga tidak ada individu sembuh 
karena pengobatan. 

Selanjutnya, potret fase solusi pada ruang dimensi (𝑆 𝐼, 𝑅) 
dengan tiga nilai awal tersebut dapat dilihat pada Gambar 3.3  

Gambar 3.3 Potret fase solusi pada ruang (𝑆, 𝐼, 𝑅) untuk 𝑅0 < 1. 

Perilaku solusi sistem (3.4) yang disajikan pada Gambar 3.3 
menunjukkan bahwa orbit solusi dari tiga nilai awal tersebut menuju 
ke titik kesetimbangan bebas penyakit 𝐸0. Hal ini sesuai dengan hasil 
perhitungan analisis yang menunjukkan bahwa titik kesetimbangan 
𝐸0 bersifat stabil asimtotik lokal jika 𝑅0 < 1. 

Selanjutnya untuk menunjukkan kestabilan titik kesetimbangan 
𝐸∗ diambil nilai parameter 𝜆 = 8 × 106 sedangkan nilai parameter 
yag lain sama dengan Tabel 3.2, sehingga diperoleh  

𝑅0 =
𝛽Λ 𝑏 + 𝜌𝑃

𝜎𝛼 + 𝜌𝜆𝑃
𝜎𝛼  

(𝛿 + 𝑘𝜌𝑃
𝜎𝛼 )(𝑏+𝜌𝑃

𝜎𝛼)(𝛿 + 𝛿0 + 𝜂 + 𝑘𝜌𝑃
𝜎𝛼 )

= 6.181319508 > 1. 
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Berdasarkan nilai parameter tersebut, diperoleh dua buah titik 
kesetimbangan yang eksis yaitu titik kesetimbangan bebas penyakit 
yang bersifat tidak stabil dan titik kesetimbangan endemi 𝐸∗ =
(24888.88556, 60399.14236, 58925.99254, 511728.1677, 6). 
Selain itu, diperoleh nilai 𝐶1 = 2.567303652 > 0, 𝐶5 =
0.02331096374 > 0, 𝐷2 = 5.401429355 > 0, 𝐷3 =
4.88116609 > 0, dan  𝐷4 = 1.078139304 > 0 sehingga kriteria 
Routh-Hurwitz terpenuhi.  

Untuk menunjukkan solusi numerik sistem (3.4) dan potret fase 
pada ruang dimensi (𝑆, 𝐼, 𝑅) diambil tiga nilai awal yang berbeda 
yaitu 𝑁1 = (200000, 40000, 50000),𝑁2 = (50000, 70000, 90000) 
dan 𝑁3 = (190000, 20000, 60000). Solusi numerik sistem (3.4) 
dengan nilai awal tersebut dapat dilihat pada Gambar 3.4 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Gambar 3.4 Solusi sistem (3.4) untuk 𝑅0 > 1 pada ruang 
dua dimensi 
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Gambar 3.4 menunjukkan bahwa seiring berjalannya waktu, jumlah 
individu subpopulasi terinfeksi menuju titik 60399.14236, dan 
individu subpoplasi sembuh karena pengobatan menuju titik 
58925.99254. Hal tersebut dapat disimpulkan bahwa individu yang 
terinfeksi penyakit selalu ada, sehingga selalu terjadi penyebaran 
penyakit. 

Selanjutnya, potret solusi tiga dimensi pada ruang (𝑆, 𝐼, 𝑅) 
dengan tiga nilai yang berbeda dapat dilihat pada Gambar 3.5. 

 

Gambar 3.5 Potret fase solusi pada ruang (𝑆, 𝐼, 𝑅) untuk 𝑅0 > 1. 

Perilaku solusi pada Gambar 3.5 menunjukkan bahwa orbit solusi 
menuju ke titik kesetimbangan endemi 𝐸∗. Hal ini sesuai dengan 
perhitungan analisis yang menyatakan bahwa titik kesetimbangan 𝐸∗ 
bersifat stabil asimtotik lokal jika 𝑅0 > 1. 

Berdasarkan nilai parameter pada Tabel 3.2 diperoleh nilai 
parameter bifurkasi forward 𝜆∗ = 1.29 × 106. Jika diambil 𝜆 =
50 < 𝜆∗ maka terdapat titik kesetimbangan bebas penyakit yang 
eksis dan bersifat stabil asimtotik lokal, sedangkan jika 𝜆 = 8 ×
106 > 𝜆∗ titik kesetimbangan bebas penyakit tidak stabil dan muncul 
titik kesetimbangan endemi yang bersifat stabil asimtotik lokal. 
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BAB IV 

PENUTUP 

4.1 Kesimpulan 

Berdasarkan tujuan pembahasan, dapat diambil kesimpulan 
sebagai berikut. 

1. Model epidemi dengan pengaruh racun berbentuk sistem 
persamaan diferensial nonlinear dengan lima subpopulasi, 
yaitu subpopulasi rentan (𝑆), subpopulasi terinfeksi (𝐼), 
subpopulasi sembuh karena pengobatan (𝑅), jumlah racun 
dalam total populasi (𝑇), dan jumlah racun dalam lingkungan 
(𝐸). 

2. Model epidemi dengan pengaruh racun memiliki dua titik 
kesetimbangan, yaitu titik kesetimbangan bebas penyakit dan 
titik kesetimbangan endemi. Eksistensi titik kesetimbangan 
dipengaruhi oleh 𝑅0. Jika 𝑅0 < 1 maka hanya terdapat satu 
titik kesetimbangan yang eksis, yaitu titik kesetimbangan 
bebas penyakit. Jika 𝑅0 > 1 maka terdapat dua titik 
kesetimbangan yang eksis, yaitu titik kesetimbangan bebas 
penyakit dan titik kesetimbangan endemi. Titik kesetimbangan 
bebas penyakit eksis tanpa syarat dan bersifat stabil asimtotik 
lokal jika 𝑅0 < 1, sedangkan titik kesetimbangan endemi eksis 
ketika 𝑅0 > 1 dan bersifat stabil asimtotik lokal jika 
memenuhi kriteria Routh-Hurwitz. 

3. Titik kesetimbangan bebas penyakit mengalami perubahan 
kestabilan ketika 𝑅0 = 1 dengan 𝜆∗ adalah parameter 
bifurkasi. Jika diambil 𝜆 < 𝜆∗ maka terdapat titik 
kesetimbangan bebas penyakit yang eksis dan bersifat stabil 
asimtotik lokal, sedangkan jika 𝜆 > 𝜆∗ titik kesetimbangan 
bebas penyakit tidak stabil dan muncul titik kesetimbangan 
endemi yang bersifat stabil asimtotik lokal.   

4. Simulasi numerik yang dilakukan menunjukkan hasil yang 
sesuai dengan hasil analisis. 
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4.2 Saran 

Pada penelitian selanjutnya disarankan dilakukan analisis 
kestabilan global titik kesetimbangan dan dilakukan kontrol optimal 
pada model. 
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LAMPIRAN 

Lampiran 1. Perhitugan titik kesetimbangan endemi 𝑰𝟏 

Substitusi persamaan (3.6), (3.11) dan (3.12) ke persamaan (3.4a), menghasilkan  

Λ −  
𝑏𝜎𝛼 + 𝜌𝑃 + 𝜌𝑃𝜆

𝑏𝜎𝛼 + 𝜌𝑃  (
Λ

𝑅0  𝛿 + 𝑘𝑃𝜌
𝜎𝛼  

)𝛽𝐼 −
Λ
𝑅0

+
𝛾𝜂𝐼

(𝛾 + 𝛿) = 0, 

                             𝛽𝐼  
𝑏𝜎𝛼 + 𝜌𝑃 + 𝜌𝑃𝜆

𝑏𝜎𝛼 + 𝜌𝑃  (
Λ

𝑅0  𝛿 + 𝑘𝑃𝜌
𝜎𝛼  

) −
𝛾𝜂𝐼

(𝛾 + 𝛿) = Λ −
Λ
𝑅0

, 

                                𝛽𝐼 (
𝑏 + 𝜌𝑃

𝜎𝛼 + 𝜌𝑃𝜆
𝜎𝛼

𝑏 + 𝜌𝑃
𝜎𝛼

)(
Λ

𝑅0  𝛿 + 𝑘𝑃𝜌
𝜎𝛼  

) −
𝛾𝜂𝐼

(𝛾 + 𝛿) = Λ −
Λ
𝑅0

, 

           𝐼 (
𝑅0(𝛿 + 𝛿0 + 𝜂 + 𝑘𝑃𝜌

𝜎𝛼 )(𝛿 + 𝑘𝑃𝜌
𝜎𝛼 )

Λ )(
Λ

𝑅0  𝛿 + 𝑘𝑃𝜌
𝜎𝛼  

)
𝛾𝜂𝐼

(𝛾 + 𝛿) = Λ  1 −
1
𝑅0

 , 

                                                        𝐼 (
 𝛿 + 𝛿0 + 𝜂 + 𝑘𝑃𝜌

𝜎𝛼  (𝛾 + 𝛿) − 𝛾𝜂

(𝛾 + 𝛿) ) = Λ 1 −
1
𝑅0

 , 
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    𝐼 (
(𝛾 + 𝛿)  𝛿 + 𝛿0 +

𝑘𝑃𝜌
𝜎𝛼  + 𝜂(𝛾 + 𝛿) − 𝛾𝜂

(𝛾 + 𝛿) ) = Λ 1 −
1
𝑅0

 ,        

              𝐼  𝛾𝜂 + 𝛿𝜂 + (𝛾 + 𝛿)  𝛿 + 𝛿0 +
𝑘𝑃𝜌
𝜎𝛼  − 𝛾𝜂 = Λ(𝛾 + 𝛿)  1 −

1
𝑅0

 , 

𝐼 =
Λ(𝛾 + 𝛿)

𝛿𝜂 + (𝛾 + 𝛿)  𝛿 + 𝛿0 +
𝑘𝑃𝜌
𝜎𝛼  

 1 −
1
𝑅0

 .                                    (3.13)  
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Lampiran 2. Analisis kestabilan lokal titik kesetimbangan endemi 

Matriks Jacobi sistem (3.4) di titik kesetimbangan 𝐸∗ = (𝑆1, 𝐼1, 𝑅1, 𝑇1, 𝐸1) adalah  

𝐽(𝐸∗) =

(

 
 
𝑎11 𝑎12 𝑎13 𝑎14 0
𝑎21 𝑎22 0 𝑎24 0
0 𝑎32 𝑎33 0 0
𝑎41 𝑎42 0 𝑎44 𝑎45
0 0 0 0 𝑎55)

 
 
. 

Berdasarkan matriks 𝐽(𝐸∗), persamaan karakteristik dapat diperoleh dengan menyelesaikan persamaan  

|𝐽(𝐸∗) − 𝑟𝐼| = 0, 

|
|

𝑎11 − 𝑟 𝑎12 𝑎13 𝑎14 0
𝑎21 𝑎22 − 𝑟 0 𝑎24 0
0 𝑎32 𝑎33 − 𝑟 0 0
𝑎41 𝑎42 0 𝑎44 − 𝑟 𝑎45
0 0 0 0 𝑎55 − 𝑟

|
| = 0, 

(𝑎55 − 𝑟) |

𝑎11 − 𝑟 𝑎12 𝑎13 𝑎14
𝑎21 𝑎22 − 𝑟 0 𝑎24
0 𝑎32 𝑎33 − 𝑟 0
𝑎41 𝑎42 0 𝑎44 − 𝑟

| = 0, 
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(𝑎55 − 𝑟)((𝑎13) |
𝑎21 𝑎22 − 𝑟 𝑎24
0 𝑎32 0
𝑎41 𝑎42 𝑎44 − 𝑟

| + (𝑎33 − 𝑟) |
𝑎11 − 𝑟 𝑎12 𝑎14
𝑎21 𝑎22 − 𝑟 𝑎24
𝑎41 𝑎42 𝑎44 − 𝑟

|) = 0, 

(𝑎55 − 𝑟)(𝑎13𝑎32(𝑎21(𝑎44 − 𝑟) − 𝑎24𝑎41) + (𝑎33 − 𝑟)((𝑎11 − 𝑟)((𝑎22 − 𝑟)(𝑎44 − 𝑟) − 𝑎24𝑎42) −
𝑎12(𝑎21(𝑎44 − 𝑟) − 𝑎24𝑎41) + 𝑎14(𝑎21𝑎42 − 𝑎41(𝑎22 − 𝑟)))) = 0,  

(𝑎55 − 𝑟)(𝑎13𝑎32(𝑎21𝑎44 − 𝑎21𝑟 − 𝑎24𝑎41) + (𝑎33 − 𝑟)((𝑎11 − 𝑟)(𝑎22𝑎44 − 𝑎24𝑎42 − 𝑟(𝑎22 + 𝑎44) + 𝑟2) −
𝑎12(𝑎21𝑎44 − 𝑎24𝑎41 − 𝑎21𝑟) + 𝑎14(𝑎21𝑎42 − 𝑎41𝑎22 + 𝑎41𝑟))) = 0,  

(𝑎55 − 𝑟)(𝑎13𝑎32(𝑎21𝑎44 − 𝑎21𝑟 − 𝑎24𝑎41) + (𝑎33 − 𝑟)((𝑎11𝑎22𝑎44 − 𝑎11𝑎24𝑎42 − 𝑟(𝑎11𝑎22 + 𝑎11𝑎44 +
𝑎22𝑎44 − 𝑎24𝑎42) + 𝑟2(𝑎11 + 𝑎22 + 𝑎44) − 𝑟3) − (𝑎12𝑎21𝑎44 − 𝑎12𝑎24𝑎41 − 𝑎12𝑎21𝑟) + (𝑎14𝑎21𝑎42 −
𝑎14𝑎41𝑎22 + 𝑎14𝑎41𝑟))) = 0,  

(𝑎55 − 𝑟)(𝑎13𝑎32𝑎21𝑎44 − 𝑎13𝑎32𝑎21𝑟 − 𝑎13𝑎32𝑎24𝑎41 + 𝑎11𝑎22𝑎33𝑎44 − 𝑎11𝑎33𝑎24𝑎42 − 𝑟(𝑎11𝑎22𝑎33 +
𝑎11𝑎44𝑎33 + 𝑎22𝑎33𝑎44 − 𝑎24𝑎42𝑎33) + 𝑟2(𝑎11𝑎33 + 𝑎22𝑎33 + 𝑎44𝑎33) − 𝑎33𝑟3 − 𝑎12𝑎21𝑎33𝑎44 +
𝑎12𝑎21𝑎33𝑟 + 𝑎12𝑎24𝑎41𝑎33 + 𝑎14𝑎21𝑎42𝑎33 − 𝑎14𝑎41𝑎22𝑎33 + 𝑎14𝑎41𝑎33𝑟 − 𝑎11𝑎22𝑎44𝑟 + 𝑎11𝑎24𝑎42𝑟 +
𝑟2(𝑎11𝑎22 + 𝑎11𝑎44 + 𝑎22𝑎44 − 𝑎24𝑎42) − 𝑟3(𝑎11 + 𝑎22 + 𝑎44) + 𝑟4 + 𝑎12𝑎21𝑎44𝑟 − 𝑎12𝑎24𝑎41𝑟 −
𝑎12𝑎21𝑟2 − 𝑎14𝑎21𝑎42𝑟 + 𝑎14𝑎41𝑎22𝑟 − 𝑎14𝑎41𝑟2) = 0,  
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(𝑎55 − 𝑟)(𝑟4 − 𝑟3(𝑎11 + 𝑎22 + 𝑎33 + 𝑎44) + 𝑟2(𝑎11𝑎33 + 𝑎22𝑎33 + 𝑎44𝑎33 + 𝑎11𝑎22 + 𝑎11𝑎44 + 𝑎22𝑎44 −
𝑎24𝑎42 − 𝑎12𝑎21 − 𝑎14𝑎41) + 𝑟(𝑎12𝑎21𝑎33 + 𝑎14𝑎41𝑎33 + 𝑎11𝑎24𝑎42 + 𝑎12𝑎21𝑎44 + 𝑎14𝑎41𝑎22 + 𝑎24𝑎42𝑎33 −
𝑎13𝑎32𝑎21 − 𝑎11𝑎22𝑎33 − 𝑎11𝑎44𝑎33 − 𝑎22𝑎33𝑎44 − 𝑎11𝑎22𝑎44 − 𝑎12𝑎24𝑎41 − 𝑎14𝑎21𝑎42) + (𝑎11𝑎22𝑎33𝑎44 +
𝑎12𝑎24𝑎41𝑎33 + 𝑎14𝑎21𝑎42𝑎33 + 𝑎13𝑎32𝑎21𝑎44 − 𝑎13𝑎32𝑎24𝑎41 − 𝑎11𝑎33𝑎24𝑎42 − 𝑎12𝑎21𝑎33𝑎44 −
𝑎14𝑎41𝑎22𝑎33)) = 0.  

Dari uraian di atas diperoleh persamaan (𝑎55 − 𝑟)(𝑟4 + 𝐶1𝑟3 + 𝐶2𝑟2 + 𝐶3𝑟 + 𝐶4) = 0, 
dengan  

𝑟  = 𝑎55 dan  

𝐶1 = −(𝑎11 + 𝑎22 + 𝑎33 + 𝑎44),  

𝐶2 = 𝑎11𝑎33 + 𝑎22𝑎33 + 𝑎44𝑎33 + 𝑎11𝑎22 + 𝑎11𝑎44 + 𝑎22𝑎44 − 𝑎24𝑎42 − 𝑎12𝑎21 − 𝑎14𝑎41,  
= (𝑎11 + 𝑎33)(𝑎22 + 𝑎44) + 𝑎11𝑎33 + 𝑎22𝑎44 − 𝑎12𝑎21 − 𝑎24𝑎42 − 𝑎14𝑎41,  

𝐶3 = 𝑎12𝑎21𝑎33 + 𝑎14𝑎41𝑎33 + 𝑎11𝑎24𝑎42 + 𝑎12𝑎21𝑎44 + 𝑎14𝑎41𝑎22 + 𝑎24𝑎42𝑎33 − 𝑎13𝑎32𝑎21 − 𝑎11𝑎22𝑎33   
−𝑎11𝑎44𝑎33 − 𝑎22𝑎33𝑎44 − 𝑎11𝑎22𝑎44 − 𝑎12𝑎24𝑎41 − 𝑎14𝑎21𝑎42,  

= −(𝑎11 + 𝑎33)(𝑎22𝑎44 − 𝑎24𝑎42) − 𝑎11𝑎33(𝑎22 + 𝑎44) + 𝑎12𝑎21(𝑎33 + 𝑎44) − 𝑎12𝑎24𝑎41 − 𝑎13𝑎32𝑎21  
−𝑎14𝑎21𝑎42 + 𝑎14𝑎41(𝑎22 + 𝑎33),  

𝐶4 = 𝑎11𝑎22𝑎33𝑎44 + 𝑎12𝑎24𝑎41𝑎33 + 𝑎14𝑎21𝑎42𝑎33 + 𝑎13𝑎32𝑎21𝑎44 − 𝑎13𝑎32𝑎24𝑎41 − 𝑎11𝑎33𝑎24𝑎42  
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−𝑎12𝑎21𝑎33𝑎44 − 𝑎14𝑎41𝑎22𝑎33,  
= 𝑎11𝑎33(𝑎22𝑎44 − 𝑎24𝑎42) − 𝑎12𝑎33(𝑎21𝑎44 − 𝑎24𝑎41) − 𝑎13𝑎32(𝑎24𝑎41 − 𝑎21𝑎44) − 𝑎14𝑎33(𝑎41𝑎22,  
−𝑎21𝑎42).  
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Lampiran 3. Perhitungan vektor eigen kanan  𝑾⃗⃗⃗⃗  dan vektor eigen kiri  𝑽⃗⃗  

Vektor eigen kanan yang bersesuaian dengan nilai eigen 𝜆2 = 0 untuk matriks 𝐽(𝐸0, 𝜆∗) adalah 

(

 
 
 

−𝛿 𝑏12 𝛾 −𝑘 0
0 𝑏22 0 0 0
0 𝜂 −(𝛾 + 𝛿) 0 0
𝜌𝑃
𝜎

𝜌𝑃
𝜎 0 −𝛼

𝜌Λ𝜎𝛼
𝛿𝜎𝛼 + 𝑘𝑃𝜌

0 0 0 0 −𝜎 )

 
 
 

(

 
 

𝑤1
𝑤2
𝑤3
𝑤4
𝑤5)

 
 

=

(

 
 

0
0
0
0
0)

 
 
,                                           (𝐿. 3.1) 

dengan  𝑏12 =  −𝛽𝑆̃ − 𝜆∗𝑇̃𝛽𝑆̃
𝑏𝑆̃+𝑇̃ + k𝑇̃

𝑆̃ , 

𝑏22 = 𝛽𝑆̃ +
𝜆∗𝑇̃𝛽𝑆̃
𝑏𝑆̃ + 𝑇̃

− (𝛿 + 𝛿0 + 𝜂 +
k𝑇̃

𝑆̃̃
), 

=
𝛽Λ𝜎𝛼

(𝛿𝜎𝛼 + 𝑘𝑃𝜌) +

𝜆∗𝑃Λ𝜌
(𝛿𝜎𝛼 + 𝑘𝑃𝜌)

𝛽Λ𝜎𝛼
(𝛿𝜎𝛼 + 𝑘𝑃𝜌)

𝑏Λ𝜎𝛼
(𝛿𝜎𝛼 + 𝑘𝑃𝜌) +

𝑃Λ𝜌
(𝛿𝜎𝛼 + 𝑘𝑃𝜌)

− (𝛿 + 𝛿0 + 𝜂 +

𝑘𝑃Λ𝜌
(𝛿𝜎𝛼 + 𝑘𝑃𝜌)

Λ𝜎𝛼
(𝛿𝜎𝛼 + 𝑘𝑃𝜌)

), 

                      =
𝛽Λ𝜎𝛼

(𝛿𝜎𝛼 + 𝑘𝑃𝜌) +
𝜆∗𝑃Λ𝜌𝛽Λ𝜎𝛼
(𝛿𝜎𝛼 + 𝑘𝑃𝜌)2

(𝛿𝜎𝛼 + 𝑘𝑃𝜌)
(𝑏Λ𝜎𝛼 + 𝑃Λ𝜌) −  𝛿 + 𝛿0 + 𝜂 +

kPρ
𝜎𝛼

 , 
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=
𝛽Λ𝜎𝛼

(𝛿𝜎𝛼 + 𝑘𝑃𝜌) +
𝜆∗𝑃Λ𝜌𝛽𝜎𝛼

(𝛿𝜎𝛼 + 𝑘𝑃𝜌)(𝑏𝜎𝛼 + 𝑃𝜌) −  𝛿 + 𝛿0 + 𝜂 +
kPρ
𝜎𝛼

 , 

=
𝛽Λ𝜎𝛼

(𝛿𝜎𝛼 + 𝑘𝑃𝜌)  1 +
𝑃𝜆∗𝜌

(𝑏𝜎𝛼 + 𝑘𝑃𝜌) −  𝛿 + 𝛿0 + 𝜂 +
kPρ
𝜎𝛼

 , 

=
𝛽Λ𝜎𝛼

(𝛿𝜎𝛼 + 𝑘𝑃𝜌)  
𝑏𝜎𝛼 + 𝑘𝑃𝜌 + 𝑃𝜆∗𝜌

(𝑏𝜎𝛼 + 𝑘𝑃𝜌)  −  𝛿 + 𝛿0 + 𝜂 +
kPρ
𝜎𝛼

 , 

=
𝛽Λ

 𝛿 + 𝑘𝑃𝜌
𝜎𝛼  

(
𝑏 + 𝑘𝑃𝜌

𝜎𝛼 + 𝑃𝜆∗𝜌
𝜎𝛼

 𝑏 + 𝑘𝑃𝜌
𝜎𝛼  

) −  𝛿 + 𝛿0 + 𝜂 +
kPρ
𝜎𝛼

 , 

= (
𝑅0 (𝛿 + 𝛿0 + 𝜂 + kPρ

𝜎𝛼 )  𝑏 + 𝑘𝑃𝜌
𝜎𝛼  

𝑏 + 𝑘𝑃𝜌
𝜎𝛼 + 𝑃𝜆∗𝜌

𝜎𝛼
)(

𝑏 + 𝑘𝑃𝜌
𝜎𝛼 + 𝑃𝜆∗𝜌

𝜎𝛼
 𝑏 + 𝑘𝑃𝜌

𝜎𝛼  
)−  𝛿 + 𝛿0 + 𝜂 +

kPρ
𝜎𝛼

 , 

= 𝑅0  𝛿 + 𝛿0 + 𝜂 +
kPρ
𝜎𝛼

 −  𝛿 + 𝛿0 + 𝜂 +
kPρ
𝜎𝛼

 = (𝑅0 − 1)  𝛿 + 𝛿0 + 𝜂 +
kPρ
𝜎𝛼

 . 
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Persamaan (L.3.1) dapat diuraikan menjadi  

−𝛿𝑤1 + 𝑏12𝑤2 + 𝛾𝑤3 − 𝑘𝑤4 = 0,                                                                (𝐿. 3.1𝑎) 

𝑏22𝑤2 = 0,                                                                (𝐿. 3.1𝑏) 

𝜂𝑤2 − (𝛾 + 𝛿)𝑤3 = 0,                                                                (𝐿. 3.1𝑐) 

𝜌𝑃
𝜎 𝑤1 +

𝜌𝑃
𝜎 𝑤2 − 𝛼𝑤4 +

𝜌Λ𝜎𝛼
𝛿𝜎𝛼 + 𝑘𝑃𝜌𝑤5 = 0,                                                                (𝐿. 3.1𝑑) 

−𝜎𝑤5 = 0.                                                                (𝐿. 3.1𝑒) 

Dari persamaan (L.3.1c) dan (L.3.1d) diperoleh 

 𝑤3 = 𝜂𝑤2
(𝛾+𝛿),                                                                                                                                 (𝐿. 3.2) 

𝑤5 =
 𝛿𝜎𝛼 + 𝑘𝑃𝜌

𝜌Λ𝜎𝛼  𝛼𝑤4 −
𝜌𝑃
𝜎 𝑤1 −

𝜌𝑃
𝜎 𝑤2 ,                                                                     (𝐿. 3.3) 

substitusi persamaan (𝐿. 3.3) ke persamaan (𝐿. 3.1𝑒) menghasilkan 

−𝜎(
 𝛿𝜎𝛼 + 𝑘𝑃𝜌

𝜌Λ𝜎𝛼  𝛼𝑤4 −
𝜌𝑃
𝜎 𝑤1 −

𝜌𝑃
𝜎 𝑤2 ) = 0, 
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 𝛿𝜎𝛼 + 𝑘𝑃𝜌
𝜌Λ𝛼  𝛼𝑤4 −

𝜌𝑃
𝜎 𝑤1 −

𝜌𝑃
𝜎 𝑤2 = 0. 

Oleh karena  𝛿𝜎𝛼+𝑘𝑃𝜌𝜌Λ𝛼 ≠ 0, maka (𝛼𝑤4 −
𝜌𝑃
𝜎 𝑤1 −

𝜌𝑃
𝜎 𝑤2) = 0, sehingga diperoleh  

𝑤4 =
𝜌𝑃
𝜎𝛼𝑤1 +

𝜌𝑃
𝜎𝛼𝑤2.                                                                       (𝐿. 3.4) 

Jika persamaan (L.3.2) disubstitusikan ke persamaan (L.3.1a) diperoleh 

−𝛿𝑤1 + 𝑏12𝑤2 + 𝛾  
𝜂𝑤2
𝛾 + 𝛿 − 𝑘𝑤4 = 0, 

𝑤2 (
𝑏12(𝛾 + 𝛿) + 𝛾𝜂

(𝛾 + 𝛿) ) = 𝑘𝑤4 + 𝛿𝑤1, 

𝑤4 =
−𝛿
𝑘 𝑤1 + 𝑤2 (

𝑏12(𝛾 + 𝛿) + 𝛾𝜂
𝑘(𝛾 + 𝛿) ).                                                      (𝐿. 3.5) 

 
Dari persamaan (𝐿. 3.4) dan (𝐿. 3.5) diperoleh 

𝜌𝑃
𝜎𝛼𝑤1 +

𝜌𝑃
𝜎𝛼𝑤2 =

−𝛿
𝑘 𝑤1 + 𝑤2 (

𝑏12(𝛾 + 𝛿) + 𝛾𝜂
𝑘(𝛾 + 𝛿) ), 
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𝑤2 (
𝑏12(𝛾 + 𝛿) + 𝛾𝜂

𝑘(𝛾 + 𝛿) ) −
𝜌𝑃
𝜎𝛼𝑤2 =

𝜌𝑃
𝜎𝛼𝑤1 +

𝛿
𝑘𝑤1, 

𝑤2 (
𝜎𝛼(𝑏12(𝛾 + 𝛿) + 𝛾𝜂) − 𝜌𝑃𝑘(𝛾 + 𝛿)

𝜎𝛼𝑘(𝛾 + 𝛿) ) = 𝑤1  
𝜌𝑃𝑘 + 𝛿𝜎𝛼

𝜎𝛼𝑘  , 

𝑤2 (
𝜎𝛼(𝑏12(𝛾 + 𝛿) + 𝛾𝜂) − 𝜌𝑃𝑘(𝛾 + 𝛿)

(𝛾 + 𝛿) ) = 𝑤1(𝜌𝑃𝑘 + 𝛿𝜎𝛼), 

𝑤2 = 𝑤1
(𝜌𝑃𝑘 + 𝛿𝜎𝛼)(𝛾 + 𝛿)

𝜎𝛼(𝑏12(𝛾 + 𝛿) + 𝛾𝜂) − 𝜌𝑃𝑘(𝛾 + 𝛿). 

Ambil  𝑤1 = 𝜎𝛼(𝑏12(𝛾+𝛿)+𝛾𝜂)−𝜌𝑃𝑘(𝛾+𝛿)
(𝜌𝑃𝑘+𝛿𝜎𝛼)(𝛾+𝛿) , akibatnya 

𝑤2 = 1.                                                                                                     (𝐿. 3.6) 
Selanjutnya, substitusi persamaan (𝐿. 3.6) ke persamaan (𝐿. 3.2) dan (𝐿. 3.4) menghasilkan 

𝑤3 =
𝜂𝑤2

(𝛾 + 𝛿) =
𝜂

(𝛾 + 𝛿),                                                                     (𝐿. 3.7) 

dan    

𝑤4 =
𝜌𝑃
𝜎𝛼𝑤1 +

𝜌𝑃
𝜎𝛼 =

𝜌𝑃
𝜎𝛼

(𝑤1 + 1).                                                       (𝐿. 3.8) 
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Jika persamaan(𝐿. 3.6) dan (𝐿. 3.8) disubstitusi ke persamaan (𝐿. 3.3), maka diperoleh 

𝑤5 =
 𝛿𝜎𝛼 + 𝑘𝑃𝜌

𝜌Λ𝜎𝛼  𝛼𝑤4 −
𝜌𝑃
𝜎 𝑤1 −

𝜌𝑃
𝜎 𝑤2 ,                 

𝑤5 =
 𝛿𝜎𝛼 + 𝑘𝑃𝜌

𝜌Λ𝜎𝛼  𝛼  
𝜌𝑃
𝜎𝛼𝑤1 +

𝜌𝑃
𝜎𝛼 −

𝜌𝑃
𝜎 𝑤1 −

𝜌𝑃
𝜎  , 

𝑤5 =
 𝛿𝜎𝛼 + 𝑘𝑃𝜌

𝜌Λ𝜎𝛼  
𝜌𝑃
𝜎 𝑤1 +

𝜌𝑃
𝜎 −

𝜌𝑃
𝜎 𝑤1 −

𝜌𝑃
𝜎  ,         

𝑤5 = 0. 

Dari penjelasan di atas diperoleh vektor eigen kanan 𝑊⃗⃗⃗  yaitu 

(𝑤1,𝑤2,𝑤3,𝑤4, 𝑤5)𝑇 = (
𝜎𝛼(𝑏12(𝛾 + 𝛿) + 𝛾𝜂) − 𝜌𝑃𝑘(𝛾 + 𝛿)

(𝜌𝑃𝑘 + 𝛿𝜎𝛼)(𝛾 + 𝛿) , 1,
𝜂

(𝛾 + 𝛿) ,
𝜌𝑃
𝜎𝛼

(𝑤1 + 1), 0). 
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Vektor eigen kiri yang bersesuaian dengan nilai eigen 𝜆2 = 0 untuk matriks 𝐽(𝐸0, 𝜆∗) adalah 

(𝑣1 𝑣2 𝑣3 𝑣4 𝑣5)

(

 
 
 

−𝛿 𝑏12 𝛾 −𝑘 0
0 𝑏22 0 0 0
0 𝜂 −(𝛾 + 𝛿) 0 0
𝜌𝑃
𝜎

𝜌𝑃
𝜎 0 −𝛼

𝜌Λ𝜎𝛼
𝛿𝜎𝛼 + 𝑘𝑃𝜌

0 0 0 0 −𝜎 )

 
 
 

=

(

 
 

0
0
0
0
0)

 
 
.                   (𝐿. 3.9) 

Jika persamaan (𝐿. 2.8) diuraikan, maka diperoleh 

−𝛿𝑣1 +
𝜌𝑃
𝜎 𝑣4 = 0,                                                                         (𝐿. 3.9𝑎) 

𝑏12𝑣1 + 𝑏22𝑣2 + 𝜂𝑣3 +
𝜌𝑃
𝜎 𝑣4 = 0,                                                                          (𝐿. 3.9𝑏) 

𝛾𝑣1 − (𝛾 + 𝛿)𝑣3 = 0,                                                                          (𝐿. 3.9𝑐) 

−𝑘𝑣1 − 𝛼𝑣4 = 0,                                                                          (𝐿. 3.9𝑑) 

𝜌Λ𝜎𝛼
𝛿𝜎𝛼 + 𝑘𝑃𝜌 𝑣4 − 𝜎𝑣5 = 0.                                                                          (𝐿. 3.9𝑒) 
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Dari persamaan (𝐿. 3.9𝑎) diperoleh 

𝑣4 =
𝛿𝜎
𝜌𝑃 𝑣1.                                                                               (𝐿. 3.10) 

Jika persamaan (𝐿. 3.10) disubstitusikan ke persamaan (𝐿. 3.9𝑑), maka diperoleh 

              −𝑘𝑣1 −
𝛼𝛿𝜎
𝜌𝑃 𝑣1 = 0,        

𝑣1 = 0,                                                                  (𝐿. 3.11) 

dan jika persamaan (𝐿. 3.11) disubstitusikan ke persamaan (𝐿. 3.10) diperoleh 

                𝑣4 = 0.                                                                         (𝐿. 3.12) 

Selanjutnya, substitusi persamaan (𝐿. 3.11) ke persamaan (𝐿. 3.9𝑐) menghasilkan 

𝑣3 = 0,                                                                         (𝐿. 3.13) 

dan substitusi persamaan (𝐿. 3.12) ke persamaan (𝐿. 3.9𝑒), mengakibatkan 

𝑣5 = 0.                                                                         (𝐿. 3.14) 
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Jika persamaan (𝐿. 3.11), (𝐿. 3.12) dan (𝐿. 3.13) disubstitusi ke persamaan (𝐿. 3.9𝑏), maka diperoleh 

                        𝑏22𝑣2 = 0, atau 

(𝑅0 − 1)  𝛿 + 𝛿0 + 𝜂 +
kPρ
𝜎𝛼

 𝑣2 = 0. 

Jika 𝑅0 = 1, maka 𝑏22 = 0, selanjutnya, ambil sembarang nilai untuk 𝑣2, yaitu 𝑣2 = 1. 

Dari uraian di atas diperoleh vektor eigen kiri 𝑉⃗  adalah 

(𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4, 𝑣5)𝑇 = (0, 1,0, 0, 0). 
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