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RINGKASAN

RIO SATRIYANTARA, Program Studi Magister Matematika FMIPA Universitas
Brawijaya, Diskretisasi Model Predator-Prey Lotka-Volterra Orde Fraksional dengan
Perlindungan Prey dan Makanan Tambahan, Ketua Komisi Pembimbing: Agus Sur-
yanto, Anggota Komisi Pembimbing: Noor Hidayat.

Dalam tesis ini dibahas tentang perilaku dinamik model diskret predator-prey
Lotka-Volterra orde fraksional dengan perlindungan pada prey dan makanan tam-
bahan untuk predator. Model diskret diperoleh dengan melakukan pendekatan mo-
del fraksional kontinu menjadi bentuk persamaan integral nonlinear Volterra. Se-
lanjutnya, persamaan integral Volterra diselesaikan dengan mengasumsikan piece-
wise constant arguments untuk mendapatkan model diskret. Analisis dinamik dari
model diskret tersebut terdiri atas analisis eksistensi dan kestabilan titik kesetimba-
ngannya. Model diskret yang dihasilkan memiliki tiga titik kesetimbangan, yaitu titik
kepunahan populasi, titik kepunahan predator, dan titik ko-eksisten (interior). Ber-
dasarkan hasil analisis kestabilan, titik kepunahan populasi prey dan predator ber-
sifat tidak stabil. Titik kesetimbangan kepunahan predator dan titik kesetimbangan
ko-eksisten (interior) bersifat stabil asimtotik dengan syarat tertentu. Simulasi nu-
merik menunjukkan bahwa kestabilan titik kesetimbangan tidak hanya bergantung

pada nilai parameter, tetapi juga tetapi juga pada ukuran langkah waktu integrasi.

Vii



-
'
<

e
-
—
- —
o

G
([ ]
o
e
(=5 ]
S

IVERSITAS

BRAWIJAYA

UN

SUMMARY

RIO SATRIYANTARA, Mathematics Master Study Program, Faculty of Scien-
ces, University of Brawijaya. A Discrete Fractional-Order Lotka-Volterra Predator-
Prey Model with Prey Refuge and Additional Food. Supervisors: Agus Suryanto,
Co-Supervisors: Noor Hidayat.

In this thesis we discuss about dynamical behaviors of a discrete fractional-
order Lotka-Volterra predator-prey model with prey refuge and additional food for
predator. The discrete model is obtained by approximating the continuous fractional
order model in term of nonlinear Volterra integral equation. Afterward, the Volter-
ra equation integral is then solved by assuming piecewise constant arguments to
obtain the discrete model. The dynamical analysis of our discrete fractional order
model consists of the existence of the equilibrium points and their stability. It is found
that the model has three equilibrium points, namely the extinction of both prey and
predator point, the extinction of predator point, and the co-existing (interior) point.
Based on the analysis, the trivial equilibrium point is unstable, while others are con-
ditionally asymptotically stable. Numerical simulations show that the stability of the
equilibrium points depend not only on the parameter, but also on the integration of

time step.
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1.1 Latar Belakang

Model matematika yang menggambarkan perubahan yang terjadi pada sua-
tu populasi seiring berjalannya waktu, seperti pertumbuhan, disebut dengan model
dinamika populasi. Menurut Tarumingkeng (1994), populasi adalah sekumpulan in-
dividu atau kelompok individu dalam satu spesies yang pada suatu waktu menghuni
suatu wilayah atau tata ruang tertentu. Sapi-sapi di padang rumput, hiu-hiu di laut
lepas, dan penduduk di suatu wilayah merupakan contoh dari populasi.

Kehidupan populasi membentuk suatu sistem dimana antara suatu populasi
dengan populasi lainnya saling mempengaruhi atau saling berinteraksi. Interaksi
populasi prey dan predator merupakan salah satu contoh sistem kehidupan dimana
predator memangsa prey. Sistem kehidupan prey dan predator demikian disebut se-
bagai model predator-prey yang pertama kali diperkenalkan oleh Alfred James Lotka
dan Vito Volterra pada tahun 1928 yang dikenal sebagai model Lotka-Volterra. Mo-
del ini kemudian banyak mengalami perkembangan. Salah satu perkembangannya
adalah laju pertumbuhan predator dibatasi oleh carrying capacity (jumlah maksi-
mum dari individu yang dapat didukung atau dilayani oleh sumber daya yang terse-
dia di ekosistem) yang sebanding dengan banyaknya prey (Murray, 2002).

Interaksi antara predator dan prey mengakibatkan populasi prey berkurang.
Agar populasi prey dapat terhindar dari kepunahan maka diperlukan suatu perlin-

dungan pada prey. Perlindungan prey adalah suatu area yang ditempati oleh prey

IVERSITAS

yang berpotensi untuk mengurangi laju pertemuan prey dengan predator. Wuhaib
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lasi prey akan terjaga kestabilannya. Ma dkk. (2009) mengatakan bahwa efek dari
perlindungan prey bersifat positif pada pertumbuhan populasi prey karena dapat
menurunkan angka kematian prey dan bersifat negatif pada predator dimana terjadi
penurunan keberhasilan predasi.

Sifat dari predator yang bergerak aktif memangsa makanan menjadi salah sa-
tu indikator bahwa predator beralih memangsa dari prey yang satu ke prey yang lain
atau sumber makanan lain. Dengan mempertimbangkan kemungkinan punahnya
prey di masa yang akan datang maka diperlukan adanya sumber makanan lain ba-
gi predator. Sumber makanan ini bisa berupa makanan lain selain prey itu sendiri,
dikenal sebagai makanan tambahan. Makanan tambahan adalah komponen yang
penting dalam membantu mengontrol populasi predator. Kualitas yang baik dan
jumlah yang cukup dari makanan tambahan akan menghasilkan pertumbuhan pre-
dator yang cepat (Sahoo dan Poria, 2015). Tambahan makanan dapat mengurangi
efek atau tekanan predasi pada populasi prey.

Model predator-prey secara sistematis membentuk sistem persamaan diferen-
sial. Salah satu bentuk dari sistem persamaan diferensial dikenal dengan nama
orde fraksional. Perkembangan model predator-prey orde fraksional telah menam-
bah minat banyak peneliti untuk menginvestigasi sistem dinamik orde fraksional
(Javidi dan Nyamoradi, 2013). Persamaan diferensial orde fraksional memiliki relasi
atau hubungan yang alami dengan fenomena di alam dikarenakan adanya penggu-
naan memori pada persamaan diferensial ini (Elsadany, 2015). Keberadaan memori
pada model orde fraksional tidak hanya menceritakan bagaimana perilaku dinamik-
nya, tetapi juga memberikan informasi akan dampak dari perilaku dinamik tersebut
pada masa ini dan masa mendatang secara lebih detail (EI-Shahed dkk., 2016). Hal
ini dikarenakan turunan fraksional pada titik tertentu berisi informasi tentang fung-
si pada titik-titik sebelumnya. Perkembangan dari orde fraksional ini terletak pada
penggantian turunan pertama sistem menjadi orde fraksional n dengan 0 <n <'1

dann e R.
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Pada penelitian-penelitian sebelumnya, model predator-prey Lotka-Volterra
orde fraksional merupakan model kontinu yang berupa persamaan diferensial nonli-
near. Solusi eksak model predator-prey Lotka-Volterra orde fraksional kontinu tidak
mudah ditemukan. Oleh karena itu, dibutuhkan suatu metode numerik untuk mem-
bantu mencari pendekatan solusi persamaan diferensial orde fraksional yang tidak
mudah ditentukan secara analitik (Das dkk., 2011). Salah satu pendekatan nume-
rik yang digunakan adalah dengan menggunakan metode yang digunakan Diethelm
(2004) yang telah dikaji dan digunakan oleh Elsadany (2015).

Pada tahun 2011, Das dan Gupta memodifikasi model predator-prey Lotka-
Volterra menjadi model predator-prey Lotka-Volterra orde fraksional. Tahun 2015,
Elsadany dan Matouk meneliti perilaku dinamik dari model Lotka-Volterra orde frak-
sional dan diskretisasinya. Ghosh dkk. (2017) meneliti dinamika predator-prey
Lotka-Volterra kontinu dengan adanya perlindungan prey dan makanan tambahan
untuk predator. Pada penelitian ini akan dilakukan diskretisasi model predator-prey
Ghosh dkk. (2017) dengan terlebih dahulu memodifikasi model ke dalam orde frak-

sional. Selanjutnya dilakukan simulasi numerik untuk mendukung hasil analisis.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang di atas, rumusan masalah dari tesis ini adalah:

(1) Bagaimana diskretisasi model predator-prey Lotka-Volterra orde fraksional

dengan perlindungan prey dan makanan tambahan untuk predator?

(2) Bagaimana kestabilan titik kesetimbangan model diskret predator-prey Lotka-
Volterra orde fraksional dengan perlindungan prey dan makanan tambahan

untuk predator?

(3) Bagaimana hasil simulasi numerik model diskret predator-prey Lotka-Volterra
orde fraksional dengan perlindungan prey dan makanan tambahan untuk pre-

dator?



1.3 Tujuan

Berdasarkan rumusan masalah, tujuan dari penulisan tesis ini adalah:

(1) Mendiskretisasi model predator-prey Lotka-Volterra orde fraksional dengan
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perlindungan prey dan makanan tambahan untuk predator.

(2) Menganalisis kestabilan titik kesetimbangan model diskret predator-prey
Lotka-Volterra orde fraksional dengan perlindungan prey dan makanan tam-

bahan untuk predator.

(3) Menganalisis hasil simulasi numerik model diskret predator-prey Lotka-
Volterra orde fraksional dengan perlindungan prey dan makanan tambahan

untuk predator.
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Bab 2
Kajian Pustaka

2.1 Sistem Dinamik Diskret

Sistem dinamik merupakan sistem yang selalu berubah dan dipengaruhi oleh
waktu (7). Kondisi dari suatu sistem di masa mendatang dapat diketahui jika dike-
tahui kondisi saat ini atau kondisi di masa lalu. Sistem dinamik diskret dinyatakan

sebagai persamaan beda, yaitu
Xn+1) = G(&En)), (2.1)
dengan x(n) = (x(n), x2(n), ..., xx(n))T dan fungsi G = (Gy, Gy, ..., G;)T disebut

sebagai fungsi pembangkit sistem (Elaydi, 2005). Titik x* dikatakan sebagai titik
kesetimbangan sistem persamaan|(2.1)|jika memenuhi G(x*) = x* (Robinson, 2004).

2.1.1 Sistem Dinamik Diskret Orde Satu Linear

Bentuk umum persamaan beda orde satu dengan n variabel bebas adalah
X(n+1) = AX(n). (2.2)

Pada sistem persamaan|(2.2)|di atas, matriks A = (a);;, i=1,2,....k, j=1,2,... k
bernilai real dan ¥(n) = (x;(n), x2(n), ..., xx(n))’ dengan T adalah transpose dari

vektor. Misalkan x*(n) adalah titik kesetimbangan sistem persamaan [(2.2), maka
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Jika (A —I) tak singular, maka x* = 0 adalah satu-satunya titik kesetimbangan sistem
persamaan |(2.2)| Jika diberikan nilai awal X(0) = X, maka sistem persamaan

memiliki solusi umum

Jika matriks A dapat didiagonalisasi, maka solusi- umum sistem persamaan [(2.2)]

adalah

)_c'(n) =t cllf‘\71+0212”\72—|—...+ckﬂ.£\7k,

dengan c¢; adalah konstanta sembarang dan v; adalah vektor eigen yang bersesua-
ian dengan nilai eigen A4;. Misalkan 4; dengan i =1,2,... k adalah akar-akar persa-
maan karakteristik persamaan|(2.2), maka semua solusi persamaan((2.2) konvergen

menuiju 0 jika dan hanya jika maksimum {|4;], |z, ..., |4/} < 1 (Elaydi, 2005).

2.1.2 Sistem Dinamik Diskret Orde Satu Nonlinear

Pandang sistem dinamik diskret sistem persamaan [(2.1)] Jika G, G, ..., G
pada sistem persamaan [(2.1)] memuat perkalian antara variabel tak bebas, maka
sistem dinamik tersebut dinamakan sistem dinamik diskret nonlinear. Untuk menge-
tahui sifat kestabilan sistem dinamik diskret nonlinear dilakukan analisis sistem ha-
sil linearisasi di sekitar titik kesetimbangan. Proses linearisasi ini dilakukan dengan

menggunakan ekspansi Taylor, yakni
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Gr(alm) - = G1) + 2 ) =) b A ) )+ 1 )
Galalm) = o)+ P2 ) )+ + 2 ) )+ )

IGi(x*)

IGy(x*)
i axk

ox1

Gi(X(n) = Gp(x*) (e () =x1) +.0 4 (i (1) =)+ k(%))

dengan n;(X(n)), n2(¥(n)), ..., Nk(¥(n)) adalah suku sisa yang memenuhi

untuk setiap j=1,2,...,k. Oleh karenaiitu, n;(¥(n)) dapat diabaikan. Dengan meng-

ingat bahwa x* adalah titik kesetimbangan, sistem persamaan dapat ditulis

sebagai
ai 1) = e o ) 28 g o)
anr1) = 54 S ) ah) + o P2 )
1) = i 2B ) =)+ PO ) - )

atau Py 5
A )=t = 25 -+ + E ) i
oo 1)~ 7 22 et ot 2 () )

x) X (2.3)

1) 2o 2Oy DOy gy
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Dengan memisalkan u; = x;(n) —x; untuk setiap j =1,2,... k, sistem persamaan

[(2.3)) menjadi

dG (x* dG (x* dG; (x*
1) = 2y 2O B )
96 () G () 9G,(x")
+1) = + +
up(n+1) iE ui(n) o5 up(n) e ug(n hulls
dGp(x* dGy(x* d Gy (x*
u(n+1) = %ﬁc)ul(n)—k%j)uz(n)—i—...—k ak)fz)uk(n).

Jika dibuat dalam bentuk matriks, maka sistem persamaan [(2.4)| akan berbentuk

@(n+1) = Jii(n) (2.5)
dengan
IGI(#)  9Gy () 9G (x*)
aX] &xz a° (9)6/(
9G(x*) 3Gy (x") 9G,(x*)
g - ox| 0xp ¥ dxy
IGL(x*)  9G(x*) G (x*)
ox 0xy T dxy

dan u;(n) = x;(n) —xj untuk setiap j = 1,2.....k (Elaydi, 2005). Sistem persamaan
berbentuk sistem persamaan diskret linear yang serupa dengan sistem per-
samaan|(2.2)|sehingga solusi umumnya berbentuk solusi sistem persamaan diskret

linear.

2.1.3 Kestabilan Sistem Dinamik Diskret

Pandang persamaan beda

x(n+1) = F(x(n), x(n—1), ..., x(n—k)), n=0,1,.... (2.6)
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Persamaan|(2.6)| dapat dinyatakan dalam vektor sebagai persamaan

Y(n+1) = G(¥(n)), n=0,1,... (2.7)
dimana
y(n)° x(n)
SRR 101 W i)
y(n)f x(n—k)
dan
Y(n+1>0 - F(y(n)oa y(n)lv "'7y(n)k)
Yin+1)' = y(n)
Y(+1)? = y(n)
Y(n+1)* =" y(m)!
sehingga
F(y(n)°, y(n)', ..., y(n)*)
y(n)°
G(Y(n) = y(n)!
y(n)*!

Berdasarkan pada definisi titik kesetimbangan sistem dinamik diskret, titik x* disebut

sebagai titik kesetimbangan jika
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Y(n+ D=y = ¥

Sebuah titik kesetimbangan persamaan adalah titik x* € R, sehingga
x*=F(x*, x*, ..., x*) dengan x* adalah titik kesetimbangan dari fungsi F(x(n), x(n—
1), ..., x(n—k)). Dapat dikatakan pula bahwa titik kesetimbangan persamaan
adalah berupa Y* € R¥*! sehingga Y* = G(Y*). Disimpulkan bahwa x* adalah titik

kesetimbangan persamaan [(2.6)| jika dan hanya jika

R, ot ) T

adalah titik kesetimbangan persamaan|(2.7)l Jika persamaan|(2.6) berbentuk linear

x(n+1) = box(n) +bix(n—1)+... 4+ bx(n—k), n=0,1,..., (2.8)

maka dengan transformasi seperti di atas, persamaan |(2.8)|akan menjadi

Y(n+1) = AY(n), n=0,1,.... (2.9)

Matriks A pada persamaan |(2.9) adalah sebuah matriks berukuran (k+1) x (k+1)

dimana
bo bl .. bk_1 bk
1 0 ... 0 0
Me ks (2.10)
0 0 1 0

10
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dan persamaan karakteristik matriks A adalah

A bad Kor L )
(Kocic dan Ladas, 1993).

Teorema 1. (Kocic dan Ladas, 1993.) Perhatikan persamaan beda nonlinear beri-

kut.
X(n+1) = A¥(n) +F(X(n)), n=01,..., (2.11)

dengan A = (a);; adalah matriks konstan berukuran k x k, X(n) € Rk, dan F e

C[R*,R¥] sedemikan sehingga

Q) = 0 dan’ N _
[u| 0 |||

(2.12)
Sifat kestabilan titik kesetimbangan sistem persamaan|(2.11) dapat ditentukan dari
pernyataan-pernyataan berikut.
(1) Jika seluruh nilai eigen matriks A, dalam hal ini A, berada dalam lingkaran
terbuka |A| < 1, maka litik kesetimbangan persamaan linear
X(n+1) = AX(n), n=0,1,... (2.13)
bersifat stabil asimtotik lokal. Dengan demikian, titik kesetimbangan persama-
an|(2.11) juga bersifat stabil asimtotik lokal.

(2) Jika terdapat minimal satu nilai eigen dari matriks A yang memiliki nilai mo-
dulus lebih besar dari satu maka titik kesetimbangan persamaan|(2.11) tidak

stabil. Hal ini menyebabkan beberapa hal berikut.

(a) Titik kesetimbangan persamaan|((2.71) disebut titik kesetimbangan nonhi-

perbolik jika seluruh mutlak nilai eigen memenuhi |A| = 1.

11
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(b) Titik kesetimbangan persamaan disebut titik kesetimbangan sum-

ber jika seluruh mutlak nilai eigen memiliki nilai lebih besar dari 1.

(c) Titik kesetimbangan persamaan|(2.11) disebut titik kesetimbangan sadel
atau pelana jika memiliki beberapa mutlak nilai eigen lebih besar dari 1

dan beberapa lainnya kurang dari 1.

(3) Jika terdapat satu nilai eigen matriks A yang mempunyai nilai modulus satu
dan nilai eigen lainnya berada pada lingkaran tertutup |A| < 1 maka kestabilan
titik kesetimbangan|(2.71 ) tidak dapat ditentukan hanya dengan menggunakan
kriteria kestabilan titik kesetimbangan persamaan|(2.13),

Teorema 1 berhubungan dengan kestabilan dari titik kesetimbangan pada per-
samaan [(2.17)] Jika persamaan [(2.12)| terpenuhi maka persamaan [[2.13)] dise-
but sebagai persamaan hasil linearisasi yang berkaitan dengan persamaan
Persamaan hasil linearisasi menentukan kestabilan lokal dari persamaan nonlinear

yang terdapat pada nomor (1) dan (2) Teorema 1.

Teorema 2. (Elaydi, 2005.) Misalkan J pada persamaan adalah matriks Ja-
cobi berukuran 2 x 2 dengan persamaan karakteristik berbentuk > — Trace (J) A +
Determinan (J) = 0. Syarat cukup dan syarat perlu agar nilai-nilai eigen dari matriks

Jacobi tersebut memiliki nilai mutlak kurang dari 1 adalah kondisi

|Trace (J)| < 1+ Determinan (J) < 2. (2.14)

Persamaan|(2.14) menghasilkan tiga bentuk berikut yang selanjutnya akan disebut
sebagai Jury Condition.
(1) 1—Trace (J)+ Determinan (J) > 0,

(2) 1+ Trace (J)+ Determinan (J) > 0, dan

(3) Determinan (J) < 1.

12
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2.2 Sistem Dinamik Orde Fraksional

b.ac

2.2.1 Kalkulus Fraksional

Kalkulus memiliki dua cabang utama yaitu kalkulus diferensial dan kalkulus

integral. Kalkulus diferensial mempunyai aplikasi dalam semua bidang kuantitatif.

repository.u

Kalkulus integral dikembangkan menyusul dengan adanya perkembangan masalah
diferensial. Hal ini mengakibatkan matematikawan harus berpikir bagaimana me-
nyelesaikan masalah yang berkebalikan dengan solusi diferensial.

Orde turunan dan integral dari suatu fungsi pada umumnya senantiasa beru-
pa bilangan asli. Pada perkembangan ilmu matematika muncul kalkulus fraksional
yang merupakan cabang dari kalkulus yang menggabungkan konsep turunan dan
integral dari suatu fungsi dengan orde bukan bilangan asli, yaitu orde fraksional.
Orde fraksional meliputi bilangan rasional positif. Dengan demikian kalkulus frak-
sional merupakan salah satu cara untuk menentukan penyelesaian dari turunan dan
integral dengan orde fraksional (Kimeu, 2009).

Kalkulus fraksional, sering disebut dengan differintegral, muncul pada tahun
1695 atas pemikiran G. F. A. de I'Hospital dan G. W. Leibniz yang didorong ra-
sa ingin tahunya tentang turunan orde setengah. Gagasan konsep ini adalah ba-
gaimana menentukan turunan dan integral yang berorde suatu bilangan pecahan.
Turunan dan integral tersebut berturut-turut dinamakan sebagai turunan fraksional
dan integral fraksional. Persamaan diferensial yang memuat turunan fraksional di-
sebut sebagai persamaan diferensial orde fraksional. Tahun 1819, Lacroix menjadi
ilmuwan pertama yang mendefinisikan turunan fraksional (Kimeu, 2009). Misalkan
y = x™ dengan m € Z*. Lacroix menotasikan turunan ke-n dari fungsi y sebagai

d'y - d"™x" m!

iygsita = 4y 2.1
dx" dx" (m—n)!x (@i

IVERSITAS

dengan m >ndann € Q.

<
<

UN

Salah satu fungsi penting yang digunakan dalam kalkulus fraksional adalah
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fungsi Gamma Euler, yang didefinisikan

E(v) =(v—1)! (2.16)

dengan v € N (Podlubny, 1999). Apabila v € R*, maka fungsi Gamma Euler didefini-

-
'
<

i |
—
—
-
o

—
)
o
o T
(=5
-

sikan

Lok /O it LATeds (2.17)

dimana ! = ¢(v=11og(t) |ntegral pada persamaan konvergen untuk setiap

v € C dan bagian Re(v) > 0. Fungsi Gamma Euler memiliki sifat dasar
I'(v+1)=vI(v) (2.18)
dengan v € R* (Kilbas dkk., 2006). Dengan menggunakan simbol Gamma ('), per-

samaan Lacroix pada persamaan {(2.15)|dapat ditulis dalam bentuk

d'y - d"x" [(m+1) a
iy k) | o 2.1
dx" dx*  TI'(m—n+1) (2.19)

dimaname Ndann € Q.
Petras (2011) mendefinisikan tiga pendekatan yang digunakan untuk men-
definisikan kalkulus fraksional, yakni Riemann-Liouville, Caputo, dan Grunwald-

Letnikov. Berikut akan dibahas pendekatan Riemann-Liouville dan Caputo.
2.2.2 Turunan Reimann-Liouville

Turunan Fraksional Reimann-Liouville dengan orde n berbentuk

Y sl 1 gz o u(t)
§LDt u(t) iy F(m—n) dl‘_m/a (t e T)n—m—H dt (220)
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dengan m e N, (m—1) <n <m, dan qa, r adalah operasi limit ,D}'u(t). Contoh

turunan fraksional u(z) = r” dengan p > 0 dan 0 < n < 1 adalah

k am it TP
RL ~n
D = ——/—d
fijay; C(m—n)dtm Jo (t—1)rmHl ¥

-
o
S
-2
|
=>—
-
o
—
)
L=
o B
al
S

1 d" ! D m—n—1
= —F(m—n)ﬁ/o T’ (t —1) dt
m t 2 Al |
= 0

Dengan memisalkan A = 7 pada persamaan|(2.21), diperoleh

1 d" 1
RLAn.p __ m—n+p p(1__ 93 \m—n—1
SN = e )/O AP = 1)t gn
1 dm m—n+p
= T ) —dtm(t )B(p+1,m—n)

1 T(p+1)T'(m—n)d"
T(m—n) D(p+1+m—n) d"

- F(p—l—l) F(m_n—i—p—i_l)(tpfn)
I'(p+14+m—n) T(p—n+1)

Bz

[(p—n+1)

(tm—n—i-p)

dengan B(p + 1, m —n) adalah fungsi Beta yang didefinisikan sebagai

1
L /Ol”(l—it)’"‘”‘ld?t
I'(

p+ 1)I(m—n)
I(p+1+m—n)
dan
ﬂtm—n—i—p  E F(m_n+P+ 1) pn
dt™m Im—n+p—m+1)

untuk setiap p € R dan n € N.

BRAWIJAYA
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2.2.3 Turunan Caputo

Turunan Fraksional Caputo berbentuk

D) = = >/at< L (2.22)

I'(m—n t —r)rmtl

-
'
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—
)
o
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-

dengan (m — 1) < n < m. Contoh turunan fraksional u(r) =” dengan p > 0 dan

0 < n < 1 adalah

1 t (TP>( m)
Cpn,p
aDtt F(m I’l /0 (t— )n m-HdT
1)
= Llp+1) " —1)" "t (2.23)

I'm—n)Jo I'(p—m+1)

Dengan melakukan substitusi T = At pada persamaan |(2.23)} diperoleh

ngtp = F(m £§§(;1)m+1) /l(lt)p_m((l—lﬁ)m_n_]dﬂ,
1

= F(m_l;)(llz(—;l_)m_*_l)tp—n/o /lp—m(l_)L)m_n_ld;L

= C(p+1) y

- T(m—n)(p— m+1)tl’ B(p—m+1,m—n)

— I'(p+1) oaLp=m+ DI (m=n)
i 5 T(p—n+1)

_ T+
C(p—n+1)

dengan B(p+ 1, m —n) adalah fungsi Beta (dengan bentuk yang sama pada turunan

Riemann-Liouville) dan

e nawiig -~ m

7 T i )

dTm T(P—m)

untuk setiap p € R dan n € N.

# BRAWIJAYA
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2.3 Diskretisasi Persamaan Diferensial Orde Frak-
sional

Pandang persamaan diferensial orde fraksional

D'y(r) = f(t,5(1)) (2.24)

dengan nilai awal D*y(0) = y(()k) dimana k=0,1,...,m— 1 dan m = [n] (pembulatan
ke atas dengan m € Z, n € R, dan m > n) (Diethelm, 2004). Jika f(¢,y(¢)) pada
persamaan [(2.24)] kontinu, maka masalah nilai awalnya sama dengan persamaan

integral nonlinear Volterra bentuk kedua berikut.

)= 5(0)+ s [ 87 p (@) 2.2

(Li dan Ma, 2013).

Jika f(t,y(z)) dengan 7 € [0,¢) adalah fungsi konstan, yaitu f(z,y(t)) = f, maka
persamaan |(2.25)( dapat dibentuk menjadi

y(0) = y(0)+

TSR Rall
= y0+n1“(n)' (2.26)

Selanjutnya akan dibahas diskretisasi persamaan [[2.24)] Persamaan [(2.24)| dapat

ditulis dalam bentuk

o= ([ (9. o2



jadi
D'(t) = f(0,y0)-

Solusi dari persamaan |(2.28)| berdasarkan persamaan|(2.26)|adalah
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i) Us yo+ﬁ [ =0, 0)az

= }’O+ﬁf(0a)’0) <—%(f 7)" ;)

1 n 1 n
= ot /O (Saa-07 4 100
= 0o U0 0)

Misalkan ¢ € [s,2s) maka t € [1,2), sehingga persamaan [(2.27) menjadi

D'y(t) = f(s,y1)-

Solusi dari persamaan |(2.30)| berdasarkan persamaan |(2.26)| adalah

o | (=9 s
1 1 o
= et (—5— o)

1 1, JSiava
= )H"‘mf(lu)ﬁ)(_r_l(t_t) +;(f—s))

w(t) = y+

Misalkan ¢ € [2s5,3s) maka £ € [2,3), sehingga persamaan (2.27)| menjadi

Dy(t) = f(25,2)-

18

Misalkan ¢ € [0,5) maka £ € [0,1), sehingga persamaan |(2.27)| dapat dibentuk men-

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)
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Solusi dari persamaan |(2.32)| berdasarkan persamaan|(2.26)|adalah

nl) = et [ = s

= Y2t ﬁf@,n) <—%(f - 1) ;S>
1 Versitas Bra |
= ke ) (SR -y
ek e ) 239

Secara umum, proses diskretisasi pada interval r € (ws, (w4 1)s) adalah

Jorl)) = dwbpes [0 =e fnnde

['(n) Jws
1 V.
= yw‘*’mf(wvyw) <_Z(t_’r) ws)
] 1, Yo 1, \W
= ot O (50 -1 2wt
£ T ) (2,34

sehingga untuk t — (w+ 1)s akan didapat

Ywhd SV (f(w,yw)). (2.35)

nl'(n)

Jika n — 1, maka persamaan [(2.35)| akan menjadi bentuk Euler.

2.4 Model Pertumbuhan Logistik

Model pertumbuhan logistik adalah model pertumbuhan populasi dengan sum-
ber daya yang terbatas. Semakin padat populasinya maka semakin lemah pertum-
buhan populasinya kemudian akan berhenti pada populasi tertentu. Ukuran popula-
si yang menghentikan pertumbuhan tersebut dikenal dengan istilah carrying capa-
city atau daya dukung lingkungan. Daya dukung lingkungan adalah jumlah individu

maksimal yang dapat didukung oleh lingkungannya (Molles, 2002). Laju pertum-

19



buhan populasi bergantung pada kepadatan populasi sehingga laju pertumbuhan

dapat dinyatakan sebagai

dx

= 1. (2.36)

Misalkan K adalah daya dukung lingkungan. Jika terdapat individu sejumlah x,
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maka lingkungan tersebut masih mampu mendukung (K — x) individu untuk bertahan
hidup. Oleh karena itu, proporsi lingkungan yang masih dapat ditempati adalah

sebesar
——— (2.37)

yang sebanding dengan pertumbuhan per kapita. oleh karena itu, laju pertumbuhan
pada model logistik didefinisikan sebagai

1dx X dx X

ME (L) s (12 238)

dengan r,K > 0. Parameter r menyatakan tingkat pertumbuhan instrinsik populasi

(Boyce dan DiPrima, 2012).

2.5 Model Predator-Prey Lotka-Voterra

Model sederhana dari rantai makanan adalah model predator-prey. Dasar mo-
del ini adalah model Lotka-Volterra yang terdiri atas dua populasi. Populasi pertama
memberi pengaruh positif terhadap populasi kedua dan populasi kedua memberi
pengaruh negatif terhadap populasi pertama. Sistem persamaan tersebut dapat

dimodelkan sebagai
dx
e x(r — px) —eyxy,
4 (2.39)

dy
% Bra V(s —qy) +exxy,

dengan semua parameter bernilai positif. Variabel x dan y masing-masing menya-
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takan populasi prey dan populasi predator. Laju pertumbuhan prey dan laju pertum-
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buhan predator masing-masing dinyatakan dalam parameter r dan s. Parameter p
dan ¢ adalah parameter interaksi antar populasi prey dan parameter interaksi antar
populasi predator. Parameter ¢; dan e, adalah parameter pemangsaaan predator
terhadap prey (Zhuang dan Wen, 2011). Perhatikan bahwa tanpa adanya interaksi,

prey dan predator pada sistem persamaan [(2.39)| akan tumbuh secara logistik.

2.6 Fungsi Respon

Salah satu komponen penting hubungan antara predator dan prey adalah laju
per kapita predator memangsa prey atau yang disebut juga fungsi respon (Skalski
dan Gilliam, 2001). Holling (1959) menggambarkan fungsi respon sebagai laju pe-
mangsaan prey oleh predator per kapita dan berupa fungsi dari banyaknya populasi
prey. Hal ini berarti laju konsumsi dari suatu individu predator bergantung pada ke-
padatan populasi prey sehingga fungsi respon yang bergantung pada prey tersebut

dinamakan Holling Tipe | dengan bentuk

p(x) = ex (2.40)

dan Holling Tipe Il (Model Michaelis-Menten) berbentuk

p(x) = ci‘x (2.41)

dimana e, s, ¢ bernilai positif dan masing-masing menyatakan laju penangkapan

prey, laju pertumbuhan maksimum predator, dan konstanta Michaelis-Menten.

2.7 Perlindungan pada Prey

Untuk menghindari kepunahan prey karena proses predasi dari predator seca-
ra terus menerus, diperlukan faktor pelindungan pada prey. Efek perlindungan pada
prey mampu mengurangi kemungkinan prey untuk dimangsa sehingga terhindar da-

ri kepunahan (Pal dan Samanta, 2010).
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Misalkan m;x menyatakan laju prey yang berlindung maka laju prey yang di-
mangsa oleh predator adalah x(1 —m;) dengan m; € [0,1). Jika faktor perlindungan

prey diperhitungkan, maka sistem persamaan Lotka-Volterra|(2.39)| menjadi

dx
taltas x(r~ px) — ey (1 —my)xy,
L (2.42)

d
2= s ay) Fea(l=mi)y
(Zhuang dan Wen, 2011).

2.8 Makanan Tambahan

Sen dkk. (2015) mengkaji model predator-prey dengan adanya makanan tam-

bahan dan pemanenan pada predator yang ditunjukkan pada persamaan berikut.

dx X bxy

S=oV—\ V55 (1 — —) -

dt K mp+an,A+x

dy | sy(atna) Haird
DL TS gy,

dt m +ainA—+x

Nilai nutrisi dari makanan tambahan berperan penting dalam pengendalian sis-
tem predator-prey. Jika nilai nutrisi dan kuantitas makanan tambahan tinggi, maka
laju pemangsaan predator terhadap prey lebih rendah sehingga kemungkinan ter-
jadi kepunahan pada prey lebih kecil. Sistem persamaan [(2.43)] merupakan model
predator-prey Lotka-Volterra yang dimodifikasi dengan adanya makanan tambahan
serta pemanenan pada predator.

Laju pertumbuhan prey mengikuti model logistik dengan r; adalah pertumbu-
han intrinsik prey dan kapasitas daya dukung lingkungan sebesar K. Parameter b
dan m; berturut-turut menyatakan laju pemangsaan prey oleh predator dan protek-
si lingkungan. Bagian a;nA merupakan makanan tambahan bagi predator dimana
ay, N, A berturut-turut menyatakan waktu untuk memakan, nilai nutrisi, dan populasi
dari makanan tambahan. Parameter s menyatakan pertumbuhan instrinsik predator.

Karena predator memiliki nilai ekonomis yang tinggi, dilakukan pemanenan sebesar

22



-
'
<

e
-
—
- —
o

—
([ ]
o
e
(=5 ]
S

IVERSITAS

UN

BRAWIJAYA

p. Adanya kompetisi antar predator untuk memperoleh prey mengakibatkan adanya

kematian alami predator yang dinyatakan dalam parameter 3.

2.9 Model Predator-Prey Lotka-Volterra dengan Per-
lindungan Prey dan Makanan Tambahan

Ghosh dkk. (2017) menganalisis dinamika predator-prey dengan perlindungan
pada prey dan makanan tambahan yang dimulai dengan mengkaji fungsi respon

Holling type Il yang berbentuk

cN

) = (2.44)

dimana N adalah jumlah populasi prey, ¢ menyatakan laju predasi terhadap prey,
dan @ adalah konstanta setengah saturasi. Jika ditambahkan konstanta i; dan ¢,
yang masing-masing menyatakan waktu yang dibutuhkan predator untuk memakan
satu buah prey dan kemampuan predator untuk mendapatkan keberadaan prey,

maka modifikasi fungsi respon Holling tipe Il persamaan |(2.44) akan berbentuk

celN

—_— 2.45
a+hie N ( )

) =

Perlindungan pada prey adalah suatu area yang ditempati oleh prey yang ber-
potensi meminimalisir laju predasi predator terhadap prey. Kehadiran perlindungan
pada prey ini dapat menyebabkan kepunahan predator pada sistem predator-prey.
Jika dimisalkan parameter ¢’ sebagai perlindungan prey dan laju predasi menjadi
c¢(1—¢") dengan ¢’ € [0,1) maka fungsi respon persamaan [(2.45)| akan menjadi

e(l—=c)erN

T (2.46)

fIN) =

Untuk menjaga populasi predator dikarenakan adanya prelindungan pada

prey, Ghosh menambahkan tambahan makanan pada sistem persamaannya.
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Dengan adanya tambahan makanan tersebut, persamaan |(2.46)| akan berbentuk

c(1—c")elN

N) = g
f( ) a+hyerA+hielN

(2.47)

dimana parameter i, dan e; masing-masing merepresentasikan waktu yang dibu-
tuhkan predator untuk memakan makanan tambahan (A) dan kemampuan predator
untuk mendeteksi makanan tambahan. Model predator-prey dengan laju pertumbu-
han logistik dengan perlindungan pada prey dan makanan tambahan Ghosh dkk.

(2017) berbentuk

dN V(1 N c(l—c")eNP
— r —_— J—

dT K a+hyesA+hjeiN’
dP. -~ b[(1=c)eiN+eAlP

d_T i a+ hyerA+hielN ’

(2.48)

dengan b merepresentasikan laju konversi biomassa prey menjadi laju reproduksi
predator dan m adalah laju kematian predator. Parameter K menyatakan daya du-
kung lingkungan. Dengan mendefinisikan c¢; = A =75 M= i—f bit = % dan

ar = ;G- sistem persamaan@dapat ditulis menjadi

1—-c NP
dN rN(l—g)— c1(1-<)N

dT K a;+anA+N’

2.49
ar. bl[(l—c')N+nA]P_mP (@vis)
dT. =~ aj+anA+N

Untuk mengurangi jumlah parameter, digunakan penyekalaan dengan x = % Vi

C]P
ray’

r=rT, y=K =" B="l dan&=" sehingga persamaan|(2.49) menjad

dx x (1—c)xy
tSitas Brawliay Universitas Bre
dt Y l+aé+x

dy — Bl(1-¢)x+8ly
Titers Bravgiayg Smyersitadl

(2.50)

Parameter o dan & berturut-turut merepresentasikan kualitas dan kuantitas dari ma-

kanan tambahan yang disediakan untuk predator.
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Bab 3
Pembahasan

3.1 Konstruksi dan Diskretisasi Model Predator-Prey
Lotka-Volterra Orde Fraksional dengan Perlin-
dungan Prey dan Makanan Tambahan

Sistem persamaan berbentuk turunan dx/q: dan dy/a:. Sistem persama-
an dx/4: dan dv/a: dimodifikasi, agar memuat informasi tentang fungsi pada titik-titik

sebelumnya, menjadi turunan orde fraksional berbentuk

A3\ () (1 —c)x(0)y(r)
DRy & (1_ Y )_ 1+ +x(1)
B((1=c)x(t)+&)y(r)

D}y = T4 G ) —6y(1),

Y

dengan n menyatakan orde fraksional dimana n € (0, 1].

Proses diskretisasi sistem persamaan[(3.1)| dilakukan sebagai berikut. Asum-
sikan nilai awal persamaan adalah x(0) = xo dan y(0) = yo. Proses diskretisasi
sistem persamaan [(3.7)| dilakukan dengan menyatakan sistem persamaan ke

dalam bentuk

Dix(e) = w((1s)s) (1_x<<’/s>s> LI (VODRIVOEN

Y 1+a& +x((t/s)s) (3.2)
pryfe) = B0t D9 oy (s,
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Misalkan ¢ € [0,s) maka £ < [0, 1), sehingga sistem persamaan |(3.2) menjadi

D'x(t) = xo (1_@> o (U=¢Yxovo

v) T+ ad i’
: (3.3)
Dny(l) - ﬁ ((lllcéx)éxjj;f)yo B 5)’0

Jika dimisalkan J* = L [*(t — )"~ 'dt, n >0, maka solusi sistem persamaan|(3.3)

Z

adalah

I'(n
n N )2 . (1 —C/>X()y0
XOHS(XO(I y) 1+a5+xo)’
(ERER IR
I +a& +x b’

xl(t)

00 =0
atau dapat ditulis dalam bentuk

xi(t) = x0+%2n)<xo (1—)6—;) —%)

M s O

Untuk ¢ € [s,2s) atau £ € [1,2), sistem persamaan|(3.2)| akan menjadi

D'%x(t) = x; <1_ﬂ> ~(=d)xyr

y) 1+aé+x’
; (3.4)
iy L BBt

Sistem persamaan [(3.4)] dapat dibentuk menjadi
il
x(t) = xi(s) +J7 (xl(s) (1 _xl(s)) _ A =)xlshn S))

Y 1+OC§+X1(S)
L ey ) o xls) (L=c)x (s)yals)
Taya! Ghil nl(n) (1()(1 y ) 1+ o€ +x1(s) )

st wdt (Ee R 3315

(=5 { B((1~ )51 (5) +-E)n(s)
() ( I +aE+m(s) ‘6”“0‘

="yi1(s)+
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Secara umum, proses diskretisasi pada interval z € (ms, (m+ 1)s) adalah

3r (t —ms)" X (ms) (1 =) xpp(ms)ym(ms)
fokl 3ol s (il 2 L e ).
(3.5)
Untuk ¢ — (m+ 1)s sistem persamaan berbentuk
10 s" Xm (1 —c") Xmym
i) = o (e (19 )= ) 36)

viaya Uit 5" (ﬁ((l—c’)meré)ym_gym)_

nl'(n) 1+ o +xp,

Jika n — 1 maka sistem persamaan [(3.6) akan menjadi bentuk Euler.

3.2 Titik Kesetimbangan

Berdasarkan definisi titik kesetimbangan, titik x* dan y* dikatakan titik kesetim-

bangan persamaan |(3.6)| jika memenuhi kondisi

x*:xuwgm(“0‘§>‘%i%§§>7 il
Vo= v nlen) (B((lljrc;)éx:tf)y* —5y*) .

Sistem persamaan |(3.7)|dapat disederhanakan ke dalam bentuk

A AT o9
nrs(n) (B((lljr;);rtf)y —5y*) = 0.

Pada sistem persamaan |(3.8), perhatikan bahwa ﬁ(n) > (, sehingga berlaku

y*[ﬁ[(11+_;2f;§]—5] =) (3.10)

27



-
g Persamaan|(3.9)| menghasilkan
r—
= x* = 0 atau (3.11)
—
VeTSTEaY BrwWige JpveTs 12
g ( }/) 140 +x % (3.12)
=
- dan dari persamaan [(3.10)| diperoleh
y'" = 0 atau (3.13)
Y
BIA-x+&] < _ s

1+ aé +x*

Dari empat kombinasi di atas, yakni persamaan |(3.11)| sampai dengan persamaan
(3.14)} dihasilkan tiga titik kesetimbangan sebagai berikut.

(1) Titik Kesetimbangan Ey = (0,0).
Titik kesetimbangan E, diperoleh dari persamaan [(3.11)] dan persamaan
(3.13)l Titik kesetimbangan ini merepresentasikan terjadinya kepunahan baik

pada populasi prey maupun predator.

(2) Titik Kesetimbangan E; = (7,0).
Titik kesetimbangan E; dihasilkan dari hasil substitusi persamaan [(3:13)] ke
dalam persamaan |(3.12)| sehingga diperoleh

( x*) (1 _ c’)x*y*
1-=— )| ——=2 /&0
Y 1+ aé+x
Karena y* =0 maka 1—% =0
il 4
Titik kesetimbangan E; disebut sebagai titik kesetimbangan kepunahan pre-

dator. Populasi prey yang mampu bertahan hidup adalah sebesar 7.
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(3) Titik Kesetimbangan E, = (x*,y*).

Titik kesetimbangan E,, dengan
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diperoleh dari kombinasi persamaan dan persamaan sebagai be-

rikut.
X" (=c)y”
] S =R RS =
( Y) I+ ad+x
(1-()y" = <1—%)(1+a§+x*)
. 1_x_* 1+ a +x*
oy ~] Y 1—¢
dan

B((1=c)x"+&) = d(1+af+x)
xXBA=c)+BE = S+ads+x*5
B (1—c')=x'6 = 6+adé—BE

X (B(1=c)=8) = +adé&—p&
g d+adé—BE&
= B-c)-5

Titik kesetimbangan E, disebut sebagai titik kesetimbangan ko-eksisten atau
interior. Dalam hal ini, populasi prey dan populasi predator dapat hidup ber-
sama dan tidak terjadi kepunahan pada kedua populasi tersebut. Titik kese-

timbangan E, dikatakan eksis jika x* > 0 dan y* > 0. Oleh karena itu, titik

kesetimbangan E, akan eksis jika terpenuhi x* < y dan lfié <o <B(l1-C¢)

atau B(1—-c') <6 < ﬁié dengan ¢’ € [0,1).
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3.3 Analisis Kestabilan Titik Kesetimbangan

Sistem persamaan [(3.6)| merupakan sistem nonlinear. Analisis kestabilan titik
kesetimbangan sistem nonlinear dapat dilakukan dengan menganalisis nilai eigen

matriks Jacobi hasil linearisasi. Matriks Jacobi hasil linearisasi sistem persamaan

(3.6) adalah

7 — %xmﬂ %xm—i-l rersit 44 1B r A (3.15)
%ymﬂ a%mym“ az) ax
dengan

s Bl 5" " X (=dy I+ ab4x") = (1 =d)xy”
> nF(n (14 a& +x*)> :

_ (1—
2 I'(n) Ocﬁ +x* ’
S B (L= )(1+a +x7) — (By*[(1 —)x"+&])
g I'(n) (14 a& +x*)? ;

st [BIA =c)x*+¢]

= 1 .

22 +nl“(n) [ 1+ o +x >

Matriks Jacobi pada persamaan |(3.15)| selanjutnya akan digunakan untuk menga-
nalisis kestabilan masing-masing titik kesetimbangan dengan cara melakukan subs-

titusi masing-masing titik kesetimbangan ke dalam matriks Jacobi tersebut.

3.3.1 Kestabilan Titik Kesetimbangan Ey = (0,0)

Substitusi titik kesetimbangan Ey = (0,0) ke dalam matriks Jacobi meng-

hasilkan

HEghnive n . (3.16)
0 heb sy | i = 9]

Matriks Jacobi|(3.16)|berupa matriks diagonal sehingga dengan mudah dapat diten-
tukan nilai eigennya, yakni A, =1+ 22— r( ) dan A, =1+ an) [1525 5]. Perhatikan

bahwa ( ;>0 sehingga |A;| > 1. Berdasarkan Teorema 1, sifat kestabilan titik
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kesetimbangan Ey = (0,0) adalah sebagai berikut:
(1) titik kesetimbangan Ey = (0,0) bersifat sadel (pelana) jika |A;| < 1, yaitu jika
0<s< w”/%%dan 152& <8,
(2) titik kesetimbangan Ey = (0,0) bersifat sumber jika |A,| > 1, yaitu jika

n/ —2nL(n)(1+a&) Bé&
Sae=> BE=5(1rat) dan S BEW] 0, dan

(8) titik kesetimbangan Ey = (0,0) bersifat nonhiperbolik jika |1,| = 1, yaitu jika

_ a/=2nT(n)(1+af) B&
s = { pe=srirag, 92N 1raE < 9-

3.3.2 Kestabilan Titik Kesetimbangan E; = (7,0)

Titik kesetimbangan kepunahan predator untuk sistem persamaan|(3.6)|adalah

(7,0), sehingga matriks Jacobi|(3.15)|dapat ditulis sebagai

R . v” (1-cy

JE) = 1 nl(n) [1+aé+y] . (3.17)
[(A=c)y+E]
0 1+nF 1+a§+7

Matriks Jacobi [(3.17)] berupa matriks segitiga atas sehingga nilai eigennya bera-

s" [ BlU=c)r+8]
da pada kolom diagonal, yakni A; = 1 — ( ) dan 1, =1+ (n) [ Trakry o

Berdasarkan definisi kestabilan, titik kesetlmbangan E; = (7,0) bersifat stabil jika

A1 = ‘1 | = ‘1 e ) [m(lﬂrofgff H < 1. Berikut akan dilaku-

kan analisis pada kedua nilai eigen tersebut.

n
1 <l = —l< 1-=5~- <1
‘ nl(n) nI'(n)
i AT () <0
—2nI'(n) < —s" <0
\/2nL(n) > S > 0. (3.18)
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n ava/ ’
‘1+ + {ﬁ[(l C)Y+§]—5”<l = -l< b [B[(I*C)”M—S} <1

n'(n) | 14+a&+y I+ag+y
s 1—c)y+
-2< nl'(n) |:B[(1+06§)1}’§} - 6} <0.

Apabila BlU-)vi<€] 5 maka |A2] > 1. Untuk memenuhi |A;| < 1 maka haruslah

1+aé+y
—m(]ﬂ:;gﬁ&] < & sehingga
Bl(1=c)y+£&]
[ 1+a£3:y ] <0
—2nl(n) < s [ﬁ[(ll_wfé)jjlé] 5} <0
—2nl(n)(1 +aé +7)
> 5" >0
Bl(1=c)y+&E]=8(1+ad+7)
—2nl(n)(1+ a& +7)
(" > s > 0. 3.19
\/m<1—c'>y+a—6<1+as+y> ks

Dari persamaan |(3.18)| dan persamaan ((3.19)| diperoleh syarat agar titik kesetim-
bangan E; = (7,0) stabil adalah :

Bl(1=c)y+&
(1) [(Haé)ﬁ,]<5 dan

(2) 0 <s < min { V/2nl(n \/3 1_(2:nl;/+5 1+a1§++07%+y) }

Perhatikan bahwa sifat kestabilan titik kesetimbangan E; = (7,0) tidak hanya

bergantung pada parameter, tetapi juga pada langkah waktu integrasi (s). Jika
% < 0, maka titik kesetimbangan E; = (y,0) bersifat stabil asimtotik hanya
jika nilai s relatif kecil. Apabila kedua syarat kestabilan titik kesetimbangan E; = (y,0)
di atas tidak terpenuhi, maka muncul beberapa sifat ketidakstabilan dari titik kese-
timbangan E; = (7,0) adalah sebagai berikut:
(1) titik kesetimbangan E, = (7,0) bersifat sadel (pelana), yaitu apabila
mm{\/ﬁ Al finl;% 1+a§++£+y)} BrSitan

—2nl(n)(1+aé+y)
maX{VZnF V BT=) y+§ 1+ar§+7/)}’
(2) titik kesetimbangan E; = (v,0) bersifat sumber, yaitu apabila

—2nL(n)(1+a&+7)
s> max{\/ZnF B 57 Y+é‘ 1+(x§+y)}’ dan
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(3) titik kesetimbangan E; = (v,0) bersifat nonhiperbolik, yaitu apabila

fne B Ac —2nl'(n 1+OC§+Y)
s = {/2nT(n) atau s \ B Y+§ S Erg)

3.3.3 Kestabilan Titik Kesetimbangan E, = (x*,y")
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Substitusi titik kesetimbangan E, = (x*,y*), dengan

e ot Bvinss T Canpg amibans e

ke dalam matriks Jacobi|[(3.15) menghasilkan

a a
oy =R d” (3.20)

azp az

dengan
o (=) (122 (Hes) (1 4 aé +a)
Y el
1 _(1 —c)x* (l-x—;) <1+f5_€jx*>
nl'(n) (14 & +x*)?
\ 1+nFs(n) _x?+(1'x?) (Ho%ﬂ*”’
B st [ (=g }
42 nl(n) | 1+aé&+x|’
e b (1—)6_;) (%) (1= (1 + a +x)
B ) (1+ad +x*) 1
o T (=) (M) (=)
nl(n (14 a& +x*)?

< ) ()]
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s [BI=rE)

—Rral
= T nl'(n) 1+ aé +x*

~Srala

Persamaan karakteristik matriks Jacobi [(3.20)] dapat dinyatakan dalam ben-
tuk A(A) = A% — Trace (J) A + Determinan (J) dengan Trace (J) dan Determinan (J)

berturut-turut adalah

dan

s x* P x*
Determinan (J) = 1+ [—— + (1 w —) (—)} I
F 1 *
n'(n) | v Y + o +x \ 859

G HO- %) (o))

Berdasarkan pada Teorema 2, syarat cukup dan syarat perlu agar nilai-nilai

eigen dari A(A) memiliki nilai mutlak kurang dari 1 adalah dengan menggunakan

Jury Condition. Berikut akan dilakukan analisis pada ketiga Jury Condition tersebut.

Jury Condition 1

Jury Condition 1 berbentuk 1 — Trace (J) + Determinan (J) > 0. Dengan me-
lakukan substitusi nilai Trace (J) dan Determinan (J) pada persamaan |(3.21) dan
(3.22) ke dalam Jury Condition 1 akan diperoleh
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1 — Trace (J) + Determinan (J) > 0

Do) (i -
o (- ()] » o

Berdasarkan hasil analisis titik kesetimbangan E», diperoleh syarat eksistensi

titik kesetimbangan E, adalah x* < y dan 15555 < 0 < B(1—c). Kondisi x* < y akan

menyebabkan bagian 1 — < bernilai positif, begitu pula dengan B ~5.< B(l—
Y 1+oé

') pada 8 — %. Nilai dari ¢/ berada dalam interval [0,1) mengakibatkan bagian

ﬁ;gf; juga bernilai positif. Karena s adalah ukuran langkah dimana s € R* dan n
antara 0 sampai 1 maka Jury Condition 1, dalam hal ini persamaan|(3.23),, terpenuhi

Vs > 0.

Jury Condition 2

Jury Condition 2 berbentuk 1+ Trace (J) + Determinan (J) > 0.  Substitusi
Trace (J) dan Determinan (J) persamaan [(3.21)| dan [(3.22) ke dalam Jury Condition

2 akan menghasilkan

L+ Trace (J)+Det (J) > 0

o[ () ()
gl )
() 052 () -
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e s PUTEREETS |

s\ 2 X —cx*
(mn) (e ae) (e e

4“"[ ) ( y)( e <r<n>>>]+

o Kl‘?) (B i imas s 20 o

Pertidaksamaan |(3.24)|dapat ditulis dalam bentuk f(s") = a(s")?> + b(s") +¢ > 0

“ - (“x_;) (ﬁ ‘lfc'>(<1+a531+_xi>)f;r<n>>2> Bk

dengan

o3 R WSS (G o) Fawila
c = 4 >0.

Karena a > 0, kurva f(s") berupa parabola terbuka ke atas. Interval s sedemikian
sehingga f(s") > 0 bergantung pada kondisi b> — 4ac. Karena ¢ = 4, b* —4ac dapat
ditulis menjadi b*> — 16a. Terdapat tiga kemungkinan nilai 5> — 16a, yakni b> — 16a < 0,
b* — 16a = 0, dan b*> — 16a > 0. Masing-masing kemungkinan tersebut menentukan
banyaknya titik potong kurva f(s”) dengan sumbu s, seperti penjelasan sebagai

berikut.

(1) Kondisi #*> — 16a > 0 menyebabkan kurva f(s") memotong sumbu s” di dua titik

yaitu
—b—b>—16 —b+Vb2—16
S = . dan &= o L 329)

Karena b*> — 16a > 0 dan a >0, b*— 16a < |b|. Jika b > 0 maka s} < 0 dan
s5 < 0, sehingga f(s") > 0 terpenuhi Vs > 0. Apabila b < 0 maka s{ > 0 dan

s5 >0, sehingga f(s") > 0 terpenuhi jika 0 < s" < s| atau s" > 55 dan dapat
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disederhanakan menjadi 0 < s < s; atau s > s, dimana

(l/—b—\/bz—16a (/—b+\/b2—l6a
s = dan S = 1

27
2a 2a (321

Dari persamaan |(3.25), b > 0 apabila x* < =1 %) dan b < 0 apabila x* >

y—(1+af)
2
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(2) Kondisi b*> — 16a = 0 menyebabkan kurva f(s") menyinggung sumbu s di titik

I
12 = 2a
_ /b
12 = 2a
2x* x* 2o
20 T (1 | 7) ((1+aé+x*)(nf(n>)> (3.28)
x* _é (1—c")x* ’ '
2(19%5) (B =2 ) (et ini)
Persamaan |(3.28)| dapat disederhanakan menjadi
nl(n)(og +2x* —y+1)
S1o={ =s". (3.29)
ki \/ (y—x)(B(1— ') &)

Titik potong kurva f(s") pada sumbu s" adalah pada s* sehingga f(s*) > 0 jika
s F£ 55

(3) Kondisi %> — 16a < 0 menyebabkan kurva f(s") berada di atas sumbu s" se-

hingga f(s") > 0 berlaku Vs > 0.

Jury Condition 3

Jury Condition 3 berbentuk Determinan (J) < 1. Dengan melakukan substitusi
nilai Determinan (J) pada persamaan ke dalam Jury Condition 3 akan dipero-
leh

# BRAWIJAYA
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Determinan (J) < 1
Lt o [‘x? (1‘%) Wﬂ*
gl tieriaf ol s cur

G (-5 -re) ()

(-2) (&) (K)o
ol +2x" —y+1 &

(y=x)(B(1-¢)—9) nl'(n)

</nl"(n)(06§ +2x* —y+1)
(y=2)(B(1—=C)=9)

s> s (3.30)

Berdasarkan pada hasil analisis ketiga Jury Condition di atas, sifat kestabilan

titik kesetimbangan E, dapat dinyatakan dalam teorema berikut.
Teorema 3. Sifat kestabilan titik kesetimbangan E, adalah sebagai berikut.

(1) Jika b* — 16a < 0 maka titik kesetimbangan E, bersifat stabil asimtotik apabila

0<s<sh.

(2) Jikab* — 16a > 0 dan x* < T=UX%8) maka titik kesetimbangan E» bersifat stabil
2

asimtotik apabila 0 < s < s*.

(3) Jika b* —16a > 0 dan x* > %“L“é) maka titik kesetimbangan E, bersifat stabil

asimtotik apabila 0 < s < s1. Hal ini disebabkan karena s, < s* <'s;.

Dengan demikian, jenis kestabilan titik kesetimbangan E, adalah stabil asim-

totik untuk ukuran langkah s tertentu. Hasil analisis model predator-prey Lotka-
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Volterra orde fraksional diskret dengan perlindungan pada prey serta makanan tam-

bahan secara ringkas dapat dilihat pada [Tabel 3.1] berikut.

Tabel 3.1: Syarat Eksistensi dan Kestabilan.
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Titik Kesetimbangan | Syarat Eksistensi Syarat Kestabilan
Ep=(0,0) Tidak Ada Tidak Stabil
E; = (7,0) Tidak Ada a; < 6 dan0<s<min{ay,as}
x* <y dan
E, = (x*,y") 1525 <8 <B(1-¢) Teorema 3
atau
Bll—¢) <8< £
dengan
LBl 4]
l+a+y
ay = +/2nI(n),

as

ot \/ —onl(n)(1 + ot +7)
Bl =)y+E]-8(1+aE+y)
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3.4 Simulasi Numerik

Pada bagian ini akan disimulasikan solusi dari model predator-prey Lotka-
Volterra orde fraksional diskret dengan perlindungan pada prey dan makanan tam-
bahan menggunakan aplikasi MATLAB R2009A dan Maple 13 sebagai alat bantu

perhitungan.

3.4.1 Titik Kesetimbangan Kepunahan Populasi Predator

Simulasi numerik berikut bertujuan untuk menggambarkan sifat kestabilan titik
kesetimbangan kepunahan populasi predator (E;). Simulasi numerik titik kesetim-

bangan E; menggunakan nilai parameter pada [Tabel 3.2 berikut.

Tabel 3.2: Nilai Parameter.
| Parameter | & | y| ¢ [ & | 6 | B | n(orde fraksional) |
[ Nilai [[0.6][4[021[02][0.9]0.15 | 0.9 \

Berdasarkan nilai parameter pada diperoleh titik kesetimbangan
yang eksis yaitu Ey = (0,0) dan E; = (4,0). Dari hasil analisis pada Subbab 3.3.1,

titik kesetimbangan E, bersifat tidak stabil dan diperoleh

PIU=CIrte] _ o84 <. (3.31)
l+aé+y

Persamaan memenuhi-syarat kestabilan pertama titik kesetimbangan E;
sekaligus menyebabkan titik kesetimbangan E, tidak eksis. Syarat kestabilan titik

kesetimbangan E; selanjutnya adalah

awi {\/MT \/ —2n0(n) (1 + & +7) }

7+5] 5(1+ag+7y)
= min{2.068, 2.644}

= 2.068.
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Untuk memberikan ilustrasi, pada sampai dengan

ditunjukkan solusi numerik skema [(3.6)] menggunakan masing-masing nilai s yaitu

0.1, 0.5, 2.0, dan 2.1.

Populasi Prey

0.5

0.4

0.3

0.2

Populasi Predator

0.1

Populasi Prey
N @
N o w o S

o

0.5

0.4

0.3

0.2

Populasi Predator

0.1

T T T T T
(a)
I | | | | | | | |
0 1 2 3 4 8 6 7 8 9 10
Waktu (T)
T T T T T T T T T
(b)
| | ' - L L L L 1
0 1 2 3 4 o 6 7 8 9 10
Waktu (T)
Gambar 3:1: Grafik solusi saat s =0.1.
T T T T T T
(a)
I | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Waktu (T)
T T T T
(b)
| 1 | 1 L L L |
0 1 2 3 4 ] 6 7 8 9 10
Waktu (T)

Gambar 3.2: Grafik solusi saat s =0.5.
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Populasi Prey
o )
o w o »
| T T

S

(a)

5

50 100
Waktu (T)

0.6 T T

04}

0.2

Populasi Predator

1 |

50 100
Waktu (T)

Gambar 3.3: Grafik solusi saat s = 2.

150

Populasi Prey
N ) IS
[ I I
| T T T

S

s

50 100
Waktu (T)

o
=)

o
~
T

o
S

Populasi Predator
o
I

I
o
S

1 1

I
I
~

50 100
Waktu (T)

Gambar 3.4: Grafik solusi saat s =2.1.

Pada|Gambar 3.1|dan|Gambar 3.2, dengan menggunakan nilai awal (1.5,0.5)

dan ukuran langkah 0 < s < 2.068, solusi numerik memperlihatkan bahwa popula-
si prey konvergen menuju titik konstan yaitu x = 4, sedangkan populasi predator
langsung menuju titik kepunahan. Pada[Gambar 3.3] ditunjukkan bahwa meskipun

terdapat solusi negatif pada populasi predator, solusi umum tetap konvergen menuju

42
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titik kesetimbangan E; = (4,0). Hal ini sesuai dengan syarat kestabilan titik kesetim-

bangan E; yaitu % < & dan 0 < s < 2.068. Saat dipilih nilai s = 2.1 > 2.068,

titik kesetimbangan E; bersifat tidak stabil karena pada populasi prey muncul titik

periode-2. Selain itu, populasi predator bernilai negatif (lihat (Gambar 3.4). Solusi

populasi predator bernilai negatif bertentangan dengan sifat kepositifan solusi, yaitu
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bahwa populasi harus lebih besar atau sama dengan nol.

3.4.2 Titik Kesetimbangan Populasi Prey dan Populasi Predator

Dapat Hidup Bersama (Interior)

Pada bagian ini akan disimulasikan sifat kestabilan titik kesetimbangan E; ber-

dasarkan pada kondisi b*> —16a >0 dan b*>—-16a <0 dengan menggunakan nilai

parameter pada

Kondisi »* — 16a > 0

Berdasarkan nilai parameter pada dengan perubahan § = 0.09, di-
peroleh titik kesetimbangan yang eksis adalah Ey = (0,0), E; = (4,0), dan E; =
(2.4842,1.7288). Titik kesetimbangan E; bersifat tidak stabil karena % =

0.0984 > 6 = 0.09. Berdasarkan hasil analisis titik kesetimbangan, diperoleh x* =

24842 <y=4 dan BE  —0.0267 < 8 =0.09 < B(1—¢)=0.1185. Kedua hal ini
1+aé

menjamin eksistensi titik kesetimbangan E;. Karena x* = 2.4842 > %*“é) =1.44
dan % - 16a = 0.43 > 0 dengan langkah integrasi s yaitu 0 < s < sy = 6,907, ber-
dasarkan pada Teorema 3, titik kesetimbangan E, bersifat stabil asimtotik. Pada
simulasi numerik berikut akan digunakan beberapa nilai s yakni 0.5, 2, 4, 6.8,

dan 6.91.
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Gambar 3.5: Grafik solusi saat's =0.5
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Gambar 3.6: Grafik solusi saat s =2
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Gambar 3.7: Grafik solusi saat s =4
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Gambar 3.8: Grafik solusi saat s = 6.8
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Gambar 3.9: Grafik solusi saat s =6.91

o

Berdasarkan hasil simulasi numerik di atas, jika b> —16a >0 maka titik ke-
setimbangan E; bersifat stabil asimtotik apabila ukuran langkah integrasi s berada
pada interval 0 < s < s;. Dari[Gambar 3.5|sampai dengan|Gambar 3.8terlihat bahwa
solusi numerik stabil asimtotik karena solusi konvergen menuju ke titik kesetimbang-
an E, = (2.4842,1.7288). Untuk s =6.91 > s; = 6.907, solusi numerik tidak konvergen
menuju ke titik kesetimbangan, tetapi menuju £ (lihat[Gambar 3.9). Hasil simulasi

telah menunjukkan hal yang sesuai dengan hasil analisis.

Kondisi »2 - 16a <0

Dari Teorema 3 bagian (1), saat »> — 16a <0 dan 0 <s < s* , titik ke-
setimbangan E, akan bersifat stabil asimtotik. Digunakan kembali nilai parame-
ter pada dengan perubahan & = 0.086 dan a = 0.4. Berdasarkan nilai
parameter tersebut, diperoleh titik kesetimbangan yang eksis adalah  Ey = (0,0),
E, = (4,0), dan E;=(1.934,1.9707). Karena B[(ll++<’§)gél = 0.0992 > 6 = 0.086, ti-
tik kesetimbangan E; bersifat tidak stabil. Eksistensi titik kesetimbangan E; dijamin
oleh x* =1.9347 < y=4 dan £5. =0.0277 < 5=0.086 < B(1— ') = 0.1185. Dari
nilai parameter tersebut, b* — 16a = —0.08 < 0 dan langkah waktu integrasi s yaitu
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0 < s < s* = 18.184. Berikut adalah simulasi numerik dengan beberapa nilai s yakni

1, 10, 18, dan 18.2.
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Gambar 3.10: Grafik solusi saat s =1
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Gambar 3.11: Grafik solusi saat s = 10
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Gambar 3.13: Grafik solusi saat s = 18.2

Dari |(Gambar 3.10] sampai dengan [Gambar 3.12| terlihat bahwa saat s =1,

s =10, dan s = 18, solusi numerik konvergen menuju ke titik kesetimbangan E, =
(1.934,1.9707). Akan tetapi, saat s = 18.2 > s* = 18.1, solusi numerik tidak konver-

gen menuju ke titik kesetimbangan.
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Dari ketiga hasil simulasi di atas, telah ditunjukkan bahwa model diskret
predator-prey Lotka-Volterra orde fraksional dengan perlindungan pada prey dan
makanan tambahan untuk predator akan bersifat stabil asimtotik untuk ukuran lang-
kah s tertentu. Kestabilan masing-masing titik kesetimbangan bergantung pada nilai
s yang relatif kecil. Selain itu, ditunjukkan pula bahwa semakin besar nilai s, sema-
kin lama waktu yang dibutuhkan solusi untuk menuju titik kesetimbangan. Hal ini

dibuktikan dengan kesesuaian antara hasil analisis dengan simulasi numerik.
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Kesimpulan dan Saran
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Berdasarkan hasil pembahasan, dapat ditarik kesimpulan sebagai berikut.

4.1 Kesimpulan

1. Telah dibahas model diskret predator-prey Lotka-Volterra orde fraksional
dengan perlindungan pada prey dan makanan tambahan. Model tersebut me-
miliki tiga titik kesetimbangan yakni titik kepunahan populasi (Ey), titik kepuna-
han populasi predator (Ej ), dan titik kesetimbangan populasi prey dan populasi

predator dapat hidup bersama atau titik kesetimbangan interior (E;).

2. Sifat kestabilan titik kesetimbangan Ej adalah tidak stabil. Titik kesetimbangan
E; dan titik kesetimbangan E, bersifat stabil asimtotik dengan syarat tertentu.
Jika titik kesetimbangan E; stabil asimtotik, maka titik kesetimbangan E; tidak
eksis. Jika titik kesetimbangan E, eksis, maka titik kesetimbangan E; selalu
tidak stabil. Kestabilan titik kesetimbangan E; dan titik kesetimbangan E, tidak

hanya bergantung pada parameter, tetapi juga pada langkah waktu integrasi.

3. Hasil simulasi numerik sesuai dengan hasil analisis dinamik.

4.2 Saran

Analisis kestabilan yang diteliti pada penelitian ini didasarkan pada sistem hasil

linearisasi di sekitar titik kesetimbangan sehingga kestabilan yang diperoleh beru-
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yang bersifat global. Selain itu, penelitian ini juga dapat dikembangkan dengan ca-
ra mencari metode lain sedemikian sehingga syarat kestabilan masing-masing titik
kesetimbangan tidak bergantung pada langkah waktu integrasi s sekaligus menjaga

kepositifan solusi.
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Lampiran 1. Titik Kesetimbangan E, = (0,0).

Pandang nilai eigen titik kesetimbangan Ey = (0,0), yakni A; = 1+ %(n) dan A, =

n

1+ nlfzn) (1525 —5). Perhatikan bahwa ﬁ(n) > 0, sehingga [A;| > 1. Hal ini me-

nyebabkan titik kesetimbangan Ey = (0,0) selalu tidak stabil. Titik kesetimbangan

Ey = (0,0) bersifat sadel jika |A,| < 1, sumber jika [1,| > 1, dan nonhiperbolik jika

-
'
<
i |
—
—
-
o
—
)
o
o T
(=5
-

|A2| = 1. Berikut analisis sifat kestabilan titik kesetimbangan Ey = (0,0).

(1) Titik kesetimbangan Ey = (0,0) bersifat sadel jika || < 1.

‘1+nl"snn)<lf§§_6>‘ <1
—1< 1"‘5&)(1525_5) Laiv

2 < o BS —5) <0

nL(n) \ 1+0&
“2nl(n) < sn(lfgé-a) <0
—2nI'(n) .
F o=/ s >0
1+oé
—2nT'(n)(1+ a&)
(! > s > 0
\/ BE-6(1+ag)

(2) Titik kesetimbangan Ey = (0,0) bersifat sumber jika |1,| > 1.

Uniy (,/—an"(n)(l + k)
BE—6(1+ag)

dan
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dan

T (reee ) = =2

o[ —2nT(n)(1 + a€)
ps-6(1+ag)

Ketiga kondisi di atas terpenuhi dengan syarat % < 9.
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Lampiran 2. Titik Kesetimbangan E; = (,0)
Perhatikan nilai eigen titik kesetimbangan E; = (7,0), yaknid; =1— nlf—(n) danA; =1+

nlfzn) (ﬁ {gﬂ:ofggé] —5). Berikut akan dianalisis sifat kestabilan titik kesetimbangan

E, = (Y?O)

(1) Titik kesetimbangan E; = (7,0) bersifat stabil apabila |A;| < 1 dan |A;| < 1.

A<
e l—n;—'(’n) <tsik
—2 < —ﬁ'(’n) <0
2 > nlfzn) >0
0 < s < +/2nI(n) (4.1)
dan
2] <1
s ﬁ l—C’ +§
el S 1+nl"(n)< [(1+(X§)-}i/-7 ]_5> <1
_ st (Bl=cr+E]
2 < nF(n)( 1+aé+y 6) <0
0 < ) < A/C (4.2)
dengan C; = g ((]:if‘)l;g’:%()lja"g’f:g% 17 Dari persamaan |(4.1) dan|(4.2), dapat di-

simpulkan titik kesetimbangan E; = (7,0) bersifat stabil apabila

O<s<mm{\”/2nf‘ \/ =2nB{m(lag=+7) }

)y+El—-6(1+ad+7)

(2) Titik kesetimbangan E; = (,0) bersifat sadel jika |A;| < 1 dan |A;| > 1 atau

|[A1] > 1dan |A;| < 1. Jika |[A| > 1, maka A < —1dan A > 1.

(a) Titik kesetimbangan E; = (y,0) bersifat sadel jika [A;| < 1 dan |A,] > 1.
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12 < -1
s (BI(L—¢)y+E]
l+nF(n)< I+aé+y _5) aya {
SIS FPBTIE NSO g
e e Sy
s> {’/C_z (4.3)

1 —2nl'(n)(1+a&+0)
dengan C; = gr=ayy ey s(iratry) 9an

s (Bl — )y +E]
1+nF(n)< I+oaé+y ) :
s (BI(1 = )y+§]
nl’(n) ( l+aé+y ) ¢
s 0. (4.4)

Berdasarkan pada persamaan [(4.1)} [(4.3)} dan [(4.4)] titik kesetimbangan

E, = (7,0) bersifat sadel jika

g —2n'(n)(1 + @ +9) )
\/5((1—C’>7+§)—6(1+a§+y) <5< {/2n0(n). (4.5)

(b) Titik kesetimbangan E; = (v,0) bersifat sadel jika |A4;| > 1 dan || < 1.

dan
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ey (4.7)

Dari persamaan|[(4.2), [(4.6), dan|(4.7)] titik kesetimbangan E; = (y,0) ber-

sifat sadel jika

b e <S<\/ “onT(n)(1+ € +8) 48

(1-)y+&)—6(1+a&+7y)

Disimpulkan dari persamaan [(4.5)| dan [(4.8)| bahwa titik kesetimbangan

E| = (v,0) bersifat sadel apabila

{’EF_ V —2nl(n) (14 a& +7) }<<S<

)y+8]-8(1+ag+v)

{xﬂﬂﬁ:__ \/ —2ul(n) (1 + aE+7) }

Y+§] S(1+as+v)

(8) Titik kesetimbangan E; = (7,0) bersifat sumber apabila [A;| > 1 dan || > 1.

Titik kesetimbangan E; = (7,0) bersifat sumber apabila

s>max{\/2nr \/ =2nL(n)(1+ 06 £7) }

7+5] S(1+as+7)

(4) Titik kesetimbangan E; = (y,0) akan bersifat nonhiperbolik jika |4,], 42| = 1.
Jika|A|=1makai=1dan -1 =1.

a) |M|=1
n
v Unhtrersitas
nI'(n)
sn
=0
nl'(n)
s =0

59



-
o
S

i |
—
—
-
(=

G
)
o
o T
(=5
-

dan
_1+nF(n) arsit
nl'(n) s
s = y/2nl'(n) (4.9)
s G By +E
§ Injy Y+ ye
1+nF(n)< I1+aé+y _5) v L
Rl v Vst S B va
nF(n)( I+aé+y 5) o 1
s = 0
dan

U] g (13[(1—0’)7+§]_3> _N

nl'(n) 1+ o +y
" (BlA—=C)y+¢E] _
nl(n) ( l+aé+y _5> = IE

s = {/Cy (4.10)

dengan C; = ﬁ[(lii’n)gf(f%ﬁlfg?lé:o?%w)' Dari persamaan ((4.9)| dan ((4.10),

titik kesetimbangan (7,0) bersifat nonhiperbolik jika s = {/2nI'(n) atau

—2nl(n)(1+aé+y)
L\ \/ﬁ I-¢ 7/+§] S(1+ag+y)’

Keempat kondisi di atas terpenuhi dengan syarat B[(llwc—g)gé] > 8.
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Lampiran 3. Simulasi Numerik Titik kesetimbangan E; = (v,0)

1 1% orde " fraksional 'n-="af

2 |% Gamma(n) = gamma(af)
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)
L=
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3 |%,gamma. =, -g

4% Cc’ = ¢C

5 % alpha ="a

6 Yo iXiro=axi

7 % delta. = .d

s |% beta =D

9% 's = hi(time step)
o |clear all;

11 C|C;

13 |h=2.07

1 |t=0:h:1000;
s [IN=length(t);
16 | X=2eros (N,1) ;

7 |y=zeros(N,1) ;

19 (a=0.6;
20 |g=4;

21 (€=0.21;
2 | Xi=0.2;
s [d=0.9;
2 [b=0.15;

25

BRAWIJAYA

26 af=0.9;
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e

o

3 27

=

= 28 X(1)=1.5;
—

E 29 y(1)=05,
g 30

o T

@ ar | for j=2:N;

e | Kl=x(j—1)x(1—x(j—1)/9);

s | K2=(1T—C)*xx(j—Dxy(j—1)/(1+axxi+x(j—1));

s | k8=bxy (j —1)*x((1—c)xx(j=1)+xi)/(1+axxi+x(j—=1));
s |kd=dxy (] —1);

36
a7 | fx=k1-k2;
s | fy=k3—k4
%
w | X(j)=x(j=1)+h"afxfx/( afxgamma(af)) ;
aly(j)=y(j—1)+h"afxfy /(afxgamma(af));
» |end
44
a5 |YoXX =(d+axd*xi—bxxi) /(bx(1—C)—d)
s |Yoyy=(1=xX1g) = ((1+axxi+xx)/(1—-c))
s | XX=Q
4 |YYy=0
50
s1 |YoXX=0
s |Yeyy=0
53
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ss | figure (1)

s |subplot(2,1,1);

s7 | plot(t,x, "black’, "linewidth”’,3);
ss | Xlabel(”Waktu (T)");
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s |ylabel (' Populasi Prey’);

e |hold on; grid on;

e1 | SUbplot(2,1,2);

e |plot(t,y, "black ', "linewidthy ;3);
e [ Xlabel(- Waktu . (T)7);

s |yYlabel (' Populasi Predator’);

es |hold on; grid on;
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