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ANALISIS DINAMIK MODEL SEIQR PADA PENYEBARAN 

CORONAVIRUS DISEASE 2019 (COVID-19) 

 

ABSTRAK 

Pada skripsi ini dibahas konstruksi dan analisis dinamik model SEIQR 

pada penyebaran COVID-19. Model ini terdiri dari lima subpopulasi 

yaitu subpopulasi rentan (𝑆), terpapar (𝐸), terinfeksi (𝐼), terinfeksi 

yang dikarantina (𝑄), dan subpopulasi sembuh (𝑅). Analisis dinamik 

yang dilakukan adalah menentukan titik kesetimbangan, mencari 

angka reproduksi dasar (ℛ0), serta analisis kestabilan titik 

kesetimbangan. Hasil analisis dinamik menunjukkan model memiliki 

dua titik kesetimbangan yaitu titik kesetimbangan bebas penyakit dan 

titik kesetimbangan endemik. Titik kesetimbangan bebas penyakit 

bersifat stabil asimtotik lokal dan global jika ℛ0 < 1. Titik 

kesetimbangan endemik bersifat stabil asimtotik lokal jika ℛ0 > 1. 

Simulasi numerik yang dilakukan mendukung hasil analisis dinamik 

yang diperoleh.  

 

Kata Kunci: Model SEIQR, COVID-19, titik kesetimbangan, angka 

reproduksi dasar, analisis kestabilan. 
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DYNAMICAL ANALYSIS OF SEIQR MODEL ON 

CORONAVIRUS DISEASE 2019 (COVID-19) SPREAD  

 

ABSTRACT 

This final project discusses the construction and dynamical analysis 

of SEIQR model on COVID-19 spread. This model consists of five 

subpopulations, namely susceptible (𝑆), exposed (𝐸), infected (𝐼), 

isolated (𝑄), and recovered (𝑅) subpopulation. Dynamical analysis 

performed by finding the equilibrium points, basic reproduction 

number (ℛ0), also analyzing of stability of equilibrium points. 

Dynamical analysis shows that there are two equilibrium points, 

namely the disease-free equilibrium point and endemic equilibrium 

point. The disease-free equilibrium is asymptotically stable both 

locally and globally if ℛ0 < 1. The endemic equilibrium is locally 

asymptotically stable if ℛ0 > 1. Numerical simulation supports the 

results of the dynamical analysis. 

Keywords: SEIQR model, COVID-19, equilibrium points, basic 

reproduction number, stability analysis. 
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BAB I  

PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang 

Pada Desember 2019, serangkaian kasus pneumonia yang tidak 

diketahui penyebabnya muncul di Wuhan, Provinsi Hubei, China. 

Patogen penyebab pneumonia tersebut diidentifikasi sebagai RNA 

yang diselimuti betacoronavirus yang saat ini dinamakan severe acute 

respiratory syndrome coronavirus 2 (SARS-Cov-2) (Guan, dkk., 

2020). Virus yang menyebabkan coronavirus disease 2019 (COVID-

19) ditularkan terutama melalui tetesan kecil yang dihasilkan ketika 

orang yang terinfeksi batuk, bersin, atau menghembuskan nafas. 

Tetesan kecil ini terlalu berat untuk berada di udara dan segera jatuh 

ke lantai atau permukaan benda (Zeb, dkk., 2020). 

World Health Organization (WHO) telah menyatakan 

coronavirus disease 2019 (COVID-19) sebagai pandemi global 

(Cucinotta dan Vanelli, 2020). Hal ini dikarenakan tingginya angka 

penyebaran infeksi ke berbagai negara. Tidak terkecuali di Indonesia, 

kasus pertama COVID-19 dilaporkan pada 2 Maret 2020 dengan dua 

kasus positif di pulau Jawa (WHO, 2020a). Sejak pertama kali 

dilaporkan, konfirmasi kasus positif di Indonesia semakin meningkat 

dan dengan cepat menyebar ke pulau-pulau lainnya. Pada 1 November 

2020 kasus positif COVID-19 di Indonesia telah tercatat sebanyak 

410.088 dari total hampir 47 juta kasus secara global dan 1,2 juta 

orang di seluruh dunia harus kehilangan nyawa mereka akibat virus 

tersebut (WHO, 2020b).  

Penelitian tentang COVID-19 telah dan masih terus dilakukan 

meskipun sudah ditemukannya vaksin. Cao, dkk. (2020) mempelajari 

gambaran klinis dari virus corona dan membahas hasil jangka pendek 

pasien COVID-19 dalam perawatan intensif. Pengamatan pertama 

dilakukan pada 18 pasien, selanjutnya pengamatan dilakukan pada 

102 pasien. Nesteruk (2020) mengembangkan model epidemi SIR dan 

membahas secara statistik parameter yang digunakan pada model yang 

diusulkan dan menunjukkan bagaimana mengontrol infeksi. Prem, 

dkk. (2020) membahas efek dari physical distancing atau menjaga 
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jarak pada penyebaran kasus COVID-19 dengan menyimulasikan 

jalur wabah yang sedang berlangsung di Wuhan menggunakan model 

SEIR deterministik terstruktur untuk tindakan physical distancing. 

Wu, dkk. (2020) memperkenalkan model SEIR untuk 

menggambarkan dinamika penularan, dan memperkirakan 

penyebaran penyakit secara nasional dan global, berdasarkan data 

yang dilaporkan dari 31 Desember 2019 hingga 28 Januari 2020. Wu, 

dkk. (2020) juga memperkirakan bahwa angka reproduksi dasar untuk 

COVID-19 adalah sekitar 2.68. Hou, dkk. (2020) mengukur 

efektivitas dari karantina yang dilakukan di Kota Wuhan dengan 

menggunakan model well-mixed SEIR. Rayo, dkk. (2020) 

mengombinasikan model Q-SEIR yaitu model SEIR dengan 

penambahan faktor karantina dengan pengelompokan populasi 

berdasarkan usia untuk meningkatkan keakuratan model.  

Virus COVID-19 dapat dengan mudah menyebar di tempat 

keramaian. Kontak antar satu orang ke orang lain adalah penyebab 

utama penyebaran virus COVID-19. Oleh karena itu, mengkarantina 

atau melakukan isolasi orang yang tertular dapat mengurangi resiko 

penyebaran virus COVID-19. Zeb, dkk. (2020) mengonstruksi model 

penyebaran virus COVID-19 dengan menambahkan subpopulasi 

terinfeksi yang dikarantina. Model dibentuk dengan membagi 

populasi menjadi lima subpopulasi, yaitu subpopulasi rentan (𝑆), 

terpapar (𝐸), terinfeksi (𝐼), terinfeksi yang dikarantina (𝑄), dan 

subpopulasi sembuh (𝑅), sehingga dari lima subpopulasi tersebut 

terbentuk model SEIQR. 

Pada skripsi ini akan dikaji ulang analisis dinamik model 

SEIQR pada penyebaran coronavirus disease 2019 (COVID-19) yang 

telah dibahas oleh Zeb, dkk. (2020). Analisis dinamik yang dilakukan 

pada model meliputi penentuan titik kesetimbangan, angka reproduksi 

dasar, dan analisis kestabilan pada titik kesetimbangan. Pada bagian 

akhir, dilakukan simulasi numerik menggunakan Runge-Kutta orde 

empat untuk mendukung hasil analisis dinamik. 
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1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang tersebut, rumusan masalah yang 

dibahas sebagai berikut. 

1. Bagaimana konstruksi model matematika coronavirus disease 

2019 (COVID-19) dengan adanya subpopulasi terinfeksi yang 

dikarantina? 

2. Bagaimana titik kesetimbangan model dan kestabilan titik 

kesetimbangan tersebut? 

3. Bagaimana hasil simulasi numerik dan interpretasi dari simulasi 

tersebut? 

 

1.3 Tujuan  

Tujuan penulisan skripsi ini adalah sebagai berikut. 

1. Menjelaskan konstruksi model matematika coronavirus disease 

2019 (COVID-19) dengan adanya subpopulasi terinfeksi yang 

dikarantina. 

2. Menentukan titik kesetimbangan model dan kestabilan titik 

kesetimbangan tersebut. 

3. Melakukan simulasi numerik dan menginterpretasikannya untuk 

mendukung hasil analisis model. 
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BAB II  

DASAR TEORI 

2.1 Persamaan Diferensial 

Menurut Finizio dan Ladas (1982), persamaan diferensial 

adalah persamaan yang memuat turunan satu atau beberapa fungsi 

yang tidak diketahui. Suatu persamaan diferensial biasa orde 𝑛 adalah 

suatu persamaan yang dapat ditulis dalam bentuk  

𝑦(𝑛) = 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑦′, … , 𝑦(𝑛−1)) 

dengan 𝑦, 𝑦′, … , 𝑦(𝑛) adalah fungsi dari x. 

Persamaan diferensial biasa dapat dibedakan menjadi 

persamaan diferensial biasa linear dan persamaan diferensial biasa 

nonlinear. Persamaan diferensial orde 𝑛 linear memiliki bentuk umum 

𝑎0(𝑥)𝑦(𝑛) + 𝑎1(𝑥)𝑦(𝑛−1) + ⋯+ 𝑎𝑛(𝑥)𝑦 = 𝑓(𝑥), 

dengan 𝑥 adalah variabel bebas dan 𝑦 adalah variabel tak bebas dan  

𝑎0 ≠ 0. Jika 𝑓(𝑥) = 0 maka Persamaan (2.1) disebut persamaan 

homogen dan jika 𝑓(𝑥) ≠ 0 maka Persamaan (2.1) adalah persamaan 

nonhomogen. Apabila variabel tak bebas atau turunannya berderajat 

lebih dari satu atau memuat perkalian antara variabel tak bebas dengan 

turunannya maka persamaan diferensial biasa tersebut adalah 

persamaan diferensial biasa nonlinear. 

2.2 Sistem Persamaan Diferensial 

Sistem persamaan diferensial adalah suatu sistem dari 𝑛 

persamaan diferensial dengan 𝑛 fungsi yang tidak diketahui, dimana  

𝑛 merupakan bilangan bulat positif lebih besar sama dengan dua 

(Finizio dan Ladas, 1982). Bentuk umum dari suatu sistem persamaan 

diferensial orde pertama berdimensi 𝑛 adalah sebagai berikut: 

 

 

(2.1)

``` 
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𝑑𝑥1

𝑑𝑡
= 𝑔1(𝑡, 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛), 

𝑑𝑥2

𝑑𝑡
= 𝑔2(𝑡, 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛), 

⋮ 
𝑑𝑥𝑛

𝑑𝑡
= 𝑔𝑛(𝑡, 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛), 

dengan 𝑡  adalah variabel bebas dan 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 adalah variabel 

terikat, sehingga 𝑥1 = 𝑥1(𝑡), 𝑥2 = 𝑥2(𝑡), … , 𝑥𝑛 = 𝑥𝑛(𝑡). Notasi 
𝑑𝑥𝑛

𝑑𝑡
 

merupakan derivatif fungsi 𝑥𝑛 terhadap 𝑡, dan 𝑔𝑛 adalah fungsi yang 

tergantung pada variabel 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 dan 𝑡 (Neuhauser, 2004). 

2.3 Sistem Dinamik 

Sistem dinamik adalah suatu sistem yang selalu berubah dan 

dapat diketahui kondisinya di masa yang akan datang jika diketahui 

kondisi saat ini atau masa lampau (Nagle, dkk., 2012). Sistem dinamik 

dibedakan menjadi dua, yaitu sistem dinamik diskret dengan bentuk 

umum 

𝑥⃗𝑡+1 = 𝑓(𝑥⃗𝑡), 𝑡 ∈ ℤ, 𝑥⃗𝑡 ∈ ℝn,  
dan sistem dinamik kontinu dengan bentuk umum 

𝑑𝑥⃗

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑥⃗, 𝑡), 𝑡 ∈ ℝ, 𝑥⃗𝑡 ∈ ℝn. 

Sistem dinamik kontinu dibedakan menjadi sistem autonomous dan 

sistem nonautonomous (Alligood, dkk., 2000). 

2.3.1 Sistem autonomous 

Sistem autonomous adalah suatu sistem persamaan diferensial 

biasa berdimensi 𝑛 yang berbentuk 

𝑑𝑥⃗

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑥⃗), 𝑥⃗ ∈ ℝn 

dengan fungsi 𝑓(𝑥⃗) merupakan fungsi kontinu yang tidak bergantung 

secara eksplisit terhadap variabel bebas 𝑡 (Boyce dan DiPrima, 2012). 

 

 

(2.2)

``` 

(2.3) 

(2.4) 
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Definisi 2.3.1 (Titik Kesetimbangan) 

Titik 𝑥⃗∗ yang memenuhi kondisi 𝑓(𝑥⃗) = 0⃑  disebut titik kritis sistem 

(2.4). Titik kritis 𝑥⃗∗ merupakan solusi dari sistem (2.4) yang bernilai 

konstan karena 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 0⃑ . Keadaan yang menyebabkan 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 0⃑  disebut 

dengan keadaan setimbang dan titik yang memenuhi disebut titik 

kesetimbangan sehingga titik kritis disebut juga titik kesetimbangan 

(Boyce dan DiPrima, 2012). 

 

Definisi 2.3.2 (Kestabilan Titik Kesetimbangan) 

Titik kesetimbangan 𝑥⃗∗ pada sistem Persamaan (2.4) dikatakan 

1. stabil, jika untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat 𝛿 > 0 sedemikian 

sehingga untuk setiap solusi 𝑥⃗(𝑡) sistem (2.4) yang 

ketika 𝑡 = 0 yang memenuhi 

‖𝑥⃗(0) − 𝑥⃗∗‖ < 𝛿 

ada untuk setiap 𝑡 > 0 dan memenuhi 

‖𝑥⃗(𝑡) − 𝑥⃗∗‖ < 𝜀 

untuk setiap 𝑡 ≥ 0, 

2. stabil asimtotik, jika 𝑥⃗∗ stabil dan terdapat 𝛿0 > 0 

sedemikian sehingga jika terdapat suatu solusi 𝑥⃗(𝑡) 

sistem (2.4) memenuhi 

‖𝑥⃗(0) − 𝑥⃗∗‖ < 𝛿0 

maka berlaku 

lim
𝑡→∞

𝑥⃗(𝑡) = 𝑥⃗∗, 

3. tidak stabil, jika tidak memenuhi kriteria stabil. 

(Boyce dan DiPrima, 2012) 

2.3.2 Sistem autonomous linear 

Secara umum sistem autonomous linear berdimensi 𝑛 dapat 

dinyatakan dalam bentuk 
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𝑑𝑥1

𝑑𝑡
= 𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + ⋯+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛, 

𝑑𝑥2

𝑑𝑡
= 𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + ⋯+ 𝑎2𝑛𝑥𝑛, 

⋮ 
𝑑𝑥𝑛

𝑑𝑡
= 𝑎𝑛1𝑥1 + 𝑎𝑛2𝑥2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑛𝑥𝑛. 

 

Persamaan (2.5) dapat dinyatakan dalam bentuk 

𝑑𝑥⃗

𝑑𝑡
= 𝐵𝑥⃗, 

dengan  

𝐵 = [

𝑏11 𝑏12 … 𝑏1𝑛

𝑏21 𝑏22 … 𝑏2𝑛

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑏𝑛1 𝑏𝑛2 … 𝑏𝑛𝑛

] dan 𝑥⃗ = [

𝑥1

𝑥2

⋮
𝑥𝑛

] , 𝑏1𝑗 ∈ ℝ. 

Misalkan 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3, … , 𝜆𝑛 adalah nilai eigen matriks 𝐵 dan det(𝐵) ≠

0, maka 𝑥⃗∗ = 0⃗⃑ adalah satu-satunya titik kesetimbangan sistem (2.6). 

kestabilan titik kesetimbangan sistem (2.6) dapat ditentukan dengan 

teorema berikut. 

Teorema 2.3.2 (Kestabilan Titik Kesetimbangan Sistem 

Autonomous Linear) 

Misalkan 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3, … , 𝜆𝑛 adalah nilai eigen dari matriks koefisien 𝐵 

sistem (2.6) dengan |𝐵| ≠ 0, titik kesetimbangan 𝑥⃗∗ = 0⃗⃑ pada sistem 

(2.6) bersifat 

1. stabil, jika nilai eigen matriks 𝐵 bernilai real negatif dan 

terdapat nilai eigen atau bagian realnya bernilai nol, 

2. stabil asimtotik, jika seluruh nilai eigen matriks 𝐵 bernilai 

real negatif atau bagian realnya negatif, 

3. tidak stabil, jika setidaknya terdapat satu nilai eigen bernilai 

real positif atau bagian realnya positif. 

(Finizio dan Ladaz, 1982) 

(2.5) 

(2.6) 
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2.3.3 Sistem autonomous nonlinear 

Misal sistem (2.4) adalah sistem autonomous nonlinear dengan 

persamaan dan fungsi 𝑓𝑖 merupakan fungsi nonlinear yang 

mempunyai turunan parsial yang kontinu di titik 𝑥⃗∗. Deret Taylor 

fungsi 𝑓𝑖 di sekitar untuk 𝑥⃗∗ untuk 𝑖 = 1,2,… , 𝑛 adalah 

𝑓𝑖(𝑥⃗) = 𝑓𝑖(𝑥⃗
∗) + ∑

𝜕𝑓𝑖(𝑥⃗
∗)

𝜕𝑥𝑗
(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗

∗) + 𝜂𝑖(𝑥⃗
∗),

𝑛

𝑗=1
 

dengan 𝜂𝑖(𝑥⃗
∗) adalah suku sisa pada hampiran orde satu yang 

memenuhi sifat  

lim
𝑥 →𝑥 ∗

𝜂(𝑥 )

‖𝑤⃑⃑ ‖
= 0,  𝑖 = 1,2,… , 𝑛 

dengan 𝑤⃗⃑⃑ = (𝑤1, 𝑤2, . . , 𝑤𝑛) = 𝑥⃗ − 𝑥⃗∗, sehingga diperoleh 

𝑤⃗⃑⃑′ = (𝑥⃗ − 𝑥⃗∗)′ = 𝑥⃗′. 

Oleh karena 𝑓𝑖(𝑥⃗
∗) = 0⃗⃑ untuk 𝑖 = 1,2,… , 𝑛, maka sistem 

Persamaan (2.7) dapat ditulis sebagai 

𝑤⃗⃑⃑′ = 𝐽𝑤⃗⃑⃑ + 𝜂, 
 

dengan  

𝐽 =

[
 
 
 
 
 
𝜕𝑓1(𝑥⃗𝑖

∗)

𝜕𝑥1
…

𝜕𝑓1(𝑥⃗𝑖
∗)

𝜕𝑥𝑛

⋮ ⋱ ⋮
𝜕𝑓𝑛(𝑥⃗𝑖

∗)

𝜕𝑥1
…

𝜕𝑓𝑛(𝑥⃗𝑖
∗)

𝜕𝑥𝑛 ]
 
 
 
 
 

 

disebut matriks Jacobi, 𝜂 bernilai sangat kecil untuk 𝑥⃗ yang berada 

dekat dengan 𝑥⃗∗, sehingga ‖𝜂‖ ≪ ‖𝑤⃗⃑⃑‖ atau 𝜂 → 0. Oleh karena itu, 

nilai 𝜂 dapat diabaikan dan sistem (2.8) dapat dihampiri oleh sistem 

linear  

𝑤⃗⃑⃑′ = 𝐽𝑤⃗⃑⃑. 

Jika 𝑥⃗ = 𝑥⃗∗, maka 𝑤⃗⃑⃑∗ = 0⃗⃑, sehingga titik kesetimbangan sistem 

(2.9) adalah 𝑤⃗⃑⃑∗ = 0⃗⃑. Proses ini dinamakan dengan linearisasi. 

(2.7) 

(2.8) 

(2.9) 
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Kestabilan titik kesetimbangan sistem autonomous nonlinear 

bergantung pada kestabilan titik kesetimbangan sistem hasil 

linearisasi, seperti yang dinyatakan pada Teorema 2.3.3. 

(Boyce dan DiPrima, 2012) 

Teorema 2.3.3 (Kestabilan Titik Kesetimbangan Sistem 

Autonomous Nonlinear) 

Titik kesetimbangan sistem autonomous nonlinear bersifat 

1. stabil asimtotik, jika titik kesetimbangan sistem hasil linearisasi 

stabil asismtotik, 

2. tak stabil, jika titik kesetimbangan sistem hasil linearisasi tak 

stabil. 

(Boyce dan DiPrima, 2012) 

2.4 Angka Reproduksi Dasar 

Pada model epidemi, angka reproduksi dasar (ℛ0) menyatakan 

rata-rata banyaknya individu baru yang terinfeksi oleh individu yang 

terinfeksi sebelumnya dalam populasi rentan. Angka reproduksi dasar 

(ℛ0) digunakan untuk menentukan ada atau tidaknya penyebaran 

penyakit dalam suatu populasi. Jika ℛ0 < 1 maka banyaknya individu 

baru yang tertular oleh satu individu yang terinfeksi berjumlah kurang 

dari satu individu, sehingga penyakit secara perlahan akan menghilang 

dari populasi tidak terjadi penyebaran penyakit. Jika ℛ0 > 1 maka 

banyaknya individu yang tertular oleh satu individu yang terinfeksi 

berjumlah lebih dari satu individu, sehingga penyakit akan menyebar 

(Hefferman, dkk., 2005). 

 

2.5 Matriks Generasi Selanjutnya 

Matriks generasi selanjutnya (Next Generation Matrix) adalah 

pendekatan umum yang dapat digunakan untuk mencari angka 

reproduksi dasar (ℛ0). Misalkan terdapat 𝑛 kompartemen di  mana 𝑚 

diantaranya adalah kompartemen terinfeksi. Didefinisikan 

𝑥⃗ = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) 

dengan 𝑥𝑖 menyatakan banyaknya individu pada kompartemen ke-𝑖. 

Misalkan 𝐹𝑖(𝑥⃗) adalah tingkat kemunculan infeksi baru pada 
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kompartemen ke-𝑖, dan 𝑉𝑖(𝑥⃗) = 𝑉𝑖
−(𝑥⃗) − 𝑉𝑖

+(𝑥⃗) dengan 𝑉𝑖
+(𝑥⃗) 

adalah tingkat perpindahan individu ke dalam kompartemen ke-𝑖, dan 

𝑉𝑖
−(𝑥⃗) adalah tingkat perpindahan individu keluar kompartemen ke-𝑖. 

𝐹𝑖(𝑥⃗) − 𝑉𝑖(𝑥⃗) menyatakan tingkat perubahan dari 𝑥𝑖. Matriks generasi 

selanjutnya didefinisikan sebagai 𝐹𝑉−1 dengan 

𝐹 = [
𝜕𝐹𝑖(𝑥0)

𝜕𝑥𝑗
] , 𝑉 = [

𝜕𝑉𝑖(𝑥0)

𝜕𝑥𝑗
] ,       𝑖, 𝑗 = 1,2,… ,𝑚, 

dan 𝑥0 adalah titik kesetimbangan bebas penyakit. Angka reproduksi 

dasar ℛ0 = 𝜌(𝐹𝑉−1) yaitu nilai absolut terbesar dari nilai eigen 

matriks 𝐹𝑉−1 yang didefinisikan sebagai spektral radius dari matriks 

𝐹𝑉−1. 

(Hefferman, dkk., 2005) 

2.6 Kriteria Routh-Hurwitz 

Dalam beberapa kasus tertentu, sulit untuk menentukan akar-

akar persamaan karakteristik. Salah satu cara mengetahui kestabilan 

titik kesetimbangan tanpa harus menentukan akar-akar persamaan 

karakteristiknya yaitu dengan memanfaatkan kriteria Routh Hurwitz. 

Kestabilan titik kesetimbangan sistem linear bergantung pada tanda 

akar persamaan karakteristik atau nilai eigen (𝜆) suatu matriks. Suatu 

sistem linear berderajat 𝑛 mempunyai persamaan karakteristik  

𝑃(𝜆) =  𝜆𝑛 + 𝑎1𝜆
𝑛−1 + 𝑎2𝜆

𝑛−2 + ⋯+ 𝑎𝑛 = 0, 

dengan koefisien 𝑎𝑖, 𝑖 =  1,2,3,… , 𝑛 adalah bilangan real dan 𝑎𝑛 ≠

0. Titik kesetimbangan sistem tersebut bersifat stabil asimtotik jika 

akar-akar persamaan karakteristiknya memiliki bagian real negatif.   

Teorema 2.6 (Kriteria Routh-Hurwitz) 

Akar-akar Persamaan (2.10) mempunyai bagian real negatif jika dan 

hanya jika  

1. 𝐷1 = |𝑎1| > 0, 

2. 𝐷2 = |
𝑎1 𝑎3

1 𝑎2
| = 𝑎1𝑎2 − 𝑎3 > 0, 

3. 𝐷3 = |

𝑎1 𝑎3 𝑎5

1 𝑎2 𝑎4

0 𝑎1 𝑎3

| = 𝑎1𝑎2𝑎3 − 𝑎3
2 − 𝑎1

2 − 𝑎4 > 0, 

(2.10) 
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4. 𝐷𝑘 =
|

|

𝑎1 𝑎3 𝑎5 … 𝑎2𝑘−1 
1 𝑎2 𝑎4 … 𝑎2𝑘−2

0 𝑎1 𝑎3 … 𝑎2𝑘−3

0 1 𝑎2 … 𝑎2𝑘−4

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 0 … 𝑎𝑘

|

|
> 0, 𝑘 = 1,2,3,… , 𝑛. 

 

Misalkan diberikan persamaan karakteristik berderajat tiga sebagai 

berikut. 

𝑃(𝜆) =  𝜆3 + 𝑎1𝜆
2 + 𝑎2𝜆 + 𝑎3 = 0, 

Akar Persamaan (2.11) memiliki bagian real negatif jika dan hanya 

jika 

1. 𝐷1 = |𝑎1| > 0, 

2. 𝐷2 = |
𝑎1 𝑎3

1 𝑎2
| = 𝑎1𝑎2 − 𝑎3 > 0, 

3. 𝐷3 = |

𝑎1 𝑎3 0
1 𝑎2 0
0 𝑎1 𝑎3

| = 𝑎1𝑎2𝑎3 − 𝑎3
2 > 0, sehingga 𝑎3 > 0. 

 

(Murray, 2002) 

2.7 Fungsi Lyapunov 

Kestabilan titik kesetimbangan dibedakan menjadi kestabilan 

lokal dan global. Kestabilan lokal titik kesetimbangan sistem 

autonomous nonlinear dapat ditentukan dengan melakukan linearisasi, 

sedangkan kestabilan global titik kesetimbangan dapat ditentukan 

dengan menggunakan fungsi Lyapunov. Misalkan 𝑥⃗∗ adalah suatu 

titik kesetimbangan persamaan diferensial 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑥⃗) dan misalkan 

suatu fungsi ℒ:ℝ𝑛 → ℝ. Selanjutnya didefinisikan fungsi Lyapunov 

lemah dan fungsi Lyapunov kuat. 

 

Definisi 2.7.1 (Fungsi Lyapunov Lemah) 

Fungsi ℒ disebut fungsi Lyapunov lemah untuk 𝑥⃗∗ jika terdapat suatu 

persekitaran 𝑊 ∈ ℝ𝑛 pada 𝑥⃗∗ yang memenuhi kondisi sebagai 

berikut. 

(2.11) 
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1. ℒ(𝑥⃗∗) = 0 dan ℒ(𝑥⃗) > 0, ∀𝑥⃗ ≠ 𝑥⃗∗ ∈ 𝑊. 

2. ℒ′(𝑥⃗) ≤ 0, ∀𝑥⃗ ∈ 𝑊. 

(Alligood, dkk,. 2000) 

 

Definisi 2.7.2 (Fungsi Lyapunov Kuat) 

Fungsi ℒ disebut fungsi Lyapunov kuat untuk 𝑥⃗∗ jika terdapat suatu 

persekitaran 𝑊 ∈ ℝ𝑛 pada 𝑥⃗∗ yang memenuhi kondisi sebagai 

berikut. 

1. ℒ(𝑥⃗∗) = 0 dan ℒ(𝑥⃗) > 0, ∀𝑥⃗ ≠ 𝑥⃗∗ ∈ 𝑊. 

2. ℒ′(𝑥⃗) < 0, ∀𝑥⃗ ≠ 𝑥⃗∗ ∈ 𝑊. 

(Alligood, dkk,. 2000) 

Teorema 2.7 Kestabilan Global dengan Fungsi Lyapunov 

Misalkan 𝑥⃗∗ adalah suatu titik kesetimbangan persamaan diferensial 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑥⃗), titik kesetimbangan 𝑥⃗∗ bersifat sebagai berikut. 

1. stabil global, jika terdapat suatu fungsi Lyapunov lemah untuk 𝑥⃗∗. 

2. stabil asimtotik global, jika terdapat suatu fungsi Lyapunov kuat 

untuk 𝑥⃗∗. 
(Alligood, dkk,. 2000)  

2.8 Model Epidemi 

Model matematika penyebaran penyakit secara umum dimulai 

dari membagi populasi menjadi beberapa subpopulasi. Salah satunya 

adalah model SIR. Model SIR membagi populasi menjadi tiga 

subpopulasi yaitu subpopulasi rentan (𝑆), terinfeksi (𝐼), dan sembuh 

(𝑅). Nesteruk (2020) menggunakan model SIR untuk mengetahui laju 

perpindahan penyakit COVID-19 di China. Diasumsikan populasi 

𝑁 = 𝑆 + 𝐼 + 𝑅 konstan, dengan model kompartemen seperti 

ditunjukkan pada Gambar 2.1. 

 

 

Gambar 2.1 Model kompartemen SIR COVID-19 

S I R 𝛼𝑆𝐼  𝜌𝐼  
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Model tersebut memiliki dua parameter yaitu parameter 𝜌 dan 𝛼. 

Parameter 𝜌 menyatakan laju perpindahan dari subpopulasi terinfeksi 

ke subpopulasi sembuh, dan parameter 𝛼 menyatakan laju 

perpindahan dari subpopulasi rentan ke subpopulasi terinfeksi. 

Berdasarkan diagram kompartemen pada Gambar 2.1 diperoleh 

persamaan model sebagai berikut: 

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= −𝛼𝑆𝐼, 

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝛼𝑆𝐼 − 𝜌𝐼, 

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝜌𝐼. 

2.9 Metode Runge Kutta Orde-4 

Metode Runge-Kutta Orde-4 adalah metode numerik yang  

digunakan untuk mengaproksimasi solusi masalah nilai awal order 

pertama. Metode ini memberikan hasil ketelitian yang lebih besar 

dibandingkan metode lain dengan error 𝑂(ℎ4). Bentuk umum dari 

metode Runge-Kutta Orde-4 sebagai berikut. 

𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 +
1

6
ℎ(𝑘1 + 2𝑘2 + 2𝑘3 + 𝑘4), 

 

dengan 

𝑘1 = 𝑓(𝑥𝑖, 𝑦𝑖), 

𝑘2 = 𝑓 (𝑥𝑖 +
1

2
ℎ, 𝑦𝑖 +

1

2
𝑘1ℎ) 

𝑘3 = 𝑓 (𝑥𝑖 +
1

2
ℎ, 𝑦𝑖 +

1

2
𝑘2ℎ) 

𝑘4 = 𝑓(𝑥𝑖 + ℎ, 𝑦𝑖 + 𝑘3ℎ). 

(Chapra dan Canale, 2010) 
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BAB III 

PEMBAHASAN 

Pada bab ini dibahas konstruksi model penyebaran virus 

COVID-19 dengan adanya subpopulasi yang dikarantina. Selanjutnya, 

dilakukan analisis dinamik pada model yang meliputi penentuan titik 

kesetimbangan, kestabilan lokal, dan kestabilan global titik 

kesetimbangan bebas penyakit. Pada bagian akhir dilakukan simulasi 

numerik dengan menggunakan metode Runge-Kutta orde empat untuk 

mendukung hasil analisis yang diperoleh. 

3.1 Konstruksi Model 

Model dibentuk dengan membagi populasi menjadi lima 

subpopulasi, yaitu subpopulasi rentan (𝑆), terpapar (𝐸), terinfeksi (𝐼), 

terinfeksi yang dikarantina (𝑄), dan subpopulasi sembuh (𝑅). 

Diasumsikan bahwa penyakit ini memberikan kekebalan permanen 

kepada penderitanya sehingga bagi individu yang telah tertular dan 

sembuh tidak akan tertular kembali. Pada model ini tidak dibedakan 

antara kematian dikarenakan COVID-19 atau dikarenakan kematian 

alami. Model penyebaran COVID-19 dengan adanya subpopulasi 

yang dikarantina disajikan dalam diagram kompartemen pada Gambar 

3.1. 

 

Gambar 3.1 Diagram kompartemen model penyebaran COVID-19 

dengan adanya subpopulasi yang dikarantina 

Model matematika penyebaran COVID-19 diperoleh dengan 

mendeskripsikan Gambar 3.1. Terdapat tujuh parameter yang 

mempengaruhi laju masing-masing subpopulasi. Parameter 𝐴 sebagai 

laju bertambahnya individu ke dalam subpopulasi rentan. Parameter 𝜋 
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menyatakan laju perpindahan subpopulasi terpapar ke subpopulasi 

terinfeksi. Parameter 𝛾 menyatakan laju perpindahan subpopulasi 

terpapar ke subpopulasi karantina. Selanjutnya, laju perpindahan 

subpopulasi terinfeksi ke subpopulasi karantina dinyatakan dengan 

parameter 𝜎. Laju perpindahan subpopulasi karantina ke subpopulasi 

sembuh dinyatakan dengan parameter 𝜃. Parameter 𝐴 menyatakan laju 

kelahiran dan parameter 𝜇 menyatakan laju kematian. 

 

3.1.1 Laju perubahan subpopulasi rentan 

Perubahan jumlah individu pada subpopulasi rentan (𝑆) 

dipengaruhi oleh laju bertambahnya individu ke dalam subpopulasi 

rentan, laju  kematian, perubahan individu yang rentan (𝑆) menjadi 

individu yang terinfeksi (𝐼), dan perubahan individu yang rentan (𝑆) 

menjadi individu yang terpapar (𝐸).  Masuknya individu baru ke 

dalam subpopulasi 𝑆 mengakibatkan jumlah individu pada 

subpopulasi 𝑆 bertambah dengan laju sebesar 𝐴. Individu pada 

subpopulasi 𝑆 terinfeksi virus COVID-19 ketika berinteraksi dengan 

subpopulasi 𝐼. Adanya interaksi tersebut menyebabkan individu pada 

subpopulasi 𝑆 berkurang dengan laju sebesar 𝛽𝑆𝐼. Individu pada 

subpopulasi 𝑆 terpapar ketika berinteraksi dengan subpopulasi 𝐸 

sehingga menyebabkan individu pada subpopulasi 𝑆 berkurang 

dengan laju yang sama yaitu sebesar 𝛽𝑆𝐸. Jumlah individu pada 

subpopulasi 𝑆 dapat berkurang karena kematian dengan laju sebesar 

𝜇𝑆. Dengan demikian, laju perubahan subpopulasi rentan (𝑆) terhadap 

waktu 𝑡 dapat dinyatakan sebagai 

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= 𝐴 − 𝜇𝑆 − 𝛽𝑆(𝐸 + 𝐼). 

3.1.2 Laju perubahan subpopulasi terpapar 

Interaksi antara individu pada subpopulasi 𝑆 dengan individu 

pada subpopulasi 𝐸 dan subpopulasi 𝐼 menyebabkan jumlah individu 

pada subpopulasi 𝐸 bertambah dengan laju sebesar 𝛽𝑆(𝐸 + 𝐼). 

Individu yang terpapar namun belum sepenuhnya terinfeksi 

selanjutnya akan dikarantina yang menyebabkan jumlah individu pada 

(3.1) 
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subpopulasi 𝐸 berkurang dengan laju sebesar 𝛾𝐸. Individu yang 

terpapar dan dinyatakan terinfeksi akan menyebabkan jumlah individu 

pada subpopulasi 𝐸 berkurang dengan laju sebesar 𝜋𝐸. Jumlah 

individu pada subpopulasi 𝐸 dapat berkurang karena kematian dengan 

laju sebesar 𝜇𝐸. Dengan demikian, laju perubahan subpopulasi 

terpapar (𝐸) terhadap waktu 𝑡 dapat dinyatakan sebagai 

𝑑𝐸

𝑑𝑡
= 𝛽𝑆(𝐸 + 𝐼) − 𝛾𝐸 − 𝜋𝐸 − 𝜇𝐸. 

3.1.3 Laju perubahan subpopulasi terinfeksi 

Bertambahnya jumlah individu pada subpopulasi 𝐼 disebabkan 

oleh adanya individu terpapar yang sepenuhnya terinfeksi dengan laju 

sebesar 𝜋𝐸. Individu yang terinfeksi selanjutnya akan dikarantina 

yang menyebabkan jumlah individu pada subpopulasi 𝐸 berkurang 

dengan laju sebesar 𝜎𝐼. Jumlah individu pada subpopulasi 𝐼 dapat 

berkurang karena kematian dengan laju sebesar 𝜇𝐼. Dengan demikian, 

laju perubahan subpopulasi terinfeksi (𝐼) terhadap waktu 𝑡 dapat 

dinyatakan sebagai 

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝜋𝐸 − 𝜎𝐼 − 𝜇𝐼. 

3.1.4 Laju perubahan subpopulasi karantina 

Bertambahnya jumlah individu pada subpopulasi 𝑄 disebabkan 

oleh adanya individu terpapar COVID-19 yang akan dikarantina 

dengan laju sebesar 𝛾𝐸, ditambah dengan individu yang telah 

terinfeksi COVID-19 akan dikarantina dengan laju sebesar 𝜎𝐼. Ketika 

individu pada subpopulasi karantina (𝑄) telah sembuh maka akan 

menyebabkan individu pada subpopulasi 𝑄 berkurang dengan laju 

sebesar 𝜃𝑄. Jumlah individu pada subpopulasi 𝑄 dapat berkurang 

karena kematian dengan laju sebesar 𝜇𝑄. Dengan demikian, laju 

perubahan subpopulasi karantina (𝑄) terhadap waktu 𝑡 dapat 

dinyatakan sebagai 

𝑑𝑄

𝑑𝑡
= 𝛾𝐸 + 𝜎𝐼 − 𝜃𝑄 − 𝜇𝑄. 

(3.2) 

(3.3) 

(3.4) 
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3.1.5 Laju perubahan subpopulasi sembuh 

Bertambahnya jumlah individu pada subpopulasi 𝑅 disebabkan 

oleh adanya individu terpapar COVID-19 yang dikarantina telah 

sembuh dengan laju sebesar 𝜃𝑄. Kemudian, jumlah individu pada 

subpopulasi 𝑅 dapat berkurang karena kematian dengan laju sebesar 

𝜇𝑅. Dengan demikian, laju perubahan subpopulasi karantina (𝑄) 

terhadap waktu 𝑡 dapat dinyatakan sebagai 

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝜃𝑄 − 𝜇𝑅. 

 

Berdasarkan uraian tersebut, diperoleh model penyebaran 

COVID-19 dengan subpopulasi karantina dalam bentuk sistem 

persamaan diferensial nonlinear sebagai berikut. 

 

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= 𝐴 − 𝜇𝑆 − 𝛽𝑆(𝐸 + 𝐼), 

𝑑𝐸

𝑑𝑡
= 𝛽𝑆(𝐸 + 𝐼) − 𝛾𝐸 − 𝜋𝐸 − 𝜇𝐸, 

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝜋𝐸 − 𝜎𝐼 − 𝜇𝐼, 

𝑑𝑄

𝑑𝑡
= 𝛾𝐸 + 𝜎𝐼 − 𝜃𝑄 − 𝜇𝑄, 

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝜃𝑄 − 𝜇𝑅. 

 

Oleh karena  𝑅(𝑡) tidak berpengaruh pada empat persamaan pertama, 

maka untuk analisis dinamik model, sistem (3.6) dapat disederhanakan 

menjadi  

(3.5) 

(3.6) 
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𝑑𝑆

𝑑𝑡
= 𝐴 − 𝜇𝑆 − 𝛽𝑆(𝐸 + 𝐼), 

𝑑𝐸

𝑑𝑡
= 𝛽𝑆(𝐸 + 𝐼) − 𝛾𝐸 − 𝜋𝐸 − 𝜇𝐸, 

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝜋𝐸 − 𝜎𝐼 − 𝜇𝐼, 

𝑑𝑄

𝑑𝑡
= 𝑦𝐸 + 𝜎𝐼 − 𝜃𝑄 − 𝜇𝑄. 

Selanjutnya dilakukan normalisasi terhadap sistem Persamaan (3.7) 

dengan memisalkan 

𝑁 =
𝐴

𝜇
, 𝑠 =

𝑆

𝑁
, 𝑒 =

𝐸

𝑁
, 𝑖 =

𝐼

𝑁
, 𝑞 =

𝑄

𝑁
 

didapat 

𝑑𝑠

𝑑𝑡
= 𝜇 − 𝜇𝑠 − 𝛽𝑁𝑠(𝑒 + 𝑖), 

𝑑𝑒

𝑑𝑡
= 𝛽𝑁𝑠(𝑒 + 𝑖) − 𝜋𝑒 − (𝜇 + 𝛾)𝑒, 

𝑑𝑖

𝑑𝑡
= 𝜋𝑒 − 𝜎𝑖 − 𝜇𝑖, 

𝑑𝑞

𝑑𝑡
= 𝛾𝑒 + 𝜎𝑖 − 𝜃𝑞 − 𝜇𝑞. 

dengan nilai awal 

𝑠(0) = 𝑠0 ≥ 0, 𝑒(0) = 𝑒0 ≥ 0, 𝑖(0) = 𝑖0 ≥ 0, 𝑞(0) = 𝑞0 ≥ 0. 

3.2 Titik Kesetimbangan Model dan Angka Reproduksi Dasar 

Berdasarkan Definisi 2.3.1, titik kesetimbangan sistem (3.8) 

diperoleh ketika 

(3.7) 

(3.8a) 

(3.8b) 

(3.8c) 

(3.8d) 
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𝑑𝑠

𝑑𝑡
=

𝑑𝑒

𝑑𝑡
=

𝑑𝑖

𝑑𝑡
=

𝑑𝑞

𝑑𝑡
= 0, 

sehingga  

𝜇 − 𝜇𝑠 − 𝛽𝑁𝑠(𝑒 + 𝑖) = 0, 

𝛽𝑁𝑠(𝑒 + 𝑖) − 𝜋𝑒 − (𝜇 + 𝛾)𝑒 = 0, 

𝜋𝑒 − 𝜎𝑖 − 𝜇𝑖 = 0, 

𝛾𝑒 + 𝜎𝑖 − 𝜃𝑞 − 𝜇𝑞 = 0. 

 

Jika 𝑖 = 0, maka Persamaan (3.9c) menjadi 

𝜋𝑒 = 0 

𝑒 = 0. 

Selanjutnya, 𝑖 = 0 dan Persamaan (3.10) disubstitusikan ke 

Persamaan (3.9a) diperoleh 

𝜇 − 𝜇𝑠 − 𝛽𝑁𝑠(0 + 0) = 0, 

𝜇 − 𝜇𝑠 = 0, 

𝜇 = 𝜇𝑠, 

𝑠 = 1. 

Berikutnya, 𝑖 = 0 dan Persamaan (3.10) disubstitusikan ke Persamaan 

(3.9d) diperoleh 

𝛾(0) + 𝜎(0) − 𝑞(𝜃 + 𝜇) = 0, 

−𝑞(𝜃 + 𝜇) = 0, 

𝑞 = 0. 

Berdasarkan perhitungan tersebut, diperoleh titik 

kesetimbangan pertama yaitu 𝐶0 = (𝑠0, 𝑒0, 𝑖0, 𝑞0) = (1,0,0,0). Titik 

(3.9a) 

(3.9b) 

(3.9c) 

(3.9d) 

(3.10) 

(3.11) 

(3.12) 
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𝐶0 disebut titik kesetimbangan bebas penyakit (disease-free 

equilibrium) karena tidak ada individu yang menyebarkan virus. 

Angka reproduksi dasar (ℛ0) diperoleh dengan menggunakan 

matriks generasi selanjutnya. Dalam hal ini kompartemen yang teribat 

adalah kompartemen terpapar dan terinfeksi yaitu kompartemen 𝐸 dan 

kompartemen 𝐼. Dari Persamaan (3.8b) dan (3.8c) dibentuk matriks ℱ 

dan 𝒱 sebagai berikut 

ℱ = (
𝛽𝑁𝑠(𝑒 + 𝑖)

0
) 

dan 

𝒱 = (
𝑒(𝜋 + 𝜇 + 𝛾)

−𝜋𝑒 + 𝑖(𝜎 + 𝜇)
). 

Selanjutnya  dapat dibentuk matriks 𝐹 yang merupakan matriks Jacobi 

dari ℱ sebagai berikut 

𝐹 = (

𝑑ℱ1

𝑑𝑒

𝑑ℱ1

𝑑𝑖
𝑑ℱ2

𝑑𝑒

𝑑ℱ2

𝑑𝑖

) = (
𝛽𝑁𝑠 𝛽𝑁𝑠
0 0

), 

dan diperoleh 𝐹 pada titik 𝐶0, yaitu 

𝐹(𝐶0) = (
𝛽𝑁 𝛽𝑁
0 0

). 

Selanjutnya dibentuk matriks 𝑉 yang merupakan matriks Jacobi dari 

𝒱 sebagai berikut   

𝑉 = (

𝑑𝒱1

𝑑𝑒

𝑑𝒱1

𝑑𝑖
𝑑𝒱2

𝑑𝑒

𝑑𝒱2

𝑑𝑖

) = (
𝜋 + 𝜇 + 𝛾 0

−𝜋 𝜎 + 𝜇
) 

dan diperoleh 𝑉 pada titik 𝐶0, yaitu 
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𝑉(𝐶0) = (
𝜋 + 𝜇 + 𝛾 0

−𝜋 𝜎 + 𝜇
). 

Invers dari matriks 𝑉 dapat ditentukan sebagai berikut 

(𝑉(𝐶0))
−1

=
1

(𝜎 + 𝜇)(𝜋 + 𝜇 + 𝛾)
(
𝜎 + 𝜇 0

𝜋 𝜋 + 𝜇 + 𝛾
), 

(𝑉(𝐶0))
−1

=

(

 

1

𝜋 + 𝜇 + 𝛾
0

𝜋

(𝜎 + 𝜇)(𝜋 + 𝜇 + 𝛾)

1

𝜎 + 𝜇)

 . 

Matriks generasi selanjutnya didefinisikan sebagai 

𝐾 =  𝐹(𝐶0)(𝑉(𝐶0))
−1

, 

𝐾 = (
𝛽𝑁 𝛽𝑁
0 0

)(

1

𝜋+𝜇+𝛾
0

𝜋

(𝜎+𝜇)(𝜋+𝜇+𝛾)

1

𝜎+𝜇

), 

 𝐾 = (
𝛽𝑁

𝜋+𝜇+𝛾
+

𝛽𝑁𝜋

(𝜎+𝜇)(𝜋+𝜇+𝛾)

𝛽𝑁

𝜎+𝜇
 

0 0
). 

Nilai eigen matriks 𝐾 diperoleh dengan menyelesaikan persamaan 

|𝐾 − 𝜆𝐼| = 0, sebagai berikut 

|𝐾 − 𝜆𝐼| = 0, 

|(
𝛽𝑁

𝜋 + 𝜇 + 𝛾
+

𝛽𝑁𝜋

(𝜎 + 𝜇)(𝜋 + 𝜇 + 𝛾)

𝛽𝑁

𝜎 + 𝜇
 

0 0

) − (
𝜆 0
0 𝜆

)| = 0, 

|(
𝛽𝑁(𝜎 + 𝜇) + 𝛽𝑁𝜋

(𝜎 + 𝜇)(𝜋 + 𝜇 + 𝛾)
− 𝜆

𝛽𝑁

𝜎 + 𝜇
 

0 −𝜆

)| = 0. 

Dari persamaan karakteristik, diperoleh nilai eigen matriks 𝐾 adalah 

𝜆1 = 0 dan 𝜆2 =
𝛽𝑁(𝜎+𝜇+𝜋)

(𝜎+𝜇)(𝜋+𝜇+𝛾)
. 
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Angka reproduksi dasar ℛ0 diperoleh dari spektral radius dari matriks 

𝐾 atau modulus nilai eigen terbesar dari matriks 𝐾, yaitu 

ℛ0 =
𝛽𝑁(𝜎 + 𝜇 + 𝜋)

(𝜎 + 𝜇)(𝜋 + 𝜇 + 𝛾)
. 

Selanjutnya, akan dicari titik kesetimbangan kedua yaitu ketika 𝑖 ≠ 0. 

Jika 𝑖 ≠ 0 maka dari Persamaan (3.9d) didapat  

𝜋𝑒 − 𝑖(𝜎 + 𝜇) = 0, 

𝜋𝑒 = 𝑖(𝜎 + 𝜇), 

𝑒 =
𝑖(𝜎 + 𝜇)

𝜋
. 

Persamaan (3.13) disubstitusikan ke Persamaan (3.9b) diperoleh 

𝛽𝑁𝑠 (
𝑖(𝜎 + 𝜇)

𝜋
+ 𝑖) − 𝜋

𝑖(𝜎 + 𝜇)

𝜋
− (𝜇 + 𝛾)

𝑖(𝜎 + 𝜇)

𝜋
= 0, 

dan sesuai dengan perhitungan pada Lampiran 1 diperoleh 

𝑠 =
(𝜎 + 𝜇)(𝜇 + 𝛾 + 𝜋)

𝛽𝑁(𝜎 + 𝜇 + 𝜋)
, 

𝑠 =
1

ℛ0
. 

Persamaan (3.13) dan (3.14) disubstitusikan ke Persamaan (3.9a) 

diperoleh 

𝜇 − 𝜇
(𝜎 + 𝜇)(𝜇 + 𝛾 + 𝜋)

𝛽𝑁(𝜎 + 𝜇 + 𝜋)
− 𝛽𝑁

(𝜎 + 𝜇)(𝜇 + 𝛾 + 𝜋)

𝛽𝑁(𝜎 + 𝜇 + 𝜋)
(
𝑖(𝜎 + 𝜇)

𝜋
+ 𝑖) = 0, 

dan sesuai dengan perhitungan pada Lampiran 2 diperoleh 

𝑖 =
𝜇𝜋(ℛ0 − 1)

𝛽𝑁(𝜎 + 𝜇 + 𝜋)
. 

(3.13) 

(3.14) 

(3.15) 
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Berikutnya, Persamaan (3.13) dan (3.15) disubstitusikan ke 

Persamaan (3.9d) diperoleh 

𝛾
𝑖(𝜎 + 𝜇)

𝜋
+ 𝜎

𝜇𝜋(ℛ0 − 1)

𝛽𝑁(𝜎 + 𝜇 + 𝜋)
− 𝜃𝑞 − 𝜇𝑞 = 0, 

dan sesuai dengan perhitungan pada Lampiran 3 diperoleh 

𝑞 =
𝛾(𝜎 + 𝜇) + 𝜎𝜋

𝜋(𝜃 + 𝜇)
∙ 𝑖∗. 

 

 Berdasarkan Persamaan (3.13), (3.14), (3.15), dan (3.16) 

diperoleh 𝐶∗ = (𝑠∗, 𝑒∗, 𝑖∗, 𝑞∗) dengan 

𝑠∗ =
(𝜎 + 𝜇)(𝜇 + 𝛾 + 𝜋)

𝛽𝑁(𝜎 + 𝜇 + 𝜋)
=

1

ℛ0
, 

𝑒∗ =
𝑖(𝜎 + 𝜇)

𝜋
, 

𝑖∗ =
𝜇𝜋(ℛ0 − 1)

𝛽𝑁(𝜎 + 𝜇 + 𝜋)
, 

𝑞 =
𝛾(𝜎 + 𝜇) + 𝜎𝜋

𝜋(𝜃 + 𝜇)
𝑖∗. 

dengan syarat eksistensi 𝑅0 > 1. 

3.3 Analisis Kestabilan Lokal 

Sistem (3.8) merupakan sistem autonomous nonlinear, sehingga 

sifat kestabilan lokal titik kesetimbangan model bergantung pada hasil 

linearisasi sistem. Berdasarkan langkah langkah linearisasi pada 

Subbab 2.3.3 diperoleh matriks Jacobi sistem (3.8) sebagai berikut. 

𝐽 =

[
 
 
 
−𝜇 − 𝛽𝑁(𝑒 + 𝑖) −𝛽𝑁𝑠 −𝛽𝑁𝑠 0

𝛽𝑁(𝑒 + 𝑖) 𝛽𝑁𝑠 − 𝜋 − (𝜇 + 𝛾) 𝛽𝑁𝑠 0

0 𝜋 −(𝜎 + 𝜇) 0

0 𝛾 𝜎 −(𝜃 + 𝜇)]
 
 
 

. 

(3.17a) 

(3.17b) 

(3.17c) 

(3.17d) 

(3.16) 
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Berdasarkan matriks Jacobi tersebut dapat ditentukan 

kestabilan lokal titik kesetimbangan bebas penyakit dan titik 

kesetimbangan endemik. 

3.3.1 Kestabilan lokal titik kesetimbangan bebas penyakit 

Matriks Jacobi pada titik kesetimbangan bebas penyakit adalah 

sebagai berikut.  

𝐽(𝐶0) =

[
 
 
 
−𝜇 −𝛽𝑁 −𝛽𝑁 0

0 𝛽𝑁 − 𝜋 − (𝜇 + 𝛾) 𝛽𝑁 0

0 𝜋 −(𝜎 + 𝜇) 0

0 𝛾 𝜎 −(𝜃 + 𝜇)]
 
 
 
. 

Persamaan karakteristik matriks 𝐽(𝐶0) diperoleh dengan 

menyelesaikan persamaan |𝐽(𝐶0) − 𝜆𝐼| = 0 sebagai berikut. 

||

−𝜇 −𝛽𝑁 −𝛽𝑁 0

0 𝛽𝑁 − 𝜋 − (𝜇 + 𝛾) 𝛽𝑁 0

0 𝜋 −(𝜎 + 𝜇) 0

0 𝛾 𝜎 −(𝜃 + 𝜇)

|| = 0, 

(−𝜇 − 𝜆)(−𝜃 − 𝜇 − 𝜆) |
𝛽𝑁 − 𝜋 − 𝜇 − 𝛾 − 𝜆 𝛽𝑁

𝜋 𝜎 − 𝜇 − 𝜆
| = 0. 

Berdasarkan Persamaan (3.18), diperoleh nilai eigen matriks 

𝐽(𝐶0) yaitu 𝜆1 = −𝜇, 𝜆2 = −𝜃 − 𝜇, dan 𝜆3, 𝜆4 yang memenuhi 

persamaan kuadrat  

(𝛽𝑁 − 𝜋 − 𝜇 − 𝛾 − 𝜆)(−𝜎 − 𝜇 − 𝜆) − 𝛽𝑁𝜋 = 0, 

𝜆2 + (−𝛽𝑁 + 𝛾 + 2𝜇 + 𝜋 + 𝜎)𝜆 − 𝛽𝑁𝜇 − 𝛽𝑁𝜋 − 𝛽𝑁𝜎 + 𝛾𝜇 +

𝛾𝜎 + 𝜇2 + 𝜇𝜋 + 𝜇𝜎 + 𝜋𝜎 = 0.  

Selanjutnya, Persamaan (3.19) dapat dinyatakan dalam bentuk  

𝜆2 + 𝑎1𝜆 + 𝑎2 = 0, 

dengan  

𝑎1 = −𝛽𝑁 + 𝛾 + 2𝜇 + 𝜋 + 𝜎, 

(3.18) 

(3.19) 
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𝑎2 = −𝛽𝑁𝜇 − 𝛽𝑁𝜋 − 𝛽𝑁𝜎 + 𝛾𝜇 + 𝛾𝜎 + 𝜇2 + 𝜇𝜋 + 𝜇𝜎 + 𝜋𝜎. 

Akar akar Persamaan (3.19) adalah  

𝜆3,4 =
(−𝑎1 ± √𝐷)

2
, 

dengan 𝐷 = 𝑎1
2 − 4𝑎2. 

Jika 𝑎1 > 0 dan 𝑎2 > 0 maka akar-akar persamaan 𝜆3 dan 𝜆4 

memiliki bagian real negatif. Misalkan 𝑎1 > 0 dan 𝑎2 > 0. 

i) Ketika 𝐷 > 0 diperoleh Persamaan (3.19) yang memiliki dua 

akar real yang berbeda sehingga 

a) 𝜆3 + 𝜆4 = −𝑎1, 

b) 𝜆3𝜆4 = 𝑎2, 

untuk memenuhi kondisi (a) dan (b) maka 𝜆3 dan 𝜆4 harus bernilai 

negatif 

ii) Ketika 𝐷 = 0 diperoleh Persamaan (3.19) yang memiliki akar 

kembar sehingga didapat 𝜆3 =
−𝑎1

2
 dan 𝜆4 =

−𝑎1

2
. 𝜆3 dan 𝜆4 selalu 

bernilai negatif. 

iii) Ketika 𝐷 < 0 diperoleh Persamaan (3.19) yang memiliki dua 

akar kompleks berbeda. Didapat 𝜆3,4 =
−𝑎1±√−𝐷

2
 dengan 𝑅𝑒(𝜆3,4) =

−𝑎1

2
 yang selalu bernilai negatif. 

Dengan demikian, akan diperoleh akar-akar persamaan 𝜆3 dan 𝜆4 

yang bernilai negatif atau memiliki bagian real negatif jika 𝑎1 > 0 dan 

𝑎2 > 0. Berikut akan dibuktikan apakah 𝑎1 dan 𝑎2 memenuhi syarat 

tersebut. 

1. Diketahui 𝑎1 = −𝛽𝑁 + 𝛾 + 2𝜇 + 𝜋 + 𝜎. 

Titik kesetimbangan bebas penyakit menunjukkan bahwa tidak 

ada individu yang menyebarkan virus atau dengan kata lain 

memenuhi kondisi ℛ0 < 1. Jika ℛ0 < 1 maka 

𝛽𝑁 <
(𝜎 + 𝜇)(𝜋 + 𝜇 + 𝛾)

(𝜎 + 𝜇 + 𝜋)
. 

 

(3.20) 
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Oleh karena 𝜎 + 𝜇 < 𝜎 + 𝜇 + 𝜋, 

maka dapat ditulis 
𝜎 + 𝜇

𝜎 + 𝜇 + 𝜋
< 1, 

𝜎 + 𝜇

𝜎 + 𝜇 + 𝜋
<

𝜋 + 𝜇 + 𝛾

𝜋 + 𝜇 + 𝛾
, 

(𝜎 + 𝜇)(𝜋 + 𝜇 + 𝛾)

(𝜎 + 𝜇 + 𝜋)
< 𝜋 + 𝜇 + 𝛾. 

Dari Persamaan (3.20) dan (3.21) diperoleh 

𝛽𝑁 <
(𝜎 + 𝜇)(𝜋 + 𝜇 + 𝛾)

(𝜎 + 𝜇 + 𝜋)
< 𝜋 + 𝜇 + 𝛾, 

𝛽𝑁 < 𝜋 + 𝜇 + 𝛾 < 𝜋 + 2𝜇 + 𝛾 + 𝜎, 

0 < 𝜋 + 𝜇 + 𝛾 − 𝛽𝑁 < 𝜋 + 2𝜇 + 𝛾 + 𝜎 − 𝛽𝑁, 

0 < −𝛽𝑁 + 𝜋 + 2𝜇 + 𝛾 + 𝜎 = 𝑎1. 

Dengan demikian, diperoleh 𝑎1 > 0 jika ℛ0 < 1. 

 

2. Diketahui 𝑎2 = −𝛽𝑁𝜇 − 𝛽𝑁𝜋 − 𝛽𝑁𝜎 + 𝛾𝜇 + 𝛾𝜎 + 𝜇2 + 𝜇𝜋 +

𝜇𝜎 + 𝜋𝜎. 

𝑎2 dapat disederhanakan menjadi 

𝑎2 = −𝛽𝑁(𝜎 + 𝜇 + 𝜋) + 𝜇(𝜎 + 𝜇 + 𝜋) + 𝜇𝛾 + 𝜎(𝜋 + 𝛾), 

𝑎2 = −𝛽𝑁(𝜎 + 𝜇 + 𝜋) ∙
(𝜎 + 𝜇)(𝜋 + 𝜇 + 𝛾)

(𝜎 + 𝜇)(𝜋 + 𝜇 + 𝛾)
+ 𝜇 + (𝜇 + 𝜋)

+ 𝜇𝛾 + 𝜎(𝜋 + 𝜇 + 𝛾), 

𝑎2 =
−𝛽𝑁(𝜎 + 𝜇 + 𝜋)

(𝜎 + 𝜇)(𝜋 + 𝜇 + 𝛾)
∙ (𝜎 + 𝜇)(𝜋 + 𝜇 + 𝛾)

+ 𝜇(𝜇 + 𝜋 + 𝛾) + 𝜎(𝜋 + 𝜇 + 𝛾), 

𝑎2 = (𝜎 + 𝜇)(𝜋 + 𝜇 + 𝛾)[1 − ℛ0]. 

Dengan demikian, diperoleh bahwa 𝑎2 > 0 jika ℛ0 < 1. 

Berdasarkan uraian tersebut, akar-akar persamaan 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3 dan 𝜆4 

memiliki bagian real negatif jika ℛ0 < 1, sehingga diperoleh titik 

kesetimbangan bebas penyakit yang bersifat stabil asimtotik lokal 

dengan syarat ℛ0 < 1. 

(3.21) 
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3.3.2 Kestabilan lokal titik kesetimbangan endemik 

Matriks Jacobi di titik 𝐶∗ = (𝑠∗, 𝑒∗, 𝑖∗, 𝑞∗) adalah 

𝐽(𝐶∗) =

[
 
 
 
−𝜇 − 𝛽𝑁(𝑒∗ + 𝑖∗) −𝛽𝑁𝑠∗ −𝛽𝑁𝑠∗ 0

𝛽𝑁(𝑒∗ + 𝑖∗) 𝛽𝑁𝑠∗ − 𝜋 − (𝜇 + 𝛾) 𝛽𝑁𝑠∗ 0

0 𝜋 −(𝜎 + 𝜇) 0

0 𝛾 𝜎 −(𝜃 + 𝜇)]
 
 
 

. 

Persamaan karakteristik matriks 𝐽(𝐶∗) diperoleh dengan 

menyelesaikan persamaan |𝐽(𝐶∗) − 𝜆𝐼| = 0 yaitu 

(−𝜃 − 𝜇 − 𝜆) |

−𝜇 − 𝛽𝑁(𝑒∗ + 𝑖∗) − 𝜆 −𝛽𝑁𝑠∗ −𝛽𝑁𝑠∗

𝛽𝑁(𝑒∗ + 𝑖∗) 𝛽𝑁𝑠∗ − 𝜋 − (𝜇 + 𝛾) − 𝜆 𝛽𝑁𝑠∗

0 𝜋 −(𝜎 + 𝜇) − 𝜆

| = 0. 

sesuai perhitungan pada Lampiran 4, diperoleh 

𝜆1 = −𝜃 − 𝜇, 

dan  𝜆2, 𝜆3, dan 𝜆4 yang memenuhi persamaan yang dapat dinyatakan 

dalam bentuk 

𝜆3 + 𝑎1𝜆
2 + 𝑎2𝜆 + 𝑎3 = 0, 

dengan 

𝑎1 = 𝛽𝑁𝑒∗ + 𝛽𝑁𝑖∗ − 𝛽𝑁𝑠∗ + 𝜋 + 𝛾 + 3𝜇 + 𝜎, 

𝑎2 = −𝛽𝑁𝑠∗(2𝜇 + 𝜋 + 𝜎) + 𝑁𝛾𝛽𝑒∗ + 𝑁𝛾𝛽𝑖∗ + 2𝑁𝛽𝑒∗𝜇 + 𝑁𝛽𝑒∗𝜋

+ 𝑁𝛽𝑒∗𝜎 + 2𝑁𝛽𝑖∗𝜇 + 𝑁𝛽𝑖∗𝜋 + 𝑁𝛽𝑖∗𝜎 + 2𝛾𝜇

+ 𝛾𝜎 + 3𝜇2 + 2𝜇𝜋 + 2𝜇𝜎 + 𝜋𝜎, 

𝑎3 = −𝛽𝑁𝑠∗(𝜇𝜋 + 𝜇𝜎 + 𝜇2) + 𝑁𝛽𝑖∗𝜋𝜎 + 𝑁𝛽𝑖∗𝜇𝜋 + 𝑁𝛽𝑒∗𝜋𝜎

+ 𝑁𝛽𝑒∗𝜇𝜋 + 𝑁𝛽𝑖∗𝜇𝜎 + 𝑁𝛽𝑒∗𝜇𝜎 + 𝜇2𝜎 + 𝛾𝜇2

+ 𝛾𝜇𝜎 + 𝜇2 𝜋 + 𝜇3 + 𝜇𝜋𝜎 + 𝑁𝛽𝑒∗𝜇2 + 𝑁𝛽𝑖∗𝜇2

+ 𝑁𝛾𝛽𝑖∗𝜎 + 𝑁𝛾𝛽𝑖∗𝜇 + 𝑁𝛾𝛽𝑒∗𝜎 + 𝑁𝛾𝛽𝑒∗𝜇. 

Berdasarkan kriteria Routh-Hurwitz, akar-akar Persamaan (3.22) 

memiliki bagian real negatif jika memenuhi syarat 𝑎1 > 0, 𝑎3 > 0 dan 

𝑎1𝑎2 − 𝑎3 > 0. Berikut akan dibuktikan apakah memenuhi kondisi 

tersebut. 

(3.22) 
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1. Diketahui 𝑎1 = 𝜎 + 3𝜇 − 𝛽𝑁𝑠∗ + 𝜋 + 𝛾 + 𝛽𝑁𝑒∗ + 𝛽𝑁𝑖∗. 

Dari Persamaan (3.9a) diketahui bahwa 

𝜇 − 𝜇𝑠 − 𝛽𝑁𝑠(𝑒 + 𝑖) = 0, 

−𝛽𝑁𝑠(𝑒 + 𝑖) = 𝜇𝑠 − 𝜇, 

−𝛽𝑁𝑠∗ =
𝜇𝑠∗ − 𝜇

𝑒∗ + 𝑖∗
. 

Oleh karena 𝜇 > 0, 𝑠∗ > 0, 𝑒∗ > 0, dan 𝑖∗ > 0 jika ℛ0 > 1 maka 

diperoleh −𝛽𝑁𝑠∗ > 0 sehingga 𝑎1 > 0 jika ℛ0 > 1. 

 

2. Diketahui  

𝑎3 = −𝛽𝑁𝑠∗(𝜇𝜋 + 𝜇𝜎 + 𝜇2) + 𝑁𝛽𝑖∗𝜋𝜎 + 𝑁𝛽𝑖∗𝜇𝜋 + 𝑁𝛽𝑒∗𝜋𝜎

+ 𝑁𝛽𝑒∗𝜇𝜋 + 𝑁𝛽𝑖∗𝜇𝜎 + 𝑁𝛽𝑒∗𝜇𝜎 + 𝜇2𝜎 + 𝛾𝜇2

+ 𝛾𝜇𝜎 + 𝜇2 𝜋 + 𝜇3 + 𝜇𝜋𝜎 + 𝑁𝛽𝑒∗𝜇2

+ 𝑁𝛽𝑖∗𝜇2 + 𝑁𝛾𝛽𝑖∗𝜎 + 𝑁𝛾𝛽𝑖∗𝜇 + 𝑁𝛾𝛽𝑒∗𝜎

+ 𝑁𝛾𝛽𝑒∗𝜇. 

Berdasarkan uraian (1) diperoleh –𝛽𝑁𝑠∗ > 0 jika ℛ0 > 1 

sehingga 𝑎3 > 0 jika ℛ0 > 1. 

3. Diketahui  

𝑎1𝑎2 − 𝑎3 = (−𝛽𝑁𝑠∗(−2𝜇 − 𝜎

− 𝜋)(𝛽𝑁𝑠∗(2𝑒∗𝜇 + 2𝑖∗𝜇 + 𝑒∗𝜎 + 𝑖∗𝜎 + 𝜋𝑒∗

+ 𝜋𝑖∗ + 𝛾𝑒∗ + 𝛾𝑖∗))) (−𝛽𝑁𝑠∗ + 𝛽𝑁𝑖∗ + 𝛽𝑁𝑒∗

+ 𝜇 + 3𝜇 + 𝛾 + 𝜎) − 𝛽𝑁𝑠∗(𝜇𝜋 + 𝜇𝜎 + 𝜇2)

+ 𝑁𝛽𝑖∗𝜋𝜎 + 𝑁𝛽𝑖∗𝜇𝜋 + 𝑁𝛽𝑒∗𝜋𝜎 + 𝑁𝛽𝑒∗𝜇𝜋

+ 𝑁𝛽𝑖∗𝜇𝜎 + 𝑁𝛽𝑒∗𝜇𝜎 + 𝜇2𝜎 + 𝛾𝜇2 + 𝛾𝜇𝜎

+ 𝜇2 𝜋 + 𝜇3 + 𝜇𝜋𝜎 + 𝑁𝛽𝑒∗𝜇2 + 𝑁𝛽𝑖∗𝜇2

+ 𝑁𝛾𝛽𝑖∗𝜎 + 𝑁𝛾𝛽𝑖∗𝜇 + 𝑁𝛾𝛽𝑒∗𝜎 + 𝑁𝛾𝛽𝑒∗𝜇 

Berdasarkan uraian (1) diperoleh –𝛽𝑁𝑠∗ > 0 jika ℛ0 > 1 

sehingga 𝑎1𝑎2 − 𝑎3 > 0 jika ℛ0 > 1. 

Dengan demikian, akar-akar persamaan karakteristik matriks 

𝐽(𝐶∗) memenuhi kriteria Routh-Hurwitz dengan syarat ℛ0 > 1 

dan diperoleh titik kesetimbangan endemik 𝐶∗ yang bersifat 

stabil asimtotik lokal. 
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3.4 Analisis Kestabilan Global Titik Kesetimbangan Bebas 

Penyakit 

Analisis kestabilan global titik kesetimbangan bebas penyakit 

dilakukan dengan menggunakan fungsi Lyapunov sebagai berikut. 

Didefinisikan fungsi Lyapunov 

𝐿 = (𝑒 − 𝑒0) +
𝛽𝑁

𝜎 + 𝜇
(𝑖 − 𝑖0). 

Akan dibuktikan fungsi 𝐿 merupakan fungsi Lyapunov lemah atau 

kuat berdasarkan definisi pada Subbab 2.7. 

Fungsi 𝐿 diturunkan terhadap 𝑡 didapat 

𝐿′ = 𝑒′ +
𝛽𝑁

(𝜎 + 𝜇)
 𝑖′. 

Persamaan (3.8b) dan (3.8c) disubstitusikan ke Persamaan (3.24) 

diperoleh 

𝐿′ = 𝛽𝑁𝑠𝑒 − 𝛽𝑁𝑠𝑖 − (𝜋 + 𝜇 + 𝛾)𝑒 +
𝛽𝑁

𝜎 + 𝜇
 (𝜋𝑒) −

𝛽𝑁

𝜎 + 𝜇
(𝜎 + 𝜇)𝑖, 

dan sesuai dengan perhitungan pada Lampiran 5, didapat 

𝐿′ ≤ [ℛ0 − 1](𝜋 + 𝜇 + 𝛾)𝑒.  

Oleh karena itu, jika ℛ0 < 1 maka 𝐿′ < 0. Dengan demikian, fungsi 

𝐿 adalah fungsi Lyapunov kuat, sehingga titik kesetimbangan bebas 

penyakit stabil asimtotik global untuk ℛ0 < 1. 

3.5 Simulasi Numerik 

Pada subbab ini ditunjukkan simulasi numerik model SEIQR 

penyebaran virus COVID-19. Simulasi ini dilakukan dengan 

menggunakan software Matlab dengan metode Runge-Kutta orde 

empat. Beberapa nilai parameter yang digunakan untuk simulasi 

numerik merujuk pada artikel Youssef, dkk. (2020).  

 

(3.23) 

(3.24) 

(3.25) 
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3.5.1 Simulasi numerik I  

Pada simulasi ini digunakan nilai-nilai parameter yang disajikan 

pada Tabel 3.1. 

Tabel 3.1 Nilai parameter simulasi numerik I 

Parameter Simulasi I Sumber 

𝐴 0,000067 Asumsi 

𝛽 0,0009 Asumsi 

𝛾 0,02 
Youssef, dkk. 

(2020) 

𝜋 0,01 
Youssef, dkk. 

(2020) 

𝜎 0,005 
Youssef, dkk. 

(2020) 

𝜃 0,01 Asumsi 

𝜇 0,00003935 Asumsi 

 

Dari nilai-nilai parameter tersebut diperoleh  

ℛ0 =
𝛽𝑁(𝜎 + 𝜇 + 𝜋)

(𝜎 + 𝜇)(𝜋 + 𝜇 + 𝛾)
= 0.3041 < 1. 

Simulasi numerik yang dilakukan dengan nilai awal 𝑠(0) =

1.4, 𝑒(0) = 1.3, 𝑖(0) = 1.2, dan 𝑞(0) = 1.1 menunjukkan bahwa 

solusi sistem menuju titik kesetimbangan bebas penyakit 𝐶0 =

(1,0,0,0), seperti ditunjukkan pada Gambar 3.2. Hasil simulasi 

numerik yang diperoleh mendukung hasil perhitungan secara analitik 

pada subbab 3.3.1 bahwa jika ℛ0 < 1 maka titik kesetimbangan bebas 

penyakit bersifat stabil asimtotik lokal. 
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Gambar 3.2 Grafik solusi untuk ℛ0 < 1 

 Untuk mengilustrasikan lebih lanjut mengenai kestabilan 

global, simulasi dilakukan dengan tiga nilai awal yang berbeda, yaitu 

𝑁1 = (1.4,1.3,1.2,1.1),  𝑁2 = (1.5,1.1,1.5,1), dan 𝑁3 =

(1.6,1.4,1.7,1.4). Hasil simulasi numerik berupa potret fase pada 

ruang s,e,i yang disajikan pada Gambar 3.3, menunjukkan bahwa 

solusi sistem menuju titik kesetimbangan bebas penyakit 𝐶0 =

(1,0,0,0). Hal ini sesuai dengan hasil perhitungan secara analitik pada 

subbab 3.4 bahwa jika ℛ0 < 1, maka titik kesetimbangan bebas 

penyakit 𝐶0 bersifat stabil asimtotik global. Hal ini menunjukkan 

bahwa tidak terjadi penyebaran virus COVID-19 dalam jangka waktu 

yang relatif lama. 
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Gambar 3.3 Potret fase untuk ℛ0 < 1 

 

3.5.2 Simulasi numerik II 

Pada simulasi ini digunakan nilai-nilai parameter yang disajikan 

pada Tabel 3.2. 

Tabel 3.2 Nilai parameter simulasi numerik II 

Parameter Simulasi II Sumber 

𝐴 0,0077 Asumsi 

𝛽 0,102 Asumsi 

𝛾 0,003 Asumsi 

𝜋 0,02 Asumsi 

𝜎 0,02 Asumsi 

𝜃 0,025 Asumsi 

𝜇 0,008035 Asumsi 

 



 

 

34 

 

Dari nilai-nilai parameter tersebut diperoleh ℛ0 =
𝛽𝑁(𝜎+𝜇+𝜋)

(𝜎+𝜇)(𝜋+𝜇+𝛾)
=

5.3965 > 1 dan titik kesetimbangan endemik 𝐶∗ =
(0.1853, ,0.2109, 0.1505, 0.1103). Simulasi numerik dilakukan 

dengan nilai awal 𝑠(0) = 2, 𝑒(0) = 1.2, 𝑖(0) = 1.3, dan 𝑞(0) = 1.2.  

 

Gambar 3.4 Grafik solusi untuk ℛ0 > 1 

Hasil simulasi numerik yang diperoleh, yang ditunjukkan pada 

Gambar 3.4 mendukung hasil perhitungan secara analitik pada subbab 

3.3.2 yang menyatakan bahwa jika ℛ0 > 1 maka titik kesetimbangan 

endemik 𝐶∗ = (𝑠∗, 𝑒∗, 𝑖∗, 𝑞∗) yang bersifat stabil asimtotik lokal. Hal 

ini menunjukkan dengan nilai nilai parameter tersebut, dalam jangka 

waktu lama, virus (COVID-19) akan selalu ada dalam populasi. 
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BAB IV 

PENUTUP 

4.1 Kesimpulan 

Berdasarkan tujuan pembahasan skripsi ini dapat diambil 

kesimpulan sebagai berikut. 

1. Model penyebaran virus COVID-19 dengan subpopulasi 

terinfeksi yang dikarantina berbentuk sistem persamaan 

diferensial nonlinear yang terdiri dari lima subpopulasi yaitu 

yaitu subpopulasi rentan (𝑆), terpapar (𝐸), terinfeksi (𝐼), 

terinfeksi yang dikarantina (𝑄), dan subpopulasi sembuh (𝑅). 

2. Model penyebaran virus COVID-19 dengan dengan 

subpopulasi terinfeksi yang dikarantina memiliki dua titik 

kesetimbangan yaitu titik kesetimbangan bebas penyakit dan 

titik kesetimbangan endemik. 

3. Berdasarkan analisis kestabilan titik kesetimbangan, titik 

kesetimbangan bebas penyakit bersifat stabil asimtotik lokal 

dan global jika ℛ0 < 1. Titik kesetimbangan endemik bersifat 

stabil asimtotik lokal jika ℛ0 > 1. 

4. Hasil simulasi numerik menunjukkan hasil yang sesuai dengan 

hasil analisis yang telah dilakukan. 

4.2 Saran 

Seseorang yang telah sembuh dari COVID-19 dapat terjangkit 

kembali oleh virus tersebut, sehingga pada penelitian selanjutnya 

disarankan untuk memodifikasi model dengan mengasumsikan bahwa 

individu yang telah sembuh dapat kembali menjadi individu yang 

rentan terkena virus.  
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LAMPIRAN 

Lampiran 1 Perhitungan persamaan 3.14 

𝛽𝑁𝑠 (
𝑖(𝜎 + 𝜇)

𝜋
+ 𝑖) − 𝜋

𝑖(𝜎 + 𝜇)

𝜋
− (𝜇 + 𝛾)

𝑖(𝜎 + 𝜇)

𝜋
= 0, 

𝛽𝑁𝑠 (
𝑖(𝜎 + 𝜇)

𝜋
+ 𝑖) − (𝜇 + 𝛾 + 𝜋)(

𝑖(𝜎 + 𝜇)

𝜋
) = 0, 

𝛽𝑁𝑠 (
𝑖(𝜎 + 𝜇 + 𝜋)

𝜋
) − (

𝑖(𝜎 + 𝜇)(𝜇 + 𝛾 + 𝜋)

𝜋
) = 0, 

𝛽𝑁𝑠 (
𝑖(𝜎 + 𝜇 + 𝜋)

𝜋
) = −(

𝑖(𝜎 + 𝜇)(𝜇 + 𝛾 + 𝜋)

𝜋
), 

𝛽𝑁𝑠 =
𝑖(𝜎 + 𝜇)(𝜇 + 𝛾 + 𝜋)

𝜋
∙

𝜋

𝑖(𝜎 + 𝜇 + 𝜋)
, 

𝛽𝑁𝑠 =
(𝜎 + 𝜇)(𝜇 + 𝛾 + 𝜋)

(𝜎 + 𝜇 + 𝜋)
, 

𝑠 =
(𝜎 + 𝜇)(𝜇 + 𝛾 + 𝜋)

𝛽𝑁(𝜎 + 𝜇 + 𝜋)
, 

𝑠 =
1

ℛ0
. 
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Lampiran 2 Perhitungan persamaan 3.15 

𝜇 − 𝜇
(𝜎 + 𝜇)(𝜇 + 𝛾 + 𝜋)

𝛽𝑁(𝜎 + 𝜇 + 𝜋)
− 𝛽𝑁

(𝜎 + 𝜇)(𝜇 + 𝛾 + 𝜋)

𝛽𝑁(𝜎 + 𝜇 + 𝜋)
(
𝑖(𝜎 + 𝜇)

𝜋
+ 𝑖) = 0, 

𝜇 − 𝜇
(𝜎 + 𝜇)(𝜇 + 𝛾 + 𝜋)

𝛽𝑁(𝜎 + 𝜇 + 𝜋)
−

(𝜎 + 𝜇)(𝜇 + 𝛾 + 𝜋)

(𝜎 + 𝜇 + 𝜋)
(
𝑖(𝜎 + 𝜇 + 𝜋)

𝜋
) = 0, 

(𝜎 + 𝜇)(𝜇 + 𝛾 + 𝜋)

(𝜎 + 𝜇 + 𝜋)
(
𝑖(𝜎 + 𝜇 + 𝜋)

𝜋
) = 𝜇 − 𝜇

(𝜎 + 𝜇)(𝜇 + 𝛾 + 𝜋)

𝛽𝑁(𝜎 + 𝜇 + 𝜋)
. 

𝑖(𝜎 + 𝜇 + 𝜋)

𝜋
= (𝜇 − 𝜇

(𝜎 + 𝜇)(𝜇 + 𝛾 + 𝜋)

𝛽𝑁(𝜎 + 𝜇 + 𝜋)
) (

(𝜎 + 𝜇 + 𝜋)

(𝜎 + 𝜇)(𝜇 + 𝛾 + 𝜋)
), 

𝑖(𝜎 + 𝜇 + 𝜋)

𝜋
= (

𝜇(𝛽𝑁(𝜎 + 𝜇 + 𝜋)) − 𝜇(𝜎 + 𝜇)(𝜇 + 𝛾 + 𝜋)

𝛽𝑁(𝜎 + 𝜇 + 𝜋)
)(

(𝜎 + 𝜇 + 𝜋)

(𝜎 + 𝜇)(𝜇 + 𝛾 + 𝜋)
), 

𝑖(𝜎 + 𝜇 + 𝜋)

𝜋
= (

𝜇(𝛽𝑁(𝜎 + 𝜇 + 𝜋)) − 𝜇(𝜎 + 𝜇)(𝜇 + 𝛾 + 𝜋)

𝛽𝑁(𝜎 + 𝜇)(𝜇 + 𝛾 + 𝜋)
), 

𝑖 = (
𝜇(𝛽𝑁(𝜎 + 𝜇 + 𝜋)) − 𝜇(𝜎 + 𝜇)(𝜇 + 𝛾 + 𝜋)

𝛽𝑁(𝜎 + 𝜇)(𝜇 + 𝛾 + 𝜋)
) (

𝜋

(𝜎 + 𝜇 + 𝜋)
), 

𝑖 = (
𝜇𝜋[(𝛽𝑁(𝜎 + 𝜇 + 𝜋)) − (𝜎 + 𝜇)(𝜇 + 𝛾 + 𝜋)]

𝛽𝑁(𝜎 + 𝜇)(𝜇 + 𝛾 + 𝜋)
), 

𝑖 =

𝜇𝜋 [
(𝛽𝑁(𝜎 + 𝜇 + 𝜋))

(𝜎 + 𝜇)(𝜇 + 𝛾 + 𝜋)
−

(𝜎 + 𝜇)(𝜇 + 𝛾 + 𝜋)
(𝜎 + 𝜇)(𝜇 + 𝛾 + 𝜋)

]

𝛽𝑁(𝜇 + 𝛾 + 𝜋)
, 

𝑖 =
𝜇𝜋(ℛ0 − 1)

𝛽𝑁(𝜎 + 𝜇 + 𝜋)
. 
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Lampiran 3 Perhitungan persamaan 3.16 

𝛾
𝑖(𝜎 + 𝜇)

𝜋
+ 𝜎

𝜇𝜋(ℛ0 − 1)

𝛽𝑁(𝜎 + 𝜇 + 𝜋)
− 𝜃𝑞 − 𝜇𝑞 = 0, 

𝛾 [
𝜇𝜋(ℛ0 − 1)(𝜎 + 𝜇)

𝛽𝑁𝜋(𝜎 + 𝜇 + 𝜋)
] + 𝜎

𝜇𝜋(ℛ0 − 1)

𝛽𝑁(𝜎 + 𝜇 + 𝜋)
− 𝑞(𝜃 + 𝜇) = 0, 

𝛾𝜇𝜋(ℛ0 − 1)(𝜎 + 𝜇)

𝛽𝑁𝜋(𝜎 + 𝜇 + 𝜋)
+

𝜎𝜇𝜋(ℛ0 − 1)

𝛽𝑁(𝜎 + 𝜇 + 𝜋)
− 𝑞(𝜃 + 𝜇) = 0, 

𝛾𝜇𝜋(ℛ0 − 1)(𝜎 + 𝜇) + 𝜎𝜇𝜋2(ℛ0 − 1)

𝛽𝑁𝜋(𝜎 + 𝜇 + 𝜋)
− 𝑞(𝜃 + 𝜇) = 0, 

𝜇𝜋(ℛ0 − 1)(𝛾(𝜎 + 𝜇) + 𝜎𝜋)

𝛽𝑁𝜋(𝜎 + 𝜇 + 𝜋)
− 𝑞(𝜃 + 𝜇) = 0, 

𝜇𝜋(ℛ0 − 1)

𝛽𝑁(𝜎 + 𝜇 + 𝜋)
∙
(𝛾(𝜎 + 𝜇) + 𝜎𝜋)

𝜋
− 𝑞(𝜃 + 𝜇) = 0, 

𝑖∗ ∙
𝛾(𝜎 + 𝜇) + 𝜎𝜋

𝜋
− 𝑞(𝜃 + 𝜇) = 0, 

𝑞(𝜃 + 𝜇) =  
𝛾(𝜎 + 𝜇) + 𝜎𝜋

𝜋
∙ 𝑖∗, 

𝑞 =
𝛾(𝜎 + 𝜇) + 𝜎𝜋

𝜋(𝜃 + 𝜇)
∙ 𝑖∗. 
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Lampiran 4 Perhitungan persamaan karakteristik matriks 𝑱(𝑪∗) 

|𝐽(𝐶∗) − 𝜆𝐼| = 0, 

(−𝜃 − 𝜇 − 𝜆) |

−𝜇 − 𝛽𝑁(𝑒∗ + 𝑖∗) − 𝜆 −𝛽𝑁𝑠∗ −𝛽𝑁𝑠∗

𝛽𝑁(𝑒∗ + 𝑖∗) 𝛽𝑁𝑠∗ − 𝜋 − (𝜇 + 𝛾) − 𝜆 𝛽𝑁𝑠∗

0 𝜋 −(𝜎 + 𝜇) − 𝜆

| = 0, 

(−𝜃 − 𝜇 − 𝜆)[𝜇𝜋𝜎 − (−𝛽𝑁𝑒∗ − 𝛽𝑁𝑖∗ + 𝛽𝑁𝑠∗ − 𝜋 − 𝛾 − 3𝜇 − 𝜎)𝜆2  − 𝛽𝑁𝜇2𝑠∗ + 𝛽𝑁𝑒∗𝜇2 + 𝛽𝑁𝑖∗𝜇2 −

𝑁2𝛽2𝑒∗𝑠∗𝜎 − 𝑁2𝛽2𝑒∗𝜇𝑠∗ + 𝑁𝛾𝛽𝑖∗𝜎 + 𝑁𝛾𝛽𝑖∗𝜇 + 𝑁𝛾𝛽𝑒∗𝜎 + 𝑁2(𝑒∗ + 𝑖∗)𝛽2𝑠∗𝜎 + 𝑁𝛾𝛽𝑒∗𝜇 −

(𝑁2𝛽2𝑒∗𝑠∗ + 𝑁2𝛽2𝑖∗𝑠∗ − 𝛽2𝑁(𝑒∗ + 𝑖∗)𝑁𝑠∗ − 𝑁𝛾𝛽𝑒∗ − 𝑁𝛾𝛽𝑖∗ − 2𝑁𝛽𝑒∗𝜇 − 𝑁𝛽𝑒∗𝜋 − 𝑁𝛽𝑒∗𝜎 − 2𝑁𝛽𝑖∗𝜇 −

𝑁𝛽𝑖∗𝜋 − 𝑁𝛽𝑖∗𝜎 + 2𝑁𝛽𝜇𝑠∗ + 𝜋𝛽𝑁𝑠∗ + 𝑁𝛽𝑠∗𝜎 − 2𝛾𝜇 − 𝛾𝜎 − 3𝜇2 − 2𝜇𝜋 − 2𝜇𝜎 − 𝜋𝜎)𝜆 + 𝜇2 𝜋 + 𝜇3 + 𝜆3 +

𝑁2(𝑒∗ + 𝑖∗)𝛽2𝜋𝑠∗ − 𝑁𝛽𝜇𝜋𝑠∗ + 𝑁𝛽𝑖∗𝜋𝜎 + 𝑁𝛽𝑖∗𝜇𝜋 + 𝑁𝛽𝑒∗𝜋𝜎 + 𝑁𝛽𝑒∗𝜇𝜋 − 𝑁2𝛽2𝑖∗𝜋𝑠∗ + 𝑁2(𝑒∗ + 𝑖∗)𝛽2𝜇𝑠∗ −

𝑁𝛽𝜇𝑠∗𝜎 + 𝑁𝛽𝑖∗𝜇𝜎 + 𝑁𝛽𝑒∗𝜇𝜎 − 𝑁2𝛽2𝑖∗𝑠∗𝜎 − 𝑁2𝛽2𝑖∗𝜇𝑠∗ − 𝑁2𝛽2𝑒∗𝜋𝑠∗ + 𝜇2𝜎 + 𝛾𝜇2 + 𝛾𝜇𝜎] = 0, 

(−𝜃 − 𝜇 − 𝜆)[𝜆3 + (𝛽𝑁𝑒∗ + 𝛽𝑁𝑖∗ − 𝛽𝑁𝑠∗ + 𝜋 + 𝛾 + 3𝜇 + 𝜎)𝜆2 + (𝑁𝛾𝛽𝑒∗ + 𝑁𝛾𝛽𝑖∗ + 2𝑁𝛽𝑒∗𝜇 + 𝑁𝛽𝑒∗𝜋 +

𝑁𝛽𝑒∗𝜎 + 2𝑁𝛽𝑖∗𝜇 + 𝑁𝛽𝑖∗𝜋 + 𝑁𝛽𝑖∗𝜎 − 2𝑁𝛽𝜇𝑠∗ − 𝜋𝛽𝑁𝑠∗ − 𝑁𝛽𝑠∗𝜎 + 2𝛾𝜇 + 𝛾𝜎 + 3𝜇2 + 2𝜇𝜋 + 2𝜇𝜎 + 𝜋𝜎)𝜆 +

𝑁2(𝑒∗ + 𝑖∗)𝛽2𝜋𝑠∗ − 𝑁𝛽𝜇𝜋𝑠∗ + 𝑁𝛽𝑖∗𝜋𝜎 + 𝑁𝛽𝑖∗𝜇𝜋 + 𝑁𝛽𝑒∗𝜋𝜎 + 𝑁𝛽𝑒∗𝜇𝜋 − 𝑁2𝛽2𝑖∗𝜋𝑠∗ + 𝑁2(𝑒∗ + 𝑖∗)𝛽2𝜇𝑠∗ −

𝑁𝛽𝜇𝑠∗𝜎 + 𝑁𝛽𝑖∗𝜇𝜎 + 𝑁𝛽𝑒∗𝜇𝜎 − 𝑁2𝛽2𝑖∗𝑠∗𝜎 − 𝑁2𝛽2𝑖∗𝜇𝑠∗ − 𝑁2𝛽2𝑒∗𝜋𝑠∗ + 𝜇2𝜎 + 𝛾𝜇2 + 𝛾𝜇𝜎 + 𝜇2 𝜋 + 𝜇3 +

𝜇𝜋𝜎 − 𝑁𝛽𝜇2𝑠∗ + 𝑁𝛽𝑒∗𝜇2 + 𝑁𝛽𝑖∗𝜇2 − 𝑁2𝛽2𝑒∗𝑠∗𝜎 − 𝑁2𝛽2𝑒∗𝜇𝑠∗ + 𝑁𝛾𝛽𝑖∗𝜎 + 𝑁𝛾𝛽𝑖∗𝜇 + 𝑁𝛾𝛽𝑒∗𝜎 +

𝑁2(𝑒∗ + 𝑖∗)𝛽2𝑠∗𝜎 + 𝑁𝛾𝛽𝑒∗𝜇] = 0, 
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(−𝜃 − 𝜇 − 𝜆)[𝜆3 + (𝛽𝑁𝑒∗ + 𝛽𝑁𝑖∗ − 𝛽𝑁𝑠∗ + 𝜋 + 𝛾 + 3𝜇 + 𝜎)𝜆2 + (𝑁𝛾𝛽𝑒∗ + 𝑁𝛾𝛽𝑖∗ + 2𝑁𝛽𝑒∗𝜇 + 𝑁𝛽𝑒∗𝜋 +

𝑁𝛽𝑒∗𝜎 + 2𝑁𝛽𝑖∗𝜇 + 𝑁𝛽𝑖∗𝜋 + 𝑁𝛽𝑖∗𝜎 − 𝛽𝑁𝑠∗(2𝜇 + 𝜋 + 𝜎) + 2𝛾𝜇 + 𝛾𝜎 + 3𝜇2 + 2𝜇𝜋 + 2𝜇𝜎 + 𝜋𝜎)𝜆 −

𝛽𝑁𝑠∗(𝜇𝜋 + 𝜇𝜎 + 𝜇2) + 𝑁𝛽𝑖∗𝜋𝜎 + 𝑁𝛽𝑖∗𝜇𝜋 + 𝑁𝛽𝑒∗𝜋𝜎 + 𝑁𝛽𝑒∗𝜇𝜋 + 𝑁𝛽𝑖∗𝜇𝜎 + 𝑁𝛽𝑒∗𝜇𝜎 + 𝜇2𝜎 + 𝛾𝜇2 + 𝛾𝜇𝜎 +

𝜇2 𝜋 + 𝜇3 + 𝜇𝜋𝜎 + 𝑁𝛽𝑒∗𝜇2 + 𝑁𝛽𝑖∗𝜇2 + 𝑁𝛾𝛽𝑖∗𝜎 + 𝑁𝛾𝛽𝑖∗𝜇 + 𝑁𝛾𝛽𝑒∗𝜎 + 𝑁𝛾𝛽𝑒∗𝜇] = 0, 
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Lampiran 5 Perhitungan persamaan 3.25 

𝐿′ = 𝑒′ +
𝛽𝑁

(𝜎 + 𝜇)
 𝑖, 

𝐿′ = 𝛽𝑁𝑠𝑒 − 𝛽𝑁𝑠𝑖 − (𝜋 + 𝜇 + 𝛾)𝑒 +
𝛽𝑁

𝜎 + 𝜇
 (𝜋𝑒) −

𝛽𝑁

𝜎 + 𝜇
(𝜎 + 𝜇)𝑖, 

karena 0 < 𝑠 < 1, maka didapat 

𝐿′ = 𝛽𝑁𝑠𝑒 + 𝛽𝑁𝑠𝑖 − (𝜋 + 𝜇 + 𝛾)𝑒 +
𝛽𝑁

𝜎 + 𝜇
 (𝜋𝑒) − 𝛽𝑁𝑖, 

≤ 𝛽𝑁𝑒 − (𝜋 + 𝜇 + 𝛾)𝑒 +
𝛽𝑁

𝜎 + 𝜇
(𝜋𝑒), 

≤ (𝛽𝑁 +
𝛽𝑁𝜋

𝜎 + 𝜇
− (𝜋 + 𝜇 + 𝛾)) 𝑒, 

≤ [𝛽𝑁 (1 +
𝜋

𝜎 + 𝜇
) − (𝜋 + 𝜇 + 𝛾)], 

≤ [𝛽𝑁 (
𝜎 + 𝜇 + 𝜋

𝜎 + 𝜇
) − (𝜋 + 𝜇 + 𝛾)], 

≤ [
𝛽𝑁(𝜎 + 𝜇 + 𝜋)

𝜎 + 𝜇
∙
(𝜋 + 𝜇 + 𝛾)

(𝜋 + 𝜇 + 𝛾)
− (𝜋 + 𝜇 + 𝛾)] 𝑒, 

≤ [ℛ0 (𝜋 + 𝜇 + 𝛾) − (𝜋 + 𝜇 + 𝛾)]𝑒, 

≤ [ℛ0 − 1](𝜋 + 𝜇 + 𝛾)𝑒. 
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Lampiran 6 Source Code program Matlab Model SEIQR pada 

penyebaran COVID-19 

function 

dy=fungsi2(y,A,n,K,alpha,mu,beta_h,beta_b,gamma,sig

ma,epsilon,d) 
x(1)=A+alpha*y(3)-

((beta_h*y(2))/n+(beta_b*y(4))/(K+y(4))+mu)*y(1); 
x(2)=((beta_h*y(2))/n+(beta_b*y(4))/(K+y(4)))*y(1)-

(mu+gamma+d)*y(2); 
x(3)=gamma*y(2)-(mu+alpha)*y(3); 
x(4)=epsilon*y(2)-sigma*y(4); 
dy=[x(1) x(2) x(3) x(4)]; 

 

clear all; 
close all; 
clc; 
A=7.7e-3; 
bheta=10.2e-2; 
gamma=0.003; 
pi=0.02; 
sigma=0.02; 
theta=0.025; 
mu=8.035e-3; 
% S0=1;E0=0;I0=0;Q0=0;R0=0; 
 S0=2;E0=1.2;I0=1.3;Q0=1.2;R0=0; 
% M=A/mu; 
% s0=S0/M;e0=E0/M;i0=I0/M;q0=Q0/M; 

  
h=0.01; 
t=0:h:350; 
N=length(t); 
S=zeros(N,1);So=zeros(N,1); 
E=zeros(N,1);Eo=zeros(N,1); 
I=zeros(N,1);Io=zeros(N,1); 
Q=zeros(N,1);Qo=zeros(N,1); 
R=zeros(N,1);Ro=zeros(N,1); 
tes=1; 
it=0; 
S(1)=S0; E(1)=E0; I(1)=I0; Q(1)=Q0; R(1)=R0;  
% S(1)=s0; E(1)=e0; I(1)=i0; Q(1)=q0;  
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for i=1:N-1 
    y=[S(i) E(i) I(i) Q(i) R(i)]; 
    j1=fungsi2(y,A,mu,bheta,pi,gamma,sigma,theta); 
 

j2=fungsi2(y+0.5*h*j1,A,mu,bheta,pi,gamma,sigma,the

ta); 
   

j3=fungsi2(y+0.5*h*j2,A,mu,bheta,pi,gamma,sigma,the

ta); 
    

j4=fungsi2(y+h*j3,A,mu,bheta,pi,gamma,sigma,theta); 
y=y+(h/6)*(j1+2*j2+2*j3+j4); 
S(i+1)=y(1); 
E(i+1)=y(2); 
I(i+1)=y(3); 
Q(i+1)=y(4); 
R(i+1)=y(5); 
end 
if it==0 
    figure() 
    grid on; hold on; 
plot(t,S,'b-',t,E,'r-','linewidth',2); 
plot(t,I,'color',[0.1,0.5,0],'linewidth',2); 
plot(t,Q,'color',[1,0.5,0.1],'linewidth',2); 
set(gca,'FontSize',9,'fontweight','bold','linewidth

',2); 
xlabel('Waktu(hari)','fontweight','bold'); 
ylabel('Populasi','fontweight','bold'); 
legend('s','e','i','q');  
end 
 a1=bheta*A*(sigma+mu+pi); 
 a2=mu*(sigma+mu)*(pi+mu+gamma); 
 r0=a1/a2 
 s=1/r0 
 i=(mu*pi*(r0-1))/(bheta*(A/mu)*(sigma+mu+pi)) 
 e=(i*(sigma+mu))/pi 
 q=((gamma*(sigma+mu)+sigma*pi)/(pi*(theta+mu)))*i 
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%Program Utama 
%RO<1 
clc; 
clear all; 
%Nilai Awal 

  
S=1.4;E=1.3;I=1.2;Q=1.1;R=0; 
z(1,:)=[S,E,I,Q]; 

 
S_1=1.5;E_1=1.1;I_1=1.5;Q_1=1;R_1=0; 
z1(1,:)=[S_1,E_1,I_1,Q_1]; 

 
S_2=1.6;E_2=1.4;I_2=1.7;Q_2=1.4;R_2=0; 
z2(1,:)=[S_2,E_2,I_2,Q_2]; 

 
h=0.1; 
t=0:10000; 
M=length(t)-1; 
for i=1:M 
    k1=h*fun1(t(i),z(i,:)); 
    k2=h*fun1(t(i)+(h/2),z(i,:)+k1/2); 
    k3=h*fun1(t(i)+(h/2),z(i,:)+k2/2); 
    k4=h*fun1(t(i)+h,z(i,:)+k3); 
    z(i+1,:)=z(i,:)+(k1+2*k2+2*k3+k4)/6; 

 
    k11=h*fun2(t(i),z1(i,:)); 
    k21=h*fun2(t(i)+(h/2),z1(i,:)+k11/2); 
    k31=h*fun2(t(i)+(h/2),z1(i,:)+k21/2); 
    k41=h*fun2(t(i)+h,z1(i,:)+k31); 
    z1(i+1,:)=z1(i,:)+(k11+2*k21+2*k31+k41)/6; 

  
    k12=h*fun3(t(i),z2(i,:)); 
    k22=h*fun3(t(i)+(h/2),z2(i,:)+k12/2); 
    k32=h*fun3(t(i)+(h/2),z2(i,:)+k22/2); 
    k42=h*fun3(t(i)+h,z2(i,:)+k32); 
    z2(i+1,:)=z2(i,:)+(k12+2*k22+2*k32+k42)/6; 
end 

  
y=z; 
y1=z1; 
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y2=z2; 

 
figure; 

  
plot3(y(:,1),y(:,2),y(:,3),'b',y1(:,1),y1(:,2),y1(:

,3),'g',y2(:,1),y2(:,2),y2(:,3),'r','LineWidth',2);

%orbit solusi 

  
hold on; 

  
%nilaititikbebasendemik 
plot3(1,0,0,'oblack','LineWidth',5) 
text(1,0,0,'\color{black}E_0','HorizontalAlignment'

,'right','VerticalAlignment','bottom') 

  
plot3(1.4,1.3,1.2,'ob','LineWidth',3)  
text(1.4,1.3,1.2,'\color{black}N_1','HorizontalAlig

nment','left','VerticalAlignment','bottom') 

  
plot3(1.5,1.1,1.5,'og','LineWidth',3) 
text(1.5,1.1,1.5,'\color{black}N_2','HorizontalAlig

nment','left','VerticalAlignment','bottom') 

  
plot3(1.6,1.4,1.7,'or','LineWidth',3) 
text(1.6,1.4,1.7,'\color{black}N_3','HorizontalAlig

nment','left','VerticalAlignment','bottom') 

  
xlabel(' s '); 
ylabel(' e '); 
zlabel(' i '); 
grid on 

 

 

 


