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ANALISIS DINAMIK MODEL SEIQR PADA PENYEBARAN
CORONAVIRUS DISEASE 2019 (COVID-19)

ABSTRAK

Pada:skripsirini dibahas:konstruksi'dan analisis-dinamik model SEIQR
pada penyebaran;COVID-19. Madel.ini terdiri dari lima subpopulasi
yaitu subpopulasi_rentan (S), terpapar (E), terinfeksi (I), terinfeksi
yang dikarantina (Q), dan subpopulasi sembuh (R). Analisis dinamik
yang-dilakukan-adalah’ menentukan ‘titik' kesetimbangan, 'mencari
angka “reproduksi' 'dasar. | (Ry), | serta ~analisis kestabilan ! titik
kesetimbangan. Hasil analisis dinamik menunjukkan model-memiliKi
dua titik: kesetimbangan yaitu. titik-kesetimbangan bebas penyakit.dan
titik kesetimbangan endemik. Titik kesetimbangan. bebas penyakit
bersifat _stabil “asimtotik lokal ~dan global jika R, <'1.  Titik
kesetimbangan endemik bersifat stabil asimtotik lokal jika R, > 1.
Simulasi ‘numerik'yang dilakukan>mendukung hasil“analisis ‘'dinamik
yang diperoleh.

Kata Kunci: Model SEIQR, COVID-19; titik kesetimbangan, angka
reproduksi dasar, analisis kestabilan.
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DYNAMICAL ANALYSIS OF SEIQR MODEL ON
CORONAVIRUS DISEASE 2019 (COVID-19) SPREAD

ABSTRACT

This final project discusses the construction -and dynamical analysis
of. SEIQR model on, COVID-19 spread. This-model consists of- five
subpopulations, namely susceptible (S), exposed (E), infected (I),
isolated (@), and recovered (R) subpopulation. Dynamical analysis
performed-by finding-the “equilibrium "points, basic -reproduction
number ' (R,), ‘alsoanalyzing of! stability -of equilibrium points.
Dynamical, analysis: shows' that there are two equilibrium points,
namely-the disease-free-equilibrium-point, and endemic equilibrium
point. The disease-free equilibrium is.asymptotically stable both
locally and globally if R, < 1. The endemic equilibrium-is locally
asymptotically stable if' R, >1."Numerical’ simulation-supports. the
results of the dynamical ‘analysis.

Keywords: SEIQR : model,, COVID-19; equilibrium_ points, . basic
reproduction number, stability analysis.
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1.1" Latar Belakang

Pada Desember 2019, serangkaian kasus pneumonia yang tidak
diketahui ‘penyebabnya 'muncul di” Wuhan, Provinsi-Hubei, China.
Patogen penyebab, pneumonia: tersebut  diidentifikasi- sebagai \ RNA
yang.diselimuti betacoronavirus yang saat.ini dinamakan severe acute
respiratory syndrome coronavirus 2 (SARS-Cov-2) (Guan, dkk.,
2020). Virus-yang menyebabkan coronavirus disease 2019 (COVID-
19)-ditularkan terutama ' melalui tetesan kecil-yang dihasilkan-ketika
orang ‘yang' terinfeksi batuk;, bersin, atau’ menghembuskan  nafas.
Tetesan kecil ini terlalu berat, untuk berada di-udara.dan, segera; jatuh
ke lantai atau permukaan benda (Zeb, dkk., 2020).

World® Health Organization (WHO) telah  menyatakan
coronavirus -disease 2019 (COVID-19) sebagai pandemi  global
(Cucinotta dan Vanelli, 2020)." Hal ini dikarenakan tingginya angka
penyebaran infeksi ke berbagai negara. Tidak terkecuali di: Indonesia,
kasus pertama COVID-19 dilaporkan pada,2:Maret 2020 -dengan-dua
kasus. positif . di pulau Jawa (WHQO, 2020a). Sejak pertama  Kkali
dilaporkan, konfirmasi kasus positif di Indonesia semakin meningkat
dan‘dengan cepat menyebar ke pulau=pulaulainnya. Pada 1'November
2020 kasus' positif COVID-19 di- Indonesia telah ‘tercatat sebanyak
410,088 dari total thampir 47 -juta 'kasus secara global dan 1,2 juta
orang. di seluruh idunia. harus, kehilangan nyawa mereka, akibat, virus
tersebut (WHO, 2020b).

Penelitian tentang COVID-19 telah dan masih terus dilakukan
meskipun sudah-ditemukannya vaksin. Cao, dkk. (2020) mempelajari
gambaran klinis.dari virus corona dan membahas hasil jangka pendek
pasien-COV1D-19; dalam; perawatan \intensif. Pengamatan; pertama
dilakukan -pada 18 pasien;:selanjutnya pengamatan dilakukan, pada
102 pasien. Nesteruk (2020) mengembangkan model-epidemi-SIR dan
membahas secara statistik parameter yang digunakan pada model yang
diusulkan dan menunjukkan bagaimana mengontrol-infeksi. Prem,
dkk:(2020) membahas'efek dari-physical distancing atau menjaga

1



pada: penyebaran 'kasus ‘COVID=19dengan -menyimulasikan
wabah yang-sedang-berlangsung.di-Wuhan menggunakan-model
R-deterministik terstruktur untuk tindakan. physical ;distancing.
dkk. ~.(2020). . memperkenalkan model SEIR  untuk
ggambarkan~ “dinamika“ “penularan,” " "dan’ ““memperkirakan
ebaran-‘penyakit ‘secara-nasional dan-global, berdasarkan-data
) dilaporkandari 31 Desember 2019 hingga 28 Januari-2020. Wu;
(2020) juga-memperkirakan bahwaangka reproduksi dasar. untuk
ID-19.. adalah , sekitar . 2.68. Hou,  dkk. . (2020) -mengukur
ivitas dari karantina. yang dilakukan di ‘Kota Wuhan ‘dengan
ggunakan -model-  well-mixed ~ SEIR."" 'Rayo, dkk.~(2020)
gombinasikan' 'model V' Q-SEIR" yaitu "'\model~ SEIR" dengan
ambahan = faktor karantina- dengan - pengelompokan: -populasi
asarkan usia-untuk meningkatkan keakuratan,model.

Virus. COVID-19_dapat dengan,-mudah menyebar-di tempat
maian. Kontak-antar satu orang ke orang fain adalah penyebab
a‘penyebaran virus' COVID-19. Oleh ‘karena itu, mengkarantina
melakukan ‘isolasi-orang' yang-tertular'dapat mengurangi resiko
ebaran virus COVID-19. Zeb, dkk.(2020) mengonstruksi-model
ebaran- virus..COVID-19 .dengan:menambahkan subpopulasi
feksi yang dikarantina. _Model  dibentuk “dengan- membagi
lasi ‘menjadi lima subpopulasi, yaitu subpopulasi rentan (S),
hpar- (E),” terinfeksi (), terinfeksi~yang 'dikarantina“ (Q), ‘dan
populasi’- sembuh (R), 'sehihgga “dari’ lima ' subpopulasi-tersebut
bntuk model SEIQR.

Pada-skripsi. ini| akan. dikaji -ulang- analisis-.dinamik -model
DR pada penyebaran coronavirus disease 2019 (COVID-19) yang
dibahas oleh Zeb, dkk. (2020). Analisis dinamik yang dilakukan
model meliputi penentuan titik kesetimbangan, angka reproduksi
r,"dan analisis Kestabilan’pada titik kesetimbangan. Pada bagian
r,-dilakukan simulasi numerik-menggunakan' Runge-Kutta orde
at.untuk mendukung-hasil analisis dinamik.
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1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan, latar belakang, jtersebut; ;rumusan-masalah, yang
dibahas sebagai berikut.
1. ' Bagaimana, konstruksi.. model matematika coronavirus. disease
2019 (COVID-19) dengan adanya subpopulasi terinfeksi yang

l

= dikarantina?
- 2. Bagaimana _titik -kesetimbangan' maodel: dan kestabilan:: titik
< kesetimbangan tersebut?
g — 3...Bagaimana;hasil simulasi numerik dan interpretasi dari simulasi
7 ; tersebut?
[
w <
% o 1.3- - Tujuan
S0

Tujuan penulisan skripsi-ini-adalah sebagai berikut:

1., ~Menjelaskan konstruksi-model-matematika coronavirus disease
2019: (COVID-19). dengan adanya . subpopulasi: terinfeksi. yang
dikarantina.

2. "Menentukan’ titik “kesetimbangan - model dan kestabilan " titik
kesetimbangan tersebut.

3.:"Melakukan 'simulasi numerik dan'menginterpretasikannya untuk
mendukung hasil analisis;model.
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2.1" Persamaan Diferensial

Menurut -Finizio' dan- Ladas~(1982), “persamaan diferensial
adalah“persamaan yang memuat turunan:satu atau-beberapa fungsi
yangtidak diketahui. Suatu persamaan diferensial biasa orde nadalah
suatu-persamaan yang dapat ditulis dalam bentuk

yWI=E (x5 y @)

dengan v, y', ..., y™ adalah fungsi dari x.

I

BRAWIJAYA

UNIVERSITAS

Persamaan! - diferensial -~ biasa . dapat: dibedakan - menjadi
persamaan. diferensial biasa_linear.dan, persamaan-diferensial. biasa
nonlinear. Persamaan diferensial orde n linear memiliki bentuk umum

&

ap (Y™ +ar )y T d i ba ()Y =005 110(2.1)

dengan x adalah-variabel bebas dan‘y adalah-variabel tak bebas dan
ag #.0.'Jika, f((x) =0 maka  Persamaan' (2.1) disebut persamaan
homogen dan jika f(x) = 0 maka Persamaan:(2.1) adalah persamaan
nonhomogen. Apabila-variabel. tak bebas atau. turunannya berderajat
lebih dari satu atau memuat perkalian antara variabel tak bebas.dengan
turunannya ‘maka persamaan diferensial- biasa tersebut adalah
persamaan-diferensial biasa nonlinear.

:
|
|
|
|
|
|
|
|
|
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2.2 Sistem Persamaan Diferensial

Sistem’ persamaan diferensial adalahsuatu sistem dari n
persamaan-diferensial dengan n fungsi yang tidak diketahui, ‘dimana
n-merupakan’ bilangan ‘bulat ‘positif' lebih besar sama dengan dua
(Finizio dan Ladas, 1982). Bentuk- umum dari suatu sistem persamaan
diferensial orde pertama berdimensi n.adalah sebagai berikut:
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[a]
|G
|a
(2 dx
;S _1:g1(tlxlﬁx21"'ﬁxn)p
|5 i
|Q X2
| & — = t, X9, X5,50.5%y),
|i dt 92( 1rA2 n)
dx,,
_dt = gn(t’ X1, X200y X))

jan“t‘adalah” variabel bebas <dan-x;; x5, ...; X, adalah-variabel

at;‘'sehingga xy =, (), %3 =% (£), i, %n =%, (t). Notasi %

pakan derivatif fungsi x,, terhadap-¢, dan g, adalah fungsi-yang
hntung pada variabel x4, x;,5.., %, dan £ (Neuhauser, 2004):
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Sistem Dinamik

Sistem-dinamik-adalah’ suatu’ sistem-yang“selalu berubah’'dan
t-diketahui’ kondisinya. di masa: yang akan datang jika diketahui
lisi saatini atau, masa-lampau (Nagle, dkk:, 2012). Sistem-dinamik
dakan. menjadi dua; yaitu sistem dinamik diskret dengan bentuk
m

i

[l

| S .

i; J_ét+1 T f(ft)lt € Z! ft € Rn; (22)
& sistem dinamik kontinu dengan-bentuk umum

|5 di . s . )

|2 Fraid f(& ), teR, X, € R (2.3)

em- dinamik ‘kontinu' dibedakan menjadi ‘sistem-autonomous’ dan
m-nonautonomous.(Alligood, dkk., 2000).

jan fungsi f (x)'merupakan fungsi kontinu yang tidak bergantung
ra eksplisit terhadap variabel bebas t (Boyce-dan DiPrima, 2012).

g Sistem-autonomous
= Sistem-autonomous adalah suatu-sistem persamaan-diferensial
e Derdimensi nyang berbentuk
df -
< Lefwg ern (2.4)
<T
(a
(a 0

UNIVERSITAS

U
g



REPOSITORY.UB.AC.D |

I

BRAWIJAYA

UNIVERSITAS

&

i
|2
| g
| <
|
| 2
{ >
| &
| ©
|5
|
| ©
| &
|U
| &=
|

BRAWIJAYA

UNIVERSITAS

U
g

Definisi 2:3:1/(Titik Kesetimbangan)
Titik-x* yang, memenuhi-kondisi f()?) = 0 disebut titik kritis sistem
(2.4). Titik kritis x* merupakan selusi dari sistem (2.4).yang hernilai

konstan :karena Z—f = 0. Keadaan yang, menyebabkan Z—f =0 disebut
dengan. keadaan 'setimbang -dan titik, yang. memenuhi- disebut titik
kesetimbangan sehingga titik kritis disebut juga titik kesetimbangan
(Boyce dan DiPrima, 2012).

Definisi'2.3.2' (Kestabilan Titik Kesetimbangan)
Titik kesetimbangan x* pada sistem Persamaan (2.4) dikatakan

1

3.

stabil; jika untuk setiap € > 0-terdapat & >.0-sedemikian
sehingga untuk  setiap_solusi x(t) sistem (2.4) yang
ketika t = 0 yang memenuhi
1X(0) = x|l <'§
ada-untuk-setiapt->-0 dan memenubhi
I%(6) = %-ll'< &
untuk-setiap:t:=:0,
stabil . asimtotik, _jika x* stabil . dan:terdapat .5, > 0
sedemikian sehingga jika terdapat suatu solusi X(t)
sistem (2.4) memenuhi
12(0) —x*|'< &
maka berlaku
feprByaw)
tidak stabil; jika tidak memenuhi-kriteriasstabil:
(Boyce dan DiPrima;2012)

2.3.2 'Sistem ‘autonomous linear
Secara umum' sistem -autonomous linear berdimensi n dapat
dinyatakan dalam bentuk
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dx1
T =a11x1tax; ¥+ agpxn,
| =] dx,
QY 1 A2i¥e tazexy +vot Ao X, (2:5)
S dxn
< i =Ap1Xy + ApaXy + - A Xy,
e
5 ; amaan (2.5) dapat dinyatakan dalam-bentuk
& dx .,
wi < — = BX, (2.6)
= dt
5 0e
Soh g
by; bz .. b1 X1
x
g b?l bz b?“ danx ="/} ,byj €R.
bnl bnz Y bnn xn

hlkan. A, 42 A3, ..., A5, @dalah:nilai eigen matriks B dan:det(B) #

aka X* =0 adalah satu-satunya titik kesetimbangan sistem (2.6).
abilan titik kesetimbangan sistem (2.6) dapat ‘ditentukan dengan
ema berikut.
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ema . 2.3.2 . (Kestabilan ;. Titik, . Kesetimbangan . Sistem
bnomous Linear)
alkan'A1, 1,5, 13,..., 4,, adalah nilai eigen dari matriks koefisien B

m(2.6) dengan'|B| # 0, titik kesetimbangan %= 0 pada sistem

1.~ stabil, jika nilai eigen: matriks: B bernilai-real negatif dan
terdapat nilai eigen-atau bagian: realnya bernilai nol;
2.__stabil asimtotik, ;jika seluruh nilai eigen matriks-B_bernilai
real negatif atau bagian realnya negatif,
3. tidak stabil, jika setidaknya terdapat satu nilai eigen bernilai
real-positif atau bagian realnya positif.
(Finizio dan Ladaz, 1982)
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2.3.3)Sistem autonomous nonlinear

Misal sistem, (2.4) adalah sistem autonomous-nonlinear:dengan
persamaan. .dan: fungsi. ..f; merupakan .. fungsi -nonlinear . yang
mempunyai_turunan parsial yang. kontinu di titik x*. Deret Taylor
fungsi f; di sekitar untuk x* untuk i ='1,2, ..., n adalah

ne g : 2% . O
D= G+, e (=) G 2D
= )

dengan n;(X*) -adalah' 'suku’ sisa "pada hampiran“orde 'satuyang
memenuhi sifat

X
lim 77( 2 =0,i=12,..n
e Il

dengan-w = (wy, ws,.o, W, ) =X = X7, sehingga diperoleh
W! ( )I —’l

Oleh -karena; fi(¥*) =0 untuk i = 1,2, ..., n,..maka: sistem
Persamaan (2.7) dapat ditulis sebagai

w' =Jw+7, (2.8)
dengan
afy(x) afix)
6x1 axn
J =
afn( D) afn( i)
6x1 - 6xn

disebut”matriks-Jacobi, 7~ bernilai sangat kecil untuk x-yang berada

dekat dengan x*, sehingga ||} < ||w]| atau'sj — 0.-Oleh karenaitu,

nilai 7j-dapat: diabaikan: dan sistem (2.8) dapat: dihampiri-oleh sistem
linear

w' = Jw. (2.9)

Jika® = %* maka " =0, sehinggatitik kesetimbangan sistem

(2.9)cadalahw™* = 0. Proses ini:dinamakan dengan linearisasi.



ahilan O titik | kesetimbangan ~ sistem ' autonomous: - nonlinear
antung- pada- kestabilan, titik-. kesetimbangan sistem-, -hasil
risasi, seperti yang dinyatakan pada;Teorema 2.3.3.

(Boyce dan DiPrima, 2012)
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I

ema- ~2.3:3, - (Kestabilan.  Titik: - Kesetimbangan - Sistem
bnomous Nonlinear)

kesetimbangan sistem autonomous nonlinear-bersifat
stabil-asimtotik, jika titik kesetimbangan sistem hasil linearisasi
stabil asismtotik,

tak stabil, jika titik kesetimbangan sistem hasil linearisasi:tak
stabil.

(Boyce dan DiPrima, 2012)
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Angka Reproduksi Dasar

Pada model epidemi, angka reproduksi dasar (R,) menyatakan
rata-banyaknya'individu-baru yang-terinfeksi oleh individu-yang
feksi sebelumnya dalam‘populasi rentan.’/Angka reproduksi‘dasar
) -digunakan - untuk ;menentukan-ada-atau; tidaknya penyebaran
akit dalam suatu populasi.Jika-R, < .1-makabanyaknya individu
yang tertular oleh satu individu yang terinfeksi berjumlah kurang
satu'individu, sehingga penyakit secara perlahan akan menghilang
populasi-tidak terjadi penyebaran ‘penyakit. Jika R, > 1 maka
aknyaindividu yang 'tertular oleh 'satu individu yang- terinfeksi
mlah:lebih dari satuindividu, :sehingga penyakit akan:menyebar
erman;,. dkk., 2005).

i
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Matriks Generasi Selanjutnya

Matriks generasi selanjutnya (Next Generation Matrix) adalah
lekatan- umum. yang ' 'dapat’ 'digunakan “untuk—mencari--angka
pduksi dasar (Rg). Misalkan terdapat n-kompartemen di-mana m
aranyaadalah-kompartemen terinfeksi. Didefinisikan

X = (%1, X2, s Xp)
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Jan ‘x; 'menyatakan banyaknya ‘individu pada'kompartemen:ke-i.
lkan - F;(x) - adalah tingkat: -kemunculan ~infeksi ‘baru, pada
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kompartemen' ke:i, /dan- V; (%) =V (%)= V(%) dengan V" (%)
adalahtingkat perpindahan individu ke:dalam:-kompartemen:ke=i; dan
V- (x).adalah tingkat perpindaham:individu keluar kompartemen ke-i.
F; (%) — V;(X) menyatakan tingkat perubahan dari x;.- Matriks generasi
selanjutnya didefinisikan sebagai FV~! dengan

FL [aFi(xo)]’V ¥

an
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I

V(o)
Bx]-

], ,j=12"2m,

dan x,-adalah titik kesetimbangan' bebas penyakit. Angka reproduksi
dasar’ R, = p(FV 1) yaitu nilai’ absolut: terbesardari nilai_eigen
matriks: FV/. 71 yang didefinisikan sebagai spektral radius dari matriks
FVL,
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(Hefferman, dkk., 2005)
2.6 Kriteria Routh-Hurwitz

Dalam’beberapa“kasus' tertentu, sulit-untuk menentukan akar-
akar ‘persamaan-karakteristik. Salah-satu cara-mengetahui kestabilan
titik ‘(kesetimbangan tanpa harus-menentukan akar-akar persamaan
karakteristiknya yaitu dengan memanfaatkan kriteria Routh: Hurwitz.
Kestabilan titik: kesetimbangan sistem linear bergantung pada tanda
akar persamaan karakteristik atau nilai eigen (A) suatu matriks. Suatu

sistem linear berderajat n- mempunyai persamaan karakteristik
P(A) =" A" + @A"Y @A™ 24 - +a, =0, (2.10)
dengan-koefisien a;, i2=:1,2,3, .., n'adalah bilangan:real ‘dan'a;, +
0. Titik kesetimbangan ;sistem-tersebut: bersifat stabil- asimtotik-jika
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§ akar-akar persamaan karakteristiknya memiliki bagian.real negatif.
(< Teorema 2.6 (Kriteria Routh-Hurwitz)
2 — Akar-a.l.<ar Persamaan (2:10).mempunyai bagian real negatif jika dan
5 ; hanya jika
cc 1. Dl - |a1| > O,
l">“| < ay az
Ex 2. D2=|1 a|=a1a2_a3>0,
2
= m a, a3 Aas
- 3 D3 =1 ay; Q4] = a,a,az — a32 — a12 — Ay > 0,
RhE 0 aq as
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0100, 01 i

alkan diberikan persamaan karakteristik berderajat tiga sebagai
ut.

P = 3% a2+ ayA 4+ aj =0, (2.11)
Persamaan (2.11) memiliki bagian real negatif jika-dan hanya

1 = |a1| = 0!
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a; as
> 2= 1 a2| =a1a2—a3>0,
-]?o_~
. a1 a3 0
Dy=11 .a, 0|=aa,a;—az? > 0,sehingga az > 0.
0 a; " az

(Murray, 2002)

Fungsi Lyapunov

Kestabilan- titik-kesetimbangan dibedakan menjadi ‘kestabilan
| ~dan  global."/Kestabilan:: lokal titik' kesetimbangan: ' sistem
nomous.nonlinear dapat ditentukan dengan melakukan linearisasi,
ngkan kestabilan, global. titik kesetimbangan dapat: ditentukan
jan menggunakan fungsi Lyapunov. Misalkan x* adalah suatu

REPOSITORY,UB.AC.ID |

‘ . . ax 4 .
kesetimbangan persamaan_diferensial d—f = f(x) dan misalkan

fungsi £: R" — R, Selanjutnya didefinisikan fungsi-Lyapunoy
h dan fungsi Lyapunov Kuat.
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nisi-2.7.1 (Fungsi.Lyapunov Lemah)
si £ disebut fungsi Lyapunov lemah untuk X jika terdapat suatu

kitaran. W € R™ pada.x* -yang:-memenuhi -kondisi sebagai
ut.

U
g



REPOSITORY.UB.AC.D |

I

BRAWIJAYA

UNIVERSITAS

&

i
|2
| g
| <
|
| 2
{ >
| &
| ©
|5
|
| ©
| &
|U
| &=
|

BRAWIJAYA

UNIVERSITAS

U
g

10 L(@) =0dan L(X) > 0,¥X # X1 e W.
2. LX) <0,VX e W,
(Alligood, dkk;, 2000)

Definisi 2.7.2 (Fungsi Lyapunov Kuat)
Fungsi-£ disebut fungsi' Lyapunov kuat untuk x* jika terdapat suatu
persekitaran ' W._e R™ pada ' x* ~yang. memenuhi ‘Kondisi ' 'sebagai
berikut:
1. L(xX*) =0dan £L(X) >0,V #x* € W.
2. L'(xX) <0,VX+x"€eW.

(Alligood, dkk,.2000)

Teorema 2.7 Kestabilan Global dengan Fungsi Lyapunov

Misalkan x* adalah suatu titik kesetimbangan persamaan diferensial

% = f(x), titik kesetimbangan x* bersifat sebagai berikut,

1. stabil global, jika terdapat suatu fungsi Lyapunov: lemah untuk x*.

2. ' stabil asimtotik global, jika terdapat suatu fungsi Lyapunov Kuat
untuk x*.

(Alligood, dkk, 2000)

2.8 Model Epidemi

Model'‘matematika penyebaran penyakit secara umum dimulai
dari'membagi populasi-menjadi beberapa subpopulasi. Salah satunya
adalah=model SIR."/Model ~SIR membagi populasi: menjadi: tiga
subpopulasi-yaitu subpopulasi-rentan (S), terinfeksi>(L),,dan sembuh
(R).. Nesteruk (2020) menggunakan model SIR untuk mengetahui laju
perpindahan “penyakit COVID-19 di China. Diasumsikan populasi
N'=S+T+R konstan,” dengan ~ model' “kompartemen " seperti
ditunjukkan pada Gambar-2.1.

S, fasSLf | pl R

Gambar 2.1 Model kompartemen SIR COVID-19

13
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Model tersebut memiliki-dua parameter yaitu parameter p dan a.
meter p,menyatakan-laju-perpindahan dari subpopulasi terinfeksi
subpopulasi.. sembuh, , dan;: parameter, ..« menyatakan . laju
indahan dari_‘subpopulasi rentan-. ke subpopulasi.-terinfeksi.
jasarkan “diagram “kompartemen pada Gambar 2.1 diperoleh

l

= @B maan model sebagai' berikut:

-

< L = —asI
Uy — dt !
<[ w—
— dl
— —=aSI — pl,
2 ; dt
<L LI
= oc ac Pt
S0

Metode Runge Kutta Orde-4

Metode . Runge-Kutta Orde-4 adalah metode numerik yang
nakan' untuk  mengaproksimasi' solusi-masalah“nilai'awal ‘order
ama. Metode' ini memberikan-hasil® ketelitian/yang ‘lebih ‘besar
ndingkan: metode' lain'dengan:error. /0(h*); Bentuk umum dari
bde Runge-Kutta Orde-4 sebagai berikut.

REPOSITORY,UB.AC.ID |

1
Yisi =¥+ gh(’ﬁ + 2ky +2k5 + ky),

ki = il Yo
1 1
k2 = f(xl +Eh,yl +§k1h)
1 1
k3 = f(xl +-2—h"yl +Ek2h)
k4 = f(xl + h’yl + k3h)
(Chapra dan Canale, 2010)
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BAB HI
PEMBAHASAN

Pada’ bab ini dibahas Konstruksi model penyebaran” virus
COVID-19 dengan ‘adanya subpopulasi yang dikarantina. Selanjutnya;
dilakukan‘analisis dinamik pada model yang meliputi-penentuan titik
kesetimbangan, ' kestabilan -; lokal, - dan-; kestabilan: ~global , - titik
kesetimbangan bebas penyakit.. Pada bagian akhir dilakukan simulasi
numerik dengan menggunakan metode Runge-Kutta orde empat untuk
mendukung hasil analisis yang diperoleh.

3.1 Konstruksi-Model

Model" dibentuk dengan -membagi - populasi menjadi lima
subpopulasi, yaitu subpopulasi rentan (S), terpapar (E’), terinfeksi-(1),
terinfeksi -yang- dikarantina (Q), ‘dan’ subpopulasi- sembuh’ (R)-
Diasumsikan' bahwa penyakit-ini-memberikan kekebalan permarien
kepada penderitanya sehingga bagi individu yang ‘telah, tertular-dan
sembuh tidak akan tertular kembali..Pada model ini-tidak dibedakan
antara kematian dikarenakan COVID-19 atau dikarenakan kematian
alami. "Model penyebaran COVID-19 dengan adanya  subpopulasi
yang dikarantina disajikar dalam diagram kompartemen pada Gambar
3.1

YE

BS(E+1) nE ol 8gQ

E > I Q

luS HE J'm uQ luR

Gambar: 3.1 Diagram kompartemen model penyebaran,COVID-19
dengan adanya subpopulasi yang dikarantina

R

R S

Model' matematika: penyebaran'COVID-19 diperoleh ‘dengan
mendeskripsikan rGambar ' 3:1. - Terdapat tujuh -parameter ;yang
mempengaruhi laju masing-masing.subpopulasi. Parameter.4 sebagai
laju bertambahnya individu ke dalam subpopulasi rentan. Parameter

15



yatakan) Jaju perpindahan subpopulasi: terpapar: ke subpopulasi
feksi., Parameter |y -menyatakan: laju-perpindahan subpopulasi
hpar. ke subpopulasi. ;karantina. . Selanjutnya, laju perpindahan
populasi terinfeksi ke .subpopulasi karantina dinyatakan dengan
meter . Laju perpindahan subpopulasi karantina ke subpopulasi
puh-dinyatakan dengan parameter 6. Parameter A menyatakan laju
iran'dan-parameter ' menyatakan laju kematian:

REPOSITORY.UB.AC.D |

I

Laju-perubahan subpopulasi-rentan
Perubahan. jumlah . individu, pada..subpopulasi rentan. (S)
ngaruhi oleh laju bertambahnya individu ke dalam subpopulasi
an, faju~ kematian, perubahan‘individu yang rentan (S) menjadi
idu-yang terinfeksi' (1), dar perubahan individu yang ‘rentan-(5)
jadi:individu 'yang ‘terpapar ! (E): ~Masuknya/individu-baru-ke
subpopulasi | S mengakibatkan - jumlah - individu- -pada
bopulasi. S; :bertambah, dengan. laju: sebesar, A. Individu pada
jopulasi S terinfeksi virus COVID-19 ketika berinteraksi dengan
yopulasi 1. Adanya interaksi tersebut menyebabkan individu pada
populasi- S’ berkurang' dengan “laju"sebesar *BST. Individu -pada
populasi-S' terpapar’ ketika“berinteraksi''dengan’ subpopulasi: 'E
gga  menyebabkan - individu ~pada ; subpopulasi S -berkurang
jan -laju. yang.-sama-yaitu-sebesar-BSE. Jumlah individu pada
)opulasi S dapat berkurang karena kematian dengan laju sebesar
Dengan demikian, laju perubahan subpopulasi rentan (S) terhadap
u t-dapat dinyatakan'sebagai

ds

E:A = uS = BSCE+). (3.1)
L aju perubahan subpopulasi terpapar;
Interaksi antara individu pada subpopulasi 'S dengan individu
\ subpopulasi E'dan subpopulasi T menyebabkan jumlah individu
' subpopulasi’ E -bertambah “dengan “laju “sebesar ‘BS(E+T).
idu " yang ‘terpapar'‘‘'namun-‘belum’''sepenuhnya - terinfeksi
jutnyaakan dikarantina yang menyebabkan jumlah individu pada
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subpopulasi E ‘berkurang 'dengan ' laju'sebesar yE.cIndividu» yang
terpapar dan dinyatakan terinfeksi-akan-menyebabkan jumlah individu
pada, subpopulasi.- E , berkurang-dengan  laju sebesar..mE. :Jumlah
individu pada subpopulasi E dapat berkurang karena kematian dengan
laju” sebesar- uE. Dengan demikian, laju’ perubahan  subpopulasi
terpapar (E) terhadap waktu t dapat dinyatakan sebagai (3.2)

I

dE

EzBS(E+I)—yE—nE—uE.
3.1.3  Laju perubahan subpopulasi terinfeksi

Bertambahnya jumlah individu pada subpopulasi I disebabkan

oleh adanya individu terpapar yang sepenuhnya terinfeksi-dengan laju
sebesar wE. Individu “yang ‘terinfeksi- selanjutnya akan ‘dikarantina
yang menyebabkan jumlah individu padasubpopulasi’ £’ berkurang
dengan- laju-sebesar, gl - Jumlahrindividu-pada subpopulasi: -dapat
berkurang karena kematian dengan laju sebesar uI. Dengan demikian,
laju perubahan, subpopulasi terinfeksi (I) terhadap waktu.t dapat
dinyatakan sebagai
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&

% =nE = ol'~ ul, (3:3)
3.1.4 Laju perubahan subpopulasi karantina

Bertambahnya jumlah individu pada subpopulasi Q disebabkan
oleh adanya-individu “terpapar COVID-19 yang akan dikarantina
dengan laju 'sebesar “yE,' “ditambah ‘dengan’ individu yang- telah
terinfeksi COVID-19 akan dikarantina dengan-laju sebesar ol. Ketika
individu pada subpopulasi karantina'(Q)-telah sembuh:maka;akan
menyebabkan, individu. pada- subpopulasi-Q, berkurang. dengan-laju
sebesar. Q. Jumlah individu pada subpopulasi Q-dapat berkurang
karena kematian, dengan laju sebesar puQ. Dengan demikian, laju
perubahan- ‘'subpopulasi “karantina “(Q) ‘terhadap ‘waktu -t ~dapat
dinyatakan sebagai

N
|2
| o
| <
|
[ 2]
| &
| S
|5
|8
| a
|hl
|K

BRAWIJAYA

UNIVERSITAS

L sithis Brag
viSitAs Brawgayed- (3:4)

4
i

17




b -L:aju perubahan subpopulasi-sembuh

Bertambahnya jumlah individu-pada:subpopulasi R disebabkan
adanya _individu terpapar. COVID-19, yang .dikarantina telah
puh_dengan laju sebesar Q. Kemudian, jumlah individu pada
)opulasi R dapat berkurang karena kematian dengan laju sebesar
Dengan-demikian, ' laju- perubahan ‘subpopulasi karantina (Q)
hdap waktu ¢ dapat dinyatakan sebagai
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drR
—d_t— = QQ < ,uR. (3.5)
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Berdasarkan- uraian. tersebut,. diperoleh.-model penyebaran
ID-19 dengan, subpopulasi, karantina . dalam_ bentuk _sistem
amaan diferensial nonlinear sebagai berikut.

&

dS

— —=A—-—uS—BS(E+1
E 7t uS — BS(E +1),
|2
|5 dE
& — = BS(E +1) — YE — E — E,
|8 dt
g al E —.al— ul
£ dt_n ol — ul, (3.6)
4o E+ ol =8
dR P i
ar 00T R
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karena ‘R (t) tidak berpengaruh pada empat persamaan pertama;
a untuk analisis dinamik model; sistem (3.6) dapat disederhanakan
jadi
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I #ersita’s Brawijay?
| ©
|§ E
=] — = BS(E +1) — yE — E — uE,
dt (3.7
dl
;f_ = E ol
<
V) — dQ
L — ~— = yE+4 o= 0Q = u0Q:
2 ; dt
'; < Selanjutnya dilakukan normalisasi terhadap sistem-Persamaan (3.7)
= oc dengan memisalkan
S0
N—A S o E L. @
o TP TN IN T NTTN
didapat
ds
[a] InTvTsifas BNs(e + i), (3.8a)
E
|§ de .
& Jpn BNs(e+i)—me —(u+7y)e, (3.8h)
| Z
5 di’ e 2
Bl dt-—ne ol — Ni; (3.8¢0)
d
d—z =ye+ agi=— 0q = uq. (3.8d)

dengan nilai awal
5(0) =502 0,6(0) =€ = 0;i(0) =iy=0,q(0) =gy = 0.

3.2 UTitik' Kesetimbangan-Model-dan Angka Reproduksi-Dasar
Berdasarkan Definisi :2:3.1, titik (kesetimbangan sistem ((3.8)
diperoleh ketika

<
<
=
<
o
0
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ds_de_di_dq_0
dtr dtr-de dt o)

[
|
|
|
|
|
|
|
|

=2
J
<
@
2
>
o
o
=
a
o
o.
%]
o

l gga
u—us—pBNs(e+i)=0, (3.93)
< BNs(e 1) —me = (u+7)e = @ab)
AN S, me —.ol.— ui' =0, (3.90)
=S |
> = ye +oi—0q — g = 0. (3.9d)
G T
=
% (= a8 | = (0, maka Persamaan (3.9¢) menjadi
-f: e =0
e =0. (3.10)
_ njutnya, ~i'='0" dan''/Persamaan (3:10) - disubstitusikan ke
E amaan (3:9a) diperoleh
| g
13| U= us ='BNs(0+0)="0,
E S
55 p—us =0,
1= W= s,
s=1. (3:11)
< | |
2 kutnya, i = 0 dan Persamaan (3.10) disubstitusikan ke Persamaan
2 : 1) diperoleh
Z = y(0) +.0(0).~ g(0+ 1) = 0,
o
w < ~q(8:+uy=0,
S
>0 q=0. (3.12)

Berdasarkan. . ; perhitungan. . . tersebut,. . diperoleh  _titik
timbangan pertama vyaitu Cy = (sq, €0, i, q0) = (1,0,0,0). Titik



Co [ disebut  titik ' kesetimbangan bebas ' penyakit: ' (disease-free
equilibrium) karena tidak-ada,individu yang menyebarkan-virus.

REPOSITORY.UB.AC.ID ‘

Angka reproduksi dasar-(R;)-diperoleh’ dengan menggunakan
matriks generasi selanjutnya. Dalam hal ini kompartemen yang teribat
adalah-kompartemen terpapar.dan-terinfeksi yaitu kompartemen-£-dan
kompartemen I: Dari Persamaan (3.8b).dan. (3.8c) dibentuk matriks F
dan V sebagai berikut

l

Fl (ﬁNs(g + i))

dan
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Sie(m+pu+y)
are (—ne +i(o +,u))'

B

Selanjutnya’ dapat dibentuk matriks F yang merupakan matriks-Jacobi
dari'F sebagai berikut

: dF, dF,

| 1 T 2 i s

| F_dedﬂ-"z_(o o)
de di

dan diperoleh F-padatitik-Cy, yaitu
_ (BN BN
Fe) = (505 )

REPOSITORY,UB.AC.ID |

0

<

z Selanjutnya dibentuk matriks V yang merupakan matriks Jacobi dari
o V-sebagai berikut
é ; dVl dVl
4 v | de Tdi =<n+u+y 0 )
w < dvy ' dvy LmVe o
Z o -z 2
=z de''“di
S0

dan-diperoleh V'pada titik €y, yaitu

&
7
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T+ 0
V(Co)z( e o+u)'

rs‘dari matriks V dapat.ditentukan sebagai’ berikut

l

-1 1 o+p 0
) < j
Rl ) TGy U ey
= 1
o -1 mt+uty
£33 (o)), 1= 7 i
(%)
ﬁi< G+ mw+u+y) “a+u
>
> 5 iks generasi selanjutnya didefinisikan sebagai
= “1
E(C)(V(Cy)). -
"E"-' 1
(ﬂN ﬁN) T+u+y 0
0 0 Y VRVEIoiids £
(o+p)(mhuty). oty
B BN IO BT BN
: S <TL’+[1+]/ (o+uw)(m+u+y) o+u >
12| 0 0
I% i_eigen matriks K diperoleh dengan menyelesaikan. persamaan
lg Al =0, sebagai berikut
. IK — Al =0,
S BVSig BN BN, . F
Sl 7ty oo t () a+,u)—(0 A) =0,
- 0 %
[
z; BN (o + 1)+ BN S BN
w < (o) (m +prt ) o+ u)| = 0
S 0 —
>0

persamaan karakteristik; diperoleh nilai eigen matriks K adalah

i BN(o+u+m)
00an 2y = o s icer)

&
7




Angkareproduksidasar R diperoleh darispektral radius dari matriks
K-atau-modulus nilai eigen terbesar: dari-matriks K, yaitu

REPOSITORY.UB.AC.D |

SUEBN(e + )
Slo+ W@ ¥ u+y)

Selanjutnya, akan dicari titik kesetimbangan-kedua yaitu ketika i # 0.

l

0

Jika i-#:0-maka dari Persamaan (3.9d) didapat
e = (o u) =0,
e = i(o+ W),

as A (3113)
T
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B

Persamaan-(3.13) disubstitusikan ke Persamaan (3.9b) diperoleh

i(o'+ (o + (o +
ﬁNs(l(a 0 i) ey iy D
s T
El
;2 dan sesuai dengan perhitungan pada Lampiran 1 diperoleh
& et @ty Hm
8 BN (0 +pu+ 1)
e Brt
S = Reo' (3.14)
S Persamaan (3.13) 'dan (3.14)disubstitusikan' ke Persamaan(3.9a)
< diperoleh
S -
= L rnlryrm L @Dy (ie+w Y
2% BN(o+ w + 1) BN (o ¥ u+.1) T ry”
(58]
% o dan sesuai dengan perhitungan pada Lampiran 2 diperoleh
S0 B
(R 1) (3115)

lzﬁN(a+u+n)'

&
7
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l

—09 —uq =0,

Lylotwton..
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o U(Roi=1)
. BN(g +u+m)

_y(lo+w) +om:.

jan syarat eksistensi R, > 1.

Analisis Kestabilan Lokal

Sistem (3.8) merupakan sistem autonomous nonlinear, sehingga
kestabilan lokal titik kesetimbangan model bergantung pada hasil
risasi’ sistem. ' Berdasarkan ' langkah langkah -linearisasi  pada
hab:2.3:3-diperoleh matriks Jacobi sistem;(3.8) sebagai-berikut;

=p~pN(e+1)
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BNs=m = (u+Yy)

kutnya; Persamaan (3.13) dan'(3:15) disubstitusikan ke
amaan (3:9d) diperoleh

o prt(Ry = 1)
BN (o + u'+m)

sesuai dengan perhitungan pada Lampiran 3 diperoleh

Berdasarkan Persamaan (3.13), '(3.14), (3:15), dan-(3.16)
rolen C*'=(s,e",i’, g*)dengan

o+ +y+m) 1
“"BN(c+u+m)

o1 (o )
e’ =

= %

—fNs
BNs

—(o+w

e

g



Berdasarkan " matriks ~Jacobi '/ 'tersebut dapat ditentukan
kestabilan- lokal| - titik- rkesetimbangan,: bebas penyakit, dan, rtitik
kesetimbangan endemik.
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l

3:3.1 Kestabilan lokal titik kesetimbangan-bebas-penyakit
Matriks Jacobi pada titik:kesetimbangan bebas penyakit adalah

;t_ sebhagai berikut.
" S, Y LN _BN 0
L | O BN = ) BN 0
a; J(€o) = 0 i’ —(o+ 1) 0
o
w < 0 Y o -0+
2 0e
% s Persamaan. - karakteristik ; -matriks.. . J(Co) diperoleh .. dengan
menyelesaikan persamaan |/ (Cy):— Al| = 0 sebagai berikut.
L 1= —BN —BN 0
0 BN—=m~(p+ty) BN 0 2%
0 T —(o+w 0 ’
‘f 0 y %) —(6 +
| (cpenicer Wen B T AT 2yl Y Bloosiiqaas

Berdasarkan Persamaan (3:18), diperoleh nilai eigen matriks
J(Cy) vyaitu ‘A, = —u, A, =—60 —u, dan" A3,4, yang memenuhi
persamaan kuadrat
(BN —mt—u—y—AN=0—u—A1).— BNz =0,

A2+ (=N +y + 2u+m+0o)Al=BNu = BNt — BNo + yu+
Yo+l 4 um + po + o, =0. (3.19)

=
J
<
©
=
<
&
(=)
=
v
o
a
I
=

Selanjutnya, Persamaani /(3.19) dapat dinyatakan dalam bentuk

Az+all+a2=0,

BRAWIJAYA

UNIVERSITAS

dengan

&
7

ay =—=pN'+y+2u+n+ao,
25




~BNp= BN — BNG& +yil + yo+ p? '+ jum/+ uo + o

akar Persamaan (3.19) adalah

I
{
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
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IC
A
"y
i
S
Nt/

jan D = a12 71 4a2.

a; > 0-dan" a, >0 ‘maka akar-akar ‘persamaan A3 dan -1,
iliki bagian‘real negatif. Misalkan a;' >'0 dan/a; > 0.
Ketika D> 0 diperoleh: Persamaan(3.19):yang memiliki’dua
real yang berbeda sehingga

Az + A4 = —ay,

A3y = ay,
k memenuhi kondisi (a) dan (b) maka A; dan A, harus bernilai
tif
Ketika D = 0 'diperoleh:Persamaan /(3.19) yang memilikicakar

bai-sehingga: didapat Ay =% dan 2515 54 25 dan 24 selalu
ilai‘negatif.
KetikaD <0~ diperoleh. Persamaan »(3.19)-yang memiliki-dua

_ali;—m dengan Re(As4) =

BRAWIJAYA
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&

kompleks' berbeda. Didapat A3 4 =

yang selalu bernilai negatif.

gan-demikian, akan diperoleh-akar-akar persamaan 15 dan-4,
) bernilai‘hegatif atau memiliki bagianreal negatif jika a; > 0:dan
> 0.-Berikut akan dibuktikan apakah:aydan a, memenuhi-syarat
but.

| REPOSITORY.UB.AC.DD |

Diketahti'a; = =N +y + 2u+ m 4 0.

Titik-kesetimbangan: bebas-penyakit menunjukkan bahwa tidak

ada. individu . yang menyebarkan virus atau dengan-kata lain

memenuhi kondisi Ry < 1.Jika Ry < 1 maka
(c+wmT+pu+y)

REBOSTITY,HIRyeT (3.20)
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Olehkarena ¢ 4+’ < a+u +'m;

maka dapat ditulis
o+ u

l

o+u T+u+y
0+y+n<n+u+V
(c+w)(m+m+y)

o D <mH+u+y. (3.21)
Dari; Persamaan (3.20)dan (3:21) diperoleh
BN (c+w(m+u+ty)

(6 +u+m)

BN <m+u+y<nm+2u+y+o,
O<w+u+y-pgN<m+2pu+y+o— [N,
0K =fN + 12U+ Y+ a=aj
Dengan-demikian,.diperoleh‘a; >0 jika R, < 1«

<mT+u+y,

BRAWIJAYA
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2. ' Diketahui a, = —fNu — N — BNo+ ypu +yo + u? + um +
uo +mo.
a5 dapat disederhanakan menjadi
a; = =BN(o+pu+n)+ulc+p+m)+ uy +olm+y),
(W) (m+u+y)
(eHw(m+uty)
+py+o(m+uty),
—~BN(o + u+m)
3 o+ w(mFp +
T FiED) (e+w(@+p+vy)
+up+n+y)y+om+u+y)
ay =04 w) (4 L+ )1 =Rl
Dengan-demikian;:diperoleh-bahwa az >0 jikaR; < 1.

a, =—BN(@o+u+m)- +u+(p+m

=
J
<
©
=
<
&
(=)
=
v
o
a
I
=

a;

Berdasarkan .uraian’ tersebut;-akar-akar’ persamaan’ A;; A5, 15 ‘dan’'A;
memiliki' bagian real ‘negatif' jika' R, < 1, sehingga“diperoleh titik
kesetimbangan bebas ‘penyakit yang bersifat stabil asimtotik lokal
dengan syarat Ry < 1.
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 ~Kestabilan lokal titik-kesetimbangan.endemik
Matriks Jacobi di titik €= (s*, e*;i%,q").adalah

~u—=pN(e* +i7) —fBNs* =BNs* 0

0y BN(e*+ i) BNs* =7~ (1L +y) BNs* 0 l
- 0 T —(oc+pw 0

0 Y o —(e +,u)J

amaan ~karakteristik = ‘matriks J(C*) - diperoleh ~‘dengan
yelesaikan persamaan [J(C*) < AI|= 0 yaitu

—u—pN(E +i) -2 —pBNs* —BNs*
=p—=1) BN(e*+i%) BNs* =m=(u+y) =2 BNs* =0
0 T —(oc+pw) =41

ai<perhitungan pada Lampiran 4,:diperoleh
-0
42,43, dan A, yang memenuhi persamaan yang dapat dinyatakan
bentuk
B+ a; A%+ a4 +az= 0, (3:22)
jan
fNe*+ BNi*—[Ns*+t+y+3u+ao,

=BNs*(2u+m+a) +.NyBe +NyBi* +2NBe* u+ Npe n
+ NBe'og + 2NBi*u +NBi*r+ NBi*c +2yu
+yo + 3u? + 2um + 2uo + o,

=BNs*(urr+ uo + p?).+NBi*mo +NBi*ur+ NBe'na
+ NBetum + NBi*ug + Nfe*ua + %o + yu?
+yuo + u? m+ud + uno + NBe*u? + NGi*u?
+ NyBi*a + NyLi*u+ NyBe*c + NyBe* .

lasarkan kriteria  Routh-Hurwitz, rakar-akar,. Persamaan..(3.22)
iliki bagian real negatif jika memenuhi syarat a; > 0,a; > 0 dan
, — az > 0. Berikut akan dibuktikan apakah memenuhi Kondisi
but.



1. Diketahui a; =0+ 3u~Ns*+m +y+ BNe™+ BNi".
Darir Persamaan, (3.9a) diketahui:bahwa
u—us—BNs(e+.i) =0,
—BNs(et ) =pus —u,

. usT=np
tefBre e+ i
Olehkarena 1>0,5* >0, e" >:0,dani* > 0 jika Ry >'1maka
diperoleh —BNs* >0 sehingga-a; >0 jika Ry> 1.

REPOSITORY.UB.AC.D |

l

2. Diketahui
as; = —BNs*(un + pfo + u?) + Npi*mo + NBi*un + Nfe*no
+NBe*um + NBi*uoc + NBe o + 2o+ yu?
Fyuo +uimw +Ud ¥ umo + NBe*u?
+ NBi*u? +Nypita+ NyBi*u+ Nyfe*o
+.NyBe*u.
Berdasarkan, _uraian_ (1) diperoleh. - SNs* >.0 jika Ry > 1
sehingga a; > 0 jika Ry > 1.
3. Diketahui
a,a; — az = (—ﬁNs*(—Z,u -0
—m)(BNs*2e*u+2iu+e*o + i + me*
+ it +yer+ yi*))) (=BNs*+ BNi* + Ne*
+u+3u+y+a)—BNs*(ur + pa +.u?)
+ NBi*mo + NBi*urm + Nfe*no + Nfe*um
+ NBi*uo + Npe*uo + u?o + yu® +yuo
+ptn+ud+uno + Nfe*u? + NBi*p?
£ NyBito £ NyBi*p+ NyBe o+ NyLeru
Berdasarkan ruraian-; (1) -diperoleh =BNs* >'0:rjika; Ry > 1
sehingga.a; a, — az >0 jikaRy > 1.
Dengan demikian, akar-akar persamaan karakteristik matriks
J(C*) memenuhi kriteria Routh-Hurwitz dengan syarat R, > 1
dan “diperoleh titik “kesetimbangan endemik C* yang bersifat
stabil asimtotik lokal.
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Analisis | Kestabilan' “Global = Titik ' 'Kesetimbangan | Bebas
Penyakit

Analisis; kestabilan global titik kesetimbangan bebas_ penyakit
ukan dengan menggunakan fungsi Lyapunov sebagai.berikut.

REPOSITORY.UB.AC.D |

I

pfinisikan-fungsi: Lyapunov

BN=1
L=(e—ep)+ 3 (i — ip)- (3.23)

o+

dibuktikan fungsi L 'merupakan fungsi Lyapunov lemah atau
berdasarkan-definisi pada’'Subbab 2.7.

ysi L diturunkan terhadap t didapat

4 ! ﬁN ./
S rn S (3.24)

BRAWIJAYA
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&

amaan (3:8b) dan (3:8c) disubstitusikan: ke Persamaan-(3:24)
roleh

|§ ﬁNse—ﬁNsi—(n+u+y)e+ﬁ—N(ne)— AN (o + wi,
ig‘ a+u o+

ig sestiai’dengan perhitungan pada Lampiran 5, didapat

i? [Ro — Ll(m +u +ype. (3.25)

karena itu, jika Ry < '1:makaL" < 0. Dengan demikian, fungsi
lah.fungsi Lyapunov kuat,-sehingga titik kesetimbangan bebas
akit stabil:asimtotik global untuk Ry < 1.

Simulasi Numerik

Pada-subbab -ini | ditunjukkan -simulasi: numerik model. SEIQR
ebaran . virus.. COVID-19. ;.Simulasi. . ini - dilakukan . dengan
ggunakan .software Matlab dengan metode Runge-Kutta orde
at. Beberapa nilai’ parameter yang digunakan” untuk simulasi
erik-merujuk- pada artikel Youssef, dkk. (2020).
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3.5.1 ) Simulasi.numerik-l
Pada simulasi ini-digunakannilai-nilai parameter.yang disajikan
pada Tabel 3.1.

REPOSITORY.UB.AC.D |

I

Tabel 3.1(Nilai parameter simulasinumerik:|

< Parameter |- Simulasi | Sumber
3[‘ A 0,000067 | - Asumsi
V) — B 0,0009 Asumsi

g~ Yooussef; dkk.

}— ]

%) ; r 0,02 (2020)

w < Youssef, dkk.
= 7 Pl (2020)

S Y.oussef;, dkk.
: o 0,005 (2020)
L 0 0,01 Asumsi
u 0,00003935 Asumsi

Dari nilai-nilai parameter tersebut diperoleh

oy L UBNCT BT Wi 5041 29
(o )@=+ p+y)

Simulasi -“numerik ' 'yang' ' dilakukan “‘dengan nilai- awal''s(0) =
1:4,e(0) =1,3,i(0) = 1.2,dan "q(0)'= 1.1 menunjukkan ' bahwa
solusi, -sistem: menuju- titik: kesetimbangan ~bebas’ penyakit Cy =
(1,0,0,0); - seperti.. ditunjukkan pada, Gambar 3.2, Hasil. simulasi
numerik yang diperoleh mendukung hasil perhitungan secara analitik
pada subbab 3.3:1 bahwa jika R, < 1 maka titik kesetimbangan bebas
penyakit bersifat stabil-asimtotik lokal.

i
|2
| g
| <
|
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| &
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Gambar 3.2 Grafik solusi untuk Ry <"1

Untuk ;. imengilustrasikan : lebih:-lanjut. mengenai: kestabilan
al, simulasi dilakukan dengan tiga nilai awal yang berbeda, yaitu
(1.4,1.3,1.2,1.1), N, = (1.5,1.1,1.5,1), dan N; =
1.4,1.7,1:4). 'Hasil ' simulasi ‘numerik-berupa ‘potret “fase -pada
g-s,e,ityang disajikan pada' Gambar 3.3, menunjukkan bahwa
si-’ sistem: menuju | titikkesetimbangan /bebas- penyakit, Cy =
0,0). Hal ini.sesuai dengan hasil perhitungan.secara analitik pada
)ab 3.4 bahwa’ jika R, < 1,. maka, titik kesetimbangan bebas
akit 'C, bersifat stabil asimtotik global. Hal ini menunjukkan
a tidak terjadi penyebaran virus COVID-19 dalam jangka waktu
) relatif lama.

| REPOSITORY.UB.AC.DD |
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Gambar 3.3 Potret fase untuk R, <1

3.5.2-'Simulasi-numerik-11
Pada simulasi ini-digunakannilai=nilai parameter.yang-disajikan
pada Tabel 3.2.

e
J
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Tabel 3.2 Nilai parameter simulasi-numerik:11

< niver
z Parameter - | .Simulasi 1. | Sumber
o A 0,0077 Asums!
é — B 0,102 Asums!
%) B 4 0,003 Asumsi
o "
g < T 0,02 Asumsi
S o 0,02 Asumsi
> ] 0,025 Asumsi
U 0,008035. | Asumsi

e
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|
|

BN(a+u+m)e,
(o+m)(mtu+y)
65>1" ‘dan " titik ~ “kesetimbangan- -“endemik " C* =
853,,0:2109, 0.1505,'0.1103): “Simulasi ' ‘numerik ' “dilakukan
jan nilairawal s(0) = 2,e(0) = 1.2,i(0)'= 1.3, dan q(0) = 1.2.

nilai-nilai- parameter tersebut” diperoleh 'R, =

| ReposITORY.UBACID |
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Gambar 3:4 Grafik solusi-untuk Ry > 1

I' simulasi - numerik ‘yang diperoleh,” yang ~ditunjukkan -pada
bar-3.4 mendukung hasil-perhitungan'secaraanalitik pada subbab
yang menyatakan bahwa jika: R, > 1-makatitik kesetimbangan
emik. C*=i(s’;e”,i7,q") yang bersifat stabil asimtotik lokal. Hal
enunjukkan dengan nilai nilai parameter tersebut, dalam jangka
ulama, virus (COVID-19) akan selalu ada dalam populasi.
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BAB IV
PENUTUP

Kesimpulan
Berdasarkan''tujuan’ ‘pembahasan’ skripsi ini ~dapat’ diambil

kesimpulan 'sebagai berikut.

1.

4.2

Model- penyebaran virus COVID-19 dengan subpopulasi
terinfeksi— yang- ' dikarantina“ berbentuk sistem’ ‘persamaan
diferensial nonlinear yang:-terdiri'dari lima subpopulasi’ yaitu
yaitu - subpopulasi - rentan-(S), iterpapar (E),:terinfeksi- (1),
terinfeksi yang dikarantina (@), .dan.subpopulasi.sembuh (R).
Model penyebaran. virus COVID-19 .dengan - .dengan
subpopulasi terinfeksi yang dikarantina memiliki “dua titik
kesetimbangan' yaitu ‘titik ‘kesetimbangan bebas penyakit dan
titik kesetimbangan:endemik!

Berdasarkan, i analisis - kestabilan titik-, kesetimbangan,: rtitik
kesetimbangan, bebas .penyakit. bersifat. stabil asimtotik. lokal
dan global jika R, < 1. Titik kesetimbangan-endemik bersifat
stabil asimtotik lokal jika R, > 1.

Hasil simulasi numerik’ menunjukkan_hasil yang sesuai‘dengan
hasil analisis yang telah dilakukan.

Saran
Seseorang yang telah sembuh-dari COVID-19 dapat-terjangkit

kembali' oleh’ virus ‘tersebut; ‘sehingga ipada-penelitianselanjutnya
disarankan-untuk memodifikasi:model . dengan-mengasumsikan hahwa
individu..yang telah. sembuh. dapat. kembali, menjadi .individu. yang
rentan terkena virus.
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Llampiran 6 'Source Code program -Matlab Model-SEIQR pada
penyebaran COVID-19

function
dy=fungsi2(y,A,n;K,alpha,mu;beta h;beta b,gamma, sig
ma,epsilon,d)

X (1I)=A+alpha*y(3)-

({beta hxy/(2))/nt(beta b*y (4)) /Kty (4))+mu)*y (1) ;
x(2)=(/(beta h*y(2))/n+ (beta b¥y(4)) / (KEy.(4))) ¥y (1) -
(mut+gamma+d) *y (2) ;

X (3)=gamma*y(2) = (mutalpha) *y(3)%
xA(4)=epsilon*y (2)nsigma*yi(4)
dy=[x(1) x(2) x(3) x(4)];

’
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clear all;

closeall;

clcy;

A=7.7e=-3;

bheta=10.2e-2;

gamma=0:003;

pi=0.02;

sigma=0.02;

theta=0.025;

mu=8.035e-3;

% 80=1,E0=0;10=0;00=0;R0=0;
S0=2;E0=1.2,I0=1.3;00=1.2;R0=0;
%~ M=2A/muy;

% s0=5S0/Mye0=EQ/M; 10=10/M; g0=00/M;

(=}
o
<
©
| 2
-
&
=)
=
vy
o
a
A
=

<I h=0.02;

>- t=0:h:350;
= s N=length(t) ;
< — S=zeros(N,1);So=szeros(N, 1)
E B E=zeros (N, 1) ;Eoc=zeros.(N, 1),
o I=zeros (N,1);Io=zeros(N,1);
g < Q=zeros(N,1);0Qo=zeros(N, 1)
E CZ R=zeros (N, 1) ;JRo=zeros(N, 1)
= m tes=1;

it=0;

S{1)=S0;E(1)=E0;+ L (1)=1030(1)=00; R(1)=RO;
$ S(1)=s0; E(1)=e0; .I(1)=10; Q(1)Y=gq0;
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N=1
> S( ) E(1):I(1) Qi) R(d)1;
jl=fungsi2 (y,A,mu,bheta, pi, gamma, sigma, theta);

[ RePOSsITORY.UBACID |

fungsi2 (y+0.5*h*j1,A,mu,bheta,pi, gamma, signa, the

fungsi2 (y+0.5%h*32,A, mu,bheta, pi,gamma, sigma,the

iy

fungsi2(y+h*j3,A,mu,bheta, pi,gamma, sigma, theta);
(h/6)* (J1+2*J2+2*33+34) ;
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figure()

grid on; hold;on;

(t;'s,"™o-",€,E,"r-", "1inewidth",2) ¢

(£, D eelon” , [0L150 55,08, "linewidyh!' , 2)7

(ty @, color, ) [47.0:5.,041], Mlinewidth,, 2)3

(gca’, "FontSize', 9, "fontweight', "bodd', 'linewidth
)5

bel-(V\Waktwy (hat i) hyAfentwelight,; fbeld) ) ;

pbel ('Populasi', 'fontweight', 'bold");
nd('s','e','i','q');

| REPOSITORY.UB.AC.DD |

bheta*A* (sigma+tmu+pi) ;

mu*(sigma+mu)* (pi+mu+gamma) ;

al/a2

./x0
(mu*pi*(r0-1))7/ (bheta* (A/mu) * (sigma+mu+pi)’)
(*(sigma+mu) ) /pi

((gamma* (sigma+mu) +sigma*pi)./ (pi* (thetatmu).) ) *i
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SR rogE am, Jtama
SRO<T

ol e/
clear-dlly
$Nilai. Awal
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;E S=1/45E=1.3;I=01V230=121; R=07
< (L1, :)=[SnE;1,Q
V) m—
<—
= ; SUIE1UEE =11, 1=195;Q’ 1=1;R"1=0;
= ra G s)iterss 1 Rivardited B
wi <L
>
= oc S 2=1.6;E 2=1.4;1 2=1.7;Q0_2=1.4;R 2=0;
S0 22[(1)%) S8/ 2, E2/1 2,021
h=0.1;
t=0:10000;
M=length(t)-1;
for i=1:M
s kKi=h*funl (t (i) ,z(i,:));
15 k25h*fanl (£ (DEh2A2) ,2[(1)¢) $k17/2) ;
|8 k3=h*funl (£.(i) +(h/2) 7z (i) +k2/2)
| 2 k4=h*funl (t (1) +h, z (i,:) +k3);
|8 ZE4L )= (1) (R 2% k2 Y2+ K3 k4) /64
| & kll=h*fun2 (t (i),zl (i;:));
e k21=h*fun2(t (1)+ (h/2), 21 (i, %)+k11/2)
k3LEN*fun2) (v E=H (R/2) 5 Z1(d, 2)4k21/2)
(= k4l=h*fun2 (t (i)+h,zl1 (i :)+k31);
2 z1 (1+1, ) =z1(i, )% (k11+2*k21+2*k31+k41)/6;
2: k12=h*fund(t (i) z )
r:; k22=h*fun3 (t (1) +( h/2 , 22 (i, :)+k12/2)
L2 k32=h*fun3(t (1)+ (h/2) 22(1,:)+k22/2)
w < k4 2=h*fun3(t (@) +h, 22 (1,3 )+k32);
ZCZ 22(i+1, 1 )=22 (i, )+ (k12+2*k22+2*k32+k42)/6;
ggl:: end
L V=25
yl=z1;
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