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ANALISIS DINAMIK MODEL SIR ORDE FRAKSIONAL

DENGAN LAJU KEJADIAN NONLINEAR

ABSTRAK

Pada skripsi ini disajikan analisis dinamik pada model SIR orde
fraksional dengan laju kejadian nonlinear. Analisis dinamik yang
dilakukan meliputi penentuan titik kesetimbangan dan analisis
kestabilan lokal titik kesetimbangan. Hasil analisis dinamik
menunjukkan bahwa terdapat dua titik kesetimbangan pada model,
yaitu titik kesetimbangan bebas penyakit dan endemik. Kestabilan
titik kesetimbangan bergantung pada suatu parameter yang
dinotasikan sebagai R0. Jika R0 < 1 maka titik kesetimbangan bebas
penyakit stabil asimtotik lokal. Dilakukan simulasi numerik
menggunakan metode pendekatan Grunwald-Letnikov. Hasil simulasi
numerik mendukung hasil analisis dinamik yang diperoleh. Simulasi
numerik yang dilakukan menunjukkan bahwa, jika R0 > 1 maka titik
kesetimbangan endemik stabil asimtotik lokal. Selain itu, dilakukan
simulasi untuk mengetahui pengaruh nilai α. Hasil simulasi
menunjukkan bahwa, jika nilai α semakin tinggi maka solusi akan
semakin cepat konvergen menuju ke titik kesetimbangan.

Kata kunci: turunan fraksional, model SIR, laju kejadian nonlinear,
titik kesetimbangan, analisis kestabilan lokal.
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DYNAMICAL ANALYSIS OF A FRACTIONAL ORDER SIR

MODEL WITH NONLINEAR INCIDENCE RATE

ABSTRACT

This final project presents dynamical analysis on a fractional
order SIR model with nonlinear incidence rate. Dynamical analysis is
performed by finding the equilibrium point and analyzing local
stability of equilibrium point. It shows that there are two equilibrium
points, namely disease-free equilibrium point and endemic
equilibrium point. The stability of equilibrium points depends on a
parameter called R0. If R0 < 1 then the disease-free equilibrium
point is local asymptotically stable. Numerical simulation is done by
using Grunwald-Letnikov approximation method. The result of
numerical simulation supports the result of the dynamical analysis.
The result of numerical simulation shows that if R0 > 1 then the
endemic equilibrium point is local asymptotically stable. Moreover,
another simulation is performed to find out the effect of α values. It
shows that the higher α value, the faster the solution of the model
reach the equilibrium point.

Keywords: fractional derivatif, SIR model, nonlinear incidence rate,
equilibrium, local stability analysis.
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BAB I
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Kalkulus fraksional merupakan generalisasi dari integral dan
turunan berorde bilangan bulat ke orde bilangan real positif. Kalkulus
fraksional pertama kali diperkenalkan oleh L’Hopital dan Leibniz
pada tahun 1695. Kemudian pada tahun 1823, Kalkulus fraksional
pertama kali diterapkan oleh Niels Henrik Abel dalam studinya
tentang masalah tautokron. Kalkulus fraksional saat ini sudah banyak
digunakan di berbagai bidang seperti mekanika, bioteknologi,
keuangan, dan teori kontrol.

Kelebihan turunan orde fraksional daripada turunan orde bilangan
bulat terletak pada adanya efek memori, sebab turunan fraksional
pada titik tertentu mengandung informasi mengenai nilai fungsi pada
titik-titik sebelumnya. Oleh karena itu, turunan orde fraksional cocok
untuk pemodelan yang melibatkan memori, yang terjadi pada
sebagian besar sistem biologi (Cole, 2003 dan Djordjevic dkk., 2003).
Menurut Saeedian dkk. (2017) memori memiliki peran yang penting
dalam penyebaran penyakit. Sebagai contoh, ketika suatu penyakit
menyebar dalam suatu populasi, pengalaman dan pengetahuan yang
dimiliki individu tentang penyakit tersebut akan memengaruhi laju
terjadinya infeksi penyakit tersebut

Dalam epidemiologi, model epidemi SIR pertama kali
diperkenalkan oleh Kermack dan McKendric (1927). Kemudian
model ini dikembangkan oleh peneliti-peneliti selanjutnya seperti
H.E.Soper (1929) dan Hethcote (1976). Model yang dikaji pada
penelitian tersebut masing-masing menggunakan laju kejadian
bilinear. Kemudian pada tahun 2000, Hethcote merumuskan model
SIR dengan memperhatikan faktor kelahiran dan kematian. Laju
kejadian yang digunakan dalam penelitian Hethcote (2000) masih
berbentuk bilinear. Selanjutnya, pada tahun 2013, Hattaf dkk.
mengembangkan model dengan laju kejadian umum. Pada tahun
2016, Okyere dkk. mengembangkan model SIR yang dirumuskan

1



 
oleh Hethcote (2000) menjadi model SIR dengan orde fraksional.
Kemudian Pada tahun 2018, Mouaouine dkk. membahas model SIR
orde fraksional dengan laju kejadian nonlinear. Laju kejadian yang
digunakan oleh Mouaouine dkk.(2018) berasal dari penelitian Hattaf
dkk.(2013) dan meliputi beberapa tipe laju kejadian, yaitu laju
kejadian bilinear, laju kejadian tersaturasi, laju kejadian
Beddington-DeAngelis, dan laju kejadian Crowley-Martin. Skripsi ini
mengulas kembali analisis dinamik yang telah dilakukan oleh
Mouaouine dkk.(2018), namun laju kejadian yang digunakan adalah
laju kejadian nonlinear , yaitu βSI

1+a1S+a2I+a3SI
. Analisis dinamik

yang dilakukan meliputi penentuan titik kesetimbangan dan analisis
kestabilan lokal titik kesetimbangan. Kemudian dilakukan simulasi
numerik untuk mendukung hasil analisis dinamik. Simulasi numerik
dilakukan dengan menggunakan pendekatan Grunwald-Letnikov.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang yang telah diuraikan, pokok
permasalahan yang dikaji dalam skripsi ini sebagai berikut.

1. Bagaimana konstruksi model epidemi SIR orde fraksional
dengan laju kejadian nonlinear?

2. Bagaimana titik kesetimbangan dan kestabilan lokal titik
kesetimbangan model?

3. Bagaimana hasil simulasi numerik model tersebut ?

1.3 Tujuan

Tujuan penulisan skripsi ini adalah sebagai berikut.

1. Mengkonstruksi model epidemi SIR orde fraksional dengan laju
kejadian nonlinear.

2. Menentukan titik kesetimbangan dan kestabilan lokal titik
kesetimbangan model.

3. Melakukan simulasi numerik untuk mendukung hasil analisis
dinamik.
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BAB II
DASAR TEORI

2.1 Turunan Fraksional

Pada umumnya turunan atau integral memiliki orde bilangan asli,
tetapi jika orde sebuah turunan merupakan bilangan rasional maka
turunan tersebut disebut sebagai turunan fraksional. Turunan
fraksional didefinisikan dengan beberapa cara, yaitu menurut
Riemann-Liouville, Caputo, dan Grunwald-Letnikov. Dalam skripsi
ini dibahas turunan fraksional yang didefinisikan menurut Caputo.

Salah satu fungsi dasar yang digunakan untuk mendefinisikan
turunan fraksional adalah fungsi Gamma yang disimbolkan dengan
Γ (ν).

Definisi 2.1.1 (Fungsi Gamma)
Fungsi Gamma Γ (ν) didefinisikan sebagai

Γ (ν) =

∞∫
0

e−ttν−1dt (2.1)

dengan ν > 0. Berdasarkan definisi tersebut maka

Γ(ν + 1) =

∞∫
0

e−tt(ν+1)−1dt

=

∞∫
0

e−ttνdt.

Jika u = tν maka du = νtν−1dt dan jika dϑ = e−tdtmaka ϑ = −e−t,
sehingga

3



 ∫
e−ttνdt = uϑ−

∫
ϑdu

= −tνe−t +

∫
e−tνtν−1dt

= −tνe−t + ν

∫
e−ttν−1dt.

Oleh karena itu,

Γ(ν + 1) = lim
b→∞

[
−tνe−t

]b
0

+ ν

∞∫
0

e−ttν−1dt

= lim
b→∞

[
−bνe−b + 0νe0

]b
0

+ νΓ(ν)

= 0 + νΓ(ν)

sehingga

Γ(ν + 1) = νΓ(ν). (2.2)

Jika ν ∈ N maka

Γ(ν + 1) = νΓ((ν − 1) + 1)

= ν(ν − 1)Γ(ν − 1)

= ν(ν − 1)Γ((ν − 2) + 1)

= ν(ν − 1)(ν − 2)Γ(ν − 2)

= ν(ν − 1)(ν − 2)....2Γ(1)

= ν(ν − 1)(ν − 2)....(2)(1)

= ν!

sehingga

Γ(ν + 1) = ν!.

(Podlubny, 1999)
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Definisi 2.1.2 (Fungsi Beta)

Selain fungsi Gamma, fungsi Beta juga digunakan dalam turunan
fraksional. Fungsi Beta didefinisikan sebagai

β(m,n) =
∞∫
0

tm−1(1− t)n−1dt,

yang konvergen untuk n > 0. Fungsi Beta juga dapat dinyatakan
dalam bentuk fungsi Gamma, yaitu:

β(m,n) = Γ(m)Γ(n)
Γ(m+n) .

(Podlubny, 1999)

Fungsi lain yang mempunyai peran penting dalam turunan
fraksional adalah fungsi Mittag-Leffler. Fungsi ini merupakan
generalisasi dari fungsi eksponensial. Perhatikan bahwa dengan
menggunakan deret Taylor, fungsi eksponensial dapat dinyatakan
sebagai:

ez =
∑∞

k=0
zk

k! =
∑∞

k=0
zk

Γ(k+1) .

Fungsi ini kemudian digeneralisasi menjadi fungsi Mittag-Leffler yang
didefinisikan sebagai berikut.

Definisi 2.1.3 (Fungsi Mittag-Leffler)
Fungsi Mittag-Leffler satu parameter disimbolkan dengan Eα dan

didefinisikan sebagai

Eα(z) =
∑∞

k=0
zk

Γ(kα+1) ,

asalkan deret tersebut konvergen, untuk α > 0 dan z ∈ C.

(Diethelm, 2010)

Teorema 2.1.4 (Konvergensi fungsi Mittag-Leffler)
Untuk |z| → ∞, fungsi Mittag-Leffler Eα(z) memenuhi sifat-sifat

berikut

1. Eα(z)→ 0 jika |arg(z)| > απ
2 ,

2. Eα(z) terbatas jika |arg(z)| = απ
2 ,

3. |Eα(z)| → ∞ jika |arg(z)| < απ
2 .

(Diethelm, 2010)
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Definisi 2.1.5 (Turunan fraksional Riemann-Liouville)

Turunan fraksional Riemann-Liouville orde α fungsi f(t)
didefinisikan sebagai

RL
a Dα

t f(t) =
1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

a

f(τ)

(t− τ)α−n+1
dτ, (2.3)

dengan n− 1 < α < n, n ∈ N.

(Petras,2011).

Contoh 2.1. Turunan fraksional untuk f(t) = tp dengan p, t > 0 dan
0 < α < 1 adalah

RLDα
t f(t) =

1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

0

τp

(t− τ)α−n+1
dτ

=
1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

0
τp(t− τ)n−α−1dτ,

=
1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

0
τp(t)n−α−1(1− τ

t
)n−α−1dτ.

Dengan memisalkan λ = τ
t diperoleh

RLDα
t f(t) =

1

Γ(n− α)

dn

dtn
(tn−α+p)

∫ 1

0
λp(1− λ)n−α−1dλ,

=
1

Γ(n− α)

dn

dtn
(tn−α+p)β(p+ 1, n− α)

=
1

Γ(n− α)

Γ(p+ 1)Γ(n− α)

Γ(p+ 1 + n− α)

dn

dtn
(tn−α+p)

=
Γ(p+ 1)

Γ(p+ 1 + n− α)

Γ(p+ 1 + n− α)

Γ(p− α+ 1)
tp−α

=
Γ(p+ 1)

Γ(p− α+ 1)
tp−α,

sebab
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d

dt
(tn−α+p) = (n− α+ p)tn−α+p−1

d2

dt2
(tn−α+p) = (n− α+ p)(n− α+ p− 1)tn−α+p−2

...

dk

dtk
(tn−α+p) = (n− α+ p) . . . (n− α+ p− (k − 1))tn−α+p−k

=
(n− α+ p)!

(n− α+ p− k)!
tn−α+p−k

dn

dtn
(tn−α+p) =

(n− α+ p)!

(−α+ p)!
t−α+p

=
Γ(n− α+ p+ 1)

Γ(−α+ p+ 1)
t−α+p

untuk setiap p ∈ R dan n ∈ N.

Definisi 2.1.6 (Turunan Caputo)
Turunan fraksional Caputo dengan orde α dinyatakan sebagai

a
CDα

t f(t) =
1

Γ(n− α)

∫ t

a

dn

dtn f(τ)

(t− τ)α−n+1
dτ (2.4)

dengan (n− 1 < α < n), n ∈ N. (Petras,2011).

Contoh 2.2. Turunan fraksional untuk f(t) = tp dengan p, t > 0, dan
0 < α < 1 adalah

CDα
t f(t) =

1

Γ(n− α)

∫ t

0

dn

dtn (τp)

(t− τ)α−n+1
dτ

=
1

Γ(n− α)

∫ t

0

Γ(p+ 1)

Γ(p− n+ 1)
(τ)p−n(t− τ)n−α−1dτ.

Dengan memisalkan λt = τ diperoleh
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CDα
t f(t) =

Γ(p+ 1)

Γ(n− α)Γ(p− n+ 1)

∫ 1

0
(λt)p−n((1− λ)t)n−α−1 t dλ

=
Γ(p+ 1)

Γ(n− α)Γ(p− n+ 1)
(t)p−α

∫ 1

0
(λ)p−n(1− λ)n−α−1dλ

=
Γ(p+ 1)

Γ(n− α)Γ(p− n+ 1)
(t)p−αβ(p− n+ 1, n− α)

=
Γ(p+ 1)

Γ(n− α)Γ(p− n+ 1)
(t)p−α

Γ(n− α)Γ(p− n+ 1)

Γ(p+ 1− α)

=
Γ(p+ 1)

Γ(p− α+ 1)
tp−α,

sebab

dn

dτn (τp) = Γ(p+1)
Γ(p−n+1)τ

p−n

untuk setiap p ∈ R dan n ∈ N.

Gambar 2.1: Grafik turunan fraksional fungsi t2.

Sebagai ilustrasi, pada Gambar 2.1 dan Gambar 2.2 disajikan
turunan fraksional Riemann-Liouville dan Caputo untuk f(t) = t2

dan f(t) = t3 untuk beberapa nilai α. Dapat dilihat bahwa ketika
nilai α semakin dekat dengan α = 1, maka kurva turunan
Riemann-Liouville dan turunan Caputo untuk fungsi t2 dan t3 akan
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Gambar 2.2: Grafik turunan fraksional fungsi t3.

mendekati kurva 2t dan 3t2, yang merupakan turunan orde satu.

2.2 Pendekatan Grunwald-Letnikov

Misalkan x(t) adalah fungsi yang kontinu. Turunan pertama x(t)
didefinisikan sebagai

dx

dt
≡ x′(t) = lim

h→0

x(t)− x(t− h)

h
. (2.5)

Berdasarkan persamaan (2.5) diperoleh turunan kedua dari x(t), yaitu

d2x

dt2
≡ x′′(t) = lim

h→0

x
′
(t)− x′(t− h)

h

= lim
h→0

x(t)− 2x(t− h) + x(t− 2h)

h2
.

(2.6)

Berdasarkan persamaan (2.5) dan (2.6), diperoleh turunan ketiga
fungsi x(t) yaitu

d3x

dt3
≡ x′′′(t) = lim

h→0

x(t)− 3x(t− h) + 3x(t− 2h)− x(t− 3h)

h3
.

(2.7)
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Bentuk umum turunan ke p fungsi x(t) terhadap t adalah

dpx

dtp
≡ xp(t) = lim

h→0

1

hp

p∑
j=0

(−1)j
(
p

j

)
x(t− jh), (2.8)

dengan
(
p
j

)
= p!

j!(p−j)! dan p ∈ N. Analog dengan persamaan (2.8)
turunan fraksional x(t) terhadap t orde α, menurut Grunwald-Letnikov
didefinsikan sebagai

GLDα
t x(t) = lim

h→0

1

hα

∞∑
j=0

(−1)j
(
α

j

)
x(t− jh), (2.9)

dengan (
α
j

)
= Γ(α+1)

Γ(j+1)Γ(α−j+1) dan α ∈ R.

(Petras, 2011).

Pendekatan Grunwald-Letnikov untuk turunan Caputo diperoleh
dari hubungan antara turunan Riemann-Liouville dan turunan Caputo.
Hubungan antara turunan Riemann-Liouville dan turunan Caputo
dinyatakan sebagai

RLDα
t x(t) = CDα

t x(t) +

n−1∑
k=0

(t)k−α

Γ(k − α+ 1)
x(k)(0), (2.10)

dengan k = 0, 1, . . . , n − 1. Berdasarkan persamaan (2.4), jika 0 <
α < 1 maka n = 1, sehingga persamaan (2.10) menjadi

CDα
t x(t) = RLDα

t x(t)− t−α

Γ(1− α)
x(0). (2.11)

Jika 0 < t < T dan h adalah lebar grid dengan T
h ∈ N, tm = mh, dan

xm = x(tm) maka

RLDα
t x(tm+1) ≡ GLDα

t x(t) =
1

hα

m+1∑
j=0

(−1)j
(
α

j

)
xm+1−j +O(h).

(2.12)
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Berdasarkan (2.11) dan (2.12) diperoleh pendekatan
Grunwald-Letnikov untuk turunan Caputo dengan 0 < α < 1 dan
x(0) = x0 sebagai berikut

CDα
t x(tm+1) = 1

hα
∑m+1

j=0 (−1)j
(
α
j

)
xm+1−j − t−α

Γ(1−α)x0.

Dengan demikian persamaan diferensial fraksional
CDα

t x(t) = f(x(t)) pada t = tm dapat didekati dengan
CDα

t x(tm+1) = f(x(tm)), yaitu

1

hα

m+1∑
j=0

(−1)j
(
α

j

)
xm+1−j −

((m+ 1)h)−α

Γ(1− α)
x0 = f(xm). (2.13)

Bila kedua ruas dikalikan dengan hα dan
(
α
0

)
= 1 maka persamaan

(2.13) dapat ditulis sebagai

xm+1 +
∑m+1

j=1 (−1)j
(
α
j

)
xm+1−j − (m+1)−α

Γ(1−α) x0 = hαf(xm)

atau

xm+1 = hαf(xm)−
m+1∑
j=1

(−1)j
(
α

j

)
xm+1−j +

(m+ 1)−α

Γ(1− α)
x0.

(2.14)
Persamaan (2.14) merupakan skema numerik untuk menyelesaikan
masalah nilai awal orde fraksional CDα

t x = f(x), x(0) = x0.

(Scherer, dkk., 2011).

2.3 Sistem Dinamik Fraksional

Sistem dinamik fraksional didefinisikan sebagai

0D
α
t ~x = ~f(~x, t) (2.15)

dengan ~x ∈ Rn. Notasi 0D
α
t ~x sering ditulis juga sebagai Dα~x yang

merupakan turunan Caputo.

(Diethelm, 2010).
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2.3.1 Sistem otonomus fraksional

Jika sistem (2.15) tidak bergantung secara eksplisit terhadap waktu
maka sistem (2.16) disebut sistem otonomus. Dalam skripsi ini, sistem
yang dipelajari merupakan sistem otonomus sehingga sistem dinamik
fraksional dinyatakan sebagai

Dα~x(t) = ~f(~x(t)), ~x(0) = ~x0, (2.16)

dengan ~x ∈ Rn dan 0 < α < 1.

(Petras, 2011).

Definisi 2.3.1 (Titik kesetimbangan)
Perhatikan sistem otonomus fraksional (2.16). Titik

kesetimbangan pada sistem (2.16) diperoleh dengan menyelesaikan
persamaan

~f(~x(t)) = ~0, (2.17)

dan diperoleh ~x∗ = (x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
n) yang merupakan titik

kesetimbangan sistem (2.16)

(Petras, 2011).

Definisi 2.3.2 (Kestabilan titik kesetimbangan)
Titik kesetimbangan ~x∗ = (x∗1, x

∗
2, . . . , x

∗
n) pada sistem

differensial fraksional (2.16) dikatakan

1. stabil, jika ∀ε > 0,∃δ > 0 sedemikian sehingga solusi masalah
nilai awal yang terdiri atas sistem diferensial fraksional (2.16)
pada t = 0 dan kondisi awal x(0) = x0 memenuhi

‖~x(0)− ~x∗‖ < δ

maka berlaku

‖~x(t)− ~x∗‖ < ε

∀t > 0,
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2. stabil asimtotik, jika stabil dan ∃δ0 > 0 dengan 0 < δ0 < δ

sedemikian sehingga suatu penyelesaian sistem diferensial
fraksional (2.16) yang pada saat t = 0 memenuhi

‖~x(0)− ~x∗‖ < δ

maka

lim
t→∞

~x(t) = ~x∗

∀t > 0.

(Diethelm, 2010).

2.3.2 Sistem otonomus linear fraksional

Sistem diferensial fraksional linear berdimensi n dinyatakan
sebagai

Dαx1(t) =a11x1(t) + a12x2(t) + . . .+ a1nxn(t),

Dαx2(t) =a21x1(t) + a22x2(t) + . . .+ a2nxn(t),

...

Dαxn(t) =an1x1(t) + an2x2(t) + . . .+ annxn(t),

(2.18)

dengan 0 < α < 1.Sistem persamaan (2.18) dapat dinyatakan sebagai

Dα~x(t) = A~x(t), (2.19)

dengan ~x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn dan A adalah matriks koefisien
sistem persamaan (2.18) yaitu

A =

a11 · · · a1n
...

. . .
...

an1 · · · ann

.

Solusi sistem otonomus linear fraksional (2.19) mengikuti sifat
konvergensi fungsi Mittag-Leffler yang dinyatakan pada Teorema
2.1.4, sehingga kestabilan titik kesetimbangan sistem otonomus linear
(2.19) fraksional dinyatakan pada teorema berikut.
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Teorema 2.3.6 (Kestabilan sistem linear fraksional)

Misalkan λ1, λ2, . . . , λn adalah nilai eigen matriks A pada sistem
(2.19) dan ~x∗ = ~0 adalah titik kesetimbangan sistem (2.19) .

1. Jika |arg(λi)| > απ
2 , untuk i = 1, 2, . . . , n maka titik

kesetimbangan ~x∗ = ~0 stabil asimtotik.

2. Jika |arg(λi)| = απ
2 , untuk i = 1, 2, . . . , n maka titik

kesetimbangan ~x∗ = ~0 stabil.

3. Jika ∃λi dengan |arg(λi)| < απ
2 untuk i = 1, 2, . . . , n. maka

titik kesetimbangan ~x∗ = ~0 tidak stabil.

Daerah kestabilan sistem linear fraksional ditunjukkan pada Gambar
2.3

Gambar 2.3: Daerah kestabilan sistem linear fraksional dengan α ∈
(0, 1)

(Petras, 2011)

2.3.3 Sistem otonomus nonlinear fraksional

Perhatikan sistem dua dimensi sebagai berikut

Dαx(t) = f(x, y),

Dαy(t) = g(x, y),
(2.20)

dengan nilai awal x(0) = x0, y(0) = y0, dan α ∈ (0, 1). Misalkan
titik kesetimbangan sistem (2.20) adalah (x∗, y∗), maka

14



 
f(x∗, y∗) = g(x∗, y∗) = 0.

Untuk mengevaluasi kestabilan lokal titik kesetimbangan, dimisalkan

x(t) = x∗ + ε1(t),
y(t) = y∗ + ε2(t).

Dengan permisalan tersebut maka

Dα(x∗ + ε1(t)) = f(x∗ + ε1(t), y∗ + ε2(t)),
Dα(y∗ + ε2(t)) = g(x∗ + ε1(t), y∗ + ε2(t)),

sehingga

Dαε1(t) = f(x∗ + ε1(t), y∗ + ε2(t)),
Dαε2(t) = g(x∗ + ε1(t), y∗ + ε2(t)).

Deret Taylor fungsi f dan g di sekitar (x∗, y∗) adalah

f(x, y) ∼= f(x∗, y∗)+
∂f(x∗, y∗)

∂x
ε1+

∂f(x∗, y∗)

∂y
ε2+η1(x, y) (2.21)

g(x, y) ∼= g(x∗, y∗) +
∂g(x∗, y∗)

∂x
ε1 +

∂g(x, y)

∂y
ε2 +η2(x, y), (2.22)

dengan η1(x, y) dan η2(x, y) adalah suku sisa. Berdasarkan hampiran
orde satu persamaan (2.21) dan (2.22), suku sisa tersebut memenuhi

lim(x,y)→(x∗,y∗)
η1(x,y)
‖~ε‖ = 0,

lim(x,y)→(x∗,y∗)
η2(x,y)
‖~ε‖ = 0,

dengan ~ε = (x− x∗, y − y∗)T .
Jika (x, y) berada cukup dekat dengan (x∗, y∗), maka (ε1, ε2)

bernilai kecil, sehingga persamaan (2.21) dan (2.22) menjadi

f(x, y) ∼= f(x∗, y∗) + ∂f(x∗,y∗)
∂x ε1 + ∂f(x∗,y∗)

∂y ε2,

g(x, y) ∼= g(x∗, y∗) + ∂g(x∗,y∗)
∂x ε1 + ∂g(x∗,y∗)

∂y ε2.

Karena f(x∗, y∗) = g(x∗, y∗) = 0, maka
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Dαε1(t) ∼= ∂f(x∗,y∗)

∂x ε1 + ∂f(x∗,y∗)
∂y ε2,

Dαε2(t) ∼= ∂g(x,y)
∂x ε1 + ∂g(x∗,y∗)

∂y ε2,

dan diperoleh sistem

Dα~ε = J~ε,

dengan J =

[
∂f(x∗,y∗)

∂x
∂f(x∗,y∗)

∂y
∂g(x∗,y∗)

∂x
∂g(x∗,y∗)

∂y

]
disebut matriks Jacobi atau

matriks turunan parsial.

(Ahmed dkk, 2007).

Teorema 2.3.7 (Kestabilan lokal sistem nonlinear fraksional)
Titik kesetimbangan ~x∗sistem nonlinear fraksional stabil asimtotik

lokal apabila setiap nilai eigen λi, i = 1, 2, . . . , n, matriks Jacobi J di
titik ~x∗ memenuhi kondisi

|arg(λi)| >
aπ

2
. (2.23)

(Petras, 2011).

2.4 Model SIR Orde Fraksional

Pada tahun 2000, Hethcote merumuskan dan menganalisis model
epidemi SIR dengan laju kelahiran dan laju kematian yang sama,
yaitu µ. Pada model tersebut, variabel S menyatakan kepadatan
populasi rentan, variabel I menyatakan kepadatan populasi terinfeksi,
dan R menyatakan kepadatan populasi sembuh. Model yang
diusulkan adalah

dS

dt
=µ− µS − βSI,

dI

dt
=βSI − (r + µ)I,

dR

dt
=rI − µR,

(2.24)

dengan
r : laju kesembuhan
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µ : laju kematian dan laju kelahiran
β : laju kontak antara individu rentan dan individu terinfeksi.

Pada tahun 2017, Okyere membahas sistem dinamik dinamik
fraksional orde α dengan turunan Caputo untuk sistem (2.24) dengan
mengubah ruas kiri persamaan dengan DαS, DαI , dan DαR.

(Okyere, 2017).

2.5 Model Epidemi SIR dengan Laju Kejadian Umum

Hattaf dkk. (2013) mengembangkan model epidemi dengan
menyatakan laju kejadian sebagai laju kejadian umum. Model SIR
dengan laju kejadian umum yang diperkenalkan oleh Hattaf dkk.
(2013) dinyatakan pada persamaan berikut.

dS

dt
= Λ− µS − f(S, I)I,

dI

dt
= f(S, I)I − (µ+ d+ r)I,

dR

dt
= rI − µR.

(2.25)

Pada sistem (2.25) Λ menyatakan laju kelahiran, µ menyatakan laju
kematian alami, d menyatakan laju kematian karena penyakit, r
menyatakan laju kesembuhan, dan f(S, I) adalah fungsi kejadian.
f(S, I) diasumsikan terdiferensial kontinu pada R2

+ dan memenuhi
hipotesis (H1), (H2) dan (H3), yaitu
(H1) f(0, I) = 0, untuk setiap I ≥ 0,
(H2) ∂f(S,I)

∂S > 0, untuk setiap S > 0 dan I ≥ 0.
(H3) ∂f(S,I)

∂I ≤ 0 dan ∂f(S,I)
∂I ≤ 0 untuk setiap S ≥ 0 dan I ≥ 0.

Beberapa bentuk fungsi kejadian f(S, I) yang umum digunakan dan
memenuhi hipotesis tersebut adalah f(S, I) = βS yang merupakan
fungsi kejadian bilinear, f(S, I) = βS

S+I yang merupakan fungsi
kejadian standar dan f(S, I) = βS

1+aS+bI+abSI yang merupakan fungsi
kejadian Crowley-Martin.

Dalam penelitiannya, Hattaf dkk. (2013) meneliti model epidemi
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dengan laju kejadian f(S, I) = βS

1+a1S+a2I+a3SI
, yaitu

dS

dt
= Λ− µS − βSI

1 + a1S + a2I + a3SI
,

dI

dt
=

βSI

1 + a1S + a2I + a3SI
− (µ+ d+ r)I,

dR

dt
= rI − µR.

(2.26)

dengan a1, a2, a3 ≥ 0 adalah konstanta yang menyatakan efek
penghambat dan β menyatakan laju infeksi.

(Hattaf , dkk. 2013).
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BAB III
PEMBAHASAN

Pada bab ini dibahas bagaimana model SIR orde fraksional
dengan laju kejadian nonlinear terbentuk. Analisis dinamik yang
dilakukan pada model meliputi penentuan titik kesetimbangan dan
analisis kestabilan lokal titik kesetimbangan. Pada bagian akhir
dilakukan beberapa simulasi numerik untuk mendukung hasil analisis
yang telah diperoleh.

3.1 Model SIR Orde Fraksional dengan Laju Kejadian
Nonlinear

Model SIR orde fraksional dengan laju kejadian nonlinear
diperoleh dengan mengubah turunan dS

dt , dI
dt , dan dR

dt pada sistem
(2.26) menjadi turunan orde fraksional DαS, DαI , dan DαR dengan
0 < α < 1, sehingga diperoleh model sebagai berikut.

DαS = Λ− µS − βSI

1 + a1S + a2I + a3SI
,

DαI =
βSI

1 + a1S + a2I + a3SI
− (µ+ d+ r)I,

DαR = rI − µR.

(3.1)

Pada sistem persamaan (3.1), persamaan pertama dan kedua tidak
bergantung padaR, sehingga cukup dilakukan analisis pada persamaan

DαS = Λ− µS − βSI

1 + a1S + a2I + a3SI
,

DαI =
βSI

1 + a1S + a2I + a3SI
− aI,

(3.2)

dengan a = (µ+ d+ r).

3.2 Titik Kesetimbangan Model

Titik kesetimbangan model SIR orde fraksional dengan laju
kejadian nonlinear (3.2) diperoleh berdasarkan definisi (2.3.1), yaitu
apabila memenuhi
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DαS = DαI = 0.

Diperoleh

Λ− µS − βSI

1 + a1S + a2I + a3SI
= 0, (3.3)

dan

βSI

1 + a1S + a2I + a3SI
− aI = 0. (3.4)

Berdasarkan persamaan (3.4) diperoleh

( βS
1+a1S+a2I+a3SI

− a)I = 0,

sehingga I = 0 atau βS
1+a1S+a2I+a3SI

= a.

Jika I = 0 maka berdasarkan persamaan (3.3) diperoleh S = Λ
µ ,

dan diperoleh titik kesetimbangan pertama, yaitu E0 = (Λ
µ , 0) yang

disebut sebagai titik kesetimbangan bebas penyakit.

Jika I 6= 0 maka βS
1+a1S+a2I+a3SI

= a. Akibatnya, persamaan
(3.3) menjadi

Λ− µS − aI = 0

dan diperoleh

I =
Λ− µS

a
(3.5)

Jika nilai I disubstitusikan ke persamaan (3.3), maka persamaan (3.3)
menjadi
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Λ− µS −
βS(Λ−µS

a )

1 + a1S + a2(Λ−µS
a ) + a3S(Λ−µS

a )
= 0,

Λ− µS − βS(Λ− µS)

a+ aa1S + a2(Λ− µS) + a3S(Λ− µS
= 0,

βS(Λ− µS)

a+ aa1S + a2(Λ− µS) + a3S(Λ− µS)
= Λ− µS,

βS

a+ aa1S + a2(Λ− µS) + a3S(Λ− µS)
= 1,

a+ aa1S + a2(Λ− µS) + a3S(Λ− µS) = βS

a+ aa1S + a2Λ− a2µS + a3SΛ− a3µS
2 = βS

a+ a2Λ− (β − aa1 + a2µ− a3Λ)S − a3µS
2 = 0,

a3µS
2 + (β − aa1 + a2µ− a3Λ)S − (a+ a2Λ) = 0.

Akar persamaan tersebut adalah

S1,2 = −(β−aa1+a2µ−a3Λ)±
√
P

2a3µ
.

dengan P = (β − aa1 + a2µ − a3Λ)2 + 4a3µ(a + a2Λ). Karena
nilai S yang menjadi titik kesetimbangan adalah akar positif dari akar
persamaan tersebut maka

S = −(β−aa1+a2µ−a3Λ)+
√
P

2a3µ
.

Berdasarkan hasil perhitungan tersebut, diperoleh titik kesetimbangan
endemik E1 = (S1, I1)
dengan
S1 = −(β−aa1+a2µ−a3Λ)+

√
P

2a3µ
,

I1 = Λ−µS1

a .

3.3 Analisis Kestabilan Lokal Titik Kesetimbangan

Sistem persamaan (3.2) merupakan sistem persamaan diferensial
fraksional nonlinear. Penentuan kestabilan lokal titik kesetimbangan
sistem dilakukan dengan menggunakan hampiran linear

Dα~ε = J~ε,
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dengan

J =

(
−µ− βI∗(1+a2I∗)

(1+a1S∗+a2I∗+a3S∗I∗)2
−βS∗(1+a1S∗)

(1+a1S∗+a2I∗+a3S∗I∗

βI∗(1+a2I∗)
(1+a1S∗+a2I∗+a3S∗I∗

βS∗(1+a1S∗)
(1+a1S∗+a2I∗+a3S∗I∗)2

− a

)
(3.6)

3.3.1 Kestabilan titik kesetimbangan bebas penyakit

Jika titik kesetimbangan E0 = (Λ
µ , 0) disubstitusikan ke matriks

(3.6) maka diperoleh matriks Jacobi di titik kesetimbangan E0, yaitu

J(E0) =

(
−µ −βΛ

µ+a1Λ

0 βΛ
µ+a1Λ − a

)
.

Diperoleh nilai eigen matriks J(E0) adalah

λ1 = −µ dan λ2 = βΛ
µ+a1Λ − a.

Jelas bahwa λ1 < 0 dan

λ2 =
βΛ

µ+ a1Λ
− a,

λ2 =
(βΛ)a

(µ+ a1Λ)a
− a,

λ2 =a

(
βΛ

(µ+ a1Λ)a
− 1

)
,

(3.7)

Jika dimisalkan R0 = βΛ
(µ+a1Λ)a maka diperoleh λ2 = a(R0 − 1),

sehingga λ2 akan bernilai negatif jika R0 < 1. Karena λ1 < 0 dan
λ2 < 0 jika R0 < 1 maka

tan−1

(
Im(λ1,2)

Re(λ1,2)

)
= tan−1

(
0

Re(λ1,2)

)
=π,

(3.8)

sehingga
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tan−1
(
Im(λ1,2)
Re(λ1,2)

)
> απ

2 .

Jadi titik kesetimbangan bebas penyakit bersifat stabil asimtotik lokal
jika R0 < 1.

3.3.2 Kestabilan titik kesetimbangan endemik

Sifat kestabilan titik kesetimbangan E1 juga diperoleh melalui
analisis kestabilan dengan melakukan linearisasi sistem persamaan
non linear (3.2). Jika titik kesetimbangan E1 = (S1, I1)
disubstitusikan pada matriks (3.6) maka diperoleh matriks Jacobi di
titik kesetimbangan E1, yaitu

J(E1) =

(
−µ− βI1(1+a2I1)

(K)2
−βS1(1+a1S1)

(K)2

βI1(1+a2I1)
(K)2

βS1(1+a1S1)
(K)2

− a

)
,

dengan
K = 1 + a1S1 + a2I1 + a3S1I1.
Selanjutnya diperoleh nilai eigen matriks J(E1) dengan
menyelesaikan persamaan

|J(E1)− λI| = 0,∣∣∣∣∣−µ−
βI∗(1+a2I1)

(K)2
− λ −βS1(1+a1S1)

(K)2

βI1(1+a2I1)
(K)2

βS1(1+a1S1)
(K)2

− a− λ

∣∣∣∣∣ = 0.

Penyelesaian persamaan tersebut dipaparkan dalam Lampiran
sehingga diperoleh persamaan kuadrat

λ2 + c1λ+ c2 = 0, (3.9)

dengan
c1 = µ+ βI1(1+a2I1)+βS1I1(a2+a3S1)

(K)2
,

c2 = aβI1(1+a2I1)+µβS1I1(a2+a3S1)
(K)2

.
Terlihat jelas bahwa c1 > 0 dan c2 > 0, sehingga diperoleh nilai-nilai
eigen, yaitu
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λ1 =
−c1+
√

(c1)2−4c2
2 ,

λ2 =
−c1−
√

(c1)2−4c2
2 ,

maka jelas bahwa Re(λ1) < 0 dan Re(λ2) < 0, oleh karena itu
arg(λi) > απ

2 ; i = 1, 2. Berdasarkan hal tersebut maka titik
kesetimbangan endemik stabil asimtotik lokal.

3.4 Skema Grunwald-Letnikov untuk Model SIR Orde
Fraksional dengan Laju Kejadian Nonlinear

Solusi analitik persamaan diferensial fraksional tidak mudah
ditentukan sehingga perlu dilakukan pendekatan numerik dengan
menggunakan pendekatan Grunwald-Letnikov sesuai dengan
persamaan (2.14). Skema Grunwald-Letnikov untuk persamaan (3.1)
pada selang waktu t ∈ [0, T ] diturunkan sebagai berikut.

Misalkan t0 = 0, tm = t0 + mh untuk setiap m = 0, 1, 2, . . . ,M
dan h adalah lebar grid, sehingga persamaan pada Dα

t S(tm+1),
Dα
t I(tm+1), dan Dα

t R(tm+1) dapat ditulis dengan

Dα
t S(tm+1) = f(Sm, Im, Rm) = Λ− µSm −

βSmIm
1 + a1Sm + a2Im + a3SmIm

,

Dα
t I(tm+1) = g(Sm, Im, Rm) =

βSmIm
1 + a1Sm + a2Im + a3SmIm

− (µ+ d+ r)Im,

Dα
t R(tm+1) = k(Sm, Im, Rm) = rIm − µRm.

Berdasarkan persamaan (2.14) skema numerik Dα
t S(tm+1),

Dα
t I(tm+1), dan Dα

t R(tm+1) dapat ditulis

Sm+1 =hαf(Sm, Im, Rm)−
m+1∑
j=1

(−1)j
(
α

j

)
Sm+1−j +

(m+ 1)−α

Γ(1− α)
S0

=hα(Λ− µSm −
βSmIm

1 + a1Sm + a2Im + a3SmIm
)−A1 +A2

(3.10)
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Im+1 =hαg(Sm, Im, Rm)−
m+1∑
j=1

(−1)j
(
α

j

)
Im+1−j +

(m+ 1)−α

Γ(1− α)
I0

=hα(
βSmIm

1 + a1Sm + a2Im + a3SmIm
− (µ+ d+ r)Im)−B1 +B2

(3.11)

Rm+1 =hαk(Sm, Im, Rm)−
m+1∑
j=1

(−1)j
(
α

j

)
Rm+1−j +

(m+ 1)−α

Γ(1− α)
R0

=hα(rIm − µRm)− C1 + C2

(3.12)
dengan
A1 =

∑m+1
j=1 (−1)j

(
α
j

)
Sm+1−j

A2 = (m+1)−α

Γ(1−α) S0

B1 =
∑m+1

j=1 (−1)j
(
α
j

)
Im+1−j

B2 = (m+1)−α

Γ(1−α) I0.

C1 =
∑m+1

j=1 (−1)j
(
α
j

)
Rm+1−j

C2 = (m+1)−α

Γ(1−α) R0.

3.5 Simulasi Numerik

Pada subbab ini disimulasikan solusi sistem persamaan (3.2)
dengan menggunakan pendekatan Grunwald-Letnikov untuk turunan
Caputo pada software MATLAB. Simulasi numerik dilakukan untuk
mengilustrasikan hasil analisis yang telah dilakuan pada subbab
sebelumnya dan menyelidiki kestabilan titik kesetimbangan endemik.
Dengan mengambil beberapa nilai awal, yaitu T1 = (15, 5, 0),
T2 = (13, 6, 1), T3 = (11, 7, 3), T4 = (9, 8, 4), dan T5 = (7, 9, 4)
dilakukan simulasi numerik yang menghasilkan nilai S(t), I(t), dan
R(t).

3.5.1 Kasus R0 < 1

Pada kasus ini, digunakan nilai parameter sebagai berikut:
Λ = 0.9, µ = 0.1, β = 0.1, d = 0.01, r = 0.5, a1 = 0.1, a2 = 0.02,
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dan a3 = 0.003, sehingga diperoleh nilai R0, yaitu

R0 = βΛ
(µ+a1Λ)(µ+d+r) = 0.7765 < 1.

Dengan nilai R0 < 1 diperoleh satu titik kesetimbangan yang eksis
dan bersifat stabil asimtotik lokal, yaitu E0 = (9, 0).

Hasil simulasi untuk α = 0.9 disajikan pada Gambar 3.1. Terlihat

Gambar 3.1: Potrait fase untuk R0 < 1 dan α = 0.9

bahwa seluruh orbit menuju titik E0 = (9, 0). Artinya solusi bergerak
menuju titik kesetimbangan bebas penyakit E0 yang berarti bahwa
setelah waktu yang cukup lama tidak terjadi suatu infeksi. Hasil
simulasi numerik yang diperoleh mendukung hasil analisis pada
subbab sebelumnya, bahwa R0 < 1 titik kesetimbangan bebas
penyakit E0 = (9, 0) bersifat stabil asimtotik lokal.

3.5.2 Kasus R0 > 1

Pada simulasi ini digunakan nilai parameter yang sama dengan
kasus sebelumnya tetapi nilai β diubah menjadi β = 0.2 sehingga
diperoleh

R0 = βΛ
(µ+a1Λ)(µ+d+r) = 1.5531 > 1.
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Dengan nilai R0 > 1 diperoleh titik kesetimbangan
E1 = (4.4970, 0.7382). Hasil simulasi untuk R0 > 1 dan α = 0.9
disajikan pada Gambar 3.2. Terlihat bahwa seluruh orbit bergerak
menuju titik E1 = (4.4970, 0.7382). Artinya solusi bergerak menuju
ke titik kesetimbangan endemik E1. Hal tersebut menunjukkan bahwa
jika R0 > 1 maka titik kesetimbangan endemik E1 bersifat stabil
asimtotik lokal.

Gambar 3.2: Potrait fase untuk R0 > 1 dan α = 0.9

3.5.3 Simulasi α = 0.5, α = 0.7, α = 0.9, dan α = 1

Pada Gambar 3.1 dan Gambar 3.2 telah dilakukan simulasi
dengan menggunakan nilai α = 0.9. Untuk mengetahui pengaruh dari
nilai α terhadap model, maka dilakukan simulasi numerik dengan
menggunakan nilai α yang berbeda-beda. Nilai α yang digunakan
adalah α = 0.5, α = 0.7, α = 0.9, dan α = 1.

Berdasarkan Gambar 3.3 dan Gambar 3.4 dari simulasi tersebut
dapat ditunjukkan bahwa jika nilai α yang digunakan semakin tinggi
maka grafik yang terbentuk akan semakin cepat konvergen menuju ke
titik kesetimbangan.
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Gambar 3.3: Perubahan jumlah individu subpopulasi S dan I , untuk
R0 < 1 dengan beberapa nilai α
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Gambar 3.4: Perubahan jumlah individu subpopulasi S dan I , untuk
R0 > 1 dengan beberapa nilai α
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BAB IV
KESIMPULAN DAN SARAN

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil pembahasan pada bab sebelumnya, dapat ditarik
kesimpulan sebagai berikut:

1. Model epidemi SIR orde fraksional terdiri dari tiga subpopulasi
yaitu subpopulasi rentan (S), subpopulasi terinfeksi (I), dan
subpopulasi sembuh (R). Laju kejadian yang digunakan adalah
laju kejadian nonlinear yaitu βSI

1+a1s+a2I+a3SI
dengan a1, a2,

dan a3 adalah konstanta bernilai positif, serta β merupakan laju
infeksi yang bernilai positif. Model menggunakan orde
fraksional α dengan 0 < α < 1.

2. Model tersebut memiliki dua titik kesetimbangan, yaitu titik
kesetimbangan bebas penyakit E0 dan titik kesetimbangan
endemik E1. Titik kesetimbangan E0 bersifat stabil asimtotik
lokal jika R0 < 1.

3. Simulasi numerik yang dilakukan menunjukkan bahwa E0

stabil asimtotik lokal untuk R0 < 1 dan E1 stabil asimtotik
lokal untuk nilai parameter tertentu yang memenuhi R0 > 1.
Selain itu, dilakukan juga simulasi dengan beberapa nilai α.
Simulasi tersebut menunujukkan bahwa jika nilai α yang
digunakan semakin tinggi maka solusi dari model akan semakin
cepat konvergen menuju ke titik kesetimbangan.

4.2 Saran

Pada penelitian berikutnya disarankan untuk menunjukkan secara
analitik bahwa eksistensi dan kestabilan titik kesetimbangan endemik
dapat dikaitkan dengan angka reproduksi dasar. Selain itu, disarankan
juga untuk melakukan analisis kestabilan global.
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LAMPIRAN

Perhitungan Persamaan Karakteristik
Perhitungan persamaan (3.9)

(
−µ− βI1(1 + a2I1)

(K)2
− λ
)(

βS1(1 + a1S1)

(K)2
− a− λ

)
−
(
−βS1(1 + a1S1)

(K)2

)(
βI1(1 + a2I1)

(K)2

)
= 0

−µβS1(1 + a1S1)

(K)2
+ µa+ µλ− β2S1I1(1 + a2I1)(1 + a1S1)

(K)4
+
aβI1(1 + a2I1)

(K)2
+
βI1(1 + a2I1)

(K)2

−λβS1(1 + a1S1)

(K)2
+ λa+ λ2 +

(
β2S1I1(1 + a2I1)(1 + a1S1)

(K)4

)
= 0

−µβS1(1 + a1S1)

(K)2
+ µa+ µλ+

aβI1(1 + a2I1)

(K)2
+
βI1(1 + a2I1)

(K)2
− λβS1(1 + a1S1)

(K)2
+ λa+ λ2 = 0

λ2 + λ

(
µ+ a+

βI1(1 + a2I1)− βS1(1 + a1S1)

(K)2

)
+

(
aβI1(1 + a2I1)− µβS1(1 + a1S1)

(K)2
+ µa

)
= 0

Misalkan
λ2 + c1λ+ c2 = 0,

dengan
c1 = µ+ a+ βI1(1+a2I1)−βS1(1+a1S1)

(K)2
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c2 = aβI1(1+a2I1)−µβS1(1+a1S1)
(K)2

+ µa.

Pada persamaan (3.4) untuk I 6= 0 diperoleh βS1

1+a1S1+a2I+a3S1I1
= a karena D = 1 + a1S1 + a2I1 + a3S1I1

maka a = βS1

K kemudian substitusikan pada c1 dan c2 sehingga

c1 = µ+
βS1

K
+
βI1(1 + a2I1)− βS1(1 + a1S1)

(K)2

c1 = µ+
βS1K

K2
+
βI1(1 + a2I1)− βS1(1 + a1S1)

(K)2

c1 = µ+
βS1(1 + a1S1 + a2I1 + a3S1I1)

K2
+
βI1(1 + a2I1)− βS1(1 + a1S1)

(K)2

c1 = µ+
βS1(1 + a1S1 + a2I1 + a3S1I1 + βI1(1 + a2I1)− βS1(1 + a1S1)

(K)2

c1 = µ+
βI1(1 + a2I1) + βS1I1(a2 + a3S1)

(K)2

dan
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c2 =
aβI1(1 + a2I1)− µβS1(1 + a1S1)

(K)2
+ µ

(
βS1

K

)
c2 =

aβI1(1 + a2I1)− µβS1(1 + a1S1)

(K)2
+
µβS1(1 + a1S1 + a2I1 + a3S1I1)

K2

c2 =
aβI1(1 + a2I1)− µβS1(1 + a1S1) + µβS1(1 + a1S1 + a2I + a3S1I1)

(K)2

c2 =
aβI1(1 + a2I1) + µβS1I1(a2 + a3S1)

(K)2
.

maka persamaan menjadi
λ2 + c1λ+ c2 = 0,

dengan
c1 = µ+ βI1(1+a2I1)+βS1I1(a2+a3S1)

(K)2

c2 = aβI1(1+a2I1)+µβS1I1(a2+a3S1)
(K)2

.
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