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ANALISIS DINAMIK MODEL SIR ORDE FRAKSIONAL
DENGAN LAJU KEJADIAN NONLINEAR

ABSTRAK

Pada ‘skripsi ini“disajikan analisis dinamik ‘pada ‘model SIR “orde
fraksional dengan laju kejadian nonlinear,” Analisis dinamik yang
dilakukan meliputi  penentuan _titik . kesetimbangan dan analisis
kestabilan lokal - titik:: Kesetimbangan. Hasil - analisis. , dinamik
menunjukkan -bahwa, terdapat «dua titik kesetimbangan jpada model,
yaitu Jtitik kesetimbangan, bebas penyakit danendemik:: - Kestabilan
titik |/ kesetimbangan/ /| bergantung o -pada’ | suatw = parameter - yang
dinotasikan‘sebagai Ry.Jika Ry <0 1°maka titik kesetimbangan-bebas
penyakit “stabil® ‘asimtotik- lokal. Dilakukar'' “simulasi’''numerik
menggunakan metode ‘pendekatan Grunwald-Letnikov. "Hasil ‘simulasi
numerik mendukung hasil ‘analisis dinamik yang diperoleh. Simulasi
numerik yang dilakukan menunjukkan bahwa, jika Ry >.1 maka titik
kesetimbangan endemik stabil asimtotik lokal. A Selain itu, dilakukan
simulasi , .untuk. mengetahui pengaruh  nilai «. - Hasil  simulasi
menunjukkan bahwa, jika nilai o, semakin ftinggi- maka; selusi; akan
semakin cepat konvergen menuju-ke titik kesetimbangan.

Kata kunci:''turunan'fraksional,”model’ SIR, Taju’ kejadian-nonlinear,
titik kesetimbangan, analisis kestabilan lokal.
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DYNAMICAL ANALYSIS OF A FRACTIONAL, ORDER SIR
MODEL WITH NONLINEAR INCIDENCE RATE

ABSTRACT

This" final~'project presents dynamical ~analysis “on"a“ fractional
order SIR 'model with nonlinear incidence rate. Dynamical analysis is
performed by finding the equilibrium point and. analyzing local
stability, of equilibrium point. It shows that there are two. equilibrium
points,. ;. namely 1> disease-free -equilibrium - point -, -and . .endemic
equilibriumspoint. s The :stability-of equilibrium peints. depends on a
parameter: called "Ip.vIf Ry < cDlthenthe disease-free’ equilibrium
point'is local‘asymptotically stableNumerical simulation is'doneby
using ' Grunwald-Letnikov~approximation ‘method. = ~The" result” of
numerical 'simulation ‘supports  the ‘result’ of the dynamical ‘analysis.
The result’ of numerical simulation shows that if 'Ry~ > 1 then the
endemic equilibrium point is local asymptotically stable, Moreover,
another simulation is performed to find out the effect of « values. It
shows, that the higher .« value;, the faster the: solution of .the model
reach)the equilibrium point:

Keywords:-fractional /derivatif; SIR ‘model, nonlinear ‘incidence rate,
equilibrium; local stability analysis.
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BABI1
PENDAHULUAN

1.1 | Latar Belakang

Kalkulus' fraksional” merupakan~'generalisasi “dari ‘integral’/dan
turunan berorde bilangan bulat ke orde bilangan real positif. Kalkulus
fraksional 'pertama “kali~ diperkenalkan oleh L"Hopital ‘dan Leibniz
pada tahun 1695, Kemudian pada tahun 1823, Kalkulus fraksional
pertama_kali. diterapkan: oleh-Niels . Henrik - Abel. dalam studinya
tentang: masalah tautokron.. Kalkulus fraksional saatini sudah banyak
digunakan,-di- -berbagai. ,bidang. - seperti, imekanika, - bioteknologi,
keuangan; dan-teoti kontrol.

Kelebihan turunan orde fraksional daripada turunan orde bilangan
bulat- terletak “pada-adanya efek ‘memori; ‘sebab’ turunan “fraksional
pada-titik tertentu-mengandung ‘informasi'mengenai nilai fungsi pada
titik-titik sebelumnya. Oleh karena itu, turunan orde fraksional ‘cocok
untuk pemodelan yang- melibatkan  memori, yang terjadi pada
sebagian besar sistem biologi (Cole, 2003 dan Djordjevic.dkk., 2003).
Menurut, Saeedian, dkk: .(2017)-memori memiliki peran yang, penting
dalam,penyebaran penyakit. Sebagai:contoh, ketika suatu penyakit
menyebar: dalam 'suatuj populasi,:pengalaman; dan-pengetahuan; yang
dimilikiindividu'tentang,/ penyakit-tersebut/akan smemengaruhi/laju
terjadinya infeksi'penyakit tersebut

Dalam'“~'epidemiologi,” model' ~'epidemi ”"SIR““pertama" kali
diperkenalkan™ oleh~ Kermack dan -McKendric (1927). ‘Kemudian
model ini dikembangkan “oleh peneliti-peneliti selanjutnya seperti
H.E.Soper (1929). dan'Hethcote (1976). ' Model yang-dikaji pada
penelitian_ _ tersebut . masing-masing. .. menggunakan . laju . kejadian
bilinear. , Kemudian.pada tahun 2000, Hethcote - merumuskan; model
SIR | dengan imemperhatikan faktor kelahiran dan kematian; - Laju
kejadian yang: digunakan -dalany penelitian/‘Hethcote: (2000) smasih
berbentuk: ' bilinear. </ Selanjutnya;> pada’ tahun-12013, “Hattaf',dkk.
mengembangkan “model” dengan~laju’ 'kejadian’ umum: ~Pada“tahun
2016, ' Okyere dkk.“ 'mengembangkan model SIR” yang-dirumuskan

1
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oleh.. Hethcote (2000). menjadi. model SIR . dengan ;orde; fraksional.
Kemudian Pada-tahun: 2018;, Mouaouine-dkk., membahas model SIR
orde: fraksional «dengan laju kejadian-nonlinear:; Laju<kejadian yang
digunakan 'oleh-Mouaouine dkk,(2018)-berasal dari penelitian ‘Hattaf
dkk:(2013)- dan* 'meliputi ~'beberapa 'tipe~ laju’ kejadian; ' 'yaitu' laju
kejadian /' ‘bilinear, -~ “laju- ''kejadian "~ tersaturasi, " 'laju -~ kejadian
Beddington-DeAngelis, dan'laju kejadian Crowley-Martin. Skripsi ini
mengulas kembali “analisis -dinamik “yang telah . dilakukan oleh
Mouaouine dkk.(2018),-namun laju kejadian yang digunakan adalah
laju kejadian nonlinear:,. yaitu WQIH%SI Analisis. .dinamik
yang :dilakukan -meliputi; penentuan titik, kesetimbangan-dan- analisis
kestabilan lokal-titik: kesetimbangan.~ Kemudian | dilakukan simulasi
numerik untuk mendukung hasil -analisis) dinamik. ''Simulasi naimerik
dilakukan dengan menggunakan, pendekatan Grunwald<LLetnikov.

1.2 . Rumusan Masalah

Berdasarkan' ‘latar ~belakang yang' ' telah’ “diuraikan, “pokok
permasalahan yang dikaji dalam’skripsi ini sebagai berikut.

15/’ Bagaimana sKonstruksi' ‘model ~epidemiSIR " 'orde ! fraksional
dengan'laju kejadian nonlinear?

2./ Bagaimana - titik ~kesetimbangan ndan o kestabilan: lokal: titik
kesetimbangan:model?

3. Bagaimana hasil simulasi numerik model tersebut ?
1.3 _ Tujuan
Tujuan penulisan'skripsi‘ini' adalah sebagai berikut.

1. Mengkonstruksi-model epidemi-SIR-orde fraksional denganlaju
kejadian nonlineat:

2. Menentukan. titik, kesetimbangan , dan , kestabilan.: lokal  titik
kesetimbangan model,

3..Melakukan simulasi numerik untuk mendukung hasil analisis
dinamik,
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BAB 11
DASAR TEORI

2.1 “Tarunan Fraksional

Pada umumnya turunan atau.integral-memiliki-orde bilangan asli,
tetapi jjikarorde: sebuah -turunan-merupakan/ibilangan-rasional-maka
turunan \/tersebut - disebut =sebagaic turunan 1 fraksional. Turunan
fraksional'! ‘didefinisikan’' Y 'dengan- ‘beberapa'''cara, ' “'yaitu’menurut
Riemann-Liouville, “Caputo, dan-Grunwald-Letnikov:' “Dalam ' skripsi
ini'dibahas turunan fraksional yang didefinisikan menurut Caputo.

Salah_satu fungsi dasar yang digunakan.untuk mendefinisikan
turunan; fraksional -adalah, fungsi. Gamma yang_ disimbolkan dengan
L(v)!

Definisi 2.1.1 (Fungsi Gamma)
Fungsi Gamma I () didefinisikan:sebagai

o

I(v) = / et ldt 2.1)

0

dengan v_> 0. Berdasarkan definisi tersebut maka

Dv+1) = /e_tt(”“Ll)_ldt
0

= /e_tt”dt.

0

Jika w'='t¥ ' maka du'= pt"= dt dan’jika dv = et dt maka 9= et
sehingga



<1

/e_tt”dt SNt /ﬁdu

LgHet & / ettt

=—t'e 'ty / e ‘v ldt,

Oleh karena itu,
[o@]
(v +1) = lim [—t”e_t]g + V/e_tt”_ldt
b—o0
0
b
= lim {—b”eib ¥ 0”60:| +vI'(v)
b—oo 0
=04vF(v)
sehingga
(v +1) =wl(p) (2:2)

Jika: & N maka

D41y =wl((r — L)p4L)
1

)

v(v.= E((y,.—=2)+1)
=w(v= 1) (1=2)0(r +2)
=v(v=1)(r=2)...2I(1)
=v(v.=1)(r-=2)..(2)(1)
=w!

sehingga
T(v+1) =u!

(Podlubny, 1999)
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Definisi 2.1.2 . (Fungsi Beta)
Selain. fungsi (Gamma, fungsi- Beta:juga digunakan-dalam, tarunan
fraksional:/Fungsi‘:Beta didefinisikan-sebagai

Blman) = [A"~L(L— ) L,
0

yang konvergen untuk;n.,> 0..Fungsi-Beta juga dapat dinyatakan
dalam bentuk fungsi-Gamma, yaitu:

i, ) 2 i)

(Podlubny, 1999)

Fungsi__lain ;yang mempunyai peran, penting dalam turunan
fraksional. .adalah. fungsi, Mittag-Leffler. | ; Fungsi . ini> merupakan
generalisasi dari ~fungsi..eksponensial. - Perhatikan-, bahwa dengan
menggunakan- deret: Taylor, fungsi-eksponensial: dapat rdinyatakan
sebagai:

k k
€7 = 2 k0 T T k=0 TTRTD)
Fungsiini kemudian-digeneralisasi menjadi fungsi-Mittag-Leffler yang
didefinisikan sebagai berikut.

Definisi 2.1.3 (Fungsi Mittag-Leffler)
Fungsi Mittag-Leffler satu parameter,disimbolkan dengan ., dan

didefinisikan; sebagai

0 2k
Ea(2) = X520 iy

asalkan deret tersebut konvergen, untuk . > 0 danz&-C.
(Diethelm,2010)

Teorema 2.1.4 (Konvergensi fungsi Mittag-Leffler)
Untuk | 2| — oo, fungsi Mittag-Leffler F4,(z ) memenuhi sifat-sifat
berikut

1) ik ) [
2. B (z) terbatas jika |arg(2)| =%
3. |Eal2)] =0 jika larg(2)] < S

(Diethelm,2010)
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Definisi 2.1.5 . (Turunan fraksional Riemann-Liouyille)
Turunan 1 fraksional ;- Riemann-Liouville: - orde o fungsi f (£)
didefinisikan sebagai

R De flt)m e /tm( ) o23)

T~ ay din P 27 e nsa =
dengann —1 <a'<n,neN.
(Petras;2011).

Contoh 2.1. Turunan fraksional untuk f(¢).= tP denganp;t->0.dan
0r<ai<t 1ladalah

1 dro ot TP
RL o
Dift)==———=—-—7 ] =————=d
t f( ) F(n _E a) dtr /J (t (=Y, T)a_nﬁ-l T
A
=~ Afiim) P (4 n—a—ld
I'(n.—a) dt” /0 mteeT) >

1 dm? T
= a ppyn—a—1 1 = n—a=1
T — ) di? /0 =) ( t) &

Dengan memisalkan\ =7 diperoleh

n 1
BADY Flo)versio Seca (- T A Umgrset
ersitad Brawdoypo-ddapaeiqny vy
T+ c) ditn ’
— 1 F(p + l)r(n - Oé) fﬁ(tn—a-l-p)
F'n—a)T(p+1+n—a)dr
Iip+1) L@ +didn 70) pa
erD(palshnea) “E(p=ta+.1)
CrsIMpEnayg
I'p—a+1) ’
sebab
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#(tnfoﬁp) . [ (n PN +p)tn7a+p~1

ELneecsi D e/ p)son oy Ujinmaen-2

d* —o R—oFp—
dt’f(tn = (n—a+p)...(n—a+p— (k= 1)) ok
_ (n —a+ p)! n—a+p—k
(n—=o+p—rF)!
ﬁ(tn—a-&-p) L F (n VittAd +p)!t—a+p
datr (e +p)!
| F(n—a+p+1)t_a+p
D(=a+p+1)

untuk setiap’p'€ R'dann € N.

Definisi 2:1:6 -(Tarunam Caputo)
Turunan fraksional Caputo dengan ‘orde o dinyatakan sebagai

1 o
G ) / ( C SO (2.4)

L(n=« b OAVErSia

dengan (n = Li< av=tmn)yn € No(Petras,2011).

Contoh 2.2. Turunan fraksional untuk. f (1), = t” dengan p, ¢t > 0, dan
0,< ;< 1 adalah

C o S 1 ¢ %(Tp) p
Dyt = ) /0 : d

F(n ~a t L)asndl
i0e R YLD i
‘r(n—a)/o TPy (VA Uit A

Dengan memisalkan A\t =7 diperoleh
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< — F(p + 1) p—a X p—n/1 _ y\n—a—1
2 SIS AT W) (t) /0 (AP (A=) dA\
= = Hpd 1) TEB(p=n e
= Unpuersie Betluiayas (el wiaitsisice)
o D(p 1) (t)péaf(n—a)f‘(p—n—i— 1)
(88] T )T (p ) F(p+1T=e)
R F(p + 1) P
Tlp—a+ld).
sebab

dn - _T+l) p—n
drm (7- ) Y F(p—n—,‘—l)T

untuk setiap p. € R dan n.€ N.
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Gambar 2.1; Grafik turunan: fraksional fungsi 2.
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Sebagai ) ilustrasi; -pada,Gambar 2.1, dan, Gambar- 2.2~ disajikan
turunan fraksional: Riemann-Liouville: dan-Caputo/ untuk (¢ )~ =#?
dan f(¢) =t untuk-beberapa milai ¢ Dapat,dilihat bahwa ketika
nilai>' &' 'semakin ~dekat 'dengan’ o "='0%1,""'maka Vkurva “turunan
Riemann-Liouville'dan ‘turunan’ Caputo untuk fungsi'#? ‘dan 3 akan
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Gambat 2.2: Grafik turunan fraksional fungsi £3.
mendekati kurva 2¢ dan 3¢, yang merupakan turunan orde satu.

2.2 “Pendekatan Grunwald-Letnikov

Misalkan z(t);adalah fungsi yang kontinu. Turunan pertama ()
didefinisikan sebagai

(2.5)

Berdasarkan persamaan (2.5) diperoleh turunan kedua dari z(t), yaitu

2 ’ apnsiion
wii x(t)—=2x(t — h) + x(t.—2h)
e h?2 |

Berdasarkan' persamaan (2.5) dan ' (2.6); diperoleh™ turunan- ‘ketiga
fungsi z(t) yaitu

d3x i S x(ty = 3zt = h)Y 4+ 3x(t = 2h) —x(t —3h)
dt h—0 h? ]
(2.7)
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Bentuk umum turunan ke p fungsi z(t) terhadap ¢ adalah

p
Hflive 2P () = lim % D =y (?)a:(t YGh), 2'8)

dengan (1]”) B ﬁ@]{‘ﬁ dan'p/e/N. Analog 'dengan ‘persamaan '(2.8)

turunan fraksional z () terhadap ¢ orde «v, menurut Grunwald-Letnikov
didefinsikan sebagai

SE ; :
GHDg(t) limiey > (LY <‘;,‘)x(t “ih)ias Bi29)

dengan

(a) 5 | T(a41)

] L(i+1) 1 (e—5+1)

i dan o € R.

(Petras, 20171).

Pendekatan ‘“Grunwald-Letnikov untuk'turunan 'Caputo-diperoleh
dari hubungan antara turunan Riemann-Liouville dan turunan'Caputo.
Hubungan “antara turunan Riemann-Liouville “dan turunan Caputo
dinyatakan. sebagai

n=1 k=
t
REDRE(ry= CDrEcy ) m(-_lgmx(’“)(o), (2:10)
k=0

dengan k, =0, 1,.:.,n—1. Berdasarkan persamaan, (2.4), jika 0 <
a-<-l:maka m =1, sehingga persamaan (2.10) menjadi

(6% (07 t_a
Jika 0. <t < T’ dan h adalah lebar grid dengan % e N, ty = mh, dan
Ty =&t ) Maka
1 m~+1 o
wpp(e ) = Geppatey 2ol Soeap (e s o
j=0

(2:12)
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Berdasarkan 2.11) dan (2.12) diperoleh .. 1 pendekatan
Grunwald-Letnikov -untuk turunan, Caputo (dengan. 0- < ¢ -1, dan
©(0) =izgsebagai berikut

1 ; —o
CDg (b b) =i 20 jo o (oS Tanbacgstop gy @os
Dengan demikian persamaan diferensial fraksional
CDEa(t)r== fx(t)) pada o=ty | dapat didekati, dengan
CD2a ki) = Fl@(t))syaits

mt1 S
L Z (=) (?) Ty t—j = %% o (Baw)e 42:13)

Bila kedua ruas: dikalikan dengan-h% dan (g) =rdimaka persamaan

(2:13) dapat:ditulis'sebagai

Gy TR ARG dpepiasy o S g 2 RS (y7)

atau

m—+1 o (m £ 1)—a

o el (SR e oy
=1
! (2.14)

Persamaan, (2.14)- merupakan skema numerik, untuk menyelesaikan
masalah nilai-awal orde fraksional ¢ Dfw = f (), 2:(0). = 0.

(Scherer;-dkk.; 2011).

2.3 Sistem; Dinamik Fraksional

Sistem'dinamik fraksional didefinisikan'sebagai

—

0 DP T =" (T ) (2:15)

dengan 7€ R'™. Notasi g D% sering ditulis juga sebagai D“¥ yang
merupakan turunan Caputo.

(Diethelm, 2010).
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2.3.1 .. Sistem otonomus. fraksional

Jika sistem'(2.15) tidak bergantung secara eksplisit'terhadap waktu
maka sistem (2.16) disebut sistem otonomus. Dalam skripsi ini, sistem
yang dipelajari merupakan sistem otonomus sehingga sistem dinamik
fraksional dinyatakan sebagai

D) = f&(t)s 7(0) = To, (2.16)
dengan ¥ € R" dan 0 <o < 1.

(Petras, 2011).

Definisi 2.3.1' (Titik kesetimbangan)

Perhatikan ' ~“sistem  otonomus _fraksional ~(2.16). Titik
kesetimbangan pada sistem (2.16) diperoleh dengan menyelesaikan
persamaan

Fl@(t) =0, (2.17)

dan “diperoleh 7* =" (], 2%, ... x}) yang merupakan titik
kesetimbangan sistem (2,16)

(Petras, 20171).

Definisi 2.3.2 ' (Kestabilan titik kesetimbangan)

Titik " kesetimbangan “7*“V'= (a7 x50 xk)'pada’ sistem

differensial fraksional (2.16) dikatakan
17 stabily jika Ve > 0, 99370 sedemikian ‘sehingga ‘solusi‘masalah
nilai -awal yang terdiri atas sistem-diferensial fraksional (2:16)
padat = 0 dan kondisi awal z(0) = =, memenuhi
12(0) = <.
maka berlaku
|[E(#) —Zf|o<e

Vit >0,

12
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2. stabil asimtotik, jika stabil.dan 3¢, >0 dengan 0 <. dp. < 6
sedemikian sehingga suatu penyelesaian sistem;  diferensial
fraksional (2:16) yang pada saat t-='0 memenuhi

120) =2/, <0

maka

VE'S0)
(Diethelm, 2010).

2.3.2 ... Sistem.otonomus linear fraksional

Sistem “diferensial 'fraksional‘linear’ berdimensi -7 ' dinyatakan
sebagai
Do‘xl(t) :anxl(t) = a12:1:2(t) v L He alnxn(t),

Dal‘g(t) :a21fL‘1(t) “+ an9T9 (t) Sy, e agnl‘n(t),
(2:18)

D%, (1) =an121(t) + anaxa(t) + - ...+ anntn(t),
dengan 0=cas< L.Sistem/persamaan:(2:18) dapat dinyatakan/sebagai
DZ(t) = AZ(t), (2.19)

dengan'7 = (ry,xs," . Jx,) € R™dan’A adalah matriks koefisien
sistem persamaan (2.18) yaitu

A1 eros i@in
A=
Ant, o Gnn

Solusi:sistem-~otonomus linear fraksional (2.19)-mengikuti'sifat
konvergensi: fungsi=Mittag-Leffler oyang/ dinyatakan: pada’Teorema
2.1.4,'sehingga kestabilan/ titik kesetimbangan'sistem otonomus-linear
(2.19)'fraksional dinyatakan pada teorema berikut.

13
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Teorema 2.3.6, (Kestabilan sistem linear fraksional)
Misalkan \1; A2 3 Ansadalah nilaieigen, matriks -A-pada sistem
(2:19) dan @ =-0-adalah titik kesetimbanganisistem(2:19) .

1. Jika larg(Ai)| . > 5. untuk i = 1,2,...,7n maka_titik
kesetimbangan &% = 0 stabil asimtotik.
2. Jika farg(\i)|. = S untuk i = 1,2, ..,n maka_ titik

kesetimbangan, & = () stabil.

3. Jika 3\; dengan |arg()\;)| < SF untuk i = 1,2,...,n. maka
titik kesetimbangan @ = 0 tidak stabil;

Daerah kestabilan ‘sistem linear fraksional ditunjukkan pada Gambar
2.3

stable region unstable region

Gambar 2.37 'Daerah’ kestabilan'sistem"linear fraksional dengan’ a'€
(0, 1)

(Petras, 2011)

2.3.3 : Sistem otonomus nonlinear fraksional
Perhatikan sistem dua dimensi sebagai berikut
Dx(t) = f(z y);
Dy(t) = g(z, y),

dengan’nilai’awal z(0) =20, y(0) =yy, dan & '€'(0,1)."Misalkan
titik kesetimbangan sistem (2.20) adalah (xz*, 4/*), maka

(2.20)

14
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F@y") =9t Ty7) 150,
Untuk mengevaluasi kestabilan-lokal titik kesetimbangan, dimisalkan

z(t) = 2 + €e1(),
y(t) = y° +ea(t):

Dengan permisalan tersebut maka

D + () = f(z* + e(t), y" + elt)),
Dy £ ea(t) =g(z” +-a1(t), " + ealt)),

sehingga

D% (1) = f(z* +er(t), y™ + ea(t)),
D& (t) = g(a” + ex(t), y" + €a(t))-

Deret Taylor fungsi f'dan’g di sekitar (z*, y*)'adalah

8 * * a * *
Hasa 24 a2 LM D arntans) @20

Ogla™, y* dg(x,
g(z,)y) =gzt y )+ g(gxy )61+ ggyy)ez+nz($,y), (2:22)

dengan mi(x,y) danns(zyy) adalahsuku sisa: Berdasarkan hampiran
orde satu ‘persamaan’(2.21)-dan (2:22), 'suku- sisa tersebut memenuhi

; (@Y)| Lo
e b e =0
: na(zy)
M) @) \1§1|y =0,
dengan € = (z.— a*,y —y*)’.

Jika  (x:y) berada cukup dekat-dengan (z7;y*),- maka (€y;€2)
bernilai kecil; sehingga persamaan (2:21) dan(2:22) menjadi

Fasy) = f<x*, V) Aot af(”“‘;’y*)eg,

/\Q
/—\

Karena f(z*,y*) = y*) =0, maka

15
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D% (1), 0f(g*z,y*)61 4 af(ﬂgy,y Veo.

[ 8 > 8 *7 A
D5 () gl(aa;y)el_l_ g(:gyy )62’

dan diperoleh sistem
DY = J¢,

Of(=*y*) = 0 f(z*y*)
ag(ff,y*) Bg(:?’y,y*) disebut matriks Jacobi atau

. oz G
matriks turunan‘parsial.

dengan J =

(Ahmed dkk, 2007).

Teorema 2.3.7  (Kestabilan lokal sistem, nonlinear fraksional)

Titik kesetimbangan #*sistem nonlinear fraksional stabil asimtotik:
lokal apabila setiap nilai-eigen ;57 =152, 0yn, matriks Jacobi J di
titik " memenuhi-kondisi

larg(Ng)| > 92-73 (2:23)

(Petras, 2017).

24> Model SIR Orde Fraksional

Pada. tahun 2000, Hethcote, merumuskan .dan menganalisis:model
epidemi SIR, dengan -laju-kelahiran dan -laju, kematian -yang:sama,
yaitu i, Pada-model tersebut,variabel,iSi-menyatakani kepadatan
populasi rentan;-variabel’ I-menyatakan-kepadatan' populasi terinfeksi,
dan'® R’'menyatakan’ ‘kepadatan “populasi ©sembuh. /= Model "~ 'yang
diusulkan adalah

s

ar =p— pS = BSI,

dr

3 =BSL— (r4 u)l, (2.24)
dR

Z ] —

dt r MR7

dengan
r1aju’kesembuhan

16



[ reposiTorv.us.ACID |

BRAWIJAYA

i
W%

[ reposiTory.UB.ACID |

<
<
>
<
e
o

[ reposiTorv.us.ACID |

BRAWIJAYA

1.+ laju kematian dan laju kelahiran

B/ 1aju kontak antara individu rentan-dan individu terinfeksi.
Pada/«tahuns 2017y Okyere “membahas | sistem: dinamikdinamik

fraksional’ orde ‘or-dengan turunan Caputoyuntuk sistem (2/24)'dengan

mengubah ruas kiri persamaan dengan ‘DS, DT, ‘dan"D*R.

(Okyere, 2017).

2.5 | Model Epidemi SIR dengan L.aju Kejadian Umum

Hattaf dkk. " (2013) mengembangkan model. epidemi dengan
menyatakan laju kejadian sebagai laju _kejadian umum.- Model SIR
dengan  laju  kejadian, umum yang. diperkenalkan. oleh-Hattaf  dkk.
(2013) dinyatakan:pada; persamaan,berikut.

dS
ar =N—pS—f(S, 11,
dr
dR

Pada-sistem’(2.25) ‘A" 'menyatakan-laju ‘kelahiran, ' menyatakan'laju
kematian “alami, ~d “menyatakan laju kematian karena penyakit, r
menyatakan laju kesembuhan, dan f(.S,T) adalah fungsi kejadian.
f(S,I) diasumsikan terdiferensial kontinu pada R dan memenuhi
hipotesis (H1), (H2) dan (H3), yaitu

(H1) ;£ (0;)-= 0, untuk setiap 1.0,

(H2) Q%%Q > 0/ untuk setiapSo><0dan [ >/0:

(H3) % < 0'dan % <0'untuk setiap' 5’ > 0-dan“I >0.
Beberapa bentuk fungsi kejadian f(S, I) yang umum digunakan dan
memenuhi hipotesis tersebut adalah f(S, 1) = (S yang merupakan
fungsi. kejadian. bilinear, f(S;1). = ;%fl yang merupakan  fungsi
kejadian standar dan f (S, 1) = mﬁ%ﬁﬁf yang merupakan fungsi
kejadian/Crowley-Mattin.

Dalam'penelitiannya, ‘Hattaf ‘dkk.” (2013) meneliti model ‘epidemi

17
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dengan laju kejadian f(S, 1) = a0 yaitu

i T 14a1 S+asl+a3ST?
ds BSIL
yuniversiiag B
§ dt £ bFiayS + aslha<azSI!
= badt] Haw e (2.26)
§ dt- 7 FHa1 S+ asl = a3 ST & ’ :
Sl dR o R
m = =7 St 'LL 3
o0 dt

dengan''a;, apyass!'>5 [0cadalah” konstanta''yang ' menyatakan efek
penghambat dan’5°menyatakan'laju infeksi.

i
%

(Hattaf © dkk. 2013).
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BAB III
PEMBAHASAN

Pada bab ini, dibahas bagaimana model SIR. orde fraksional
dengan . laju .kejadian, nonlinear terbentuk. ;. Analisis.dinamik. yang
dilakukan. pada. model meliputi penentuan titik. kesetimbangan, dan
analisis: kestabilan, lokal  titik ~kesetimbangan. - Pada bagian:akhir
dilakukan:beberapa simulasi numerik; untuk mendukung hasil analisis
yang telah diperoleh:

3.1  Model . SIR.. Orde . Fraksional . dengan. Laju. Kejadian
Nonlinear
Model SIR' orde -fraksional dengan laju kejadian ~nonlinear
diperoleh dengan- mengubah turunan %, %, dan % pada sistem
(2.26) menjadi turunan orde fraksional DS, DI, dan D% R dengan

0 < o< 1,sehingga diperoleh:model sebagai berikut.

BST
DS = A — S —
fe 1+'aiS + asl + a3ST’
BSI (3.1
DY = g d I )
1+a1.5 + aod +.a3S1 (pekd aenl,
DYR=rd+ pR.

Pada sistem persamaan (3.1), persamaan pertama dan kedua tidak
bergantung pada R, sehingga cukup dilakukan analisis pada persamaan

881
T a1 S 4 ar ' agSI’
BST
= +al;
14+a1S + asl + a3SI

dengan a=(w+'d +)
3.2  Titik Kesetimbangan Model

DS = A —pS —
3.2)
DI

Titik ckesetimbangan ymodel: SIR ‘orde ' fraksional “dengan' laju
kejadian nonlinear' (3.2) diperoleh’ berdasarkan’definisi (2:3.1);' yaitu
apabila memenuhi
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DS .= DI = 0.
Diperoleh

BSI

preiis B dI
4% Brawiiays + asbesassy

0, (3.3)

dan

BST
T'+arS+4asl 4 a3 ST

—al = 0. (3.4)

Berdasarkan persamaan (3.4) diperoleh

BS _ _
(1+a15+a21+a351 G)I 1(8 07

sehingga I = 0 atau m% =.a,

Jika'I = '0'maka berdasarkan persamaan (3.3) diperoleh S~ = %,
dan diperoleh titik kesetimbangan pertama, yaitu, Fy = (%, 0). yang
disebut sebagai titik;kesetimbangan bebas penyakit.

Jikary Z£10cmaka T?&TS’J%‘WH =a.0Akibatnya; persamaan
(3:3y menjadi

AL — a2

dan’diperoleh

(3.5)

Jika‘nilai/I-disubstitusikan ke persamaan’(3:3),'maka'persamaan (3:3)
menjadi
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BS(A15)

N—1S— =0,
1—|—a15+a2(%/—‘§)+a35(/—\—_f§)
BS(A = 1iS)
AUnpSrs =0
K a-+aa1S + as(A— pS) +asS(A—uS
a+ aayS F az (A ==pS) iz S (A= us) !
Bs B

a+ aai S+ as(A —pS) +asS(A = p1S)
a4 aaS + ag(A— uS) + a3S(A —uS) = S
a'FaayS'YH ayA — aspSH- dzSA Y a5S% =3S
a+asA = (8 —aar +agp —azh)S — azS” = 0,
azpS? R B = aay 4 agjr 2o asK)S - (a4 an Ay 210;
Akar persamaan tersebut adalah

2V & (B-aaFuppas A)EV/P
Si12= i .

dengan' P''= (B —‘aaj ¥ asp a3z 4 dazp(a ¥ azN). Karena
nilai S yang menjadi titik'kesetimbangan -adalah akar positif dari’ akar
persamaan tersebut maka

Qe L B—aarfaspas A4V P
iiz 2a3 14 :

Berdasarkan hasil‘perhitungan tersebut, diperoleh titik kesetimbangan
endemik' By ='(51,11)

dengan

Sy = —(B=aar1Fazp=asA\)+/P
/T 2a3yi )

Biry=UARASS

3.3, . Analisis Kestabilan Lokal Titik Kesetimbangan

Sistem' persamaan’ (3.2) merupakan sistem ‘persamaan diferensial
fraksional nonlinear. 'Penentuan ‘kestabilan lokal titik ‘kesetimbangan
sistem dilakukan dengan menggunakan hampiran linear
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e

dengan

L BI*(1+axl*) —BS*(14+a1.5%)
J focd m (1+a15*+a21*+a35*l*)2 (1+a15*+a21*+a35*l*
0! BI* (14a21%) BSOS (1+a1SF) , E
(1+a18*+aol*+azS*1* (1+a1S*+a2l*+a3S*I*)? @

(3.6)
3.3.1' ‘Kestabilan titik Kesetimbangan bebas penyakit

Jika titik-kesetimbangan Fy = (%, 0) disubstitusikan ke matriks
(3:6). maka! diperoleh-matriks/Jacobi di titik kesetimbangan (g, yaitu

A
J(EO) = ( 0 /;&I-MA > .

prah @

Diperoleh nilai eigen'matriks J(Ej) adalah

BA

)\1 = —,udan)\g = taiA —='a
Jelas bahwa' \7/< 0 'dan
BA
Ao =——— —
3 p+aiA 3
(BA)a
Ap SrawAEyYa e 3.7
Tt ah)a S

BraijayaBA
A2 B <(M+G1A)a ‘1)’

Jika-dimisalkan- Ry = (7;%1}575 maka: diperoleh g =-a(Rg'=:1),
sehingga /o rakan bernilai-negatif: jika' Ryo < 1y Karena A2 < -0-dan
Ao &!0jika Ry’ < 1'maka

=] Im(/\l’g) . 1 0
e <Re(A1,2)>_tan (Re(A1,2)> (3'8)

sehingga
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1 (Im(Ai2)
tan <R€()\1’2)> 3 Ghi

Jadi titik kesetimbangan-bebas ‘penyakit bersifat stabil asimtotik: lokal
jika Rgi<cls

3.3.2 ;- Kestabilan titik kesetimbangan endemik

Sifat ‘kestabilan“titik ‘kesetimbangan 'E7 juga-diperoleh’ melalui
analisis. kestabilan dengan melakukan linearisasi ‘sistem persamaan
non . linear (3.2). Jika titik kesetimbangan F; = (S1,11)
disubstitusikan pada matriks (3.6) maka diperoleh matriks Jacobi di
titik kesetimbangan F;; yaitu

- Bfl(lJragll) 7551(14*&151) )
2
a

_M K)2 K)2
J(E1) = < T vy eyt ol s
(K)? (K)?

dengan

K'=14a151 4+ a1y ¥+ a3511;.

Selanjutnya “diperoleh” - nilai ~eigen -~ matriks ~ J(E;) = dengan
menyelesaikan persamaan

|J(Ey) — M| =0,
e BIE(tash) oy —p51(1+a151)
H (R)? (K)? =0
8L (1+aal1) Afaitansi) nivgrsit '
(K)? (K)?

Penyelesaian '~ persamaan/ < tersebut = dipaparkan ' “dalam“Llampiran
sehingga diperoleh persamaan kuadrat

M+l fe=0, (3.9)

dengan

= /311(1+a211)4(riﬁ(§2111(a2+a351)7

afli(1+acli)+pBS111(az+aszS1)
5 )

cy =
Terlihat jelas bahwa ¢y >0 dan ey > 05 sehingga diperolehnilaisnilai
eigen, yaitu
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—c1++/(c1)2—4ca
Xi= T T

)\2 AV —cl—\/(01)2—4cz

= 3 ,

maka jelas bahwa. Re(Xr), <-0-dan:Re(A2), <1 0, oleh karena, itu
arg(XNe)ry >0 %tsa o= 2124 Berdasarkan: thal, tersebut: /maka titik.
kesetimbangan endemik stabil asimtotik: lokal:

BRAWIJAYA

3.4 - Skema Grunwald-Letnikov > untuk  -Model- SIR ~Orde
Fraksional dengan Laju Kejadian Nonlinear

2
‘_,‘ !

Solusi | analitik:; persamaan, . diferensial. fraksional.. tidak. mudah
ditentukan| sehingga- perlu  dilakukan -pendekatan ~numerik- dengan
menggunakan v -pendekatany :Grunwald:Letnikov |1 sesuai- - dengan
persamaan (2.14).5 Skema ‘Grunwald-Letnikov> untuk 'persamaan (3.1)
pada selang waktu't € [0, T| diturunkan sebagai berikut:

Misalkan tg ="0;¢,, = to'+'mh untuk setiap m =0,1,2; ..., M

[ reposiTory.UB.ACID |

< dan h adalah lebar grid, sehingga persamaan pada DS (Zp,+1),
2 D L(ty+1), dan DS R(ty,41) dapat ditulis dengan
—
S DS (0 ST R E A B e it
% S (tmi1) = (S, T, Rim) Hom AT T S Yy =

0 BS I
Dt I(tm+l) :g(SmaIvam) vz 1_|_als +a2I _|_a35’ I

DRt 1) = K (Soms Ims B = 7Ly = iR

Berdasarkan . persamaan - (2.14) skema. numerik . DS (1),
DY Itiy1)s dan D R(thq41) dapat ditulis

=
|J
| <
o
B=]
| >
| &
o
=
| @
(=]
| &
| &

| mtl ; 5 (m+ 1)—a
Sm+1 =h f(SrmIvam) - Z (_1) . Sm+1—j L7 F(l = ) SO
=1 g d
BSmIm
=% (A4S, — =tAq A
Y ( e 1+ a1, +azl,, + a3SmIm) 8 Breia
(3:10)
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m+1 7

o (m411)7¢
I, =h® maIma m) —1) I o 1
+1 g(S, R, ;( ) <]) +l=j t Tl =) 0

BSmIm

Hye — d 1,) =B +'B
(1—|—a1Sm+a2Im+a35mIm <M+ —i—?“) ) {+ 52
(3.11)
2y o (M)«
Roi1-=hk(SmsLs Bom)-— —1 j(,)Rm i R,
+1 ( ) ]gl ( ) ] +1+y F(l a\ Oé) 0
=h*rly,; = pRy,)/ = Cr 405
(312)
dengan _
Ay =T () S
m+1
Ay = g8
By LT S ()

T(TEa)” )
O~ TR ) R

02 T (F(+1) )O‘ RO

3.5 ~Simulasi Numerik

Pada csubbab “inivdisimulasikan ssolusi 'sistem {persamaan:(3.2)
dengan 'menggunakan'pendekatan Grunwald-Letnikovountuk’ turunan
Caputo'pada’’software’ MATLAB: ' Simulasi -numerik dilakukan-untuk
mengilustrasikan ~hasil “analisis “yang‘telah ' 'dilakuan’ pada’ subbab
sebelumnya dan menyelidiki kestabilan titik kesetimbangan endemik.
Dengan mengambil beberapa nilai awal, yaitu 71 = "(15,5,0),
T2 = (13,6,1), T3 = (11,7,3), T4 = (9,8,4), dan T'5 = (7,9,4)
dilakukan. simulasi numerik yang menghasilkan nilai,S(t), [(t), dan
R(t).

3.5.1, Kasus Ry < 1

Pada “kasus ini, " “digunakan ‘nilai”'parameter ' 'sebagai' ' berikut:
A=09u="0.13=014d =0.01,r=0.5ar =0.1,;a2 = 0.02,
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dan a3 = 0.003,.sehingga diperoleh nilai Rp,yaitu

Rp= = 0.7765,<L:

BA
(ptarA)(ptd+r)

Dengan milai, Ry < -1 diperoleh saturtitik kesetimbangan;yang; eksis
dan bersifat stabil asimtotik lokal; yaitu-Eg = (9; 0):
Hasil simulasicuntuk: o i=0.9 disajikan pada” Gambar'3!1: = Terlihat

BRAWIJAYA

i
{7
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Gambar'3.1% Potrait fase untuk Ry <1 'dan'ev = 0.9

<
<
>
<
e
o

bahwa'seluruh 'orbit menuju titik' Fy =(9;0). Artinya’'solusi bergerak
menuju’ titik' kesetimbangan' bebas penyakit Fy yang berarti bahwa
setelah” waktu yang cukup lama tidak terjadi suatu infeksi. ~Hasil
simulasi ‘numerik yang, diperoleh mendukung hasil “analisis. pada
subbab. sebelumnya, bahwa Ry < 1 titik kesetimbangan bebas
penyakit Fo = (9,0) bersifat stabil asimtotik lokal.

3.5.2 Kasus Ry >'1

&

[ reposiTorv.us.ACID |

Padasimulasi-ini-digunakan-nilai jparameter \yang: sama; dengan
kasus ‘'sebelumnya: tetapi milai -3 “diubah menjadi .\ 5'=>10.2"schingga
diperoleh

la BA =Y
R() = mm =71.5531>1.
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Dengan ,-nilai . R > 1. diperoleh,. . titik: , kesetimbangan
By =(4:4970,0:7382) . Hasil simulasi, untuk R ->-1 dan o =-0.9
disajikan-pada :Gambar:3:2. Terlihatibahwa seluruh-orbit bergerak
menuju titik By =1(4:4970; 0.7382).= Artinya solusi ‘bergerak menuju
ke titik kesetimbangan endemik Ey“Hal tersebut'menunjukkan bahwa
jika ‘Rg '> ~1-maka titik ‘’kesetimbangan ‘endemik- F~ bersifat-'stabil
asimtotik lokal.

Gambar '3.2:/Potrait fase' untuk' Ry '>'1'dan '@'=10:9

3.5.3 /- Simulasi a.=,0.5,a =07 = 0:9,dan ai=1

Pada “Gambar 3.1 'dan Gambar 3.2 telah dilakukan ' simulasi
dengan menggunakan nilai o =.0.9. Untuk mengetahui pengaruh dari
nilai, «; terhadap ;model, ‘maka-dilakukan simulasi.numerik -dengan
menggunakan_ nilai o, yang berbeda-beda. | Nilai a: yang digunakan
adalah-ov, =-0:5,,00= 0.7, .= 0:9,-dan ov-=| 1

Berdasarkan Gambar 3.3 dan Gambar 3.4 dariisimulasiitersebut
dapat'ditunjukkan‘bahwa jika nilai e yang digunakan semakin-tinggi
maka’ grafik-yang terbentuk akan-semakin)/'cepat’ konvergen menuju ke
titik kesetimbangan.
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Gambar: 3.3:Perubahan jumlah individu subpopulasi S dan o ;untuk
Ry <L dengan beberapa nilai o
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Gambar 3:4:/Perubahan-jumlal individu subpopulasi:S '[dan ./, untuk

Ry >'1dengan-beberapa nilai o
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KESIMPULAN DAN SARAN

4.1 ' Kesimpulan

Berdasarkan hasil pembahasan pada bab sebelumnya, dapat ditarik
kesimpulan sebagai berikut:

BRAWIJAYA

i
W%

1. Model epidemi SIR orde fraksional terdiri dari tiga subpopulasi
yaitu_subpopulasi_rentan-(,S), subpopulasi terinfeksi (7), dan
subpopulasi.sembuh ( R):-Laju kejadian yang digunakan adalah
laju. kejadian-nonlinear ryaitu HCL—ls—fC%IIT%-S-I dengan aysao,
dan-asiadalah-konstanta bernilai positif; serta 3 merupakan laju
infeksi (-yang - bernilai positif: (0rModel ©menggunakan: orde
fraksional ov dengan' 0 <'a-< L.

[ RePOSITORY.UB.ACD |

2. Model/ tersebut memiliki: dua-titik keésetimbangan, -yaitu titik
kesetimbangan''bebas penyakit'‘Fy 'dan ctitik- kesetimbangan
endemik ‘Fy. “Titik kesetimbangan /Fy 'bersifat 'stabil' asimtotik
lokal jika Ry <'1.

3. Simulasi “numerik' \yang “dilakukan ‘menunjukkan 'bahwa “Ejy
stabil-asimtotik'lokal untuk’'‘Ry ‘<’ 1 'dan’'FEY“stabil’ asimtotik
lokal untuk ‘nilai parameter tertentu yang memenuhi Ry~ > 1.
Selain  itu, dilakukan juga simulasi dengan beberapa nilai o.
Simulasi _tersebut ‘menunujukkan ‘bahwa jika nilai « yang
digunakan semakin tinggi.maka solusi dari model akan semakin
cepat-konvergen menuju ke titik kesetimbangan.

<
<
>
<
e
o

4.2, | Saran

[ reposiTorv.us.ACID |

Pada’ penelitian berikutnya disarankan untuk menunjukkan ‘secara
analitik bahwa eksistensi dan kestabilan titik kesetimbangan endemik
dapat dikaitkan dengan angka reproduksi dasar. Selain itu, disarankan
juga untuk melakukan analisis kestabilan global.
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LAMPIRAN

n Persamaan Karakteristik
n persamaan. (3.9)
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+a211();§%[351(1+a151) +Ma
aan (3.4) untuk 1 # 0 diperoleh 1+a151+ﬁaill+a351[1 = akarena D= 1+"a15] +a3li + a3S111
BS1

7o kemudian substitusikan pada ¢y, dan ¢z sehingga

BSY gt 511(1 4 CLQIl) — ,85’1(1 + alSl)

QIM+_K (K)?
. BS1K “BL(14asI) —pSi(1l+a;Sy)
cp=lt 702 ik (K)?
pository. ,651(1 -+ CL1;S’1 +agd 1+ agSlll) ] ,8[1(1 dh CLQIl) 3y ﬁSl(l -+ alSl)
e/t BS1(1+ a1 51 + asli+ azSt i+ BI(1'+ azlt) —BS1(1 4 a1 SY)
1 ==

(K)?
ﬁfl(l ai a2I1) Sk /lefl(ag + a35’1)
(K)?

cr=p-+
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posit aﬁ[l(l +a211)(l—(),1;651(1 + alSl) 4o <%>

aBli(1+ asly) = pBS1(I'+ a157) it pBS1(L + arSt + asly + azS117)

Co =

(K)2 K2
posil aﬁ]l(l + agll) = uﬁSl(l + a151) =+ uﬁSl(l + a151 +aoli+ a351]1)
()2
“aBIr(1F asdy) + pBStIi(az +a3St)
Co == (K)2 )

aan menjadi
X2+ ey =0,

[ (14a211)+BS111(a2+a351)

(K)?
+as L)+ uBSyI1(a24a3S1)

()7 3
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