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ANALISIS DINAMIK MODEL
LAJU OBESITAS MELALUI KONTAK SOSIAL

ABSTRAK

Pada skripsi ini dibahas model laju obesitas melalui kontak sosial,
dengan memandang dua kasus, yaitu kasus obesitas yang
dipengaruhi oleh faktor sosial saja dan kasus obesitas yang
dipengaruhi oleh faktor sosial maupun nonsosial. Karena obesitas
dipandang sebagai epidemi sosial, maka model yang dibahas
mengadopsi model epidemi. Analisis dinamik yang dilakukan pada
model ini meliputi penentuan titik kesetimbangan, penentuan angka
reproduksi dasar, dan analisis kestabilan lokal dan global titik
kesetimbangan. Hasil analisis dinamik menunjukkan bahwa terdapat
angka reproduksi dasar (R,) dan dua titik kesetimbangan, yaitu titik
kesetimbangan bebas penyakit dan titik kesetimbangan endemik.
Kasus obesitas yang dipengaruhi oleh faktor sosial saja (e = 0), titik
kesetimbangan bebas penyakit bersifat stabil asimtotik lokal dan
stabil asimtotik global ketika R, < 1 dan sebaliknya. Titik endemik
bersifat stabil asimtotik lokal dan global ketika memenuhi syarat
tertentu. Analisis secara geometri dilakukan pada kasus obesitas
yang dipengaruhi oleh faktor sosial dan nonsosial (¢ > 0) dengan
menggunakan nullcline dan analisis medan arah. Hasil simulasi
numerik yang dilakukan mendukung hasil analisis yang diperoleh.

=4
o
(9~
-
—]
>~
S
o
g
)
(=]
oo
[=5]
==

Kata Kunci: laju obesitas, kontak sosial, angka reproduksi dasar,
kestabilan global, nullcline.
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DYNAMICAL ANALYSIS OF AN OBESITY MODEL
THROUGH SOCIAL CONTACT

ABSTRACT

This final project discusses an obesity model through social contact
by considering two cases, namely obesity case that affected by social
factor only and obesity case that affected by both social and
nonsocial factor. Since obesity can be considered as a social
epidemic, the discussed model adopts epidemic model. A dynamical
analysis is performed by finding the basic reproduction number,
equilibrium points and then local and global stability properties.
Dynamical analysis shows that there is a basic reproduction number
(Ry) and two equilibrium points, namely the disease-free
equilibrium and the endemic equilibrium. For the first case € =0,
the disease-free equilibrium is local asymptotically stable when
R, <1 and vice versa. The endemic equilibrium is local and global
asymptotically stable under some conditions. Geometrical analysis is
perfomed for the second case € > 0 by using nullcline and direction
field. Numerical simulation supports the results of dynamical
analysis.

Keywords: obesity model, social contact, basic reproduction
number, global stability, nullcline.
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1.1 Latar Belakang
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Berat badan berlebih dibedakan menjadi dua kategori, yaitu
kelebihan berat badan (overweight) dan obesitas. Overweight dan
obesitas merupakan dua hal yang berbeda. Overweight adalah berat
badan yang melebihi berat badan normal, sedangkan obesitas adalah
kelebihan akumulasi lemak dalam tubuh. Untuk mengklasifikasikan
berat badan berlebih dapat digunakan acuan IMT (Indeks Massa
Tubuh) yaitu suatu ukuran yang menunjukkan jumlah lemak yang
terdapat di dalam tubuh berdasarkan rasio antara berat badan dan
kuadrat tinggi badan. Menurut WHO (1999), seseorang dikatakan
overweight apabila memiliki IMT > 25kg/m? dan dikatakan
obesitas apabila memiliki IMT > 30kg/m?. Beberapa ahli
berpendapat bahwa obesitas dapat memberikan dampak yang
berbeda pada kesehatan individu. Kelebihan berat badan telah
menjadi masalah kesehatan masyarakat yang serius karena dianggap
memberi dampak yang berbahaya bagi kesehatan. Berdasarkan
penelitian terbaru Pusat Pengendalian dan Pencegahan Penyakit
(CDC), 69% orang dewasa di Amerika Serikat mengalami kelebihan
berat badan dan lebih dari 35% dari semua orang dewasa mengalami
obesitas. Bukan hanya Amerika Serikat saja, melainkan hampir
semua negara maju dan berkembang sedang mengalami masalah laju
pertumbuhan populasi kelebihan berat badan.

Pada Juni 2013, American Medical Association (AMA) secara
resmi mengklasifikasikan obesitas sebagai penyakit. Obesitas terjadi
karena adanya ketidakseimbangan antara energi yang masuk dengan
energi yang keluar. Obesitas dapat menyebabkan masalah kesehatan
fisik dan psikis. Masalah kesehatan fisik yang diakibatkan obesitas,
yaitu asma, diabetes, hipertensi, dan jantung koroner. Sementara itu,
masalah kesehatan psikis akibat obesitas adalah menurunnya rasa
percaya diri dalam berinteraksi sosial. Dewasa ini, kelebihan berat
badan dan obesitas telah diakui sebagai epidemi sosial. Studi
menunjukkan bahwa orang cenderung menghabiskan waktu dengan
orang-orang dengan berat badan yang sama. Bersosialisasi dengan
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orang gemuk mempengaruhi persepsi individu terhadap obesitas dan
kebiasaan hidup. Akibatnya, obesitas dapat dipandang seperti
penyakit menular.

Model = matematika  telah  banyak  digunakan  dalam
memodelkan penyakit obesitas di masyarakat. Pada tahun 2010,
Gonzales-Parra, dkk. memodelkan masalah obesitas dengan
memperhatikan kelompok usia. Dalam artikel tersebut model hanya
mempertimbangkan jumlah populasi individu dengan kelebihan berat
badan dan obesitas di setiap usia. Pada tahun yang sama Santonja,
dkk. memodelkan masalah obesitas sebagai penyakit sosial dengan
mengambil studi kasus di Valencia, Spanyol. Artikel ini mengajukan
model matematika baru untuk memprediksi hal-hal yang dapat
menyebabkan penambahan berat badan pada tahun yang akan datang
dengan  menggunakan analisis —sensitivitas. Artikel  tersebut
menyatakan bahwa strategi mencegah obesitas lebih efektif daripada
pengobatan terhadap masyarakat obesitas. Kemudian model
matematika obesitas milik Santonja, dkk. dikembangkan pada tahun
2017 oleh Sun. Model matematika obesitas tersebut digunakan untuk
mengoptimalkan pengobatan dan pembedahan pada subpopulasi
obesitas. Pada artikel tersebut dibahas mengenai kontrol optimum
pada model matematika obesitas yang diberikan.

Pada skripsi ini dibahas konstruksi model matematika
penyebaran penyakit obesitas melalui kontak sosial yang mengkaji
ulang dari artikel Lozano-Ochoa dkk. pada tahun 2017. Analisis
yang dilakukan terhadap model ini meliputi penentuan titik
kesetimbangan, penentuan angka reproduksi dasar (R,), dan analisis
kestabilan lokal dan global titik kesetimbangan yang diperoleh.
Angka reproduksi dasar ditentukan dengan metode matriks generasi
selanjutnya, analisis kestabilan lokal dilakukan dengan melakukan
proses linearisasi, sedangkan analisis kestabilan global dilakukan
dengan dengan menggunakan fungsi Lyapunov dan Kriteria
Bendixon Dulac. Untuk memverifikasi hasil analisis, dilakukan
simulasi numerik menggunakan metode Runge-Kutta Orde 4.
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1.2

Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang yang telah diuraikan, pokok

permasalahan yang dibahas dalam skripsi ini adalah sebagai berikut

Bagaimana konstruksi model penyebaran penyakit obesitas?
Bagaimana titik kesetimbangan model?

Bagaimana kestabilan lokal dan Kkestabilan global titik
kesetimbangan model?

Bagaimana hasil simulasi humerik model?

Tujuan
Berdasarkan rumusan masalah yang telah diuraikan, tujuan

yang ingin dicapai dalam skripsi ini adalah sebagai berikut

Mengetahui konstruksi model penyebaran penyakit obesitas.
Menentukan titik kesetimbangan model.

Menganalisis kestabilan lokal dan kestabilan global titik
kesetimbangan model.

Memverifikasi kesesuaian hasil simulasi numerik dengan hasil
analisis yang diperoleh.
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BAB 11
DASAR TEORI

Pada bab ini dijelaskan teori-teori yang akan digunakan untuk
memahami dan menyelesaikan permasalahan pada skripsi ini. Teori-
teori yang akan digunakan meliputi sistem dinamik, kestabilan lokal,
kestabilan global, nullcline dan medan arah, angka reproduksi dasar
dan model penyebaran penyakit. Pada sistem dinamik digunakan titik
kesetimbangan dan analisis kestabilan titik kesetimbangan untuk
mengetahui perilaku solusi. Kestabilan global titik kesetimbangan
ditentukan dengan menggunakan kriteria Dulac dan fungsi
Lyapunov. Selanjutnya, teori nullcline dan medan arah digunakan
untuk menentukan kestabilan titik kesetimbangan secara geometris.
Untuk mengkonstruksi penyebaran penyakit obesitas, dipelajari
model penyebaran penyakit secara umum dan angka reproduksi
dasar.
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2.1  Sistem Dinamik

Sistem dinamik adalah sistem yang selalu berubah dan dapat
ditentukan kondisinya di masa yang akan datang jika diketahui
kondisi pada masa kini atau pada masa lampau (Nagle, dkk., 2012).
Sistem dinamik dibedakan menjadi dua, yaitu sistem dinamik
kontinu dan sistem dinamik diskret. Sistem dinamik diskret
dinyatakan sebagai persamaan beda dengan bentuk umum

%pe1 = f(R),t € Zataut € N, % € RY,

sedangkan sistem dinamik kontinu dinyatakan sebagai persamaan
diferensial dengan bentuk umum

' =f@1),t R X € R
(Alligood, dkk., 2000)

Sistem  dinamik  kontinu  dibedakan  menjadi  sistem
autonomous dan sistem nonautonomous. Sistem autonomous adalah
suatu sistem persamaan diferensial orde satu yang berbentuk

) BRAWIJAYA
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' =f#@),% R, (2.1)
dengan f (x) fungsi kontinu yang tidak bergantung secara eksplisit

terhadap variabel bebas ¢.
(Boyce dan DiPrima, 2012)
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Definisi 2.1 (Titik kesetimbangan sistem autonomous)

Suatu titik * yang memenuhi f(%*) = 0 disebut titik kritis sistem
autonomous (2.1). Titik kritis ¥* bernilai konstan karena x’ = 0.
Keadaan yang menyebabkan x’ = 0 disebut keadaan setimbang
sehingga titik kritis disebut juga sebagai titik kesetimbangan.

(Boyce dan DiPrima, 2012)

Definisi 2.2 (Kestabilan titik kesetimbangan)
Titik kesetimbangan x* sistem autonomous (2.1) dikatakan

1. stabil, jika untuk setiap € > 0, terdapat & > 0 sedemikian
sehingga untuk setiap solusi ¥(t) sistem (2.1), yang ketika
t = 0 memenuhi
I X(0) —x* II< &
ada untuk setiap t > 0 dan memenubhi
Il x(t) —x* < ¢
untuk setiap t = 0,
2. stabil asimtotik, jika x* stabil dan terdapat &, > 0
sedemikian sehingga jika solusi X(t) memenuhi
I ¥(0) — X* lI< &,
maka
fim X(0) = &,
3. tidak stabil, jika tidak memenuhi kriteria stabil.
(Boyce dan DiPrima, 2012)

2.1.1 Sistem autonomous linear

Perhatikan sistem autonomous linear dengan n persamaan
berikut
xll = a11x1 + alzxz + -+ alnxn,

X' = ApiX1 + ApaXy + -+ QupXn. (2.2)
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Sistem persamaan (2.2) dapat dinyatakan dalam bentuk

X' = AX,
X1
a1 0 An X
dengan A = “],a;; ER danx =
a cee a
nil nn xn

Jika detA # 0, maka X" =0 merupakan satu-satunya titik
kesetimbangan sistem (2.2). Kestabilan titik kesetimbangan sistem
(2.2) dapat ditentukan dengan menggunakan teorema berikut.

(Boyce dan DiPrima, 2012)

Teorema 2.1 (Kestabilan titik kesetimbangan sistem autonomous
linear)

Kestabilan titik kesetimbangan sistem autonomous linear bergantung
pada nilai eigen matriks A. Misalkan A4, 1,,45,...,4, adalah nilai

eigen matriks A. Titik kesetimbangan x* = 0 sistem (2.2) bersifat

1. stabil asimtotik, jika Re(4;) < 0,Vi=1,2,...,n,
2. tidak stabil, jika sedikitnya terdapat satu nilai eigen yang
memiliki bagian real positif.
Khusus untuk sistem (2.2) dua dimensi, titik X* = 0 bersifat stabil
tetapi tidak stabil asimtotik, jika Re(4;) = 0 untuki = 1,2 atau
salah satu nilai eigen bernilai 0 dan lainnya negatif.
(Robinson, 2004)

Misalkan diberikan matriks A = (Z Z) dan matriks identitas
livs ((1) 2) Persamaan karakteristik matriks A diperoleh dengan

menyeleksi persamaan |4 — AlI| = 0, yaitu

a—Al b | _
| c d— /u| =0
atau
2% = (a+ d)A+ (ad - be) = 0. (2.3)

Akar-akar persamaan karakteristik (2.3) adalah



trace (A)i\/(trace(A))2 —4 det(A)
11'2 = 5 % (24)

dengan trace(A) = a + d dan det(A) = ad — bc # 0.

Nilai-nilai A2, dan A, pada persamaan (2.4) bergantung kepada
nilai trace(A4) dan det(A). Sifat kestabilan setiap kriteria diberikan
pada Tabel 2.1 sebagai berikut.
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Tabel 2.1 Kriteria kestabilan sistem berdasarkan nilai trace(A)
dan det(4).

trace(A))>? . Jenis
det(A)| trace(A) | _ 4 dera)| Nilaieigen | kestapilan
Tidak
7 >0 Az > 0 stabil
a>0 stabil
>0 =0 <0 Ao = i Stabil
Stabil
-0 20 A4y <0 asimtotik
a<0 asimtotik
A >0 Tidak
>0 >0 AZ <0 stabil
\ >0 Tidak
<0 =0 >0 A <0 stabil
A >0 Tidak
<0 >0 Az <0 stabil

(Panfilov, 2010)

2.1.2 Sistem autonomous nonlinear

Misal sistem (2.1) adalah sistem autonomous nonlinear dengan
n_persamaan dan fungsi f merupakan fungsi nonlinear yang
mempunyai turunan parsial yang kontinu di titik x*. Deret Taylor
fungsi f; di sekitar x* untuk i = 1,2, ... ,n adalah
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fi@® = LG+ 5 2B (xim 157) + i), (2.5)

dengan n;(x¥) adalah suku sisa pada hampiran orde satu yang
memenuhi sifat

1 (%) _

m S =
x|l wl

0, i=12..,n,

dengan w = (wq, Wy, ..., w,) = X — X", sehingga diperoleh
TSI Vaivis
karena f;(x) = 0 untuk i = 1,2, ...,n, maka sistem persamaan (2.1)
dapat ditulis sebagai
w =Jw+1, (2.6)
dengan

of(®%)  9AE)

dxq 0x,

J= : . §
[afn(fi*) afn(fi*)l

dxq dx,

disebut matriks Jacobi. 7j bernilai sangat kecil untuk X yang berada
dekat dengan x*, sehingga Il 77 Il w || atau 77 — 0. Oleh karena itu,
nilai 7 dapat diabaikan dan sistem (2.6) dapat dihampiri oleh sistem
linear

W = Jw. @2.7)

Jika ¥ =x*, maka w* =0, sehingga titik kesetimbangan
sistem (2.7) adalah w* = 0. Proses ini dinamakan dengan linearisasi.
Kestabilan titik kesetimbangan sistem autonomous nonlinear
bergantung pada kestabilan titik kesetimbangan sistem hasil
linearisasi, seperti yang dinyatakan pada teorema 2.2

(Boyce dan DiPrima, 2012)
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Teorema 2.2 (Kestabilan = Titik Kesetimbangan Sistem
Autonomous Nonlinear)
Titik kesetimbangan sistem autonomous nonlinear bersifat

1. stabil asimtotik, jika titik kesetimbangan sistem hasil
linearisasi stabil asimtotik,
2. tak stabil, jika titik kesetimbangan sistem hasil linearisasi tak
stabil.
(Boyce dan DiPrima, 2012)

2.2 Kestabilan Global

Untuk  menentukan  kestabilan  global ~ suatu  titik
kesetimbangan, dapat ditentukan dengan Kriteria Bendixon-Dulac
dan fungsi Lyapunov.

2.2.1 Kiriteria Dulac

Teorema 2.3 (Kriteria Dulac)
Diberikan

x'=f(x,y),
y'=g(xy), (x,y) €R? (2.8)

dimana fdan g berada di C!. Misalkan ®(x,y) adalah suatu fungsi
yang berada pada C! dan terhubung sederhana pada D c R2. Jika

—6(;; 2 +_a(;; 9 % 0 dan tidak berubah tanda pada daerah D, maka
sistem (2.6) tidak memiliki orbit periodik pada daerah D.
(Wiggins, 2003)

Teorema 2.4 (Poincare)

Misalkan D adalah daerah terbatas pada bidang x — y dan sistem
autonomous dua dimensi (2.8) adalah sistem dinamik dengan f dan
g kontinu dan diferensiabel. Jika trayektori sistem dinamik selalu
berada pada D untuk semua t > 0, maka trayektori dapat berupa
salah satu di antara berikut.

1. Orbit periodik.
2. Menuju orbit periodik.

10
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3. Menuiju titik kesetimbangan jika t — co.

Jadi berdasarkan kedua teorema tersebut, jika sistem dinamik yang
solusinya terbatas pada daerah D tidak memiliki orbit periodik, maka
orbit solusi akan menuju titik kesetimbangan yang stabil lokal,
sehingga  titik  kesetimbangan  tersebut = merupakan titik
kesetimbangan yang bersifat stabil asimtotik global.

(Richard, 2002)

2.2.2 Fungsi Lyapunov

Definisi 2.3 (Fungsi Lyapunov lemah)

Misalkan x* adalah titik kesetimbangan sistem persamaan (2.1) suatu
fungsi £: R™ —> R disebut fungsi Lyapunov lemah untuk x* jika
terdapat suatu persekitaran W < R™ pada x* yang memenuhi kondisi
berikut.

1. L(X*)=0danL(X) > 0,VX #x* €W,
2. L'(X)<0,vXieWw.
(Alligood, dkk., 2000)

Definisi 2.4 (Fungsi Lyapunov kuat)

Fungsi £ disebut fungsi Lyapunov kuat untuk x* jika terdapat suatu
persekitaran W pada x* yang memenuhi kondisi (1) pada Definisi
2.3dan £'(X) < 0,vx # x* dengan x* € W.

(Alligood, dkk., 2000)

Teorema 2.5 (Kestabilan global dengan fungsi Lyapunov)
Misalkan x* adalah suatu titik kesetimbangan sistem persamaan
(2.1). Titik kesetimbangan x* bersifat

1. stabil global, jika terdapat suatu fungsi Lyapunov lemah untuk
X,
2. stabil asimtotik global, jika terdapat fungsi Lyapunov kuat
untuk x*.
(Alligood, dkk., 2000)

11
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2.3 Sifat Ketaksamaan Rata-rata Aritmetika dan Geometri

Pada Skripsi ini, untuk menyelesaikan kestabilan global titik
kesetimbangan  dengan  fungsi ~ Lyapunov  digunakan  sifat
Ketaksamaan Rata-Rata  Aritmetika dan  Geometri.  Misal
ai, a,, ..., a, € R. Rata-rata aritmetika yang diberikan adalah

4 myat \aysitat lggwijalaxem
- n " n Z
dan rata rata geometri yang diberikan adalah

Yn
G = (@103 ..an) /n = ((1_[;‘=1 aj>>

(Mercer, 2014).

a;,
j=1

Teorema 2.6 (Ketaksamaan Rata-Rata Aritmetika dan Geometri)
Misal a;, a,, ..., a, € R* dengann = 2, maka

A>G, (2.9)

dan persamaan (2.9) menjadi sebuah persamaan jika dan hanya jika
a; =a, = = ay,.

Bukti. Tanpa mengurangi keumuman, misal 0 < a; <a, < -+ <
a,, maka a; < A < a, dan diperoleh

A(a; +a, —A) —a,a, = (a; —A)(A—a,) =0,
@ +a,—A 22 (2.10)

a,t+a;

Ketikan = 2, maka 4 = 5

, diperoleh

a,ta,—A= a1Aa2'
24-A>2%
A% = aia,.

Jadi sifat benar untuk n = 2.

12



Andaikan sifat benar untuk n =k, yaity DXtk

1
(aq + ay + -+ ai)k. Akan dibuktikan bahwa sifat benar untuk
n =k + 1, yaitu
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a1+a2+---+ak_1+ak+ak+1 1
C+1 2 (a1ay - Q-1 A Qg 41 )FFL.

Ketaksamaan Rata-Rata Aritmetika A memenuhi
(k+DA=ay+a, + -+ ag_g+ap+ag.
Jikna; =a, =+-=a, =amaka 4 = a; = asehingga A = G.

Jika terdapat beberapa nilai a; # A maka harus ada satu bilangan
yang lebih besar dari A dan satu bilangan yang kurang dari A. Tanpa
mengurangi keumuman sifat, misalkan a; > A > a4, Sehingga
ap —A > 0,A — ag,q > 0, dan diperoleh

(a —A)(A — ak41) >0 (2.11)
Didefinisikan y = a; + ag4q — A = a, — A > 0, sehingga
(k + 1)14 = aq rig a; ~ " Ap—1 + (eh% + Ak +1,
kA=a,+ay+ +ap_q+ap+ag—A4,
kA = a1+a2 +"'+ak_1+y,

dan diperoleh

AR = AKA > aqa, ... ax_1 YA,
AN > qia, .. ap_1yA.

Berdasarkan persamaan (2.11) diperoleh

(ax + ag41 — A)A — agags1 > 0,
YA > Qs

sehingga diperoleh A**! > aya, ...ay_1axa,4, dan Teorema 2.2
terbukti.
(Mercer, 2014)
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2.4 Nullcline dan Medan Arah

Nullcline dapat ditentukan dengan menetapkan sistem
persamaan diferensial x" =0 dan y’ = 0. Titik ekuilibrium dari
sistem persamaan diferensial tak linear diperoleh dengan
menentukan titik potong antara nullcline.

(Robinson, 2004)

Pada sistem persamaan diferensial nonlinear akan diperoleh dua
nullcline yaitu, x-nullcine untuk x" dan y-nullcine untuk y’. Sebagai
contoh, perhatikan sistem persamaan diferensial

x'=ay—-—mx+r,
y'=bx—ny+s, (2.12)
dengan a,b,m,n,r,s € R,

Dari sistem (2.12) diperoleh x-nullcine dan y-nullcine berturut-turut

m T b s
y—zx—z, dany—zx+;.

Gambar 2.1 Orbit x-nullcline

Pada x-nulicline, orbit memiliki arah gerak horizontal,
sedangkan pada y-nullcline, orbit memiliki arah gerak vertikal. Jika
x-nullcline telah diperoleh, maka nilai x" bernilai negatif disatu sisi

14
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dan akan bernilai positif di sisi lainnya. Oleh karena itu gerak orbit
dapat dinyatakan dengan anak panah horizontal, yang mengarah ke
kanan apabila x" > 0 dan mengarah ke kiri apabila x’ < 0. (Gambar
2.1) y %

Gambar 2.2 Orbit y-nulicline

Demikian pula dengan y-nullcline, nilai y’ bernilai negatif di
satu sisi dan bernilai positif di sisi lainnya. Arah orbit dapat
dinyatakan dengan anak panah vertikal, yang mengarah ke atas
apabila y’ > 0 dan mengarah ke bawah apabila y’ < 0.(Gambar
2.2). Dengan menggunakan resultan kedua anak panah tersebut dapat
diketahui arah orbit pada suatu bidang fase seperti gambar berikut.

Ya

Gambar 2.3 Perpotongan nullclines dan resultan arah orbit
(Hasibuan, 1989)

15
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2.5 Model Epidemi

Pada umumnya, model matematika penyebaran penyakit
menular dimulai dengan dasar pemikiran yang sama, yaitu dengan
membagi populasi menjadi beberapa subpopulasi. Salah satu model
yang cukup populer adalah model SIR. Model SIR membagi populasi
menjadi subpopulasi rentan (S), terinfeksi (I), dan sembuh (R).
Jumlah individu rentan, terinfeksi, dan sembuh pada waktu t secara
berturut-turut dapat dituliskan dalam bentuk fungsi S(t), 1(t), dan
R(t). Kim, dkk. (2013) mengambil model SIR untuk mengetahui laju
perpindahan penyakit tuberkulosis seperti pada Gambar 2.1.

b BIS al

—| S | —| R

| | |

#1 Hz H3

Gambar 2.4 Model kompartemen Kim, dkk. (2013)

Model SIR diperoleh dengan menerjemahkan diagram
kompartemen pada Gambar 2.1 dalam bentuk model matematika.
Model tersebut memiliki enam parameter yang memengaruhi laju
pertumbuhan setiap subpopulasi, yaitu u,, u,, us, a, b,f. Parameter
Uy, Uz, Uz Menyatakan laju kematian alami pada setiap subpopulasi,
parameter « menyatakan laju kesembuhan alami, parameter b
menyatakan laju kelahiran, dan parameter S menyatakan laju
perpindahan dari subpopulasi rentan menjadi terinfeksi.

Berdasarkan diagram kompartemen pada Gambar 2.1, diperoleh
persamaan model sebagai berikut

S"=b—BSI— S

I' = BSI — p,I —al (2.13)
R" = al — u3R,

16



2.6 Angka Reproduksi Dasar

Model epidemi biasanya memiliki nilai batas parameter atau
yang biasa dikenal dengan angka reproduksi dasar (R,). Angka
reproduksi dasar menyatakan rata-rata banyaknya individu rentan
yang terinfeksi akibat tertular oleh satu individu terinfeksi. Oleh
karena itu, angka reproduksi dasar dapat digunakan untuk
mengetahui apakah suatu penyakit menyebar atau tidak dalam suatu
populasi.

Jika R, < 1, maka rata-rata individu terinfeksi baru yang
disebabkan oleh individu terinfeksi dalam satu periode infeksi
adalah kurang dari satu, sehingga infeksi tidak akan menyebar dan
perlahan menghilang. Sebaliknya, jika R, > 1 artinya rata-rata
individu terinfeksi baru yang tertular oleh individu terinfeksi dalam
satu periode infeksi adalah lebih dari satu, sehingga infeksi dapat
menyebar.
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(Driessche dan Watmough, 2002)

Angka reproduksi dasar (R,) dapat ditentukan dengan suatu

metode yang disebut Matriks Generasi Selanjutnya (Next Generation
Matrix). Dalam mengonstruksi ~matriks generasi selanjutnya
dilibatkan sub-subpopulasi yang menyebabkan infeksi.
Diberikan X= (x4, x5, ... , X,,) dengan x; = 0 menyatakan kepadatan
individu pada kelas ke-i, i = 1, 2, ..., n pada saat t. Misalkan proporsi
kelas terinfeksi sebesar m dengan m <n. Didefinisikan F;
merupakan laju terjadinya infeksi baru pada kelas ke-i dan V;
menyatakan selisih laju perpindahan individu dari kelas satu ke kelas
lain. F;  merupakan ~ komponen  matriks ~F  dengan
F=(F,Fy ... )T dan V; merupakan komponen matriks 1
denganV = (V;, Vs, ..., V)T

Matriks F dan V' merupakan matriks berukuran m x m yang
dinyatakan sebagai berikut

oF;(E° oV, (E®
F = i« )V= i ),i,j=1,2,...,m

)

ax]' ax]

dan E° adalah titik kesetimbangan bebas infeksi. Matriks generasi
selanjutnya dinyatakan sebagai

17
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grsitag prah
selanjutnya, R, diperoleh dari perhitungan

Ry = p(K)
dengan p(K) merupakan radius spectral matriks K, yaitu modulus
maksimal nilai eigen matriks K.
(Breauer dan Chavez, 2010)

Contoh :

Diberikan model epidemik SIR dengan S adalah kelas rentan
penyakit. | adalah kelas terinfeksi, dan R adalah kelas yang telah
sembuh dari penyakit. Model epidemik SIR tersebut adalah sebagai
berikut

S" = b—BSI — S
I' = BSI — ppl — al (2.13)
R' = al — usR

Titik kesetimbangan bebas penyakit model (2.13) adalah
E® = 3,0,0 . Untuk menentukan angka reproduksi dasar (Rg)
Ha

sistem (2.6), terlebih dahulu disusun F, yang menyatakan infeksi
baru, dan V, yang menyatakan selisih laju perpindahan individu dari
kelas satu ke kelas lain, yaitu

F = [BSI,V = [uy] + all.

Kelas infeksi adalah 1, dengan kata lain m = 1. Selanjutnya,
diperoleh matriks F dan V dengan mencari turunan parsial entri F;
dan V; yang dinyatakan sebagai berikut

b
F(E®) = [ﬁ—l] V(E®) = [u; + al.

Kemudian, dilakukan pencarian invers matriks V(E®) sehingga
diperoleh

VTYE® =[ } ]

Uz + @
18
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Setelah itu, dilakukan perhitungan matriks generasi

selanjutnya
b 1
o= ] [ 2]
258
b

U + a

pq (g + a)'

Matriks K merupakan matriks generasi selanjutnya berukuran 1 x 1.
Nilai eigen dari matriks K yaitu

Bb
N=——
i (Up + @)

Angka reproduksi dasar (R,) diperoleh dari radius spectral matriks
K, yaitu modulus maksimal nilai eigen matriks K, yaitu

b

R .
¢ pa (i + @)
(Kim, dkk., 2013)
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BAB Il
PEMBAHASAN

Pada bab ini dibahas konstruksi model matematika laju
penyakit obesitas. Selanjutnya dilakukan analisis dinamik model
yang meliputi penentuan titik kesetimbangan, angka reproduksi
dasar, dan analisis kestabilan lokal dan global titik kesetimbangan.
Pada bagian akhir dilakukan simulasi numerik dan interpretasinya.
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3.1 Konstruksi Model

Model laju obesitas terdiri dari tiga subpopulasi, yaitu
subpopulasi rentan (S), subpopulasi dengan obesitas (I), dan
subpopulasi sembuh (R). Model matematika laju obesitas
digambarkan dalam diagram kompartemen pada Gambar 3.1.

o(fI+€)R _

! |

uN S (BI +¢€)S : yI R
us ul uR

Gambar 3.1 Diagram kompartemen model matematika laju obesitas

Terdapat 5 paramater yang memengaruhi laju pertumbuhan masing-

masing subpopulasi, yaitu :

B laju kontak penularan obesitas karena faktor sosial,

u = laju individu baru yang mengalami obesitas dan laju individu
yang mengalami kematian alami,

€ : laju kontak penularan obesitas karena faktor nonsosial,
y : laju individu terinfeksi obesitas yang mengalami kesembuhan,
o : faktor relatif individu sembuh kembali menjadi individu

terinfeksi obesitas
21
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3.1.1 Laju perubahan subpopulasi rentan (S)

Berdasarkan Gambar 3.1 bertambahnya jumlah subpopulasi
rentan (S) dipengaruhi oleh individu yang memasuki subpopulasi
rentan dengan laju uN. Adanya interaksi sosial antara individu rentan
dengan individu terinfeksi menyebabkan individu pada subpopulasi
rentan (S) berkurang dengan laju transmisi -gIS. Selain itu,
berkurangnya subpopulasi rentan (S) juga dipengaruhi oleh faktor
nonsosial dengan laju —eS. Selanjutnya, berkurangnya subpopulasi
rentan dikarenakan individu yang mengalami kematian alami dengan
laju sebesar —usS.

Dengan demikian, laju perubahan subpopulasi rentan per
satuan waktu adalah

as

— = UN — S — (B + €)S. (3.1)

3.1.2 Laju perubahan subpopulasi dengan obesitas (I)

Pada skripsi ini, individu yang telah mengalami perubahan
berat badan menjadi obesitas sesuai perhitungan IMT dipandang
sebagai individu berstatus terinfeksi. Berdasarkan Gambar 3.1,
bertambahnya jumlah subpopulasi terinfeksi (I) dipengaruhi oleh
perubahan individu rentan menjadi individu terinfeksi obesitas akibat
faktor sosial dengan laju SIS dan faktor nonsosial dengan laju €S.
Selain itu, bertambahnya jumlah subpopulasi terinfeksi dipengaruhi
oleh individu sembuh yang kembali menjadi individu terinfeksi
obesitas akibat faktor sosial dengan laju oBIR dan faktor nonsosial
dengan laju ceR.

Individu terinfeksi obesitas yang mengalami kesembuhan
menyebabkan berkurangnya subpopulasi terinfeksi dengan laju —yI.
Selanjutnya, laju berkurangnya subpopulasi terinfeksi dikarenakan
individu yang mengalami kematian alami adalah —ul.

Dengan demikian, laju perubahan subpopulasi terinfeksi per
satuan waktu adalah

dal

=@l +e)S+o(Bl+eR—yl—pl (3:2)
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3.1.3 Laju perubahan subpopulasi sembuh (R)

Berdasarkan Gambar 3.1 bertambahnya jumlah subpopulasi
sembuh (R) dipengaruhi oleh perubahan individu terinfeksi yang
mengalami kesembuhan dengan laju yI. Adanya individu sembuh
yang kembali menjadi individu  terinfeksi  menyebabkan
berkurangnya subpopulasi sembuh yang diakibatkan faktor sosial
dengan laju —oBIR dan faktor nonsosial dengan laju —oeR.
Selanjutnya, laju berkurangnya subpopulasi sembuh dikarenakan
individu yang mengalami kematian alami adalah —uR.

Dengan demikian, laju perubahan subpopulasi sembuh per
satuan waktu adalah
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% =yl — o(Bl + €)R — uR. (3.3)
Berdasarkan uraian tersebut, model berbentuk sistem
autonomous nonlinear sebagai berikut.

S'=uN —uS— (BL +¢)S,
I"'=Bl+¢€)S+aBl+e)R—yl—ul, (3.4)
R' =yl — o(BI + €)R — uR,

dengan S = 0,1 = 0,R = 0, semua parameter bernilai positif, o >
1 karena resiko untuk kembali menjadi individu obesitas sangat
tinggi, dan total individu dalam populasi dinyatakan sebagai
N=S+I1+R

Sistem (3.4) dapat direduksi- menjadi sistem dua dimensi
dengan mengeliminasi subpopulasi S. Dengan menggunakan
N =S+ 1 + R, maka diperoleh sistem dua dimensi dalam variabel
IR yaitu

I'=(Bl+e)(N—I—-R)+0(Bl+e€)R—(y+wl, (3.53)
R' =yl — o(Bl+ €)R — uR. (3.5b)

Daerah invarian positif untuk persamaan (3.5) adalah

A={(I,R) ER3:1>0,R=0,I+R <N}
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Pada skripsi ini dilakukan analisis terhadap sistem (3.5)
dengan memandang dua kasus, yaitu
1. Kasus ketika laju penularan obesitas hanya dipengaruhi oleh
faktor sosial (e = 0), dan
2. Kasus ketika laju penularan obesitas dipengaruh oleh faktor
sosial dan faktor nonsosial (¢ > 0).

3.2 Analisis Dinamik Kasus € = 0
Pada kasus ini, sistem (3.5) menjadi

I"=BI(N —=1=R) + oBIR = (y + W), (3.62)
R" =yl — oBIR — uR. (3.6b)

3.2.1 Titik kesetimbangan

Titik kesetimbangan sistem (3.6) diperoleh ketika

¥ e @
yaitu
I[B(N—I—R)+dBR—-(y+w)] =0, (3.7a8)
yl — aBIR — uR = 0. (3.7b)

Dari persamaan (3.7a) diperoleh dua kemungkinan, yaitu I = 0 atau
B(N—I—R)+oBR—(y+pu) =0. (3.8)

Jika I = 0, maka dari persamaan (3.7b) diperoleh R = 0, sehingga
diperoleh titik kesetimbangan

Eo = (Ip,Ro) = (0,0).

Titik kesetimbangan E, merupakan titik kesetimbangan bebas
penyakit.

Berdasarkan titik kesetimbangan bebas penyakit yang telah
diperoleh, selanjutnya ditentukan angka reproduksi dasar dengan
menggunakan matriks yang disusun dari F, yang menyatakan infeksi
baru, dan V, yang menyatakan selisih laju perpindahan individu dari
kelas satu ke kelas lain, yaitu
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_[BI(IN=T=R) +, _ [y + I —oPIR
T—[ 0 ]'V‘ oBIR + uR — yII

Selanjutnya, diperoleh matriks F dan V dengan mencari turunan

parsial entri F; dan V; di titik Ey, yaitu

FE) =[P 0]

dan

Vo) = [ —+YM 2]

Kemudian, ditentukan invers matriks V (E;), yaitu

L 0
A lrtu
.y 1050)_[ 14 ]

R 1
lu(yﬂt) U

Angka reproduksi dasar (R,) diperoleh dari radius spektral

matriks K, dengan

K= FV~1,
-l

1
+u
v 1
uly+p) u
[3_1\' 0]
= |y+u .
0 0

Nilai eigen matriks K adalah

tas 81 ve
M= in dan 1, =0,

sehingga radius spektral matriks K adalah 4. Dengan demikian

Bradij

0.7 y+u
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Jika I # 0, maka dari persamaan (3.8) diperoleh

R(ef—B)=y+u— BN -1),
R = VHR=B(N-D
Blo-1)

Dari persamaan (3.7b) diperoleh

v
R = TR (3.9
Akibatnya
ytu-pW-n _ vl
B(o-1) oBI+p

[y + u—pBWN = D]lopI + ul =yI(c—1),
[y + u— BN + BI[oBI + pu] —yIB(c — 1) = 0.

Perhitungan titik kesetimbangan endemik dapat dilihat lebih detail
pada Lampiran 1. Berdasarkan Lampiran 1, diperoleh persamaan
kuadrat

al?> + bl +¢c =0, (3.10)
dengan
Re| Ty d
— (a3 L LE
b=oB(y+u (m +2—Ry), (3.11)

c=uly + WA = Ry).

Persamaan (3.10) memiliki akar real jika D = b? — 4ac = 0

D = b? — 4ac,
H 1 2 2
= a2B2(y + WP (= + 2= Rg) —40B2u(y + W) (1 = Ry) 2 0.
Jika Ry, = 1, maka D > 0. Apabila R, > 1, maka ¢ < 0, sehingga

diperoleh satu akar real positif E;* = (I,*,R;") karena 1;.1, = 2 <
0 .Jika Ry = 1 maka diperoleh I = 0 atau = —g .Jika I = 0 maka
diperoleh titik E,, sedangkan jika I = —s maka I > 0 ketika b <0
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dan b bernilai negatif apabila R, >y’:—#+§ ekuivalen dengan
#+§< 1. Diperoleh titik endemik E,* = (I,*,R,") untuk kasus
Ry = 1. Jadi, jika Ry =1 maka persamaan (3.10) memiliki dua
akar real positif I;* dan I," Jadi, diperoleh titik endemik E;" =
(I;*,R,") dan E,* = (I,",R,"™) dengan I* merupakan akar real positif
persamaan (3.10) dan R* diperoleh dari persamaan (3.9).

=4
o
(9~
-
—]
>~
S
o
g
“
(=]
oo
[=5]
==

3.2.2 Analisis kestabilan titik kesetimbangan

Analisis kestabilan titik kesetimbangan dilakukan melalui
proses linearisasi terhadap sistem (3.6) dan dihasilkan matriks

Jacobi
/ y — dfSR —afl — uf
3.2.2.1 Analisis kestabilan lokal titik kesetimbangan bebas
obesitas

Matriks Jacobi di titik E, = (0,0) adalah

Jall r+m 0
0 y _# 4
yang memiliki nilai eigen
Ay =—pu<0dan L, =N —-(y+w) =—-F+wWlA—-Ry).

Perhatikan bahwa A, bernilai negatif jika R, < 1.
Dengan demikian, titik kesetimbangan bebas obesitas sistem
(3.6) bersifat stabil asimtotik lokal jika R, < 1.

3.2.2.2 Analisis kestabilan lokal titik kesetimbangan endemik

Titik kesetimbangan endemik E* = (I*,R™) diperoleh dari
persamaan (3.8) dan (3.7b) sehingga

(60— 1)BR" = BI" — BN + (v + 1), (3.12a)
= UR* =yI* — aBIR". (3.12b)
z 27
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Persamaan (3.12a) dapat ditulis sebagai
BN — (y +u) —2BI" + (6 — 1)BR* = —BI".

Selain itu, bila persamaan (3.12) dikalikan dengan ;—1 diperoleh

I*
(0= DI =z (BI' = BN +7 + 1.

Berdasarkan persamaan (3.12b) diperoleh

*

Akibatnya, matriks Jacobi di titik E* = (I*,R*) dapat dinyatakan
sebagai

*

I

=pr- Br+y+wA - Ro)) 7=

]* = R* )
T 4 A

yang memiliki nilai eigen

Mip=2[Tr(") + \/ (Tr(»)* — 4 det(J*), (3.13)

dengan
Tr(J*) = —[B(c + DI* + ul, (3.14)
dan
det(J*) = al* —c. (3.15)

Karena I™ eksis ketika R, = 1, maka ¢ < 0, sehingga
detJ)=al*—c = 0.

Untuk Ry >1 Tr(J*)<0 dan det(J*) >0, maka titik
kesetimbangan E* bersifat stabil asimtotik lokal. Ketika R, = 1 atau
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det(J*) = 0 menunjukkan bahwa ada nilai eigen bernilai 0, dengan
demikian analisis Kkestabilan linearisasi belum memberikan
kesimpulan dan kestabilan dapat dilihat secara humerik.

3.2.2.3 Analisis kestabilan global menggunakan Kriteria Dulac

Untuk  melakukan = analisis  kestabilan  global titik
kesetimbangan E,, dapat dilakukan dengan memperhatikan
keberadaan orbit periodik yang dapat diperiksa dengan menggunakan
Kriteria Dulac. Didefinisikan fungsi Dulac untuk sistem (3.6)

1
O(LR) =

Dalam hal ini, P(I,R) = BI(N =1 —=R) + ofIR — (y + )l dan
Q(I,R) =yl — aBIR — uR, sehingga

6(d>P(IR)) i(ﬁI(N —-I- R)+a[31R (y+u)1)
T ar ’
E(BN Bl1- BR+UBR (Y+#))
~or ’
Mg 4
R
dan
a(ch(IR)) i(yi oBIR- MR)
" OR
2 (v
_E(E_ )
=
R?’

Dengan demikian diperoleh

o(ePUR)) A(PQULR)) _ B ¥
ol BRa UniversitaRBraRe
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Oleh karena a(@;(II'R)) a(¢g(I'R)) < 0 berada pada daerah A, maka

berdasarkan Kriteria Dulac, sistem (3.12) tidak memiliki orbit
periodik pada daerah tersebut. Pada kasus R, < 1, E* tidak eksis
sehingga satu-satunya titik kesetimbangan adalah E,. Karena tidak
ada orbit periodik pada daerah A, maka berdasarkan teorema
Poincare Bendixson Dulac, E, stabil asimtotik global.

3.2.2.4 Analisis kestabilan global titik kesetimbangan endemik
menggunakan fungsi Lyapunov

Untuk  melakukan analisis  kestabilan  global  titik
kesetimbangan endemik E* = (I*,R*), didefinisikan suatu fungsi
Lyapunov

V(I,R) = u(lnII—*+IT— 1) +B(c—1) (R —R* — R*ln%),
pada Q= {(I,R) ER%,:1 >0,R > 0}. Akan ditunjukkan V(t)
merupakan fungsi Lyapunov kuat untuk titik E* = (I*,R*) dengan
memeriksa apakah V (t) memenuhi kondisi 1 pada Definisi 2.3.

i. VE&EH)=0,

Jelas bahwa pada titik E* = (I*, R*) diperoleh V(E*) = 0.
i. V@) >0,vX) =X eW.

Akan diperiksa apakah V(I,R) > 0,V(I,R) # (I*,R").

Misal g(I) = lnli*+§— 1 dan g(I) terdefinisi pada I € R™.
Turunan pertama g(I) adalah g'(I) = % —;—: = 11—_21 dengan I €

(0, ). Titik stastioner g(I) diperoleh ketika g'(I) = 0, yaitu ketika
[ =1%, dengan g(I*) =0. Jika I€ (0,I*) maka g'(I*) <0,
sedangkan jika I € (I*, ) maka g'(I*) > 0. Hal ini berarti, g(I)
monoton turun pada selang (0,1*) dan monoton naik pada selang
(I", ). Berdasarkan uraian tersebut, jelas bahwa titik (1*,0)
merupakan titik minimum g(7). Karena 0 merupakan nilai minimum
g makag(l) >0, VI+1"eW.

Kemudian, misal g(R) =R-R*—-R" ln% dan  g(R)
terdefinisi pada R € R*. Turunan pertama g(R) yaitu g'(R) =1 —
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= | %

, dengan R € (0,00). Titik stastioner g(R) diperoleh ketika

g'(R) = 0. Nilai x yang memenuhi adalah ketika R = R*, dengan
g(R*) =0. Jika R € (0,R*) maka berlaku g'(R*) < 0, sedangkan
jika R € (R*,00) maka berlaku g'(R*) > 0. Hal ini berarti, g(R)
monoton turun pada selang (0,R*) dan monoton naik pada selang
(R*, ). Berdasarkan uraian tersebut, jelas bahwa titik (R*,0)
merupakan titik minimum g(R). Karena 0 merupakan nilai minimum
g(R) maka pasti berlaku g(R) > 0,VR # R* € W.

Berdasarkan uraian tersebut, dapat dibuktikan bahwa
V(I,R) > 0, dan berdasarkan i dan ii dapat ditunjukkan bahwa V (t)
memenuhi  kondisi 1 pada Definisi 2.3. Selanjutnya, akan
ditunjukkan apakah V(t) memenuhi Definisi 2.4, yaitu V'(x) <
0,V (%) # x*. Turunan fungsi Lyapunov V terhadap t adalah
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dv _ dvdl , dv dR
dt ~ dldt dRdt’
_dv; | avy
(e dt’

Misalkan V; = lnli* + 17 —1, dan dengan menggunakan SN —
(y+w =prr—p(e—1)R* dari persamaan (3.12a), maka

diperoleh
avy _ avadl
dat dI dt

=2 (n+ Lo 1)] [BI(N — I — R) + aBIR — (y + ],
P_%pmN I+ (o — DR - (v + )],
si [1 .\ 7] [1(BI" — B(c — DR* — Bl + B(0 ~ 1)R)]

=prfi-2=C41]+po- DR [-1+ S+ -2
=pI'[2-L =T+ plo - DR[£ - 1-LF —] (3.16)
Kemudian, misalkan V., =R —R*—R" In~,  dan dengan

R
menggunakan y = aﬁR*+u(f—*) dari persamaan (3.12b) maka
diperoleh
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av, _ avdr
dt _dzaeldt
= xR -R"~R*InR + R*Ink" )| [yl = oBIR = uR],

=1 —-] [yl — oBIR = uR),
=[1= —] [ (G,B’R +u (1—)) — GBIR — uR],

= 1——][031}3 +u( ‘)~ oBIR — uR|,
= 20BIR* — IR — uR + uR* + 5—’—"—’3;5——%,
= oBIR* (Z—F—F)+MR (1-2++ f;) (3.17)

Perhitungan analisis kestabilan global titik kesetimbangan endemik
untuk kasus € = 0 dapat dilihat pada Lampiran 1. Berdasarkan
persamaan (3.16) dan (3.17) diperoleh

A Oy CE L AO
oy + DR~ D (2 — =D+ apR (0 - 1) (2~
B —2) +upR* (0 = = (3.18)

Perhatikan bahwa (I — I )2 =12 -2II" + I** > 0, sehingga
1? + 12 > 2117,
0.

Selanjutnya, perhatikan bahwa (R* — R)2 =2 R*2 2RR* +R?* >0,

sehingga R? + R*2 > 2RR*, akibatnya =
9iE Mbeiites

R R* "

Selanjutnya akan  dibuktikan r—— e - & <0 dengan
menggunakan Ketaksamaan Rata-rata Arltmatlka dan Geometri

seperti pada subbab 2.3. Dimisalkan

I

> 2 ekuivalen dengan

Lzydan=
I*_ R*—y'
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sehingga diperoleh

2o (247)
=]

Berdasarkan Teorema 2.2 dapat diperoleh

2y
x )

= 2.

Y
x+

IR
v

N
<R

_|_

=R
<&

RI* R*I
R*I

> I3 &Y.
"R

sehingga jelas terbukti 2 —

Jika Ry > 1, maka ‘;—‘: < 0,V(I,R) # (I',R").Oleh karena itu,
V(t) memenuhi Definisi 2.4 dan V(t) merupakan fungsi Lyapunov
kuat, sehingga titik kesetimbangan endemik E* bersifat stabil
asimtotik global pada daerah A.

3.3  Analisis Dinamik Kasus € > 0

Pada kasus ini, penularan obesitas hanya dipengaruhi faktor
sosial dan nonsosial, untuk itu € > 0.

3.3.1 Titik kesetimbangan

Pada kasus € >0, sulit dilakukan perhitungan titik
kesetimbangan secara analitik. Untuk itu, dilakukan analisis geometri
untuk memperoleh titik kesetimbangan berdasarkan titik potong
nullcline sistem (3.5). Perhitungan mencari nullcline sistem (3.5)
dapat dilihat pada Lampiran 2. Berdasarkan sistem (3.5) diperoleh
nulicline

_ BI*-(BN—e—y—)I-€N
Gybidites Sragyieyp tmerstas (3.19)

Gy () = —2— (3.20)

oBl+oe+yu’
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Persamaan (3.19) dapat ditulis sebagai

BI> — (BN —€ —y — )l —eN
(e —1)(BIL+¢€) :

sehingga dapat ditentukan bahwa asimtot tegak dari persamaan
tersebut adalah I :—g. Kemudian, persamaan (3.20) memiliki

61(1) =,

pangkat pembilang dan penyebut yang sama, sehingga dapat
ditentukan bahwa asimtot datar dari persamaan tersebut adalah

R=£. Selanjutnya, dilakukan analisis kemonotonan dan

kecekungan persamaan (3.19) dan (3.20).

Perhitungan analisis kemonotonan dan kecekungan persamaan
(3.19) dan (3.20) dapat dilihat pada Lampiran 2. Berdasarkan
persamaan (3.19) diperoleh

’ _ 1 BEP+2eBltet+y+pu

G/ (D = (o-1) (B1+€)? ’ N
" =AU [ef(1-€)+By+Bu]

G (1) = ~ (3.22)

Pada persamaan (3.21) ditunjukkan bahwa G;'(I) bernilai positif
atau G,'(I) > 0. Hal ini berarti kurva G;(I) monoton naik.
Kemudian pada persamaan (3.22) ditunjukkan bahwa G,"' (1) bernilai
negatif atau G,"' (1) < 0. Hal ini berarti bahwa kurva G, (I) cekung
ke bawah.

Selanjutnya, berdasarkan persamaan (3.22) diperoleh

reN . YOEFYU
GZ (I) - (O'ﬁI+O'E+[l,)2' (323)
mepy _ _ voetyu(2(opl+oe+p)(ap))
Gy (D) = (oBlsoetm) ' (3.24)

Pada persamaan (3.23) ditunjukkan bahwa G,'(I) bernilai positif
atau G, (I) > 0. Hal ini berarti kurva G,(I) monoton naik.
Kemudian pada persamaan (3.24) ditunjukkan bahwa G," (I) bernilai
negatif atau G," (I) < 0. Hal ini berarti bahwa kurva G, (I)cekung ke
bawah.
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Gambar 3.2 Skema perpotongan G, (I) dan G, (1)

Berdasarkan analisis kemonotonan dan kecekungan persamaan
(3.19) dan (3.20), diperoleh bahwa G;(I) dan G,(I) berpotongan
pada satu titik kesetimbangan pada kuadran pertama yang
ditunjukkan seperti pada Gambar 3.2. Hal ini menunjukkan bahwa
titik kesetimbangan endemik ada dan bersifat unik pada daerah A.

Selanjutnya, dilakukan analisis medan arah untuk
menunjukkan bahwa titik hasil perpotongan nullcline G;(I) dan
G,(I) merupakan satu-satunya titik kesetimbangan endemik.
Berdasarkan persamaan (3.19)

BI* = (BN — e~y —p)l ~eN

Riayki1 (v st sy mverss Sawiaya

%:—,812+(,[)’N—e—y—y)l+eN+ﬁ(a—1)1R+e(0—1)R.
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Pada sumbu R, I = 0 maka % =€(N + (6 — 1)R), yang bernilai
positif saat R > —%, dan negatif saat R < —%. Dengan

. dR . . N
demikian, —; Menuju arah horizontal ke kanan saat R > wiiays, dan

horizontal ke kiri saat R < —%.

Berdasarkan persamaan (3.20)
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Wz LS vi
R=6,1)= ofl+oe+y’
Z—I; =yl —o(fIl +€)R — uR.

Pada sumbu I, R = 0 maka % = yI, yang bernilai positif saat I > 0,

dan negatif saat I < 0. Dengan demikian, Z—f menuju vertikal ke atas

atas saat I > 0, dan vertikal ke bawah saat I < 0.
R

O.N) }

7/
-

/
/

o
s

1"‘ r/
R R

> R=N-1
> zf».‘,_\_‘\
titik kesetimbangan i <
A N f';:»\ N
-—:—~ ————————————————— -\*\—\‘—~--‘-:"‘=»_—>
] I, : (N, 0) I

Gambar 3.3 Resultan medan arah x-nullicline dan y-nullcine

Berdasarkan analisis kemonotonan dan kecekungan persamaan
(3.19) dan (3.20), diperoleh bahwa G,(I) dan G,(I) berpotongan
pada satu titik kesetimbangan pada kuadran pertama yang
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ditunjukkan seperti pada Gambar 3.2. Hal ini menunjukkan bahwa
titik kesetimbangan endemik ada dan bersifat unik pada daerah A.

3.3.2 Analisis kestabilan global titik kesetimbangan endemik
menggunakan Kriteria Dulac

Untuk melakukan analisis kestabilan global sistem (3.5) dapat
dilakukan dengan memperhatikan orbit periodik. Keberadaan orbit
periodik dapat ditunjukkan dengan menggunakan Kriteria Dulac,
dengan fungsi Dulac

1
O(LR) =7.

Diambil P(I,R) =Bl +e)(N—=I—R)+o(fI+€)R—(y + )l
dan Q(,R) =yl — a(BI + €)R — UR.

)

6(<1>P(IR)) 3((31+e)(1\1 —I- R)+J(BI+6)R (y+u)1)
L

~

d (BI(N (I4+R)) +€(N-(1+R))+0o(BI+€)R— (y+u)l)
o I i

~

- ai</;(N U +R)) + L) 4 opp 4+ &yt u)).
_ (N (1+R)) (ﬂ Il ) o€R

ek

3(2Q(LR)) _ i(”" a(ﬁ1+e)R—uR)

OR OR I
_%(Y—UﬂR—GGR_uR),
=-o(g+3)=1

Dengan demikian diperoleh

3(@PUR)) , 3(®QUR)) _  €(N=(I+R)) aNjaywel
@awijayh Uniggrsitas E 12 ('B e ) 12

o(r49)-
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Oleh karena a(@;(II'R)) a(¢g(I'R)) < 0 berada pada daerah A, maka

berdasarkan Kriteria Dulac, sistem (3.5) tidak memiliki orbit
periodik pada daerah tersebut. Maka dari itu, sistem (3.5) bersifat
stabil asimtotik global pada daerah A.

3.4  Simulasi Numerik

Pada subbab ini ditunjukkan hasil simulasi yang diperoleh
menggunakan metode Runge Kutta orde 4 untuk mengilustrasikan
hasil analisis yang diperoleh. Hasil simulasi ditunjukkan dengan
potret fase.

3.4.1 Simulasi numerik kasus € = 0
3.4.1.1 Simulasi numerik untuk Ry < 1

Pada simulasi ini digunakan nilai parameter N = 100000,

Hya 69%, f=127x10"7, €=0, 0 =8, dan y = ﬁ sehingga
diperoleh R, = 0.3. Dengan menggunakan N = S + 1 + R, maka
diperoleh S, =100000. Berdasarkan nilai parameter tersebut,
diperoleh  titik  kesetimbangan bebas  obesitas E, =
(100000,0,0)Titik kesetimbangan endemik E* tidak eksis karena
tidak memenuhi kondisi D > 0. Simulasi numerik dilakukan dengan
menggunakan beberapa nilai awal, yaitu
T1 = (50000,30000,20000), T2 = (60000,25000,15000), dan
T3 = (32000,26000,42000). Hasil simulasi numerik ditunjukkan
pada Gambar 3.4.

Gambar 3.4 menunjukkan bahwa dengan nilai-nilai awal yang
diberikan, orbit solusi menuju titik kesetimbangan bebas obesitas E.
Hasil simulasi numerik yang diperolen mendukung hasil analisis
pada subbab sebelumnya bahwa titik kesetimbangan bebas obesitas
Ey, = (100000,0,0) bersifat stabil asimtotik lokal karena R, < 1.
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Gambar 3.4 Potret fase R, < 1 kasus € = 0

3.4.1.2 Simulasi numerik untuk Ry > 1

Pada simulasi ini digunakan nilai parameter N = 100000,

U= 51.4, B =508x10"7, e=0, 0 =8, dan y = % sehingga
diperoleh R, = 1.2. Berdasarkan nilai parameter tersebut, diperoleh
titik kesetimbangan bebas obesitas E, = (100000,0,0) dan titik
kesetimbangan endemik E;" = (31331.47,62166.12,6502.41).
Simulasi numerik dilakukan dengan menggunakan beberapa nilai
awal, yaitu T1 = (50000,30000,20000),
T2 = (40000,300,59700), dan T3 = (12000,53489,34511). Hasil
simulasi numerik ditunjukkan pada Gambar 3.5.

Gambar 3.5 menunjukkan bahwa dengan nilai-nilai awal yang
diberikan, orbit solusi menuju titik ketimbangan endemik E;*. Hasil
simulasi numerik yang diperoleh mendukung hasil analisis pada
subbab sebelumnya bahwa titik kesetimbangan endemik E;" =
(31331.47,62166.12,6502.41) bersifat stabil asimtotik global
karena R, > 1.
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Gambar 3.5 Potret fase R, > 1 kasus € = 0

3.4.1.3 Simulasi numerik untuk Ry = 1

Pada simulasi ini digunakan nilai parameter N = 100000,

Uhiy 105.2 1 .
H=eon b= 248452000 =0, 0=8, dan Y =359 sehingga

diperoleh R, = 1. Berdasarkan nilai parameter tersebut, diperoleh
titik kesetimbangan bebas obesitas E, = (100000,0,0) dan titik
kesetimbangan endemik E," = (38891.91,53469.58,7638.51).
Simulasi numerik dilakukan dengan menggunakan beberapa nilai
awal, yaitu T1 = (50000,30000,20000),
T2 = (40000,300,59700), dan T3 = (12000,53489,34511). Hasil
simulasi numerik ditunjukkan pada Gambar 3.6.

Gambar 3.6 menunjukkan bahwa orbit semua solusi dengan
berbagai nilai awal menuju titik kesetimbangan endemik E,* =
(38891.91,53469.58,7638.51) dan tidak ada orbit solusi yang
bergerak menuju titik kesetimbangan bebas penyakit E,. Hal ini
berarti titik E,* bersifat stabil asimtotik dan titik E, bersifat tidak
stabil.
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Gambar 3.6 Potret fase R, = 1 kasus € = 0

3.4.2 Simulasi numerik kasus € > 0

Pada simulasi ini digunakan nilai parameter N = 100000,
1

p=— [=296x107, €=0012, 0c=8 dan y=—
Berdasarkan nilai parameter tersebut, nullclines persamaan (3.19)
dan (3.20) berpotongan hanya pada titik kesetimbangan endemik
E* = (32429.5,60890,6680.5). Simulasi numerik dilakukan dengan
menggunakan beberapa nilai awal, yaitu
T1=(50000,30000,20000), T2 = (40000,300,59700), dan
T3 =(12000,53489,34511). Hasil simulasi numerik ditunjukkan
pada Gambar 3.7.

Gambar 3.7 menunjukkan bahwa dengan nilai-nilai awal yang
diberikan, orbit solusi menuju titik ketimbangan endemik E*. Hasil
simulasi numerik yang diperoleh mendukung hasil analisis pada
subbab sebelumnya bahwa nullclines hanya berpotongan pada satu
titik kesetimbangan endemik E* = (32429.5,60890,6680.5) yang
bersifat stabil asimtotik global.
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Gambar 3.7 Potret fase sistem (3.4) kasus € > 0
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Berdasarkan tujuan pembahasan, dapat diambil kesimpulan
sebagai berikut.

1. Model laju obesitas berbentuk sistem autonomous nonlinear
dengan tiga subpopulasi, yaitu subpopulasi rentan (S),
subpopulasi dengan obesitas (I), dan subpopulasi sembuh

(R).

2. Model laju obesitas melalui kontak sosial memiliki angka
reproduksi dasar (RR,) dan dua titik kesetimbangan, yaitu titik
kesetimbangan ~bebas penyakit dan titik kesetimbangan
endemik. Selanjutnya, berdasarkan analisis kestabilan titik
kesetimbangan, untuk kasus € = 0, jika R, < 1, maka titik
kesetimbangan bebas penyakit bersifat stabil asimtotik lokal
dan global; jika R, > 1, maka titik kesetimbangan endemik
bersifat stabil asimtotik lokal dan global. Kemudian,
berdasarkan analisis geometri, untuk kasus € > 0, titik
kesetimbangan endemik stabil asimtotik global.

3. Simulasi numerik mendukung hasil analisis yang diperoleh.

4.2  Saran

Berdasarkan skripsi yang telah dikerjakan, untuk pembahasan
selanjutnya disarankan agar dapat menyelesaikan permasalahan
berikut.

1. Pada kasus € = 0 perlu dikaji lebih lanjut tentang penentuan
titik kesetimbangan endemik.

2. Pada kasus € > 0, perlu dilakukan analisis medan arah secara
detail dan jelas.
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3. Pada kasus R, =1, perlu dikaji secara analitik tentang
kestabilan titik kesetimbangan.
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LAMPIRAN

k kesetimbangan endemik kasus € = 0

3.8) diperoleh R = %(ND dan dari persamaan (3.7b) diperoleh R = L4

ofI+u’

y+u-pWN=1) _ vyl
B(o-1) T oBI+y
[y +u—pBWN = D][opl +u] =yipc — 1),
ly + u— BN + BIl[oBl + u] —yIB(c —1) =0
oB(u+vy) —B*oN +up —yB(o — DIl + u(u+vy) —upN =0,

Z Bu+1) (1= T . (ffy))]l e+ (1- (fivy)) =0
["ﬁ w+n ((u+y) 2" (ffy))] I+uGury) (1- (fivw) y,
212 + (0B + 1) (s + 2 = Ro) | L+l +1)(1 = Ro) = 0.
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67

plisis kestabilan global titik kesetimbangan endemik kasus e = 0 dengan fungsi Lyapunov

kan persamaan (3.16) dan (3.17) diperoleh

Z—‘:: (0—1)dVr
=y —I’—*——)+ﬂ(a—1)R (142454 g -1 [opir (2-5 - 2) 4
R 1 R™I
TR T IR)] \
= —L-D)4op?r (0 - 1) (2-2 - 2) + upr*(0 - D[~ S
= —II—*——)+aﬂ21R(0—1)(2————)+uﬁR(0—1)[ i—%—fé] (3.18)

+ 1) + B(o — 1)R* dari persamaan (3.12a) disubstitusi ke persamaan (3.18), sehingga diperoleh

(y+,u)+B(a—1)R*)(2—II—*—II—*)+G,821R*(J—1)(2—%—§)+uﬁR*(a—1)[—+——
]
)(y+ﬂ—1)(2—;1;—£;)+a[321R*(a D(2-2-2) +upR' 0 -D[2—n-T+ T+ 4
al

D(Ro— 1) (2-% - Dt op?IR (-1 (2-5 - 2) +ppr*(0 - 1) |2- RE_R11 - (3.19)

R*I I*RI
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plisis geometri kasus € > 0
bangan kasus € > 0

kan persamaan (3.5a) diperoleh

dl
a =Y
e)(IN-I—R)+c(BI+e)R— (y+wl =0,
_ r+wi=(B1+e)(N-1)
n (BI+e)(o-1) '’
R = (y+w)I—(-BI*+BNI+eN—€l)
(BI1+€)(o-1)
vl BI*=(BN—e—y—p)I—€eN
Blo—-DI+e(c-1) '’
_ BI*-(BN—e—y—p)I—-€N
G (1) = B(o-DI+e(o-1)

persamaan (3.5b) diperoleh

drR _

’

dt

yl — o(BI + €)R — uR ,
_ vI

T oBl+oe+y’
Go(I) = i

ofl+oe+yu’

]

(3.29)

(3.30)



[4S]

b. Kemo n dan kecekungan

kan persamaan (3.20), dimisalkan K = BN — € —y — u, sehingga diperoleh

;1 (BI-K)(BI+e)—(BI*~KI—€N)B
G (D) = (o-1) (BI+€)? '
1 B%I%+2ePl+PeN—eK
" (o-1) (BI+€)? ’
1 BEP+2efltety+pu
" (o-1) (BI+€)? ; (3.22)
dan
G, ()" = 1 (2B21+2eB)(BI+e)?—2B(B2 12 +efI+e+y+u)(BI+e)
1 ~ (0-1) (BI+e)* ’
1 (2B21+2eB)(BI+e)-2B312—4€eB?1-2ef—-2By—2Pu
T (o-1) (BI+€)3 ’

1 2e?B-2eB-2By-2pu

T (0-1) (BI+€)3 ’

_ 2 [ep-e)+py+Bul

T (o-D) Br+e? - (3.23)

Jasarkan persamaan (3.21) diperoleh



€9

dan

Gy (I)l= y(opl+oe+p)-yI(aph)
Z (oBl+oe+u)?

_ ygetyu
———— (3.24)

~ (oBl+oe+p)?

)

GZ (I)II — 0_]/0'6"'}’#(2(UBI"'UE"'#)(UB))
(oBI+oe+u)*
» =, yoe+yu(2(apl+oe+p)(ap))
(cBl+oe+u)* ' (3'25)

)




	BAGIAN DEPAN
	BAB I
	BAB II
	BAB III
	BAB IV
	DAFTAR PUSTAKA + LAMPIRAN

