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ELEMEN COMMUTING REGULAR  

PADA GRUPOID BERHINGGA ℤ𝒏(�̅�, �̅�) 

ABSTRAK 

 

Elemen commuting regular merupakan perkembangan dari konsep 

elemen regular/ Von Neuman pada semigrup. Pada skripsi ini 

dibahas tentang elemen commuting regular  dan eksistensi elemen 

tersebut pada grupoid berhingga ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�). Dua elemen pada grupoid 

berhingga ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�) merupakan elemen commuting regular jika 

elemen tersebut merupakan elemen commuting regular kiri dan 

elemen commuting regular kanan. Sifat dari elemen commuting 

regular juga mempengaruhi grupoid tersebut, yaitu jika setiap 

elemen pada grupoid berhingga ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�) merupakan elemen 

commuting regular, maka grupoid berhingga ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�) merupakan 

grupoid commuting regular. 

 

Kata kunci: grupoid berhingga ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�), commuting regular, 

regular, Von Neumann. 
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COMMUTING REGULAR ELEMENTS  

ON THE FINITE GROUPOID ℤ𝒏(�̅�, �̅�) 

ABSTRACT 

 

Commmuting regular elements are expansion of elements regular/ 

Von Neumann concept on semigroup. This final project define the 

notion and the exsistence of commuting regular elements and on the 

finite groupoid ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�). Two elements on the finite groupoid 

ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�) are commuting regular if they are both left commuting 

regular elements and right commuting regular elements. The 

properties of commuting regular elements also influence the 

groupoid, that is if for all elements on the finite groupoid ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�) 

are commuting regular elements, then the groupoid ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�) is 

commuting regular groupoid. 

 

Keywords: finite groupoid ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�), commuting regular, regular, 

Von Neumann. 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang 

Aljabar merupakan salah satu bidang ilmu matematika yang 

mengalami banyak perkembangan. Aljabar sangat erat kaitanya 

dengan struktur aljabar. Struktur aljabar merupakan salah satu bidang 

kajian dalam matematika yang dikembangkan untuk memahami 

struktur bilangan.  

Struktur atau sistem aljabar didefinisikan sebagai suatu 

himpunan tidak kosong yang dilengkapi dengan satu atau lebih 

operasi biner dan memenuhi aksioma tertentu. Dalam aljabar, 

dipelajari berbagai jenis struktur aljabar. Salah satu jenis struktur 

aljabar adalah grupoid. Grupoid adalah suatu struktur aljabar yang 

dilengkapi dengan satu operasi biner dan memenuhi aksioma 

tertutup. 

Dalam struktur aljabar, tentunya pembahasan elemen di dalam 

suatu struktur aljabar juga merupakan suatu hal yang penting untuk 

dilakukan penelitian. Elemen di dalam suatu struktur aljabar dapat 

memenuhi sifat tertentu, misalkan elemen idempoten, elemen 

nilpoten, elemen nil, dan lain sebagainya.  

Perkembangan jenis elemen dalam suatu struktur aljabar sudah 

banyak dilakukan penelitian oleh para ilmuwan. Salah satunya pada 

tahun 1995, Howie menjelaskan elemen regular dalam semigrup. 

Kemudian pada tahun 2007 Doostie dan Pourfaraj memperkenalkan 

elemen commuting regular pada semigrup. Doostie dan Pourfaraj 

juga memperkenalkan semigrup commuting regular. Selanjutnya 

pada tahun 2012 Pourfaraj melakukan penelitian tentang eksistensi 

dari elemen commuting regular pada grupoid berhingga ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�). 
Pada hasil penelitiannya tersebut dibahas definisi, contoh, teorema, 

proposisi, dan akibat yang berkaitan dengan elemen commuting 

regular pada grupoid berhingga ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�).  
Pada artikel penelitian Pourfaraj tahun 2012 terdapat hal yang 

baru dan menarik untuk dibahas sebagai bukti perkembangan aljabar, 

yaitu definisi, contoh, teorema, proposisi, dan akibat yang berkaitan 

dengan elemen commuting regular pada grupoid berhingga ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�). 
Oleh karena itu, skripsi ini mengulas kembali elemen commuting 

regular pada grupoid berhingga ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�). 
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1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang yang telah diuraikan, maka 

rumusan masalah yang dibahas pada skripsi ini sebagai berikut. 

1. Bagaimana sifat elemen commuting regular pada grupoid 

ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�)? 

2. Bagaimana sifat grupoid commuting regular ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�)? 

 

1.3 Tujuan 

Berdasarkan rumusan masalah tersebut, maka tujuan pada 

skripsi ini adalah sebagai berikut. 

1. Membuktikan sifat elemen commuting regular pada grupoid 

ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�). 
2. Membuktikan sifat grupoid commuting regular ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�). 
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BAB II 

DASAR TEORI 

Pada  bab ini diberikan beberapa definisi dan contoh mengenai 

teori-teori yang berkaitan dengan pembahasan dalam skripsi ini, 

dengan tujuan untuk mempermudah dalam memahami pembahasan 

dalam skripsi ini. 

 

 2.1 Himpunan 

Konsep himpunan merupakan suatu hal yang sangat 

fundamental dalam ilmu matematika, terutama dalam bidang aljabar. 

Berikut diberikan definisi dan contoh yang berkaitan dengan konsep 

himpunan berdasarkan Bhattacharya dkk. (1986) dan Whitelaw 

(1995). 

 

Definisi 2.1.1 (Himpunan) 

Himpunan adalah kumpulan objek atau elemen. Jika 𝑆 merupakan 

himpunan dan 𝑥 adalah elemen pada himpunan 𝑆, maka 𝑥 anggota 𝑆 

atau dapat ditulis 𝑥 ∈  𝑆. Sebuah elemen pada himpunan 𝑆 disebut 

juga dengan anggota himpunan 𝑆. Jika 𝑥 bukan elemen pada 

himpunan 𝑆, maka dapat ditulis 𝑥 ∉  𝑆. 

 

Contoh 2.1.2 

Berikut diberikan contoh beberapa notasi standar untuk himpunan 

yang sering dijumpai. 

ℕ : Himpunan semua bilangan asli, yaitu {1, 2, 3, … }. 
ℤ : Himpunan semua bilangan bulat, yaitu {0, ±1, ±2, … }. 
ℚ : Himpunan semua bilangan rasional, yaitu 

{𝑎 𝑏⁄ | 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ, 𝑏 ≠ 0}. 

ℝ : Himpunan semua bilangan real. 

ℂ : Himpunan semua bilangan kompleks, yaitu 

{𝑥 + 𝑖𝑦| 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ, 𝑖2 =-1}. 
 

Definisi 2.1.3 (Hasil Kali Kartesius) 

Misalkan 𝐴 dan 𝐵 merupakan himpunan. Himpunan semua pasangan 

(𝑥, 𝑦), dengan 𝑥 ∈ 𝐴,𝑦 ∈ 𝐵 disebut hasil kali kartesius dari 𝐴 dan 𝐵, 

dinotasikan dengan 𝐴 × 𝐵 = {(𝑥, 𝑦)|𝑥 ∈ 𝐴, 𝑦 ∈ 𝐴}. 
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Contoh 2.1.4 

Diberikan himpunan 𝐴 ={1, 2} dan 𝐵 ={𝑎, 𝑏, 𝑐}, maka  

A×B={(1, 𝑎), (1, 𝑏), (1, 𝑐), (2, 𝑎), (2, 𝑏), (2, 𝑐)}. 

 

Definisi 2.1.5 (Himpunan Berhingga dan Order Himpunan) 

Himpunan 𝑆 dikatakan berhingga jika banyaknya elemen yang 

berbeda pada himpunan 𝑆 berhingga. Jika himpunan 𝑆 berhingga, 

maka banyaknya elemen pada 𝑆 disebut order atau kardinalitas 

𝑆 yang dinotasikan dengan |𝑆|.  

 

Contoh 2.1.6 

Diberikan himpunan 𝑆 ={1,3,5,7}. Banyaknya elemen yang berbeda 

pada himpunan 𝑆 adalah empat, sehingga himpunan 𝑆 merupakan 

himpunan berhingga dengan order/kardinalitas |𝑆| = 4. 

 

Definisi 2.1.7 (Himpunan Bagian/Subset) 

Misalkan 𝐴 dan 𝐵 merupakan himpunan. 𝐴 dikatakan himpunan 

bagian/subset himpunan 𝐵 (𝐴 termuat dalam 𝐵) jika dan hanya jika 

setiap elemen himpunan 𝐴 juga merupakan elemen himpunan 𝐵, 

yang dinotasikan dengan 𝐴 ⊆ 𝐵.  

 

Jika 𝐴 ⊆ 𝐵 dan 𝐴 ≠ 𝐵, maka himpunan 𝐴 merupakan proper subset 

himpunan 𝐵 (𝐴 termuat dengan tepat dalam 𝐵) yang dinotasikan 

dengan 𝐴 ⊂ 𝐵. Jika 𝐴 dan 𝐵 merupakan himpunan bagian/subset 

himpunan 𝑆, pernyataan “𝐴 ⊆ 𝐵” ekuivalen dengan 

 𝑥 ∈ 𝐴 ⇒ 𝑥 ∈ 𝐵 (𝑥 ∈ 𝑆), sedangkan pernyataan “𝐴 = 𝐵” ekuivalen 

dengan 𝑥 ∈ 𝐴 ⇔ 𝑥 ∈ 𝐵 (𝑥 ∈ 𝑆). 
 

Definisi 2.1.8 (Gabungan, Irisan, dan Selisih Himpunan) 

Misalkan 𝐴 dan 𝐵 merupakan himpunan bagian/subset himpunan 𝑈.  

Gabungan (union) dari 𝐴 dan 𝐵, atau dapat ditulis 𝐴 ∪ 𝐵, 

𝐴 ∪ 𝐵 ={𝑥 ∈ 𝑈|𝑥 ∈ 𝐴 atau 𝑥 ∈ 𝐵}. 

Irisan (intersection) dari 𝐴 dan 𝐵, atau dapat ditulis 𝐴 ∩ 𝐵, 

𝐴 ∩ 𝐵 ={𝑥 ∈ 𝑈|𝑥 ∈ 𝐴 dan 𝑥 ∈ 𝐵}. 

Selisih (difference) dari 𝐴 dan 𝐵, atau dapat ditulis 𝐴 − 𝐵, 

           𝐴 − 𝐵 ={𝑥 ∈ 𝑈|𝑥 ∈ 𝐴 dan 𝑥 ∉ 𝐵}. 
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Jika 𝐵 ⊂ 𝐴, maka 𝐴 − 𝐵 disebut komplemen (complement) 𝐵 di 

dalam 𝐴. 𝐴 dan 𝐵 dikatakan disjoint jika 𝐴 ∩ 𝐵 merupakan 

himpunan kosong (𝐴 ∩ 𝐵 = ∅). 

 

Contoh 2.1.9 

Diberikan himpunan 𝑈 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, 𝐴 ={1, 2, 3} dan 

𝐵 ={3, 4, 5}, sehingga 𝐴 ∪ 𝐵 ={1, 2, 3, 4, 5}, 𝐴 ∩ 𝐵 ={3},  

𝐴 − 𝐵 ={1, 2}, dan 𝐵 − 𝐴 ={4, 5}. 

 

2.2 Relasi, Pemetaan, dan Operasi Biner 

Dalam struktur aljabar, elemen pada himpunan tidak kosong 

dapat dikaitkan dengan operasi biner, antara lain operasi 

penjumlahan, operasi pergandaan atau beberapa operasi biner 

lainnya. Berikut diberikan definisi beserta contoh yang berhubungan 

dengan relasi, pemetaan, dan operasi biner berdasarkan Bhattacharya 

dkk. (1986), Marsudi (2010), dan  Dummit dan Foote (2002). 

 

Definisi 2.2.1 (Relasi) 

Diberikan himpunan tak kosong 𝐴 dan 𝐵. 𝑅 himpunan bagian/subset 

𝐴 × 𝐵. 𝑅 disebut sebuah relasi dari 𝐴 ke 𝐵. Jika (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅, maka 𝑥 

berelasi 𝑅 dengan 𝑦, dinotasikan 𝑥𝑅𝑦.  

 

Definisi 2.2.2 (Domain dan Range Relasi) 

Himpunan semua komponen pertama pada pasangan terurut dalam 

relasi 𝑅 disebut domain 𝑅. Himpunan semua komponen kedua pada 

pasangan terurut dalam relasi 𝑅 disebut range 𝑅. 

 

Contoh 2.2.3 

Diberikan himpunan 𝐴 ={1, 2} dan 𝐵 ={𝑎, 𝑏, 𝑐}.  

𝐴 × 𝐵 ={(1, 𝑎), (1, 𝑏), (1, 𝑐), (2, 𝑎), (2, 𝑏), (2, 𝑐)}, sehingga salah 

satu relasi 𝑅 dari 𝐴 ke 𝐵 adalah R={(1, 𝑎), (2, 𝑏), (2, 𝑐)}. 

 

Definisi 2.2.4 (Relasi Ekuivalensi) 

Misalkan 𝑅 adalah relasi pada 𝐴, 

a. 𝑅 refleksif jika dan hanya jika ∀𝑥 ∈ 𝐴[𝑥 ∈ 𝐴 → 𝑥𝑅𝑥]. 
b. 𝑅 simetrik jika dan hanya jika ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴[𝑥𝑅𝑦 → 𝑦𝑅𝑥]. 
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c. 𝑅 antisimetrik jika dan hanya jika 
∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴[𝑥𝑅𝑦 ∧ 𝑦𝑅𝑥 → 𝑥 = 𝑦]. 

d. 𝑅 transitif jika dan hanya jika ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐴[𝑥𝑅𝑦 ∧ 𝑦𝑅𝑧 → 𝑥𝑅𝑧]. 
Jika 𝑅 refleksif, simetrik, dan transitif, maka 𝑅 disebut relasi 

ekuivalensi. 

 

Contoh 2.2.5 

Diketahui 𝑅 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℤ × ℤ|𝑛 pembagi 𝑥 − 𝑦, 𝑛 ∈ ℤ+} dan 𝑥𝑅𝑦 

ditulis sebagai 𝑥 ≡ 𝑦 (𝑚𝑜𝑑 𝑛) atau dibaca “𝑥 kongruen 𝑏 𝑚𝑜𝑑 𝑛”. 𝑅 

merupakan relasi ekuivalensi. 

Bukti: 

a. 𝑅 refleksif, karena 𝑛|(𝑥 − 𝑥), ∀𝑥 ∈  𝐴. 

b. Jika 𝑥 ≡ 𝑦 (𝑚𝑜𝑑 𝑛), maka 𝑛|(𝑥 − 𝑦) atau 𝑥 − 𝑦 = 𝑛𝑘, 𝑘∈ℤ. 
Maka 𝑦 − 𝑥 = 𝑛(−𝑘), sehingga 𝑛|(𝑦 − 𝑥) dan 𝑦 ≡ 𝑥 (𝑚𝑜𝑑 𝑛). 
Jadi, 𝑅 simetrik. 

c. Misalkan 𝑥 ≡ 𝑦 (𝑚𝑜𝑑 𝑛) dan 𝑦 ≡ 𝑧 (𝑚𝑜𝑑 𝑛), maka 

𝑥 − 𝑦 = 𝑛𝑘1, 𝑦 − 𝑧 = 𝑛𝑘2, 𝑘1, 𝑘2∈ℤ, sehingga 𝑥 − 𝑧 = 𝑛𝑘, 

𝑘 = 𝑘1+ 𝑘2∈ℤ. Hal ini berarti 𝑛|(𝑥 − 𝑧) dan 𝑥 ≡ 𝑧(𝑚𝑜𝑑 𝑛). 
Jadi, 𝑅 transitif. 

Karena 𝑅 merupakan relasi refleksif, simetrik, dan transitif, sehingga 

𝑅 merupakan relasi ekuivalensi.∎ 

 

Definisi 2.2.6 (Pemetaan) 

Misalkan 𝐴 dan 𝐵 merupakan himpunan tak kosong. Sebuah relasi 𝑓 

dari 𝐴 ke 𝐵 disebut pemetaan dari 𝐴 ke 𝐵 jika untuk setiap elemen 

𝑥 ∈ 𝐴 terdapat tepat satu elemen 𝑦 ∈ 𝐵 sedemikian sehingga 𝑥 

berada dalam relasi 𝑓 ke 𝑦, dinotasikan dengan 𝑓(𝑥) = 𝑦. 

 

Definisi 2.2.7 (Domain dan Codomain Pemetaan) 

Pemetaan 𝑓 dari 𝐴 ke 𝐵 dapat ditulis dengan 𝑓: 𝐴 → 𝐵. Himpunan 𝐴 

disebut dengan daerah asal (domain), sedangkan himpunan 𝐵 disebut 

daerah kawan (codomain) pemetaan. 

 

Contoh 2.2.8 

Diberikan himpunan 𝐴 = {1, 2, 3, 4} dan  𝐵 ={𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒}, maka 

𝑓 ={(1, 𝑎), (2, 𝑎), (3, 𝑐), (4, 𝑒)} merupakan fungsi. 
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Definisi 2.2.9 (Pemetaan Injektif, Surjektif, dan Bijektif) 

Suatu pemetaan 𝑓: 𝐴 → 𝐵 bersifat, 

a. injektif (1-1), yaitu ∀𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐴, 𝑥1≠ 𝑥2 ⇒ 𝑓(𝑥1)≠𝑓(𝑥2), 
b. surjektif (onto), yaitu ∀𝑦 ∈ 𝐵, 𝑦 = 𝑓(𝑥) untuk suatu 𝑥 ∈ 𝐴, 

c. bijektif, jika pemetaan tersebut injektif dan surjektif. 

 

Jika 𝑓: 𝐴 → 𝐵 merupakan pemetaan yang bijektif, maka 𝑓: 𝐴 → 𝐵 

juga disebut sebagai pemetaan yang berkorespondensi satu-satu. 

 

Contoh 2.2.10 

Diberikan himpunan 𝐴 ={1, 2, 3, 4, 5} dan 𝐵 ={𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒}. 

Didefinisikan suatu pemetaan 𝑓: 𝐴 → 𝐵 sebagai berikut, 

𝑓 ={(1,𝑎), (2,𝑐), (3,𝑏), (4,𝑑), (5,𝑒)}. 

Maka pemetaan 𝑓 injektif karena 

∀𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐴, 𝑥1≠ 𝑥2 ⇒ 𝑓(𝑥1) ≠ 𝑓(𝑥2) dan pemetaan 𝑓 surjektif 

karena ∀𝑦 ∈ 𝐵, 𝑦 = 𝑓(𝑥) untuk suatu 𝑥 ∈ 𝐴. Dengan demikian 

pemetaan 𝑓: 𝐴 → 𝐵 bijektif. 

 

Definisi 2.2.11 (Operasi Biner) 

Pemetaan ∗: 𝑆 × 𝑆 → 𝑆 disebut operasi biner pada himpunan 𝑆. 

Sebuah operasi biner pada 𝑆 yang demikian merupakan pasangan 

berurut elemen di 𝑆 × 𝑆 ke tepat satu elemen di 𝑆.  

 

Operasi biner biasanya direpresentasikan dengan simbol ∗, ∙, +, dan ∘ 
sebagai pengganti 𝑓, 𝑔, dan lainnya. Image (𝑥, 𝑦) atas operasi biner 

∗, dapat ditulis dengan ∗ (𝑥, 𝑦) ≡ 𝑥 ∗ 𝑦. 

 

Contoh 2.2.12 

Penjumlahan (+) dan pergandaan (⋅) dalam himpunan bilangan bulat 

ℤ atau secara umum dalam himpunan bilangan bulat merupakan 

contoh operasi biner. 

 

+∶  ℤ × ℤ → ℤ 
(𝑎, 𝑏) ↦ +(𝑎, 𝑏) = 𝑎 + 𝑏 dan 

⋅ ∶  ℤ × ℤ → ℤ 
(𝑎, 𝑏) ↦⋅ (𝑎, 𝑏) = 𝑎 ⋅ 𝑏. 
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2.3 Grup, Grupoid, dan Semigrup 

Suatu struktur aljabar yang dilengkapi dengan satu operasi 

biner dan memenuhi beberapa aksioma tertentu disebut grup. Berikut 

ini diberikan definisi beserta contoh grup, grupoid, dan semigrup 

berdasarkan Andari (2015). 

 

Definisi 2.3.1 (Grup, Grupoid, dan Semigrup) 

Misalkan 𝐺 adalah himpunan tidak kosong. (𝐺,∗) disebut grup jika 

memenuhi aksioma sebagai berikut. 

1. Tertutup 

∀𝑎, 𝑏 ∈  𝐺,  ∃! 𝑐 ∈  𝐺, 𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑐. 

2. Asosiatif 

∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈  𝐺, (𝑎 ∗ 𝑏) ∗ 𝑐 = 𝑎 ∗ (𝑏 ∗ 𝑐). 
3. Mempunyai elemen netral 

(∃𝑒 ∈  𝐺)( ∀ 𝑎 ∈  𝐺), 𝑒 ∗ 𝑎 = 𝑎 ∗ 𝑒 = 𝑎. 
4. Setiap elemen mempunyai invers 

( ∀ 𝑎 ∈  𝐺)(∃𝑎−1 ∈  𝐺), 𝑎 ∗ 𝑎−1 = 𝑎−1 ∗ 𝑎 = 𝑒. 
Suatu himpunan tak kosong 𝐺 yang dilengkapi dengan satu operasi 

biner misalkan (𝐺,∗) disebut grupoid jika memenuhi aksioma (1). 

Sedangkan (𝐺,∗) disebut semigrup jika memenuhi aksioma (1) dan 

(2). Suatu Grup pasti merupakan grupoid dan semigrup, tetapi belum 

berlaku sebaliknya. 

Suatu grup (𝐺,∗) disebut grup komutatif jika memenuhi aksioma 

komutatif terhadap operasi biner ∗. 
5. Komutatif 

∀𝑎, 𝑏 ∈  𝐺,  𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑏 ∗ 𝑎. 

 

Contoh 2.3.2 

Suatu himpunan ℤ5 yang dilengkapi dengan operasi biner yaitu 

penjumlahan (ℤ5, +) merupakan grup komutatif. 

Bukti: 

ℤ5 = {0̅, 1̅, 2̅, 3̅, 4̅}. Untuk mempermudah dalam membuktikan ℤ5 

merupakan grup komutatif, diberikan hasil operasi biner + dalam ℤ5 

pada tabel berikut. 
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Tabel 2.1 Hasil operasi penjumlahan pada ℤ5 

+ �̅� �̅� �̅� �̅� �̅� 

�̅� 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 

�̅� 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 0̅ 

�̅� 2̅ 3̅ 4̅ 0̅ 1̅ 

�̅� 3̅ 4̅ 0̅ 1̅ 2̅ 

�̅� 4̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 

 

Berdasarkan Tabel 2.1 maka (ℤ5, +) merupakan grup komutatif 

dengan uraian sebagai berikut. 

a. Tertutup. 

Misalkan �̅�, �̅� ∈ ℤ5 dan 𝑘1, 𝑘2 ∈ ℤ, sehingga �̅� = 𝑎 + 5𝑘1  dan 

�̅� = 𝑏 + 5𝑘2. Maka ℤ5 terhadap operasi penjumlahan memenuhi 

aksioma tertutup yang ditunjukkan sebagai berikut, 

�̅� + �̅�  = 𝑎 + 5𝑘1 + 𝑏 + 5𝑘2 
= 𝑎 + 𝑏 + 5(𝑘1 + 𝑘2), misalkan 𝑘1 + 𝑘2 = 𝑧 ∈ ℤ 

= (𝑎 + 𝑏) + 5𝑧 ∈ ℤ5. 
b. Asosiatif. 

Misalkan �̅�, �̅�, 𝑐̅ ∈ ℤ5, 𝑘1, 𝑘2, 𝑘3 ∈ ℤ, sehingga �̅� = 𝑎 + 5𝑘1, 
�̅� = 𝑏 + 5𝑘2 dan 𝑐̅ = 𝑐 + 5𝑘3. Maka ℤ5 terhadap operasi 

penjumlahan memenuhi aksioma asosiatif yang ditunjukkan 

sebagai berikut, 

(�̅� + �̅�) + 𝑐̅ = (𝑎 + 5𝑘1 + 𝑏 + 5𝑘2) + 𝑐 + 5𝑘3 

= (𝑎 + 𝑏) + 5(𝑘1 + 𝑘2) + 𝑐 + 5𝑘3 

= ((𝑎 + 𝑏) + 𝑐) + 5 ((𝑘1 + 𝑘2)+𝑘3) 

= (𝑎 + (𝑏 + 𝑐)) + 5(𝑘1 + (𝑘2+𝑘3)) 

= 𝑎 + 5𝑘1 + (𝑏 + 𝑐) + 5(𝑘2+𝑘3) 
= 𝑎 + 5𝑘1 + (𝑏 + 5𝑘2 + 𝑐 + 5𝑘3) 

= �̅� + (�̅� + 𝑐̅). 
c. Mempunyai elemen netral. 

Elemen netral pada ℤ5 terhadap operasi penjumlahan adalah 0̅. 

Karena ∀ �̅� ∈  ℤ5, 0̅ + �̅� = �̅� + 0̅ = �̅�. 
d. Setiap elemen mempunyai invers. 

Berdasarkan Tabel 2.1 diperoleh bahwa invers dari 0̅ adalah 0̅, 

karena 0̅ + 0̅ = 0̅. Invers dari 1̅ adalah 4̅, karena 1̅ + 4̅ = 0̅. 

Invers dari 2̅ adalah 3̅, karena 2̅ + 3̅ = 0̅. Invers dari 3̅ adalah 2̅, 
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karena 3̅ + 2̅ = 0̅. Invers dari 4̅ adalah 1̅, karena 4̅ + 1̅ = 0̅, 

sehingga setiap elemen pada ℤ5 memiliki invers yang juga 

anggota pada ℤ5. 

e. Komutatif. 

Misalkan �̅�, �̅� ∈ ℤ5 dan 𝑘1, 𝑘2 ∈ ℤ, sehingga �̅� = 𝑎 + 5𝑘1  dan 

�̅� = 𝑏 + 5𝑘2. Maka ℤ5 terhadap operasi penjumlahan memenuhi 

aksioma tertutup yang ditunjukkan sebagai berikut, 

�̅� + �̅�  = 𝑎 + 5𝑘1 + 𝑏 + 5𝑘2 
= 𝑎 + 𝑏 + 5(𝑘1 + 𝑘2)  
= 𝑏 + 𝑎 + 5(𝑘2 + 𝑘1) 
= 𝑏 + 5𝑘2 + 𝑎 + 5𝑘1 

= �̅� + �̅�. ∎ 

 

Definisi 2.3.3 (Grupoid Berhingga ) 

Grupoid berhingga adalah suatu grupoid dengan banyaknya elemen 

yang berbeda dalam grupoid tersebut berhingga. 

 

Contoh 2.3.4 

Diberikan himpunan 𝐴 = {1,2,3,4,5}. 𝐴 merupakan grupoid dengan 

operasi biner ∗ yang didefinisikan pada tabel berikut. 

 

Tabel 2.2 Hasil operasi biner ∗ pada 𝐴 

∗ 1 2 3 4 5 

1 5 4 3 2 1 

2 4 3 2 1 5 

3 3 2 1 5 4 

4 2 1 5 4 3 

5 1 5 4 3 2 

 

Akan ditunjukkan 𝐴 merupakan grupoid berhingga. 

Bukti: 

Berdasarkan Tabel 2.2, 𝐴 merupakan grupoid. Karena banyaknya 

elemen yang berbeda pada grupoid tersebut berhingga yaitu lima, 

maka (𝐴,∗) merupakan grupoid berhingga. ∎ 
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2.4 Subgrup, Subgrupoid, dan Subsemigrup 

Suatu struktur aljabar yang dilengkapi dengan satu operasi 

biner dan memenuhi beberapa aksioma tertentu disebut grup. Suatu 

struktur aljabar memiliki subset yang juga merupakan struktur 

aljabar juga. Berikut ini diberikan definisi beserta contoh subgrup, 

subgrupoid, dan subsemigrup berdasarkan Andari (2015). 

 

Definisi 2.4.1 (Subgrup) 

Misalkan 𝐺 adalah grup. 𝐻 adalah subset dalam 𝐺, 𝐻 adalah 

himpunan tak kosong. 𝐻 disebut subgrup pada 𝐺 dinotasikan dengan 

𝐻 ≤ 𝐺, jika terhadap operasi biner yang sama dengan 𝐺, 𝐻 juga 

merupakan grup. 

 

Contoh 2.4.2 

Diketahui (ℤ6, +) adalah grup dengan hasil operasi biner dan uraian 

sebagai berikut. 

 

Tabel 2.3 Hasil operasi biner penjumlahan pada ℤ6 

+ �̅� �̅� �̅� �̅� �̅� �̅� 

�̅� 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 

�̅� 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 0̅ 

�̅� 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 0̅ 1̅ 

�̅� 3̅ 4̅ 5̅ 0̅ 1̅ 2̅ 

�̅� 4̅ 5̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 

�̅� 5̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 

a. Tertutup. 

Misalkan �̅�, �̅� ∈ ℤ6 dan 𝑘1, 𝑘2 ∈ ℤ, sehingga �̅� = 𝑎 + 6𝑘1  dan 

�̅� = 𝑏 + 6𝑘2. Maka ℤ5 terhadap operasi penjumlahan memenuhi 

aksioma tertutup yang ditunjukkan sebagai berikut, 

�̅� + �̅�  = 𝑎 + 6𝑘1 + 𝑏 + 6𝑘2 
 = 𝑎 + 𝑏 + 6(𝑘1 + 𝑘2), misalkan 𝑘1 + 𝑘2 = 𝑧 ∈ ℤ 

= 𝑎 + 𝑏 + 6𝑧 ∈ ℤ6. 
b. Asosiatif. 

Misalkan �̅�, �̅�, 𝑐̅ ∈ ℤ6, 𝑘1, 𝑘2, 𝑘3 ∈ ℤ, sehingga �̅� = 𝑎 + 6𝑘1, 
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�̅� = 𝑏 + 6𝑘2 dan 𝑐̅ = 𝑐 + 6𝑘3. Maka ℤ6 terhadap operasi 

penjumlahan memenuhi aksioma asosiatif yang ditunjukkan 

sebagai berikut, 

(�̅� + �̅�) + 𝑐̅ = (𝑎 + 6𝑘1 + 𝑏 + 6𝑘2) + 𝑐 + 6𝑘3 

= (𝑎 + 𝑏) + 6(𝑘1 + 𝑘2) + 𝑐 + 6𝑘3 

= ((𝑎 + 𝑏) + 𝑐) + 6 ((𝑘1 + 𝑘2)+𝑘3) 

= (𝑎 + (𝑏 + 𝑐)) + 6(𝑘1 + (𝑘2+𝑘3)) 

= 𝑎 + 6𝑘1 + (𝑏 + 𝑐) + 6(𝑘2+𝑘3) 
= 𝑎 + 6𝑘1 + (𝑏 + 6𝑘2 + 𝑐 + 6𝑘3) 

= �̅� + (�̅� + 𝑐̅). 
c. Mempunyai elemen netral. 

Elemen netral pada ℤ6 terhadap operasi penjumlahan adalah 0̅. 

Karena ∀ �̅� ∈  ℤ6, 0̅ + �̅� = �̅� + 0̅ = �̅�. 
d. Setiap elemen mempunyai invers. 

Berdasarkan Tabel 2.3 diperoleh bahwa invers dari 0̅ adalah 0̅, 

invers dari 1̅ adalah 5̅, invers dari 2̅ adalah 4̅, invers dari 3̅ adalah 

3̅, invers dari 4̅ adalah 2̅, dan invers dari 5̅ adalah 1̅. Sehingga 

setiap elemen pada ℤ6 memiliki invers yang juga anggota pada 

ℤ6. 

Akan ditunjukkan 𝐻 = {0̅, 2̅, 4̅} merupakan subgrup pada (ℤ6, +). 
Bukti: 

Untuk menunjukkan bahwa 𝐻 merupakan subgrup pada ℤ6, maka 

akan ditunjukkan bahwa (𝐻,+) juga merupakan grup. Untuk 

mempermudah dalam membuktikannya diberikan tabel berikut. 

 

Tabel 2.4 Hasil operasi penjumlahan pada 𝐻 

+ �̅� �̅� �̅� 

�̅� 0̅ 2̅ 4̅ 

�̅� 2̅ 4̅ 0̅ 

�̅� 4̅ 0̅ 2̅ 

 

Berdasarkan Tabel 2.4 maka (𝐻, +) merupakan grup dengan uraian 

sebagai berikut. 

a. Tertutup. 

Misalkan �̅�, �̅� ∈ 𝐻 ⊂ ℤ6 dan 𝑘1, 𝑘2 ∈ ℤ, sehingga  
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�̅� = 𝑎 + 6𝑘1  dan �̅� = 𝑏 + 6𝑘2. 𝐻 terhadap operasi penjumlahan 

memenuhi aksioma tertutup yang ditunjukkan sebagai berikut, 

�̅� + �̅�  = 𝑎 + 6𝑘1 + 𝑏 + 6𝑘2 
= 𝑎 + 𝑏 + 6(𝑘1 + 𝑘2), misalkan 𝑘1 + 𝑘2 = 𝑧 ∈ ℤ 

= 𝑎 + 𝑏 + 6𝑧 ∈ 𝐻. 

 
b. Asosiatif. 

Misalkan �̅�, �̅�, 𝑐̅ ∈ 𝐻 ⊂ ℤ6, 𝑘1, 𝑘2, 𝑘3 ∈ ℤ, sehingga �̅� = 𝑎 + 6𝑘1, 
�̅� = 𝑏 + 6𝑘2 dan 𝑐̅ = 𝑐 + 6𝑘3. 𝐻 terhadap operasi penjumlahan 

memenuhi aksioma asosiatif yang ditunjukkan sebagai berikut, 

(�̅� + �̅�) + 𝑐̅ = (𝑎 + 6𝑘1 + 𝑏 + 6𝑘2) + 𝑐 + 6𝑘3 

= (𝑎 + 𝑏) + 6(𝑘1 + 𝑘2) + 𝑐 + 6𝑘3 

= ((𝑎 + 𝑏) + 𝑐) + 6 ((𝑘1 + 𝑘2)+𝑘3) 

= (𝑎 + (𝑏 + 𝑐)) + 6(𝑘1 + (𝑘2+𝑘3)) 

= 𝑎 + 6𝑘1 + (𝑏 + 𝑐) + 6(𝑘2+𝑘3) 
= 𝑎 + 6𝑘1 + (𝑏 + 6𝑘2 + 𝑐 + 6𝑘3) 

= �̅� + (�̅� + 𝑐̅). 
c. Mempunyai elemen netral. 

Elemen netral pada 𝐻 terhadap operasi penjumlahan adalah 0̅. 

Karena ∀ �̅� ∈  𝐻, 0̅ + �̅� = �̅� + 0̅ = �̅�. 
d. Setiap elemen mempunyai invers. 

Berdasarkan Tabel 2.2 diperoleh bahwa invers dari 0̅ adalah 0̅, 

karena 0̅ + 0̅ = 0̅. Invers dari 2̅ adalah 4̅, karena 2̅ + 4̅ = 0̅. 

Invers dari 4̅ adalah 2̅, karena 4̅ + 2̅ = 0̅, sehingga setiap elemen 

pada 𝐻 memiliki invers yang juga anggota pada 𝐻. ∎ 

 

Definisi 2.4.3 (Subgrupoid) 

Misalkan 𝐺 adalah grupoid. 𝐻 adalah subset dalam 𝐺, 𝐻 adalah 

himpunan tak kosong. 𝐻 disebut subgrupoid pada 𝐺, jika terhadap 

operasi biner yang sama dengan 𝐺, 𝐻 juga merupakan grupoid. 

 

Contoh 2.4.4 

Perhatikan Contoh 2.3.4, diketahui (𝐴,∗) merupakan grupoid. Akan 

ditentukan subgrupoid pada 𝐴. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



14 
 

Bukti: 

Berdasarkan Tabel 2.2, maka subgrupoid pada 𝐴 adalah 𝐵 = {4} dan 

𝐴 itu sendiri. Hal tersebut dikarenakan 𝐴 dan 𝐵 memenuhi aksioma 

tertutup terhadap operasi ∗ yang didefiniskan pada Tabel 2.2. ∎ 

 

Definisi 2.4.5 (Subsemigrup) 

Misalkan 𝐺 adalah semigrup. 𝐻 adalah subset dalam 𝐺, 𝐻 adalah 

himpunan tak kosong. 𝐻 disebut subsemigrup pada 𝐺, jika terhadap 

operasi biner yang sama dengan 𝐺, 𝐻 juga merupakan semigrup. 

 

Contoh 2.4.6 

Diketahui (ℤ4,∗) adalah grup, yang operasi binernya didefinisikan 

sebagai berikut.  

 

Tabel 2.5 Hasil operasi biner ∗ pada ℤ4 

∗ �̅� �̅� �̅� �̅� 

�̅� 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 

�̅� 0̅ 1̅ 0̅ 1̅ 

�̅� 0̅ 0̅ 2̅ 2̅ 

�̅� 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 

 

Berdasarkan Tabel 2.5 dapat dilihat bahwa ℤ4 terhadap operasi biner 

∗ memenuhi aksioma tertutup yaitu ∀𝑎, 𝑏 ∈  𝐺, ∃! 𝑐 ∈  𝐺, 𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑐 
dan aksioma asosiatif yaitu ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈  𝐺, (𝑎 ∗ 𝑏) ∗ 𝑐 = 𝑎 ∗ (𝑏 ∗ 𝑐). 
Akan ditunjukkan 𝑀 = {0̅, 2̅} merupakan subsemigrup pada (ℤ4,∗). 
Bukti: 

Untuk menunjukkan bahwa 𝑀 merupakan subsemigrup pada ℤ4, 

maka akan ditunjukkan bahwa (𝑀,∗) juga merupakan semigrup yaitu 

memenuhi aksima tertutup dan asosiatif terhadap operasi yang pada 

ℤ4. Untuk mempermudah dalam membuktikannya diberikan tabel 

berikut. 

 

Tabel 2.6 Hasil operasi biner ∗ pada 𝑀 

+ �̅� �̅� 

�̅� 0̅ 0̅ 

�̅� 0̅ 2̅ 
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Berdasarkan Tabel 2.6 maka (𝑀,∗) merupakan semigrup dengan 

uraian sebagai berikut. 

a. Tertutup. 

Karena misalkan �̅�, �̅� ∈ 𝑀 ⊂ ℤ4, berlaku ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺, ∃! 𝑐 ∈  𝐺, 

sehingga 𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑐. 
b. Asosiatif. 

Untuk membuktikan 𝑀 memenuhi aksioma asosiatif, maka 

diberikan tabel berikut. 

 

Tabel 2.7 Hasil operasi aksioma asosiatif pada 𝑀 

(𝒂, 𝒃, 𝒄) ∈ 𝑴 𝒂 ∗ (𝒃 ∗ 𝒄) (𝒂 ∗ 𝒃) ∗ 𝒄 

(0̅, 0̅, 0̅) 0̅ 0̅ 

(2̅, 0̅, 0̅) 0̅ 0̅ 

(0̅, 2̅, 0̅) 0̅ 0̅ 

(0̅, 0̅, 2̅) 0̅ 0̅ 

(2̅, 2̅, 0̅) 0̅ 0̅ 

(2̅, 0̅, 2̅) 0̅ 0̅ 

(0̅, 2̅, 2̅) 0̅ 0̅ 

(2̅, 2̅, 2̅) 2̅ 2̅ 

 

Berdasarkan Tabel 2.7, 𝑀 memenuhi aksioma tertutup dan asosiatif, 

maka 𝑀 juga merupaka semigrup, sehingga 𝑀 merupakan 

subsemigrup pada (ℤ4,∗).∎ 

 

2.5 Keterbagian 

Konsep keterbagian merupakan salah satu konsep dalam teori 

bilangan. Konsep ini diterapkan pada himpunan bilangan bulat. 

Berikut diberikan definisi, contoh, dan teorma yang berkaitan dengan 

keterbagian berdasarkan Niven dkk. (1991) dan Muhsetyo (1995). 

 

Definisi 2.5.1 (Keterbagian) 

Suatu bilangan 𝑏 ∈ ℤ dikatakan habis dibagi oleh 𝑎 ∈ ℤ, jika 

terdapat 𝑥 ∈ ℤ sedemikian sehingga 𝑏 = 𝑎𝑥, dinotasikan dengan 

𝑎|𝑏. 𝑏 tidak habis dibagi 𝑎 dinotasikan dengan 𝑎 ∤ 𝑏. 
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Contoh 2.5.2 

1. 3|30, karena terdapat bilangan bulat 3 sedemikian sehingga 

30 = 3.10. 

2. −5|25, karena terdapat bilangan bulat −5 sedemikian sehingga  

25 = −5.−5. 

3. 3 ∤ 7, karena tidak terdapat bilangan bulat 𝑥 sedemikian sehingga 

7 = 3. 𝑥. 

 

Teorema 2.5.3 

Untuk setiap bilangan bulat 𝑎, 𝑏, dan 𝑐 berlaku: 

1. Jika 𝑎|𝑏, maka 𝑎|𝑏𝑐. 
2. Jika 𝑎|𝑏 dan 𝑏|𝑐, maka 𝑎|𝑐. 
3. Jika 𝑎|𝑏 dan 𝑎|𝑐, maka 𝑎|(𝑏 + 𝑐). 
4. Jika 𝑎|𝑏 dan 𝑎|𝑐, maka 𝑎|(𝑏𝑛 + 𝑐𝑚), ∀𝑛,𝑚 ∈ ℤ. 

5. Jika 𝑎|𝑏 dan 𝑏|𝑎, maka 𝑎 = ±𝑏. 

Bukti: 

1. Diketahui 𝑎|𝑏, berdasarkan Definisi 2.5.1, terdapat 𝑥 ∈ ℤ 

sedemikan sehingga 𝑏 = 𝑎𝑥. Hal ini berarti bahwa 𝑏𝑐 = 𝑎𝑥𝑐 atau 

𝑏𝑐 = 𝑎(𝑥𝑐) sehingga 𝑎|𝑏𝑐. 
2. Diketahui 𝑎|𝑏 dan 𝑏|𝑐, berdasarkan Definisi 2.5.1, terdapat 

𝑥, 𝑦 ∈ ℤ sedemikan sehingga 𝑏 = 𝑎𝑥 dan 𝑐 = 𝑏𝑦. 

 𝑐 = 𝑏𝑦 

 𝑐 = (𝑎𝑥)𝑦 

𝑐 = 𝑎(𝑥𝑦), sehingga 𝑎|𝑐. 
3. Diketahui 𝑎|𝑏 dan 𝑎|𝑐, berdasarkan Definisi 2.5.1, terdapat 

𝑥, 𝑦 ∈ ℤ sedemikan sehingga 𝑏 = 𝑎𝑥 dan 𝑐 = 𝑎𝑦. 

 𝑏 + 𝑐 = 𝑎𝑥 + 𝑎𝑦 

𝑏 + 𝑐 = 𝑎(𝑥 + 𝑦), sehingga 𝑎|(𝑏 + 𝑐). 
4. Diketahui 𝑎|𝑏 dan 𝑎|𝑐, berdasarkan Definisi 2.5.1, terdapat 

𝑥, 𝑦 ∈ ℤ sedemikan sehingga 𝑏 = 𝑎𝑥 dan 𝑐 = 𝑎𝑦. 

 𝑏𝑛 + 𝑐𝑚 = (𝑎𝑥)𝑛 + (𝑎𝑦)𝑚 

𝑏𝑛 + 𝑐𝑚 = 𝑎(𝑥𝑛) + 𝑎(𝑦𝑚) 
𝑏𝑛 + 𝑐𝑚 = 𝑎(𝑥𝑛 + 𝑦𝑚), sehingga 𝑎|(𝑏𝑛 + 𝑦𝑚). 

5. Diketahui 𝑎|𝑏 dan 𝑏|𝑎, berdasarkan Definisi 2.5.1, terdapat 

𝑥, 𝑦 ∈ ℤ sedemikan sehingga 𝑏 = 𝑎𝑥 dan 𝑎 = 𝑏𝑦. 

 𝑏 = 𝑎𝑥 

 𝑏 = (𝑏𝑦)𝑥 

 𝑏 = 𝑏(𝑦𝑥) 
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 𝑏 = (𝑦𝑥)𝑏 

 1. 𝑏 = (𝑦𝑥). 𝑏, 

sehingga 𝑦𝑥 = 1. Dengan demikian, karena 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ dan 𝑦𝑥 = 1, 

maka diperoleh 𝑥 = 𝑦 = −1 atau 𝑥 = 𝑦 = 1. Jika 𝑥 = 𝑦 = −1, 

maka 𝑎 = −𝑏. Jika 𝑥 = 𝑦 = 1, maka 𝑎 = 𝑏. ∎ 

 

Contoh 2.5.4 

1. Jika 3|6, maka 3|6.4, karena terdapat bilangan bulat 8 sedimikian 

sehingga 6.4 = 24 = 3.8. 

2. Jika 2|4 dan 4|36, maka 2|36, karena terdapat bilangan bulat 18 

sedimikian sehingga 36 = 2.18. 

3. Jika −3|9 dan −3|27, maka −3|(9 + 27), karena terdapat 

bilangan bulat −12 sedimikian sehingga 

 9 + 27 = 36 = −3.−12. 

4. Jika 4|8 dan 4|12, maka 4|(8.2 + 12.3), karena terdapat bilangan 

bulat 13 sedimikian sehingga 8.2 + 12.3 = 52 = 4.13. 

5. Jika 6| − 6 , maka terdapat bilangan bulat −1 sedemikian 

sehingga −6 = 6.−1 dan −6|6, maka maka terdapat bilangan 

bulat −1 sedemikian sehingga 6 = −6.−1. Sehingga  

6 = −(−6) = 6. 

 

2.6 Faktor Persekutuan Terbesar (FPB) 

Dalam matematika, faktor perdekutuan terbersar (fpb) dari dua 

bilangan adalah bilangan bulat positif terbesar yang dapat membagi 

habis dua bilangan tersebut. Berikut diberikan definisi dan contoh 

faktor persekutuan terbesar (fpb) berdasarkan Munir (2004). 

 

Definisi 2.6.1 (Faktor Persekutuan Terbesar) 

Misalkan 𝑎 dan 𝑏 merupakan bilangan bulat tidak nol. Faktor 

persekutuan terbesar (fpb) dari 𝑎 dan 𝑏 adalah bilangan bulat 

terbesar 𝑐 sedemikian sehingga 𝑐|𝑎 dan 𝑐|𝑏 dan dinotasikan dengan 

FPB(𝑎, 𝑏) = 𝑐. 
 

Contoh 2.6.2 

Faktor pembagi 45: 1,3,5,9,15,45. 
Faktor pembagi 36: 1,2,3,4,9,12,18,38. 

Sehingga FPB(45,36) = 9. 
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2.7 Relatif Prima 

Salah satu sifat pada bilangan bulat yaitu relatif prima. Berikut 

diberikan definisi dan contoh bilangan relatif prima berdasarkan 

Munir (2004). 

 

Definisi 2.7.1 

Dua bilangan  bulat 𝑎 dan 𝑏 dikatakan relatif prima jika 

FPB(𝑎, 𝑏) = 1 atau dapat dinotasikan dengan (𝑎, 𝑏) = 1. 

 

Contoh 2.7.2 

Jika diambil 𝑎 = 20 dan 𝑏 = 3, maka 20 dan 3 relatif prima, karena 

FPB(20,3) = 1 

 

2.8 Aritmetika Modulo 

Dalam matematika operasi modulo atau modulus adalah 

sebuah operasi yang menghasilkan  sisa pembagian dari suatu 

bilangan terhadap bilangan lainnya. Berikut diberikan definisi dan 

contoh yang berkaitan dengan aritmetika modulo berdasarkan Munir 

(2004). 

 

Definisi 2.8.1 (Operasi Modulo) 

Misalkan 𝑎 adalah bilangan bulat dan 𝑚 > 0 merupakan bilanagn 

bulat. Operasi 𝑎 (𝑚𝑜𝑑 𝑚) memberikan sisa jika 𝑎 dibagi dengan 𝑚. 

Notasi 𝑎 (𝑚𝑜𝑑 𝑚) = 𝑟, dapat dinyatakan dengan 𝑎 = 𝑚𝑞 + 𝑟, untuk 

suatu 𝑞, 𝑟 ∈ ℤ dan 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑚. Bilangan 𝑚 disebut modulo, hasil 

aritmetika modulo 𝑚 terletak dalam himpunan {0̅, 1̅, 2̅, 3̅, … ,𝑚 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ }. 
 

Contoh 2.8.2 

1. 23 (𝑚𝑜𝑑 5) = 3 dapat dinyatakan  dengan 23 = 5.4 + 3. 

2. 0 (𝑚𝑜𝑑 12) = 0 dapat dinyatakan dengan 0 = 12.0 + 0. 

3. −41 (𝑚𝑜𝑑 9) = 4 dapat dinyatakan dengan −41 = 9.−5 + 4. 

4. 36 (𝑚𝑜𝑑 12) = 0 dapat dinyatakan dengan 36 = 12.3 + 0. 

 

2.9 Kongruensi 

Kongruensi  merupakan kelanjutan pada konsep keterbagian, 

dan didefinisikan berdasarkan konsep keterbagian. Berikut diberikan 
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definisi dan contoh yang berkaitan dengan kongruensi berdasarkan 

Munir (2004). 

 

Definisi 2.9.1 (Kongruen) 

Misalkan 𝑎, 𝑏,  dan 𝑚 merupakan bilangan bulat dengan 𝑚 > 0. Jika 

𝑚|(𝑎 − 𝑏), maka 𝑎 ≡ 𝑏 (𝑚𝑜𝑑 𝑚). Jika 𝑎 tidak kongruen dengan 𝑏 

dalam modulo 𝑚, maka dinotasikan 𝑎 ≢ 𝑏(𝑚𝑜𝑑 𝑚). Kekongruenan 

𝑎 ≡ 𝑏 (𝑚𝑜𝑑 𝑚) dapat juga dinyatakan dalam hubungan 

𝑎 = 𝑏 + 𝑘𝑚, dengan 𝑘 merupakan bilangan bulat. 

 

Contoh 2.9.2 

1. 17 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 3), karena 3|(17 − 2). 
2. −7 ≡ 15 (𝑚𝑜𝑑 11), karena 11|(−7 − 15). 
3. 12 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 7), karena 7 ∤ (12 − 2). 
 

Teorema 2.9.3 

Misalkan 𝑎, 𝑏,  dan 𝑚 merupakan bilangan bulat dengan 𝑚 > 0. Jika 

𝑎 ≡ 𝑏 (𝑚𝑜𝑑 𝑚) dan 𝑐 adalah sembarang bilangan bulat, maka: 

1. (𝑎 + 𝑐) ≡ (𝑏 + 𝑐)(𝑚𝑜𝑑 𝑚). 
2. 𝑎𝑐 ≡ 𝑏𝑐(𝑚𝑜𝑑 𝑚). 
Bukti: 

1. Diketahui 𝑎 ≡ 𝑏 (𝑚𝑜𝑑 𝑚), berdasarkan Definisi 2.9.1 berarti, 

 𝑎 = 𝑏 + 𝑘𝑚 

 𝑎 + 𝑐 = 𝑏 + 𝑘𝑚 + 𝑐 
(𝑎 + 𝑐) = (𝑏 + 𝑐) + 𝑘𝑚, sehingga (𝑎 + 𝑐) ≡ (𝑏 + 𝑐)(𝑚𝑜𝑑 𝑚). 

2. Diketahui 𝑎 ≡ 𝑏 (𝑚𝑜𝑑 𝑚), berdasarkan Definisi 2.9.1 berarti, 

 𝑎 = 𝑏 + 𝑘𝑚 

 𝑎 − 𝑏 = 𝑘𝑚 

 (𝑎 − 𝑏)𝑐 = (𝑘𝑚)𝑐 
 𝑎𝑐 − 𝑏𝑐 = (𝑐𝑘)𝑚 

 𝑎𝑐 = 𝑏𝑐 + 𝑥𝑚, sehingga 𝑎𝑐 ≡ 𝑏𝑐(𝑚𝑜𝑑 𝑚). ∎ 

 

Contoh 2.9.4 

1. Jika 17 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 3), maka 

17 + 5 ≡ 2 + 5 (𝑚𝑜𝑑 3) ⇔ 22 ≡ 7(𝑚𝑜𝑑 3). 
2. Jika 17 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 3), maka 

17.5 ≡ 2.5 (𝑚𝑜𝑑 3) ⇔ 85 ≡ 10(𝑚𝑜𝑑 3). 
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Teorema 2.9.5 

Misalkan 𝑎, 𝑏,  dan 𝑚 merupakan bilangan bulat dengan 𝑚 > 0. Jika 

𝑎 ≡ 𝑏 (𝑚𝑜𝑑 𝑚) dan 𝑐 ≡ 𝑑 (𝑚𝑜𝑑 𝑚), maka: 

1. (𝑎 + 𝑐) ≡ (𝑏 + 𝑑)(𝑚𝑜𝑑 𝑚). 
2. 𝑎𝑐 ≡ 𝑏𝑑(𝑚𝑜𝑑 𝑚). 
Bukti: 

1. Diketahui 𝑎 ≡ 𝑏 (𝑚𝑜𝑑 𝑚) dan 𝑐 ≡ 𝑑 (𝑚𝑜𝑑 𝑚), berdasarkan 

Definisi 2.9.1 berarti 𝑎 = 𝑏 + 𝑘1𝑚 dan 𝑐 = 𝑑 + 𝑘2𝑚. 
(𝑎 + 𝑐) =  𝑏 + 𝑘1𝑚+  𝑑 + 𝑘2𝑚 

(𝑎 + 𝑐) = ( 𝑏 + 𝑑) + 𝑘1𝑚+ 𝑘2𝑚 
(𝑎 + 𝑐) = ( 𝑏 + 𝑑) + (𝑘1 + 𝑘2)𝑚 

(𝑎 + 𝑐) = ( 𝑏 + 𝑑) + 𝑘𝑚, 𝑘 = 𝑘1 + 𝑘2, sehingga  
(𝑎 + 𝑐) ≡ (𝑏 + 𝑑)(𝑚𝑜𝑑 𝑚). 

2. Diketahui 𝑎 ≡ 𝑏 (𝑚𝑜𝑑 𝑚) dan 𝑐 ≡ 𝑑 (𝑚𝑜𝑑 𝑚), berdasarkan 

Definisi 2.9.1 berarti 𝑎 = 𝑏 + 𝑘1𝑚 dan 𝑐 = 𝑑 + 𝑘2𝑚. 
(𝑎. 𝑐) = (𝑏 + 𝑘1𝑚). (𝑑 + 𝑘2𝑚) 
(𝑎. 𝑐) = ( 𝑏. 𝑑) + 𝑑𝑘1𝑚+ 𝑑𝑘2𝑚+ 𝑘1𝑚. 𝑘2𝑚 
(𝑎. 𝑐) = ( 𝑏. 𝑑) + 𝑘𝑚, 𝑘 = 𝑑𝑘1𝑚+ 𝑑𝑘2𝑚+ 𝑘1𝑚. 𝑘2𝑚, 

sehingga (𝑎𝑐) ≡ (𝑏𝑑)(𝑚𝑜𝑑 𝑚). ∎ 

 

Contoh 2.9.6 

1. Jika 17 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 3) dan 10 ≡ 4 (𝑚𝑜𝑑 3), maka 

17 + 10 ≡ 2 + 4 (𝑚𝑜𝑑 3) ⇔ 27 ≡ 6(𝑚𝑜𝑑 3). 
2. Jika 17 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 3) dan 10 ≡ 4 (𝑚𝑜𝑑 3), maka 

17.10 ≡ 2.4 (𝑚𝑜𝑑 3) ⇔ 170 ≡ 8(𝑚𝑜𝑑 3). 
 

2.10 Grupoid ℤ𝒏(�̅�, �̅�) 

Salah satu jenis struktur aljabar adalah grupoid. Salah satu 

jenis grupoid yaitu grupoid ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�) yang akan berkaitan dengan 

pembahasan dalam skripsi ini. Berikut diberikan definisi dan contoh 

pada grupoid ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�) berdasarkan Kandasmy (2001). 

 

Definisi 2.10.1 (Grupoid ℤ𝒏(�̅�, �̅�)) 
Misalkan ℤ𝑛 = {0̅, 1̅, 2̅, 3̅, …, 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅}, 𝑛 ≥ 3̅. Grupoid (ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�),∗) 
merupakan grupoid dengan operasi biner ∗ yang didefinisikan 

sebagai berikut. ∀�̅�, �̅� ∈ ℤ𝑛 berlaku �̅� ∗ �̅� ≡ 𝑡𝑎̅̅̅ + 𝑢𝑏̅̅̅̅  (𝑚𝑜𝑑 𝑛) 
dengan 𝑡̅, �̅� ∈ ℤ𝑛. Grupoid (ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�),∗) dinotasikan dengan ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�). 
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Contoh 2.10.2 

Diberikan himpunan ℤ6 = {0,̅ 1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅}. Akan ditunjukkan 

ℤ6(2̅, 3̅) merupakan grupoid. 

Bukti: 

Untuk membuktikan ℤ6(2̅, 3̅) merupakan grupoid perhatikan tabel di 

bawah berikut. 

 

Tabel 2.8 Hasil operasi biner ∗ pada ℤ6(2̅, 3̅) 
�̅� �̅� �̅� ∗ �̅� ≡ 𝒕𝒂̅̅ ̅ + 𝒖𝒃̅̅ ̅̅  (𝒎𝒐𝒅 𝒏) 

0̅ 

 

0̅ 0̅ ∗ 0̅ ≡ 2̅ ⋅ 0̅ + 3̅ ⋅ 0̅ (𝑚𝑜𝑑 6) = 0̅ 

1̅ 0̅ ∗ 1̅ ≡ 2̅ ⋅ 0̅ + 3̅ ⋅ 1̅ (𝑚𝑜𝑑 6) = 3̅ 

2̅ 0̅ ∗ 2̅ ≡ 2̅ ⋅ 0̅ + 3̅ ⋅ 2 ̅(𝑚𝑜𝑑 6) = 0̅ 

3̅ 0̅ ∗ 3̅ ≡ 2̅ ⋅ 0̅ + 3̅ ⋅ 3̅ (𝑚𝑜𝑑 6) = 3̅ 

4̅ 0̅ ∗ 4̅ ≡ 2̅ ⋅ 0̅ + 3̅ ⋅ 4 ̅(𝑚𝑜𝑑 6) = 0̅ 

5̅ 0̅ ∗ 5̅ ≡ 2̅ ⋅ 0̅ + 3̅ ⋅ 5̅ (𝑚𝑜𝑑 6) = 3̅ 

1̅ 

0̅ 1̅ ∗ 0̅ ≡ 2̅ ⋅ 1̅ + 3̅ ⋅ 0 ̅(𝑚𝑜𝑑 6) = 2̅ 

1̅ 1̅ ∗ 1̅ ≡ 2̅ ⋅ 1̅ + 3̅ ⋅ 1 ̅(𝑚𝑜𝑑 6) = 5̅ 

2̅ 1̅ ∗ 2̅ ≡ 2̅ ⋅ 1̅ + 3̅ ⋅ 2̅ (𝑚𝑜𝑑 6) = 2̅ 

3̅ 1̅ ∗ 3̅ ≡ 2̅ ⋅ 1̅ + 3̅ ⋅ 3̅ (𝑚𝑜𝑑 6) = 5̅ 

4̅ 1̅ ∗ 4̅ ≡ 2̅ ⋅ 1̅ + 3̅ ⋅ 4̅ (𝑚𝑜𝑑 6) = 2̅ 

5̅ 1̅ ∗ 5̅ ≡ 2̅ ⋅ 1̅ + 3̅ ⋅ 5̅ (𝑚𝑜𝑑 6) = 5̅ 

2̅ 

0̅ 2̅ ∗ 0̅ ≡ 2̅ ⋅ 2̅ + 3̅ ⋅ 0̅ (𝑚𝑜𝑑 6) = 4̅ 

1̅ 2̅ ∗ 1̅ ≡ 2̅ ⋅ 2̅ + 3̅ ⋅ 1̅ (𝑚𝑜𝑑 6) = 1̅ 

2̅ 2̅ ∗ 2̅ ≡ 2̅ ⋅ 2̅ + 3̅ ⋅ 2̅ (𝑚𝑜𝑑 6) = 4̅ 

3̅ 2̅ ∗ 3̅ ≡ 2̅ ⋅ 2̅ + 3̅ ⋅ 3̅ (𝑚𝑜𝑑 6) = 1̅ 

4̅ 2̅ ∗ 4̅ ≡ 2̅ ⋅ 2̅ + 3̅ ⋅ 4̅ (𝑚𝑜𝑑 6) = 4̅ 

5̅ 2̅ ∗ 5̅ ≡ 2̅ ⋅ 2̅ + 3̅ ⋅ 5̅ (𝑚𝑜𝑑 6) = 1̅ 

3̅ 

0̅ 3̅ ∗ 0̅ ≡ 2̅ ⋅ 3̅ + 3̅ ⋅ 0̅ (𝑚𝑜𝑑 6) = 0̅ 

1̅ 3̅ ∗ 1̅ ≡ 2̅ ⋅ 3̅ + 3̅ ⋅ 1̅ (𝑚𝑜𝑑 6) = 3̅ 

2̅ 3̅ ∗ 2̅ ≡ 2̅ ⋅ 3̅ + 3̅ ⋅ 2̅ (𝑚𝑜𝑑 6) = 0̅ 

3̅ 3̅ ∗ 3̅ ≡ 2̅ ⋅ 3̅ + 3̅ ⋅ 3̅ (𝑚𝑜𝑑 6) = 3̅ 

4̅ 3̅ ∗ 4̅ ≡ 2̅ ⋅ 3̅ + 3̅ ⋅ 4̅ (𝑚𝑜𝑑 6) = 0̅ 

5̅ 3̅ ∗ 5̅ ≡ 2̅ ⋅ 3̅ + 3̅ ⋅ 5̅ (𝑚𝑜𝑑 6) = 3̅ 
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�̅� �̅� �̅� ∗ �̅� ≡ 𝒕𝒂̅̅ ̅ + 𝒖𝒃̅̅ ̅̅  (𝒎𝒐𝒅 𝒏) 

4̅ 

0̅ 4̅ ∗ 0̅ ≡ 2̅ ⋅ 4̅ + 3̅ ⋅ 0̅ (𝑚𝑜𝑑 6) = 2̅ 

1̅ 4̅ ∗ 1̅ ≡ 2̅ ⋅ 4̅ + 3̅ ⋅ 1̅ (𝑚𝑜𝑑 6) = 5̅ 

2̅ 4̅ ∗ 2̅ ≡ 2̅ ⋅ 4̅ + 3̅ ⋅ 2̅ (𝑚𝑜𝑑 6) = 2̅ 

3̅ 4̅ ∗ 3̅ ≡ 2̅ ⋅ 4̅ + 3̅ ⋅ 3̅ (𝑚𝑜𝑑 6) = 5̅ 

4̅ 4̅ ∗ 4̅ ≡ 2̅ ⋅ 4̅ + 3̅ ⋅ 4̅ (𝑚𝑜𝑑 6) = 2̅ 

5̅ 4̅ ∗ 5̅ ≡ 2̅ ⋅ 4̅ + 3̅ ⋅ 5̅ (𝑚𝑜𝑑 6) = 5̅ 

5̅ 

0̅ 5̅ ∗ 0̅ ≡ 2̅ ⋅ 5̅ + 3̅ ⋅ 0 ̅(𝑚𝑜𝑑 6) = 4̅ 

1̅ 5̅ ∗ 1̅ ≡ 2̅ ⋅ 5̅ + 3̅ ⋅ 1̅ (𝑚𝑜𝑑 6) = 1̅ 

2̅ 5̅ ∗ 2̅ ≡ 2̅ ⋅ 5̅ + 3̅ ⋅ 2̅ (𝑚𝑜𝑑 6) = 4̅ 

3̅ 5̅ ∗ 3̅ ≡ 2̅ ⋅ 5̅ + 3̅ ⋅ 3̅ (𝑚𝑜𝑑 6) = 1̅ 

4̅ 5̅ ∗ 4̅ ≡ 2̅ ⋅ 5̅ + 3̅ ⋅ 4̅ (𝑚𝑜𝑑 6) = 4̅ 

5̅ 5̅ ∗ 5̅ ≡ 2̅ ⋅ 5̅ + 3̅ ⋅ 5̅ (𝑚𝑜𝑑 6) = 1̅ 

 

Berdasarkan Tabel 2.8, maka pada ℤ6(2̅, 3̅) berlaku hukum tertutup, 

karena hasil operasi biner pada ℤ6(2̅, 3̅) juga merupakan anggota 

pada ℤ6(2̅, 3̅), sehingga ℤ6(2̅, 3̅) merupakan grupoid. ∎ 

 

Teorema 2.10.3 

Grupoid ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�) merupakan semigrup jika dan hanya jika  

𝑡̅2 ≡ 𝑡̅(𝑚𝑜𝑑 𝑛), �̅�2 ≡ �̅�(𝑚𝑜𝑑 𝑛) dengan 𝑡̅, �̅� ∈ ℤ𝑛\{0̅} dan 
(𝑡, 𝑢) =1. 

Bukti: 

(⇒) Diketahui grupoid ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�) merupakan semigrup. Akan 

ditunjukkan bahwa 𝑡̅2 ≡ 𝑡̅(𝑚𝑜𝑑 𝑛), �̅�2 ≡ �̅�(𝑚𝑜𝑑 𝑛) dengan 

𝑡̅, �̅� ∈ ℤ𝑛\{0} dan (𝑡, 𝑢) =1. 

Karena ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�) merupakan semigrup, sehingga berlaku hukum 

asosiatif. 

�̅� ∗ (�̅� ∗ 𝑐̅) = (�̅� ∗ �̅�) ∗ 𝑐̅ 

𝑡𝑎̅̅̅ + 𝑢𝑡𝑏̅̅ ̅̅ ̅ + 𝑢2𝑐̅̅ ̅̅ ̅(𝑚𝑜𝑑 𝑛) = 𝑡2𝑎̅̅ ̅̅̅ + 𝑢𝑡𝑏̅̅ ̅̅ ̅ + 𝑢𝑐̅̅ ̅(𝑚𝑜𝑑 𝑛) 
(𝑡̅ − 𝑡̅2)�̅� + (�̅�2 − �̅�)𝑐̅(𝑚𝑜𝑑 𝑛) = 0̅(𝑚𝑜𝑑 𝑛). 
Dengan demikian didapat 𝑡̅2 ≡ 𝑡̅(𝑚𝑜𝑑 𝑛) dan �̅�2 ≡ �̅�(𝑚𝑜𝑑 𝑛). 
 

(⇐) Diketahui 𝑡̅2 ≡ 𝑡̅(𝑚𝑜𝑑 𝑛), �̅�2 ≡ �̅�(𝑚𝑜𝑑 𝑛) dengan 

𝑡̅, �̅� ∈ ℤ𝑛\{0̅} dan (𝑡, 𝑢) =1. Akan ditunjukkan bahwa grupoid 

ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�) merupakan semigrup. 
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Misalkan diambil �̅�, �̅�, 𝑐̅ ∈ 𝑀. Akan ditunjukkan 

(�̅� ∗ �̅�) ∗ 𝑐̅ = �̅� ∗ (�̅� ∗ 𝑐̅). 

(�̅� ∗ �̅�) ∗ 𝑐̅ ≡ (𝑡̅�̅� + �̅��̅�)(𝑚𝑜𝑑 𝑛) ∗ 𝑐̅ 

  ≡ 𝑡2𝑎̅̅ ̅̅̅ + 𝑢𝑡𝑏̅̅ ̅̅ ̅ + 𝑢𝑐̅̅ ̅(𝑚𝑜𝑑 𝑛) 
  ≡ 𝑡𝑎̅̅̅ + 𝑢𝑡𝑏̅̅ ̅̅ ̅ + 𝑢𝑐̅̅ ̅(𝑚𝑜𝑑 𝑛), karena 𝑡̅2 ≡ 𝑡̅(𝑚𝑜𝑑 𝑛). 
�̅� ∗ (�̅� ∗ 𝑐̅) ≡ �̅� ∗ (𝑡̅�̅� + �̅�𝑐̅)(𝑚𝑜𝑑 𝑛) 

  ≡ 𝑡𝑎̅̅̅ + 𝑢𝑡𝑏̅̅ ̅̅ ̅ + 𝑢2𝑐̅̅ ̅̅ ̅(𝑚𝑜𝑑 𝑛) 
  ≡ 𝑡𝑎̅̅̅ + 𝑢𝑡𝑏̅̅ ̅̅ ̅ + 𝑢𝑐̅̅ ̅(𝑚𝑜𝑑 𝑛), karena �̅�2 ≡ �̅�(𝑚𝑜𝑑 𝑛). 
Berdasarkan uraian di atas maka terbukti grupoid ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�) 
memenuhi aksioma asosiatif, sehingga grupoid ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�) 
merupakan semigrup. ∎ 

 

Contoh 2.10.4 

Diberikan ℤ6 = {0,̅ 1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅}. Akan ditunjukkan grupoid ℤ6(3̅, 4̅) 
merupakan semigrup. 

Bukti: 

Pada grupoid ℤ6(3̅, 4̅), 3̅2 ≡ 3̅(𝑚𝑜𝑑 6), 4̅2 ≡ 4̅(𝑚𝑜𝑑 6), dan 

(3,4) = 1. Untuk mempermudah dalam membuktikan grupoid 

ℤ6(3̅, 4̅) merupakan semigrup, perhatikan hasil operasi biner ∗ pada 

ℤ6(3̅, 4̅) pada tabel berikut.  

 

Tabel 2.9 Hasil operasi biner ∗ pada ℤ6(3̅, 4̅) 
∗ �̅� �̅� �̅� �̅� �̅� �̅� 

�̅� 0̅ 4̅ 2̅ 0̅ 4̅ 2̅ 

�̅� 3̅ 1̅ 5̅ 3̅ 1̅ 5̅ 

�̅� 0̅ 4̅ 2̅ 0̅ 4̅ 2̅ 

�̅� 3̅ 1̅ 5̅ 3̅ 1̅ 5̅ 

�̅� 0̅ 4̅ 2̅ 0̅ 4̅ 2̅ 

�̅� 3̅ 1̅ 5̅ 3̅ 1̅ 5̅ 

 

Berdasarkan Tabel 2.9, berlaku aksioma asosiatif yaitu  

∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ6, (�̅� ∗ �̅�) ∗ 𝑐̅ = �̅� ∗ (�̅� ∗ 𝑐̅). ∎ 

 

2.11 Elemen Idempoten 

Pembahasan elemen di dalam suatu struktur aljabar juga 

merupakan suatu hal yang penting untuk dilakukan penelitian. 
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Elemen di dalam suatu struktur aljabar dapat memenuhi sifat 

tertentu, misalnya elemen idempoten. Berikut diberikan definisi dan 

contoh elemen idempoten berdasarkan Andari (2015). 

 

Definisi 2.11.1 (Elemen Idempoten) 

Misalkan (𝐺,∗) struktur aljabar dan 𝑎 ∈ 𝐺. Elemen 𝑎 disebut 

idempoten jika dan hanya jika 𝑎 ∗ 𝑎 = 𝑎. 

 

Contoh 2.11.2 

Diberikan grupoid (ℤ2 × ℤ3, +). Operasi biner + pada ℤ2 × ℤ3 

didefinisikan sebagai berikut. 

∀(�̅�, �̅�), (𝑐̅, �̅�) ∈ ℤ2 × ℤ3, 

 (�̅�, �̅�) + (𝑐̅, �̅�) = (𝑎 + 𝑐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅,  𝑏 + 𝑑̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 

Akan ditentukan elemen idempoten pada (ℤ2 × ℤ3, +). 
Bukti: 

Untuk mempermudah dalam menentukan elemen idempoten pada 

(ℤ2 × ℤ3, +), diberikan tabel hasil operasi biner berikut. 

 

Tabel 2.10 Hasil operasi biner penjumlahan pada ℤ2 × ℤ3 

+ (�̅�, �̅�) (�̅�, �̅�) (�̅�, �̅�) (�̅�, �̅�) (�̅�, �̅�) (�̅�, �̅�) 

(�̅�, �̅�) (0̅, 0̅) (0̅, 1̅) (0̅, 2̅) (1̅, 0̅) (1̅, 1̅) (1̅, 2̅) 

(�̅�, �̅�) (0̅, 1̅) (0̅, 2̅) (0̅, 0̅) (1̅, 1̅) (1̅, 2̅) (1̅, 0̅) 

(�̅�, �̅�) (0̅, 2̅) (0̅, 0̅) (0̅, 1̅) (1̅, 2̅) (1̅, 0̅) (1̅, 1̅) 

(�̅�, �̅�) (1̅, 0̅) (1̅, 1̅) (1̅, 2̅) (0̅, 0̅) (0̅, 1̅) (0̅, 2̅) 

(�̅�, �̅�) (1̅, 1̅) (1̅, 2̅) (1̅, 0̅) (0̅, 1̅) (0̅, 2̅) (0̅, 0̅) 

(�̅�, �̅�) (1̅, 2̅) (1̅, 0̅) (1̅, 1̅) (0̅, 2̅) (0̅, 0̅) (0̅, 1̅) 
 

Berdasarkan Tabel 2.10, ℤ2 × ℤ3 memenuhi aksioma tertutup 

sehingga ℤ2 × ℤ3 merupakan grupoid dan dapat ditentukan elemen 

idempoten pada (ℤ2 × ℤ3, +) yaitu (0̅, 0̅), karena 

(0̅, 0̅) + (0̅, 0̅) = (0̅, 0̅) sesuai dengan Definisi 2.11.1. ∎ 

 

2.12 Elemen Regular/ Von Neumann dan Semigrup Regular/ 

Von Neumann 

 

Elemen di dalam suatu struktur aljabar dapat memenuhi sifat 

tertentu, misalnya elemen regular. Berikut diberikan definisi dan 
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contoh elemen regular berdasarkan Howie (1995) dan Von Neumann 

(1936). 

 

Definisi 2.12.1 (Elemen Regular/ Von Neumann) 

Misalkan 𝑆 merupakan semigrup dan 𝑥 ∈ 𝑆. 𝑥 disebut elemen 

regular jika terdapat 𝑦 ∈ 𝑆, sedemikian sehingga 𝑥 = 𝑥𝑦𝑥. 

 

Contoh 2.12.2 

Diberikan semigrup (ℤ4,⋅) dengan hasil operasi biner dan uraian 

sebagai berikut. 

 

Tabel 2.11 Hasil operasi biner pergandaan pada ℤ4 

⋅ �̅� �̅� �̅� �̅� 

�̅� 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 

�̅� 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 

�̅� 0̅ 2̅ 0̅ 2̅ 

�̅� 0̅ 3̅ 2̅ 1̅ 

 

a. Tertutup. 

Misalkan �̅�, �̅� ∈ ℤ4 dan 𝑘1, 𝑘2 ∈ ℤ, sehingga �̅� = 𝑎 + 4𝑘1  dan 

�̅� = 𝑏 + 4𝑘2. Maka ℤ4 terhadap operasi pergandaan memenuhi 

aksioma tertutup yang ditunjukkan sebagai berikut, 

�̅� ⋅ �̅�  = (𝑎 + 4𝑘1) ⋅ (𝑏 + 4𝑘2) 
 = 𝑎𝑏 + 𝑎4𝑘2 + 4𝑘1𝑏 + 4𝑘14𝑘2 

= 𝑎𝑏 + 4(𝑎𝑘2 + 𝑘1𝑏 + 4𝑘1𝑘2) 
= 𝑎𝑏 + 4(𝑧), misalkan 𝑎𝑘2 + 𝑘1𝑏 + 4𝑘1𝑘2 = 𝑧 ∈ ℤ 

= 𝑎𝑏 + 4𝑧 ∈ ℤ4 

b. Asosiatif. 

Misalkan �̅�, �̅�, 𝑐̅ ∈ ℤ4, 𝑘1, 𝑘2, 𝑘3 ∈ ℤ, sehingga �̅� = 𝑎 + 4𝑘1, 
�̅� = 𝑏 + 4𝑘2 dan 𝑐̅ = 𝑐 + 4𝑘3. Maka ℤ4 terhadap operasi 

pergandaan memenuhi aksioma asosiatif yang ditunjukkan 

sebagai berikut, 

(�̅� ⋅ �̅�) ⋅ 𝑐̅ = ((𝑎 + 4𝑘1) ⋅ (𝑏 + 4𝑘2)) ⋅ (𝑐 + 4𝑘3) 

= (𝑎𝑏 + 𝑎4𝑘2 + 4𝑘1𝑏 + 4𝑘14𝑘2) ⋅ (𝑐 + 4𝑘3) 
= (𝑎𝑏)𝑐 + (𝑎𝑏)4𝑘3 + (𝑎4𝑘2)𝑐 + (𝑎4𝑘2)4𝑘3 + 

(4𝑘1𝑏)𝑐 + (4𝑘1𝑏)4𝑘3 + (4𝑘14𝑘2)𝑐 + 
(4𝑘14𝑘2)4𝑘3 
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= (𝑎𝑏)𝑐 + 𝑎(𝑏4𝑘3) + 𝑎(4𝑘2𝑐) + 𝑎(4𝑘24𝑘3) + 
(4𝑘1)𝑏𝑐 + 4𝑘1(𝑏4𝑘3) + 4𝑘1(4𝑘2𝑐) + 

4𝑘1(4𝑘24𝑘3) 
= (𝑎 + 4𝑘1) ⋅ (𝑏𝑐 +  𝑏4𝑘3 + 4𝑘2𝑐 + 4𝑘24𝑘3 

= (𝑎 + 4𝑘1) ⋅ ((𝑏 + 4𝑘2) ⋅ (𝑐 + 4𝑘3)) 

= �̅� ⋅ (�̅� ⋅ 𝑐̅). 

Akan ditentukan elemen regular pada (ℤ4,⋅). 
Bukti: 

Untuk mempermudah dalam menentukan elemen regular pada 

(ℤ4,⋅), maka diberikan  tabel berikut. 

 

Tabel 2.12 Hasil operasi syarat elemen regular pada (ℤ4,⋅) 
�̅� �̅� �̅� ⋅ �̅� ⋅ �̅� 

0̅ 1̅ 0̅ ⋅ 1̅ ⋅ 0̅ = 0̅ 

1̅ 1̅ 1̅ ⋅ 1̅ ⋅ 1̅ = 1̅ 

2̅ - - 

3̅ 3̅ 3̅ ⋅ 3̅ ⋅ 3̅ = 3̅ 

 

Berdasarkan Tabel 2.12, maka elemen regular pada (ℤ4,⋅) adalah 

0̅, 1̅, dan 3̅, karena pada elemen tersebut berlaku syarat elemen 

regular. ∎ 

 

Definisi 2.12.3 (Semigrup Regular/ Von Neumann) 

Misalkan 𝑆 merupakan semigrup. 𝑆 dikatakan semigrup regular/ 

Von Neumann jika dan hanya jika setiap elemen pada 𝑆 merupakan 

elemen regular. 

 

Contoh 2.12.4 

Diberikan semigrup (ℤ5,⋅) hasil operasi biner dan uraian sebagai 

berikut. 

 

Tabel 2.13 Hasil operasi pergandaan pada ℤ5 

⋅ �̅� �̅� �̅� �̅� �̅� 

�̅� 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 

�̅� 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 

�̅� 0̅ 2̅ 4̅ 1̅ 3̅ 
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⋅ �̅� �̅� �̅� �̅� �̅� 

�̅� 0̅ 3̅ 1̅ 4̅ 2̅ 

�̅� 0̅ 4̅ 3̅ 2̅ 1̅ 

 

a. Tertutup. 

Misalkan �̅�, �̅� ∈ ℤ5 dan 𝑘1, 𝑘2 ∈ ℤ, sehingga �̅� = 𝑎 + 5𝑘1  dan 

�̅� = 𝑏 + 5𝑘2. Maka ℤ5 terhadap operasi pergandaan memenuhi 

aksioma tertutup yang ditunjukkan sebagai berikut, 

�̅� ⋅ �̅�  = (𝑎 + 5𝑘1) ⋅ (𝑏 + 5𝑘2) 
= 𝑎𝑏 + 𝑎5𝑘2 + 5𝑘1𝑏 + 5𝑘15𝑘2 

= 𝑎𝑏 + 5(𝑎𝑘2 + 𝑘1𝑏 + 5𝑘1𝑘2) 
= 𝑎𝑏 + 5(𝑧), misalkan 𝑎𝑘2 + 𝑘1𝑏 + 5𝑘1𝑘2 = 𝑧 ∈ ℤ 

= 𝑎𝑏 + 5𝑧 ∈ ℤ5 

b. Asosiatif. 

Misalkan �̅�, �̅�, 𝑐̅ ∈ ℤ5, 𝑘1, 𝑘2, 𝑘3 ∈ ℤ, sehingga �̅� = 𝑎 + 5𝑘1, 
�̅� = 𝑏 + 5𝑘2 dan 𝑐̅ = 𝑐 + 5𝑘3. Maka ℤ5 terhadap operasi 

pergandaan memenuhi aksioma asosiatif yang ditunjukkan 

sebagai berikut, 

(�̅� ⋅ �̅�) ⋅ 𝑐̅ = ((𝑎 + 5𝑘1) ⋅ (𝑏 + 5𝑘2)) ⋅ (𝑐 + 5𝑘3) 

= (𝑎𝑏 + 𝑎5𝑘2 + 5𝑘1𝑏 + 5𝑘15𝑘2) ⋅ (𝑐 + 5𝑘3) 
= (𝑎𝑏)𝑐 + (𝑎𝑏)5𝑘3 + (𝑎5𝑘2)𝑐 + (𝑎5𝑘2)5𝑘3 + 
(5𝑘1𝑏)𝑐 + (5𝑘1𝑏)5𝑘3 + (5𝑘15𝑘2)𝑐 + 

(5𝑘15𝑘2)5𝑘3 
= (𝑎𝑏)𝑐 + 𝑎(𝑏5𝑘3) + 𝑎(5𝑘2𝑐) + 𝑎(5𝑘25𝑘3) + 

(5𝑘1)𝑏𝑐 + 5𝑘1(𝑏5𝑘3) + 5𝑘1(5𝑘2𝑐) + 

5𝑘1(5𝑘25𝑘3) 
= (𝑎 + 5𝑘1) ⋅ (𝑏𝑐 +  𝑏5𝑘3 + 5𝑘2𝑐 + 5𝑘25𝑘3 

= (𝑎 + 5𝑘1) ⋅ ((𝑏 + 5𝑘2) ⋅ (𝑐 + 5𝑘3)) 

= �̅� ⋅ (�̅� ⋅ 𝑐̅). 

Akan ditunjukkan (ℤ5,⋅) merupakan semigrup regular/ Von 

Neumann. 

Bukti: 

Untuk mempermudah dalam menunjukkan (ℤ5,⋅) merupakan 

semigrup regular/ Von Neumann, maka diberikan tabel berikut. 
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Tabel 2.14 Hasil operasi syarat elemen regular pada (ℤ5,⋅) 
�̅� �̅� �̅� ⋅ �̅� ⋅ �̅� 

0̅ 1̅ 0̅ ⋅ 1̅ ⋅ 0̅ = 0̅ 

1̅ 1̅ 1̅ ⋅ 1̅ ⋅ 1̅ = 1̅ 

2̅ 3̅ 2̅ ⋅ 3̅ ⋅ 2̅ = 2̅ 

3̅ 2̅ 3̅ ⋅ 2̅ ⋅ 3̅ = 3̅ 

4̅ 4̅ 4̅ ⋅ 4̅ ⋅ 4̅ = 4̅ 

 

Berdasarkan Tabel 2.14, berlaku syarat ∀𝑥 ∈ ℤ5, ∃𝑦 ∈ ℤ5 

sedemikian sehingga 𝑥 = 𝑥𝑦𝑥. Oleh karena itu (ℤ5,⋅) merupakan 

semigrup regular/ Von Neumann. ∎ 

 

2.13 Elemen Commuting Regular dan Semigrup Commuting 

Regular 

Sifat elemen pada struktur aljabar dapat mempengaruhi sifat 

struktur aljabar tersebut. Berikut diberikan definisi dan contoh 

elemen commuting regular berdasarkan Dostie dan Pourfaraj (2007) 

dan semigrup commuting regular berdasarkan Doostie dan Pourfaraj 

(2006). 

 

Definisi 2.13.1 (Elemen Commuting Regular) 

Misalkan 𝑆 semigrup dan 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆. 𝑥 dan 𝑦 merupakan elemen 

commuting regular jika terdapat 𝑧 ∈ 𝑆, berlaku 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥𝑧𝑦𝑥. 

 

Contoh 2.13.2 

Diketahui (ℤ5,⋅) adalah semigrup. Akan ditentukan elemen 

commuting regular pada (ℤ5,⋅). 
Bukti: 

Untuk mempermudah dalam menentukan elemen commuting regular 

pada (ℤ5,⋅), maka diberikan tabel berikut. 

 

Tabel 2.15 Hasil operasi syarat elemen commuting regular pada (ℤ5,⋅) 
�̅� dan �̅� �̅� �̅� ⋅ �̅� �̅� ⋅ �̅� ⋅ �̅� ⋅ �̅� ⋅ �̅� 

0̅ dan 0̅ 1̅ 0̅ ⋅ 0̅ = 0̅ 0̅ ⋅ 0̅ ⋅ 1̅ ⋅ 0̅ ⋅ 0̅ = 0̅ 

0̅ dan 1̅ 1̅ 0̅ ⋅ 1̅ = 0̅ 1̅ ⋅ 0̅ ⋅ 1̅ ⋅ 1̅ ⋅ 0̅ = 0̅ 

0̅ dan 2̅ 1̅ 0̅ ⋅ 2̅ = 0̅ 2̅ ⋅ 0̅ ⋅ 1̅ ⋅ 2̅ ⋅ 0̅ = 0̅ 
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�̅� dan �̅� �̅� �̅� ⋅ �̅� �̅� ⋅ �̅� ⋅ �̅� ⋅ �̅� ⋅ �̅� 

0̅ dan 3̅ 1̅ 0̅ ⋅ 3̅ = 0̅ 3̅ ⋅ 0̅ ⋅ 1̅ ⋅ 3̅ ⋅ 0̅ = 0̅ 
0̅ dan 4̅ 1̅ 0̅ ⋅ 4̅ = 0̅ 4̅ ⋅ 0̅ ⋅ 1̅ ⋅ 4̅ ⋅ 0̅ = 0̅ 
1̅ dan 1̅ 1̅ 1̅ ⋅ 1̅ = 1̅ 1̅ ⋅ 1̅ ⋅ 1̅ ⋅ 1̅ ⋅ 1̅ = 1̅ 
1̅ dan 2̅ 3̅ 1̅ ⋅ 2̅ = 2̅ 2̅ ⋅ 1̅ ⋅ 3̅ ⋅ 2̅ ⋅ 1̅ = 2̅ 
1̅ dan 3̅ 2̅ 1̅ ⋅ 3̅ = 3̅ 3̅ ⋅ 1̅ ⋅ 2̅ ⋅ 3̅ ⋅ 1̅ = 3̅ 
1̅ dan 4̅ 4̅ 1̅ ⋅ 4̅ = 4̅ 4̅ ⋅ 1̅ ⋅ 4̅ ⋅ 4̅ ⋅ 1̅ = 4̅ 
2̅ dan 2̅ 4̅ 2̅ ⋅ 2̅ = 4̅ 2̅ ⋅ 2̅ ⋅ 4̅ ⋅ 2̅ ⋅ 2̅ = 4̅ 
2̅ dan 3̅ 1̅ 2̅ ⋅ 3̅ = 1̅ 3̅ ⋅ 2̅ ⋅ 1̅ ⋅ 3̅ ⋅ 2̅ = 1̅ 

2̅ dan 4̅ 2̅ 2̅ ⋅ 4̅ = 3̅ 4̅ ⋅ 2̅ ⋅ 1̅ ⋅ 4̅ ⋅ 2̅ = 3̅ 
3̅ dan 3̅ 4̅ 3̅ ⋅ 3̅ = 4̅ 3̅ ⋅ 3̅ ⋅ 4̅ ⋅ 3̅ ⋅ 3̅ = 4̅ 
3̅ dan 4̅ 3̅ 3̅ ⋅ 4̅ = 2̅ 4̅ ⋅ 3̅ ⋅ 3̅ ⋅ 4̅ ⋅ 3̅ = 2̅ 

4̅ dan 4̅ 1̅ 4̅ ⋅ 4̅ = 1̅ 4̅ ⋅ 4̅ ⋅ 1̅ ⋅ 4̅ ⋅ 4̅ = 1̅ 
 

Berdasarkan Tabel 2.15 elemen commuting regular pada (ℤ5,⋅) 
adalah semua pasangan �̅�, �̅� ∈ ℤ5, karena ∀�̅�, �̅� ∈ ℤ5, ∃𝑧̅ ∈ ℤ5 

sehingga berlaku �̅� ⋅ �̅� = �̅� ⋅ �̅� ⋅ 𝑧̅ ⋅ �̅� ⋅ �̅�. ∎ 

 

Contoh 2.13.3 

Diberikan himpunan tak kosong ℤ4 = {0̅, 1̅, 2̅, 3̅}. Diketahui (ℤ4,⋅) 
merupakan semigrup. Akan ditentukan elemen commuting regular 

pada (ℤ4,⋅). 
Bukti: 

Untuk mempermudah dalam menentukan elemen commuting regular 

pada (ℤ4,⋅), maka diberikan tabel berikut. 

 

Tabel 2.16 Hasil operasi syarat elemen commuting regular pada (ℤ4,⋅) 
�̅� dan �̅� �̅� �̅� ⋅ �̅� �̅� ⋅ �̅� ⋅ �̅� ⋅ �̅� ⋅ �̅� 

0̅ dan 0̅ 1̅ 0̅ ⋅ 0̅ = 0̅ 0̅ ⋅ 0̅ ⋅ 1̅ ⋅ 0̅ ⋅ 0̅ = 0̅ 

0̅ dan 1̅ 1̅ 0̅ ⋅ 1̅ = 0̅ 1̅ ⋅ 0̅ ⋅ 1̅ ⋅ 1̅ ⋅ 0̅ = 0̅ 

0̅ dan 2̅ 1̅ 0̅ ⋅ 2̅ = 0̅ 2̅ ⋅ 0̅ ⋅ 1̅ ⋅ 2̅ ⋅ 0̅ = 0̅ 
0̅ dan 3̅ 1̅ 0̅ ⋅ 3̅ = 0̅ 3̅ ⋅ 0̅ ⋅ 1̅ ⋅ 3̅ ⋅ 0̅ = 0̅ 

1̅ dan 1̅ 1̅ 1̅ ⋅ 1̅ = 1̅ 1̅ ⋅ 1̅ ⋅ 1̅ ⋅ 1̅ ⋅ 1̅ = 1̅ 
1̅ dan 2̅ − 1̅ ⋅ 2̅ = 2̅ − 

1̅ dan 3̅ 2̅ 1̅ ⋅ 3̅ = 3̅ 3̅ ⋅ 1̅ ⋅ 3̅ ⋅ 3̅ ⋅ 1̅ = 3̅ 
2̅ dan 2̅ 1̅ 2̅ ⋅ 2̅ = 0̅ 2̅ ⋅ 2̅ ⋅ 1̅ ⋅ 2̅ ⋅ 2̅ = 0̅ 
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�̅� dan �̅� �̅� �̅� ⋅ �̅� �̅� ⋅ �̅� ⋅ �̅� ⋅ �̅� ⋅ �̅� 

2̅ dan 3̅ − 2̅ ⋅ 3̅ = 2̅ − 

3̅ dan 3̅ 1̅ 3̅ ⋅ 3̅ = 1̅ 3̅ ⋅ 3̅ ⋅ 1̅ ⋅ 3̅ ⋅ 3̅ = 1̅ 
 

Berdasarkan Tabel 2.16 elemen commuting regular pada (ℤ5,⋅) 
adalah (0̅ dan 0̅), (0̅ dan 1̅), (0̅ dan 2̅), (0̅ dan 3̅), (1̅ dan 1̅), 
(1̅ dan 3̅), (2̅ dan 2̅), (3̅ dan 3̅). ∎ 

 

Definisi 2.13.4 Semigrup Commuting Regular 

Suatu semigrup 𝑆 dikatakan semigrup commuting regular jika dan 

hanya jika ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆, ∃𝑧 ∈ 𝑆 sedemikian sehingga 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥𝑧𝑦𝑥. 

 

Contoh 2.13.5 

Diketahui (ℤ5,⋅) adalah semigrup. Akan ditunjukkan (ℤ5,⋅) 
merupakan semigrup commuting regular. 

Bukti: 

Untuk membuktikan bahwa (ℤ5,⋅) merupakan semigrup commuting 

regular, maka harus dibuktikan ∀�̅�, �̅� ∈ ℤ5, ∃𝑧̅ ∈ ℤ5 sedemikian 

sehingga �̅� ⋅ �̅� = �̅� ⋅ �̅� ⋅ 𝑧̅ ⋅ �̅� ⋅ �̅�. Hasil operasi syarat tersebut dapat 

dilihat pada Tabel 2.8. Berdasarkan Tabel 2.12 elemen commuting 

regular pada (ℤ5,⋅) adalah semua pasangan �̅�, �̅� ∈ 𝑆, karena 

∀�̅�, �̅� ∈ ℤ5, ∃𝑧̅ ∈ ℤ5 berlaku �̅� ⋅ �̅� = �̅� ⋅ �̅� ⋅ 𝑧̅ ⋅ �̅� ⋅ �̅�, sehingga (ℤ5,⋅) 
merupakan semigrup commuting regular. ∎ 
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BAB III 

PEMBAHASAN 

 Pada bab ini dibahas definisi, contoh, teorema, proposisi, dan 

akibat yang berkaitan dengan elemen commuting regular pada 

grupoid ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�) berdasarkan Pourfaraj (2012). 

 

3.1 Elemen Commuting Regular pada Grupoid ℤ𝒏(�̅�, �̅�) 

Pembahasan elemen di dalam suatu grupoid juga merupakan 

suatu hal yang penting untuk dilakukan penelitian. Elemen di dalam 

suatu grupoid dapat memenuhi sifat tertentu, misalnya elemen  

commuting regular. Berikut diberikan definisi, contoh, proposisi, dan 

akibat yang berhubungan dengan elemen commuting regular pada 

grupoid ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�) berdasarkan Pourfaraj (2012). 

 

Definisi 3.1.1 (Elemen Commuting Regular pada Grupoid) 

Dua elemen 𝑥 dan 𝑦 pada grupoid 𝐺 dikatakan commuting regular 

kiri jika terdapat 𝑧 ∈ 𝐺, berlaku 𝑥𝑦 = ((𝑦𝑥)𝑧)(𝑦𝑥). Dua elemen 𝑥 

dan 𝑦 pada grupoid 𝐺 dikatakan commuting regular kanan jika 

terdapat 𝑧 ∈ 𝐺, berlaku 𝑥𝑦 = (𝑦𝑥)(𝑧(𝑦𝑥)). Dua elemen 𝑥 dan 𝑦 

pada grupoid 𝐺 dikatakan commuting regular jika 𝑥 dan 𝑦 

merupakan elemen commuting regular kiri dan kanan. 

 

Contoh 3.1.2 

Diberikan grupoid ℤ3(1̅, 2̅) yang hasil operasi binernya diberikan 

pada tabel berikut. 

 

Tabel 3.1 Hasil operasi biner ∗ pada ℤ3(1̅, 2̅) 
∗ �̅� �̅� �̅� 
�̅� 0̅ 2̅ 1̅ 
�̅� 1̅ 0̅ 2̅ 
�̅� 2̅ 1̅ 0̅ 

 

Akan dibuktikan bahwa 0̅ dan 1̅ merupakan elemen commuting 

regular kiri tapi bukan elemen commuting regular kanan, serta 0̅ dan 

2̅ merupakan elemen commuting regular kanan tetapi bukan elemen 

commuting regular kiri. 
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Bukti: 

Untuk membuktikan contoh di atas, perhatikan hasil operasi biner 

berikut. 

1̅ = 1̅ ∗ 0̅ = ((0̅ ∗ 1̅) ∗ 2̅) ∗ (0̅ ∗ 1̅) = (2̅ ∗ 2̅) ∗ 2̅ = 0̅ ∗ 2̅ = 1̅, tetapi 

(0̅ ∗ 1̅) ∗ (2̅ ∗ (0̅ ∗ 1̅)) = 2̅ ∗ (2̅ ∗ 2̅) = 2̅ ∗ 0̅ = 2̅, sehingaa 0̅ dan 1̅ 

merupakan elemen commuting regular kiri tapi bukan elemen 

commuting regular kanan. 

1̅ = 0̅ ∗ 2̅ = (2̅ ∗ 0̅) ∗ (0̅ ∗ (2̅ ∗ 0̅)) = 2̅ ∗ (0̅ ∗ 2̅) = 2̅ ∗ 1̅ = 1̅, tetapi 

((2̅ ∗ 0̅) ∗ 0̅) ∗ (2̅ ∗ 0̅) = (2̅ ∗ 0̅) ∗ 2̅ = 2̅ ∗ 2̅ = 0̅, sehingaa 0̅ dan 2̅ 

merupakan elemen commuting regular kanan tapi bukan elemen 

commuting regular kiri. ∎ 

 

Contoh 3.1.3 

Diketahui ℤ3(1̅, 1̅) merupakan grupoid. Akan ditunjukkan bahwa 

setiap elemen pada ℤ3(1̅, 1̅) merupakan elemen commuting regular. 

Bukti: 

Sebelum ditunjukkan bahwa setiap elemen pada ℤ3(1̅, 1̅) merupakan 

elemen commuting regular, perhatikan tabel hasil operasi biner pada 

ℤ3(1̅, 1̅) berikut. 

 

Tabel 3.2 Hasil operasi biner ∗ pada ℤ3(1̅, 1̅) 
∗ �̅� �̅� �̅� 

�̅� 0̅ 1̅ 2̅ 

�̅� 1̅ 2̅ 0̅ 

�̅� 2̅ 0̅ 1̅ 

 

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa setiap elemen pada ℤ3(1̅, 1̅) 
merupakan elemen commuting regular pada tabel berikut. 

 

Tabel 3.3 Hasil operasi syarat elemen commuting regular 

pada ℤ3(1̅, 1̅) 
�̅� dan �̅� �̅� 𝒙 ∗ �̅� ((�̅� ∗ �̅�) ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ �̅�) (�̅� ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ (�̅� ∗ �̅�)) 

0̅ dan 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 

0̅ dan 1̅ 2̅ 1̅ 1̅ 1̅ 

0̅ dan 1̅ 1̅ 2̅ 2̅ 2̅ 

1̅ dan 0̅ 2̅ 1̅ 1̅ 1̅ 
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�̅� dan �̅� �̅� 𝒙 ∗ �̅� ((�̅� ∗ �̅�) ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ �̅�) (�̅� ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ (�̅� ∗ �̅�)) 

1̅ dan 1̅ 1̅ 2̅ 2̅ 2̅ 

1̅ dan 2̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 

2̅ dan 0̅ 1̅ 2̅ 2̅ 2̅ 

2̅ dan 1̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 

2̅ dan 2̅ 2̅ 1̅ 1̅ 1̅ 

 

Berdasarkan Tabel 3.3 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℤ3 berlaku 

�̅� ∗ �̅� = ((�̅� ∗ �̅�) ∗ 𝑧̅) ∗ (�̅� ∗ �̅�) dan �̅� ∗ �̅� = (�̅� ∗ �̅�) ∗ (𝑧̅ ∗ (�̅� ∗ �̅�)), 

sehingga mengakibatkan untuk setiap elemen pada ℤ3(1̅, 1̅) 
merupakan elemen commuting regular. ∎ 

 

Proposisi 3.1.4 

Grupoid ℤ𝑝1𝑝2(1̅, 𝑝1̅̅ ̅) memiliki elemen commuting regular dengan 

(𝑝1, 𝑝2) = 1, 𝑝1 dan  𝑝2 merupakan bilang bulat prima. 

Bukti: 

Misalkan diambil �̅�, �̅� ∈ ℤ𝑝1𝑝2, dengan �̅� = �̅� = 𝑘𝑝2̅̅ ̅̅ ̅ dengan 

0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑝1𝑝2, sehingga 

�̅� ∗ �̅� = �̅� ∗ �̅� 

= 𝑘𝑝2̅̅ ̅̅ ̅ ∗ 𝑘𝑝2̅̅ ̅̅ ̅ 
≡ 𝑘𝑝2̅̅ ̅̅ ̅ + 𝑝1𝑘𝑝2 ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ (𝑚𝑜𝑑 𝑝1𝑝2) 
≡ 𝑘𝑝2̅̅ ̅̅ ̅(𝑚𝑜𝑑 𝑝1𝑝2) 
≡ �̅� (𝑚𝑜𝑑 𝑝1𝑝2) 
= �̅�. 

Jadi 𝑎 merupakan elemen idempoten. 𝑎 dan 𝑎 merupakan elemen 

commuting regular dengan uraian sebagai berikut. 

�̅� ∗ �̅� = ((�̅� ∗ �̅�) ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ �̅�) 

= (�̅� ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ �̅�) 
= �̅� ∗ �̅� = �̅�.  

�̅� ∗ �̅� = (�̅� ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ (�̅� ∗ �̅�)) 
= (�̅� ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ �̅�) 
= �̅� ∗ �̅� = �̅�. 

Karena �̅� merupakan elemen idempoten, maka {�̅�} merupakan 

semigrup commuting regular. 

(�̅� ∗ �̅�) ∗ �̅�  = �̅� ∗ �̅� = �̅�. 

�̅� ∗ (�̅� ∗ �̅�)  = �̅� ∗ �̅� = �̅�. ∎ 
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Contoh 3.1.5 

Misalkan diambil 𝑝1 = 5, 𝑝2 = 2, dan (5,2) = 1, 

sehingga ℤ𝑝1𝑝2(1̅, 𝑝1̅̅ ̅) = ℤ10(1̅, 5̅) merupakan grupoid yang hasil 

operasi binernya dapat dilihat pada tabel di bawah berikut. 

 

Tabel 3.4 Hasil operasi biner ∗ pada ℤ10(1̅, 5̅) 
∗ �̅� �̅� �̅� �̅� �̅� �̅� �̅� �̅� �̅� �̅� 

�̅� 0̅ 5̅ 0̅ 5̅ 0̅ 5̅ 0̅ 5̅ 0̅ 5̅ 
�̅� 1̅ 6̅ 1̅ 6̅ 1̅ 6̅ 1̅ 6̅ 1̅ 6̅ 

�̅� 2̅ 7̅ 2̅ 7̅ 2̅ 7̅ 2̅ 7̅ 2̅ 7̅ 

�̅� 3̅ 8̅ 3̅ 8̅ 3̅ 8̅ 3̅ 8̅ 3̅ 8̅ 

�̅� 4̅ 9̅ 4̅ 9̅ 4̅ 9̅ 4̅ 9̅ 4̅ 9̅ 

�̅� 5̅ 0̅ 5̅ 0̅ 5̅ 0̅ 5̅ 0̅ 5̅ 0̅ 

�̅� 6̅ 1̅ 6̅ 1̅ 6̅ 1̅ 6̅ 1̅ 6̅ 1̅ 

�̅� 7̅ 2̅ 7̅ 2̅ 7̅ 2̅ 7̅ 2̅ 7̅ 2̅ 

�̅� 8̅ 3̅ 8̅ 3̅ 8̅ 3̅ 8̅ 3̅ 8̅ 3̅ 

�̅� 9̅ 4̅ 9̅ 4̅ 9̅ 4̅ 9̅ 4̅ 9̅ 4̅ 
 

Akan ditentukan elemen commuting regular pada grupoid ℤ10(1̅, 5̅). 
Bukti: 

Berdasarkan Tabel 3.4, dapat dilihat bahwa 0̅, 2̅, 4̅, 6̅, dan 8̅ adalah 

elemen idempoten. Jadi 𝑎 dan 𝑏 merupakan elemen commuting 

regular pada ℤ10(1̅, 5̅) jika 𝑎 = 𝑏 dan 𝑎 ∈ {0̅, 2̅, 4̅, 6̅, 8̅}.∎ 

 

Akibat 3.1.6 

Grupoid ℤ𝑝2(1̅, �̅�) memiliki elemen commuting regular. 

Bukti: 

Misalkan diambil �̅�, �̅� ∈ ℤ𝑝2, dengan �̅� = �̅� dan �̅� = 0̅. Akan 

ditunjukkan 𝑎 dan 𝑏 merupakan elemen commuting regular. 

�̅� ∗ �̅� = (�̅� ∗ �̅�) ∗ 1̅ ∗ (�̅� ∗ �̅�) 

= (0̅ ∗ �̅�) ∗ 1̅ ∗ (0̅ ∗ �̅�) 

≡ (0̅ + 𝑝2̅̅ ̅)(𝑚𝑜𝑑 𝑝2) ∗ 0̅ ∗ (0̅ + 𝑝2̅̅ ̅)(𝑚𝑜𝑑 𝑝2) 

≡ 𝑝2̅̅ ̅(𝑚𝑜𝑑 𝑝2)  ∗ 1̅ ∗ 𝑝2̅̅ ̅(𝑚𝑜𝑑 𝑝2) 

≡ (𝑝2 + 𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ (𝑚𝑜𝑑 𝑝2)) ∗ 𝑝2̅̅ ̅ 

≡ (𝑝2 + 𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) + 𝑝3 ̅̅ ̅̅ (𝑚𝑜𝑑 𝑝2) 
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≡ �̅� (𝑚𝑜𝑑 𝑝2) 
= �̅� 

= �̅�. 

�̅� ∗ �̅� = (�̅� ∗ �̅�) ∗ 𝑝(𝑝 − 1)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ∗ (�̅� ∗ �̅�) 

= (�̅� ∗ 0̅) ∗ 𝑝(𝑝 − 1)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ∗ (�̅� ∗ 0̅) 
≡ (�̅� + 0̅)(𝑚𝑜𝑑 𝑝2) ∗ 𝑝(𝑝 − 1)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ∗ (�̅� + 0̅)(𝑚𝑜𝑑 𝑝2) 
≡ �̅�(𝑚𝑜𝑑 𝑝2)  ∗ 𝑝(𝑝 − 1)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ∗ �̅�(𝑚𝑜𝑑 𝑝2) 

≡ (𝑝 + 𝑝(𝑝(𝑝 − 1̅))̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅(𝑚𝑜𝑑 𝑝2)) ∗  �̅�(𝑚𝑜𝑑 𝑝2) 

≡ (𝑝 + 𝑝3 − 𝑝2 ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ (𝑚𝑜𝑑 𝑝2)) ∗  �̅�(𝑚𝑜𝑑 𝑝2) 

≡ �̅� + 𝑝3̅̅ ̅ − 𝑝2̅̅ ̅ + 𝑝2̅̅ ̅ (𝑚𝑜𝑑 𝑝2) 

≡ �̅� + 𝑝3̅̅ ̅ (𝑚𝑜𝑑 𝑝2) 
≡ �̅� (𝑚𝑜𝑑 𝑝2) 
= �̅� 

= �̅�. 

�̅� ∗ �̅� ≡ �̅� + 𝑝2̅̅ ̅ (𝑚𝑜𝑑 𝑝2) 
≡ �̅� (𝑚𝑜𝑑 𝑝2) 
= �̅� 

= �̅�. 

�̅� ∗ �̅� = ((�̅� ∗ �̅�) ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ �̅�) 

= (�̅� ∗ �̅�) ∗ (�̅�) 
= �̅� ∗ �̅� 

= �̅�. 

�̅� ∗ �̅� = (�̅� ∗ �̅�) ∗ (𝑎 ∗ (�̅� ∗ �̅�)) 

= �̅� ∗ (�̅� ∗ �̅�) 
= �̅� ∗ �̅� 

= �̅�. 

Berdasarkan uraian di atas maka �̅� dan �̅� merupakan elemen 

commuting regular, dengan melakukan proses yang sama maka 

dapat dibuktikan �̅� dan �̅� juga merupakan elemen commuting 

regular. ∎ 

 

Contoh 3.1.7 

Misalkan diambil 𝑝 = 2, sehingga ℤ𝑝2(1̅, �̅�) = ℤ4(1̅, 2̅) merupakan 

grupoid yang hasil operasi binernya dapat dilihat pada tabel berikut. 
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Tabel 3.5 Hasil operasi biner ∗ pada ℤ4(1̅, 2̅) 

∗ �̅� �̅� �̅� �̅� 

�̅� 0̅ 2̅ 0̅ 2̅ 

�̅� 1̅ 3̅ 1̅ 3̅ 

�̅� 2̅ 0̅ 2̅ 0̅ 

�̅� 3̅ 1̅ 3̅ 1̅ 
 

Akan dibuktikan (0̅ dan 0̅), (0̅ dan 2̅), (2̅ dan 0̅), dan (2̅ dan 2̅) 

nerupakan elemen commuting regular pada ℤ4(1̅, 2̅). 
Bukti: 

Untuk mempermudah dalam membuktikan elemen commuting 

regular pada ℤ4(1̅, 2̅), maka perhatikan tabel berikut. 

 

Tabel 3.6 Hasil operasi syarat elemen commuting regular  

pada ℤ4(1̅, 2̅) 
�̅� dan �̅� �̅� 𝒙 ∗ �̅� ((�̅� ∗ �̅�) ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ �̅�) (�̅� ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ (�̅� ∗ �̅�)) 

0̅ dan 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 
0̅ dan 2̅ 1̅ 0̅ 0̅ 0̅ 

2̅ dan 0̅ 1̅ 2̅ 2̅ 2̅ 
2̅ dan 2̅ 2̅ 2̅ 2̅ 2̅ 
 

Berdasarkan Tabel 3.6, maka terbukti bahwa (0̅ dan 0̅), (0̅ dan 2̅), 

(2̅ dan 0̅), dan (2̅ dan 2̅) merupakan elemen commuting regular pada 

ℤ4(1̅, 2̅). ∎ 

 

Proposisi 3.1.8 

Grupoid ℤ𝑛(1̅, �̅�) memiliki elemen commuting regular dengan 𝑝|𝑛. 

Bukti: 

Misalkan 𝑛 = 𝑡𝑝, berarti 𝑡̅ ∈ ℤ𝑛. Kemudian diambil dua elemen 

yaitu �̅�, �̅� ∈ ℤ𝑛, dengan �̅� = �̅� = 𝑡̅. Akan ditunjukkan �̅� dan �̅� 

merupakan elemen commuting regular. 

�̅� ∗ �̅� = 𝑡̅ ∗ 𝑡̅ 
 ≡ 𝑡̅ + 𝑡𝑝̅̅̅ (𝑚𝑜𝑑 𝑛) 

≡ 𝑡̅ (𝑚𝑜𝑑 𝑛) 
= 𝑡̅. 
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�̅� ∗ �̅� = 𝑡̅ ∗ 𝑡̅ 
 ≡ 𝑡̅ + 𝑡𝑝̅̅̅ (𝑚𝑜𝑑 𝑛) 

≡ 𝑡̅ (𝑚𝑜𝑑 𝑛) = 𝑡̅. 
Berdasarkan uraian sebelumnya maka 𝑡̅ merupakan elemen 

idempoten. 

�̅� ∗ �̅� = ((�̅� ∗ �̅�) ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ �̅�) 

 = ((𝑡̅ ∗ 𝑡̅) ∗ 𝑡̅) ∗ (𝑡̅ ∗ 𝑡̅) 

= (𝑡̅ ∗ 𝑡̅) ∗ 𝑡̅ 
= 𝑡̅ ∗ 𝑡̅ 
= 𝑡̅ = �̅�. 

�̅� ∗ �̅� = (�̅� ∗ �̅�) ∗ (𝑎 ∗ (�̅� ∗ �̅�)) 

 = (𝑡̅ ∗ 𝑡̅) ∗ (𝑡̅ ∗ (𝑡̅ ∗ 𝑡̅)) 
= 𝑡̅ ∗ (𝑡̅ ∗ 𝑡̅) 
= 𝑡̅ ∗ 𝑡̅ 
= 𝑡̅ = �̅�. 

Berdasarkan uraian di atas terbukti bahwa �̅� dan �̅� merupakan 

elemen commuting regular dengan �̅� = �̅� = 𝑡̅, sehingga {�̅�} 
merupakan semigrup commuting regular. ∎ 

 

Contoh 3.1.9 

Berdasarkan Contoh 3.1.5, �̅� dan �̅� merupakan elemen commuting 

regular pada ℤ10(1̅, 5̅) jika �̅� = �̅� = 𝑡̅ dan 𝑎 ∈ {0̅, 2̅, 4̅, 6̅, 8̅}, 
sehingga {0̅}, {2̅}, {4̅}, {6̅}, {8̅} merupakan semigrup commuting 

regular. 

 

Proposisi 3.1.10 

Perhatikan grupoid ℤ22𝑝(1̅, �̅�). Jika 𝑎 ∈ ℤ22𝑝, maka {𝑎} merupakan 

semigrup commuting regular. 

Bukti: 

Misalkan diambil �̅� = �̅� = 22𝑘̅̅ ̅̅ ̅ ∈ ℤ22𝑝, dengan 0 < 𝑘 < 𝑝. Akan 

dibuktikan {�̅�} merupakan semigrup commuting regular dengan 

�̅� ∈ ℤ22𝑝. 

�̅� ∗ �̅� = �̅� ∗ �̅� 

 = 22𝑘̅̅ ̅̅ ̅ ∗ 22𝑘̅̅ ̅̅ ̅ 

≡ 22𝑘̅̅ ̅̅ ̅ + 𝑝22𝑘 ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅(𝑚𝑜𝑑 22𝑝) 

≡ 22𝑘̅̅ ̅̅ ̅ (𝑚𝑜𝑑 22𝑝) 
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= 22𝑘̅̅ ̅̅ ̅ 
= �̅�. 

Berdasarkan uraian sebelumnya maka �̅� merupakan elemen 

idempoten. Selanjutnya akan ditunjukkan �̅� dan �̅� merupakan elemen 

commuting regular pada ℤ22𝑝(1̅, �̅�). 

�̅� ∗ �̅� = ((�̅� ∗ �̅�) ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ �̅�) 

= (�̅� ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ �̅�) 
= �̅� ∗ �̅� 

= �̅�.  

�̅� ∗ �̅� = (�̅� ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ (�̅� ∗ �̅�)) 
= (�̅� ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ �̅�) 
= �̅� ∗ �̅� 

= �̅�. 

Berdasarkan uraian di atas terbukti bahwa �̅� dan �̅� merupakan 

elemen commuting regular pada ℤ22𝑝(1̅, �̅�), sehingga {�̅�} merupakan 

semigrup commuting regular, karena memenuhi aksioma tertutup 

dan asosiatif berdasarkan uraian di atas. ∎ 

 

Contoh 3.1.11 

Misalkan diambil 𝑝 = 2, sehingga ℤ22𝑝(1̅, �̅�) = ℤ8(1̅, 2̅) merupakan 

grupoid. Akan ditunjukkan �̅� dan �̅� merupakan elemen commuting 

regular denga �̅� = 2̅2. 1̅, serta akan ditunjukkan {�̅�} merupakan 

semigrup commuting regular pada ℤ8(1̅, 2̅). 
Bukti: 

Untuk mempermudah dalam membuktikan �̅� dan �̅� merupakan 

elemen commuting regular denga �̅� = 2̅2. 1̅, serta membuktikan {�̅�} 
merupakan semigrup commuting regular, maka perhatikan tabel 

berikut. 

 

Tabel 3.7 Hasil operasi biner ∗ pada ℤ8(1̅, 2̅) 
∗ �̅� �̅� �̅� �̅� �̅� �̅� �̅� �̅� 

�̅� 0̅ 2̅ 4̅ 6̅ 0̅ 2̅ 4̅ 6̅ 

�̅� 1̅ 3̅ 5̅ 7̅ 1̅ 3̅ 5̅ 7̅ 

�̅� 2̅ 4̅ 6̅ 0̅ 2̅ 4̅ 6̅ 0̅ 

�̅� 3̅ 5̅ 7̅ 1̅ 3̅ 5̅ 7̅ 1̅ 

�̅� 4̅ 6̅ 0̅ 2̅ 4̅ 6̅ 0̅ 2̅ 
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∗ �̅� �̅� �̅� �̅� �̅� �̅� �̅� �̅� 

�̅� 5̅ 7̅ 1̅ 3̅ 5̅ 7̅ 1̅ 3̅ 

�̅� 6̅ 0̅ 2̅ 4̅ 6̅ 0̅ 2̅ 4̅ 

�̅� 7̅ 1̅ 3̅ 5̅ 7̅ 1̅ 3̅ 5̅ 
 

Berdasarkan Tabel 3.7, �̅� = 2̅2. 1̅ = 4̅ merupakan elemen idempoten. 

Selanjutnya akan ditunjukkan 4̅ dan 4̅ merupakan elemen commuting 

regular pada ℤ8(1̅, 2̅). 
4̅ ∗ 4̅ = ((4̅ ∗ 4̅) ∗ 4̅) ∗ (4̅ ∗ 4̅) 

= (4̅ ∗ 4̅) ∗ 4̅ 

= 4̅ ∗ 4̅ 

= 4̅. 

4̅ ∗ 4̅ = (4̅ ∗ 4̅) ∗ (4̅ ∗ (4̅ ∗ 4̅)) 
= 4̅ ∗ (4̅ ∗ 4̅) 
= 4̅ ∗ 4̅ 

= 4̅. 

Berdasarkan uraian di atas terbukti bahwa 4̅ dan 4̅ merupakan 

elemen commuting regular pada ℤ8(1̅, 2̅), sehingga {4̅} merupakan 

semigrup commuting regular, karena memenuhi aksioma tertutup 

dan asosiatif berdasarkan uraian di atas. ∎ 

 

Proposisi 3.1.12 

Perhatikan grupoid ℤ2𝑝(2𝑝 − 2𝑘̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , 2𝑝 − (2𝑘 − 1)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) dengan 

0 < 𝑘 < 𝑝. Jika �̅� ∈ ℤ2𝑝, maka {�̅�} merupakan semigrup commuting 

regular. 

Bukti: 

Misalkan diambil �̅� = �̅� = �̅� ∈ ℤ2𝑝, dengan 0 < 𝑘 < 𝑝. Akan 

dibuktikan {�̅�} merupakan semigrup commuting regular. 

�̅� ∗ �̅� = �̅� ∗ �̅� 

 = �̅� ∗ �̅� 

≡ (2𝑝 − 2𝑘)𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + (2𝑝 − 2𝑘 + 1)𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 

≡ 2𝑝2̅̅ ̅̅ ̅ − 2𝑘𝑝̅̅ ̅̅ ̅ + 2𝑘𝑝2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ − 2𝑘𝑝̅̅ ̅̅ ̅ + �̅� (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 

≡ 2𝑝2̅̅ ̅̅ ̅ − 4𝑘𝑝̅̅ ̅̅ ̅ + 2𝑘𝑝2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + �̅� (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 
≡ �̅� (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 
= �̅� 

= �̅�. 
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Berdasarkan uraian di atas terbukti bahwa �̅� = �̅� merupakan elemen 

idempoten. Selanjutnya akan ditunjukkan �̅� dan �̅� merupakan elemen 

commuting regular pada ℤ2𝑝(2𝑝 − 2𝑘̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , 2𝑝 − (2𝑘 − 1)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) . 

�̅� ∗ �̅� = ((�̅� ∗ �̅�) ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ �̅�) 

= (�̅� ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ �̅�) 
= �̅� ∗ �̅� 

= �̅�.  

�̅� ∗ �̅� = (�̅� ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ (�̅� ∗ �̅�)) 
= (�̅� ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ �̅�) 
= �̅� ∗ �̅� 

= �̅�. 

Berdasarkan uraian di atas terbukti bahwa �̅� dan �̅� merupakan 

elemen commuting regular pada ℤ2𝑝(2𝑝 − 2𝑘̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , 2𝑝 − (2𝑘 − 1)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ), 

sehingga {�̅� = �̅�} merupakan semigrup commuting regular, karena 

memenuhi aksioma tertutup dan asosiatif. ∎ 

 

Contoh 3.1.13 

Misalkan diambil 𝑘 = 1 dan 𝑝 = 2, sehingga 

ℤ2𝑝(2𝑝 − 2𝑘̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ,  2𝑝 − (2𝑘 − 1)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)= ℤ4(2̅, 3̅) merupakan grupoid. Akan 

dibuktikan {2̅} merupakan semigrup commuting regular. 

Bukti: 

Untuk mempermudah dalam membuktikan {2̅} merupakan semigrup 

commuting regular, maka perhatikan tabel berikut. 

 

Tabel 3.8 Hasil operasi biner ∗ pada ℤ4(2̅, 3̅) 
∗ �̅� �̅� �̅� �̅� 

�̅� 0̅ 3̅ 2̅ 1̅ 

�̅� 2̅ 1̅ 0̅ 3̅ 

�̅� 0̅ 3̅ 2̅ 1̅ 

�̅� 2̅ 1̅ 0̅ 3̅ 

 

Berdasarkan Tabel 3.8, 2̅ merupakan elemen idempoten. Selanjutnya 

akan ditunjukkan 2̅ dan 2̅ merupakan elemen commuting regular 

pada ℤ4(2̅, 3̅). 
2̅ ∗ 2̅ = ((2̅ ∗ 2̅) ∗ 2̅) ∗ (2̅ ∗ 2̅) 

= (2̅ ∗ 2̅) ∗ 2̅ 
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= 2̅ ∗ 2̅ 

= 2̅. 

2̅ ∗ 2̅ = (2̅ ∗ 2̅) ∗ (2̅ ∗ (2̅ ∗ 2̅)) 
= 2̅ ∗ (2̅ ∗ 2̅) 
= 2̅ ∗ 2̅ 

= 2̅. 

Berdasarkan uraian di atas terbukti bahwa 2̅ dan 2̅ merupakan 

elemen commuting regular pada ℤ4(2̅, 3̅), sehingga {2̅} merupakan 

semigrup commuting regular, karena memenuhi aksioma tertutup 

dan asosiatif berdasarkan uraian di atas. ∎ 

 

Proposisi 3.1.14 

Perhatikan grupoid ℤ2𝑝(2̅, 2𝑝 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅). Jika �̅� ∈ ℤ2𝑝, maka {�̅�} 

merupakan semigrup commuting regular. 

Bukti: 

Misalkan diambil �̅� ∈ ℤ2𝑝, akan dibuktikan {�̅�} merupakan semigrup 

commuting regular. 

�̅� ∗ �̅� ≡ 2𝑎̅̅̅̅ + (2𝑝 − 1)𝑎 ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 
≡ 2𝑎̅̅̅̅ + 2𝑝̅̅̅̅ − �̅� (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 
≡ �̅� + 2𝑝̅̅̅̅  (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 
≡ �̅� (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 
= �̅�. 

Berdasarkan uraian di atas maka �̅� merupakan elemen idempoten. 

Selanjutnya akan ditunjukkan �̅� dan �̅� merupakan elemen commuting 

regular pada ℤ2𝑝(2̅, 2𝑝 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) . 

�̅� ∗ �̅� = ((�̅� ∗ �̅�) ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ �̅�) 

= (�̅� ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ �̅�) 
= �̅� ∗ �̅� 

= �̅�.  

�̅� ∗ �̅� = (�̅� ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ (�̅� ∗ �̅�)) 
= (�̅� ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ �̅�) 
= �̅� ∗ �̅� 

= �̅�. 

Berdasarkan uraian di atas, �̅� dan �̅� merupakan elemen commuting 

regular pada ℤ2𝑝(2̅, 2𝑝 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅), sehingga {�̅�} merupakan semigrup 

commuting regular, karena memenuhi aksioma tertutup dan asosiatif 

berdasarkan uraian di atas. ∎ 
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Contoh 3.1.15 

Misalkan diambil 𝑝 = 2, sehingga ℤ2𝑝(2̅,  2𝑝 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)= ℤ4(2̅, 3̅) 

merupakan grupoid. Berdasarkan Contoh 3.1.13, {2̅} merupakan 

semigrup commuting regular. 

 

Proposisi 3.1.16 

Perhatikan grupoid ℤ2𝑝(2𝑝 − 2𝑘̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , 2𝑝 + 1 − 2𝑟̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) dengan 

0 < 𝑘, 𝑟 < 𝑝. Jika �̅� ∈ ℤ2𝑝 maka {�̅�} merupakan semigrup 

commuting regular. 

Bukti: 

Misalkan diambil �̅� = �̅� = �̅� ∈ ℤ2𝑝, dengan 0 < 𝑘, 𝑟 < 𝑝. Akan 

dibuktikan {�̅�} merupakan semigrup commuting regular. 

�̅� ∗ �̅� = �̅� ∗ �̅� 

 = �̅� ∗ �̅� 

= (2𝑝 − 2𝑘)𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + (2𝑝 + 1 − 2𝑟)𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 

= 2𝑝2̅̅ ̅̅ ̅ − 2𝑘𝑝̅̅ ̅̅ ̅ + 2𝑝2̅̅ ̅̅ ̅ + �̅� − 2𝑟𝑝 ̅̅ ̅̅ ̅̅ (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 

= 4𝑝2̅̅ ̅̅ ̅ − 2𝑘𝑝̅̅ ̅̅ ̅ + �̅� − 2𝑟𝑝̅̅ ̅̅ ̅ (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 
≡ �̅� (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 
= �̅� 

= �̅�. 

Berdasarkan uraian di atas terbukti bahwa �̅� = �̅� merupakan elemen 

idempoten. Selanjutnya akan ditunjukkan �̅� dan �̅� merupakan elemen 

commuting regular pada ℤ2𝑝(2𝑝 − 2𝑘̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , 2𝑝 + 1 − 2𝑟̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) . 

�̅� ∗ �̅� = ((�̅� ∗ �̅�) ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ �̅�) 

= (�̅� ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ �̅�) 
= �̅� ∗ �̅� 

= �̅�.  

�̅� ∗ �̅� = (�̅� ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ (�̅� ∗ �̅�)) 
= (�̅� ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ �̅�) 
= �̅� ∗ �̅� 

= �̅�. 

Berdasarkan uraian di atas terbukti bahwa �̅� dan �̅� merupakan 

elemen commuting regular pada ℤ2𝑝(2𝑝 − 2𝑘̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ,  2𝑝 + 1 − 2𝑟̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ), 

sehingga {�̅� = �̅�} merupakan semigrup commuting regular, karena 

memenuhi aksioma tertutup dan asosiatif berdasarkan uraian di 

atas. ∎ 
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Contoh 3.1.17 

Misalkan diambil 𝑝 = 3, 𝑘 = 2, dan 𝑟 = 1 sehingga 

ℤ2𝑝(2𝑝 − 2𝑘̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , 2𝑝 + 1 − 2𝑟̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) = ℤ6(2̅, 5̅) merupakan grupoid. Akan 

dibuktikan {3̅} merupakan semigrup commuting regular. 

Bukti: 

Untuk mempermudah dalam membuktikan {3̅} merupakan semigrup 

commuting regular, maka perhatikan tabel berikut. 

 

Tabel 3.9 Hasil operasi biner ∗ pada ℤ6(2̅, 5̅) 
∗ �̅� �̅� �̅� �̅� �̅� �̅� 

�̅� 0̅ 5̅ 4̅ 3̅ 2̅ 1̅ 

�̅� 2̅ 1̅ 0̅ 5̅ 4̅ 3̅ 

�̅� 4̅ 3̅ 2̅ 1̅ 0̅ 5̅ 

�̅� 0̅ 5̅ 4̅ 3̅ 2̅ 1̅ 

�̅� 2̅ 1̅ 0̅ 5̅ 4̅ 3̅ 

�̅� 4̅ 3̅ 2̅ 1̅ 0̅ 5̅ 

 

Berdasarkan Tabel 3.9, 3̅ merupakan elemen idempoten. Selanjutnya 

akan ditunjukkan 3̅ dan 3̅ merupakan elemen commuting regular 

pada ℤ6(2̅, 5̅). 
3̅ ∗ 3̅ = ((3̅ ∗ 3̅) ∗ 3̅) ∗ (3̅ ∗ 3̅) 

= (3̅ ∗ 3̅) ∗ 3̅ 

= 3̅ ∗ 3̅ 

= 3̅. 

3̅ ∗ 3̅ = (3̅ ∗ 3̅) ∗ (3̅ ∗ (3̅ ∗ 3̅)) 
= 3̅ ∗ (3̅ ∗ 3̅) 
= 3̅ ∗ 3̅ 

= 3̅. 

Berdasarkan uraian di atas terbukti bahwa 3̅ dan 3̅ merupakan 

elemen commuting regular pada ℤ6(2̅, 5̅), sehingga {3̅} merupakan 

semigrup commuting regular, karena memenuhi aksioma tertutup 

dan asosiatif berdasarkan uraian di atas. ∎ 

 

Proposisi 3.1.18 

Grupoid ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�) memuat suatu subsemigrup commuting regular, 

jika 𝑡̅ + �̅� ≡ 1̅(𝑚𝑜𝑑 𝑛) dengan 𝑡̅, �̅� ∈ ℤ𝑛\{0̅} dan 𝑡 < 𝑛. 
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Bukti: 

Misalkan diambil �̅� = �̅� = 𝑘𝑛̅̅̅̅ ∈ ℤ𝑛. Akan ditunjukkan grupoid 

ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�) memuat suatu subsemigrup commuting regular, jika 

𝑡̅ + �̅� ≡ 1̅(𝑚𝑜𝑑 𝑛) dengan 𝑡̅, �̅� ∈ ℤ𝑛\{0̅} dan 𝑡 < 𝑛. 

�̅� ∗ �̅� = �̅� ∗ �̅� 

 = 𝑘𝑛̅̅̅̅ ∗ 𝑘𝑛̅̅̅̅  

≡ 𝑡𝑘𝑛̅̅ ̅̅ ̅ + 𝑢𝑘𝑛̅̅ ̅̅ ̅ (𝑚𝑜𝑑 𝑛) 

≡ 𝑘𝑛(𝑡 + 𝑢)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅(𝑚𝑜𝑑 𝑛) 
≡ 𝑘𝑛̅̅̅̅  (𝑚𝑜𝑑 𝑛) 
= 𝑘𝑛̅̅̅̅ = �̅� 

Berdasarkan uraian sebelumnya terbukti bahwa �̅� = 𝑘𝑛̅̅̅̅  merupakan 

elemen idempoten. Selanjutnya akan ditunjukkan �̅� dan �̅� merupakan 

elemen commuting regular pada ℤ𝑛(𝑡̅,  �̅�) . 

�̅� ∗ �̅� = ((�̅� ∗ �̅�) ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ �̅�) 

= (�̅� ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ �̅�) 
= �̅� ∗ �̅� 

= �̅�.  

�̅� ∗ �̅� = (�̅� ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ (�̅� ∗ �̅�)) 
= (�̅� ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ �̅�) 
= �̅� ∗ �̅� 

= �̅�. 

Berdasarkan uraian di atas terbukti bahwa �̅� dan �̅� merupakan 

elemen commuting regular pada ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�), sehingga {�̅�} merupakan 

semigrup commuting regular, karena memenuhi aksioma tertutup 

dan asosiatif berdasarkan uraian di atas. Karena merupakan semigrup 

commuting regular, maka {�̅�} juga merupakan subsemigrup 

commuting regular. ∎ 

 

Contoh 3.1.19 

Misalkan diambil 𝑛 = 6, 𝑡̅ = 2̅, dan �̅� = 5̅ maka 2̅ + 5̅ ≡ 1̅(𝑚𝑜𝑑 6), 
sehingga ℤ6(2̅, 5̅) merupakan grupoid. Akan ditentukan subsemigrup 

commuting regular dari grupoid ℤ6(2̅, 5̅). 
Bukti: 

Untuk mempermudah dalam menentukan subsemigrup commuting 

regular dari grupoid ℤ6(2̅, 5̅), maka perhatikan Tabel 3.7 dan tabel 

berikut. 
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Tabel 3.10 Hasil operasi syarat subsemigrup commuting regular dari 

grupoid ℤ6(2̅, 5̅) 
{�̅�} �̅� ∗ �̅� �̅� ∗ (�̅� ∗ �̅�) (�̅� ∗ �̅�) ∗ �̅� 

{0̅} 0̅ 0̅ 0̅ 

{1̅} 1̅ 1̅ 1̅ 

{2̅} 2̅ 2̅ 2̅ 

{3̅} 3̅ 3̅ 3̅ 

{4̅} 4̅ 4̅ 4̅ 

{5̅} 5̅ 5̅ 5̅ 

 

Berdasarkan Tabel 3.10, dapat dilihat {0̅}, {1̅}, {2̅}, {3̅}, {4̅}, dan 

{5̅} merupakan subsemigrup commuting regular. ∎ 

 

Proposisi 3.1.20 

Grupoid ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�) dengan 𝑡̅2 = 𝑡̅, �̅�2 = �̅�, dan 𝑡̅, �̅� ∈ ℤ𝑛\{0̅} memuat 

elemen commuting regular. 

Bukti: 

Misalkan diambil �̅� = �̅� = 𝑛𝑡𝑢̅̅ ̅̅ ̅ ∈ ℤ𝑛. Akan dibuktikan grupoid 

ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�) memuat elemen commuting regular dengan 𝑡̅2 = 𝑡̅, �̅�2 = �̅�, 

dan 𝑡̅, �̅� ∈ ℤ𝑛\{0̅}. 
𝑡̅2 = 𝑡̅ ∗ 𝑡̅ = 𝑡̅ 
�̅�2 = �̅� ∗ �̅� = �̅� 

�̅� ∗ �̅� = �̅� ∗ �̅� 

 = 𝑛𝑡𝑢̅̅ ̅̅ ̅ ∗ 𝑛𝑡𝑢̅̅ ̅̅ ̅ 

≡ 𝑛𝑡2𝑢̅̅ ̅̅ ̅̅ + 𝑛𝑡𝑢2̅̅ ̅̅ ̅̅  (𝑚𝑜𝑑 𝑛) 
≡ 𝑛𝑡𝑢̅̅ ̅̅ ̅ + 𝑛𝑡𝑢̅̅ ̅̅ ̅ (𝑚𝑜𝑑 𝑛) 
≡ 𝑛𝑡𝑢̅̅ ̅̅ ̅ (𝑚𝑜𝑑 𝑛) 
= �̅�. 

Berdasarkan uraian di atas terbukti bahwa �̅� = 𝑛𝑡𝑢̅̅ ̅̅ ̅ merupakan 

elemen idempoten. Selanjutnya akan ditunjukkan �̅� dan �̅� merupakan 

elemen commuting regular pada ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�) . 

�̅� ∗ �̅� = ((�̅� ∗ �̅�) ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ �̅�) 

= (�̅� ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ �̅�) 
= �̅� ∗ �̅� = �̅�.  

�̅� ∗ �̅� = (�̅� ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ (�̅� ∗ �̅�)) 
= (�̅� ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ �̅�) 
= �̅� ∗ �̅� = �̅�. 
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Berdasarkan uraian tersebut terbukti bahwa �̅� dan �̅� merupakan 

elemen commuting regular pada ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�). ∎ 

 

Contoh 3.1.21 

Diberikan grupoid ℤ6(2̅, 5̅). Berdasarkan Tabel 3.7 setiap elemen 

pada grupoid ℤ6(2̅, 5̅) merupakan elemen idempoten. Akan 

dibuktikan untuk setiap �̅� = �̅� ∈ ℤ6, �̅� dan �̅� merupakan elemen 

commuting regular pada ℤ6(2̅, 5̅). 
Bukti: 

Untuk mempermudah dalam membuktikan bahwa setiap  

�̅� = �̅� ∈ ℤ6, �̅� dan �̅� merupakan elemen commuting regular pada 

ℤ6(2̅, 5̅), maka perhatikan tabel berikut. 

 

Tabel 3.11 Hasil operasi syarat elemen commuting regular  

pada ℤ6(2̅, 5̅) 

�̅� dan �̅� �̅� �̅� ∗ �̅� ((�̅� ∗ �̅�) ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ �̅�) (�̅� ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ (�̅� ∗ �̅�)) 

0̅ dan 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 

1̅ dan 1̅ 1̅ 1̅ 1̅ 1̅ 

2̅ dan 2̅ 2̅ 2̅ 2̅ 2̅ 

3̅ dan 3̅ 3̅ 3̅ 3̅ 3̅ 

4̅ dan 4̅ 4̅ 4̅ 4̅ 4̅ 

5̅ dan 5̅ 5̅ 5̅ 5̅ 5̅ 

 

Berdasarkan Tabel 3.11, terbukti bahwa untuk setiap �̅� = �̅� ∈ ℤ6, 

�̅� dan �̅� merupakan elemen commuting regular pada ℤ6(2̅, 5̅). ∎ 

 

Proposisi 3.1.22 

Perhatikan grupoid ℤ𝑝1𝑝2(𝑝1(𝑝2 − 1)
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑝1 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ). Jika �̅� ∈ ℤ𝑝1𝑝2  maka 

{�̅�} merupakan semigrup commuting regular pada  

ℤ𝑝1𝑝2(𝑝1(𝑝2 − 1)
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ,  𝑝1 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅). 

Bukti: 

Misalkan diambil �̅� = �̅� = 𝑘𝑝2̅̅ ̅̅ ̅ ∈ ℤ𝑝1𝑝2. Akan dibuktikan grupoid 

ℤ𝑝1𝑝2(𝑝1(𝑝2 − 1)
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑝1 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) memuat suatu semigrup commuting 

regular untuk setiap �̅� ∈ ℤ𝑝1𝑝2. 
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�̅� ∗ �̅� = �̅� ∗ �̅� 

 = 𝑘𝑝2̅̅ ̅̅ ̅ ∗ 𝑘𝑝2̅̅ ̅̅ ̅ 

≡ (𝑝1(𝑝2 − 1))𝑘𝑝2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + (𝑝1 + 1)𝑘𝑝2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  (𝑚𝑜𝑑 𝑝1𝑝2) 

≡ (𝑝1𝑝2 − 𝑝1)𝑘𝑝2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + 𝑝1𝑘𝑝2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + 𝑘𝑝2̅̅ ̅̅ ̅ (𝑚𝑜𝑑 𝑝1𝑝2) 
≡ 𝑝1𝑝2𝑘𝑝2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ − 𝑝1𝑘𝑝2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + 𝑝1𝑘𝑝2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + 𝑘𝑝2̅̅ ̅̅ ̅ (𝑚𝑜𝑑 𝑝1𝑝2) 
≡ 𝑘𝑝2̅̅ ̅̅ ̅ (𝑚𝑜𝑑 𝑝1𝑝2) 
≡ �̅� (𝑚𝑜𝑑 𝑝1𝑝2) 
= �̅� 

Berdasarkan uraian sebelumnya terbukti bahwa �̅� = 𝑘𝑝2̅̅ ̅̅ ̅ merupakan 

elemen idempoten. Selanjutnya akan ditunjukkan �̅� dan �̅� merupakan 

elemen commuting regular pada ℤ𝑝1𝑝2(𝑝1(𝑝2 − 1)
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑝1 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ). 

�̅� ∗ �̅� = ((�̅� ∗ �̅�) ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ �̅�) 

= (�̅� ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ �̅�) 
= �̅� ∗ �̅� = �̅�.  

�̅� ∗ �̅� = (�̅� ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ (�̅� ∗ �̅�)) 
= (�̅� ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ �̅�) 
= �̅� ∗ �̅� = �̅�. 

Berdasarkan uraian di atas terbukti bahwa �̅� dan �̅� merupakan 

elemen commuting regular pada ℤ𝑝1𝑝2(𝑝1(𝑝2 − 1)
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑝1 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ), 

sehingga {�̅�} merupakan semigrup commuting regular, karena 

memenuhi aksioma tertutup dan asosiatif berdasarkan uraian 

tersebut. ∎ 

 

Contoh 3.1.23 

Misalkan diambil 𝑝1 = 3 dan  𝑝2 = 2, sehingga 

ℤ𝑝1𝑝2(𝑝1(𝑝2 − 1)
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑝1 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) = ℤ6(3̅, 4̅). Akan ditunjukkan {�̅�} 

merupakan semigrup commuting regular pada ℤ6(3̅, 4̅) untuk setiap 

�̅� ∈ ℤ6. 

Bukti: 

Untuk mempermudah dalam membuktikan {�̅�} merupakan semigrup 

commuting regular pada ℤ6(3̅, 4̅) untuk setiap �̅� ∈ ℤ6, maka 

perhatikan tabel berikut. 

Tabel 3.12 Hasil operasi biner ∗ pada ℤ6(3̅, 4̅) 
∗ �̅� �̅� �̅� �̅� �̅� �̅� 
�̅� 0̅ 4̅ 2̅ 0̅ 4̅ 2̅ 

�̅� 3̅ 1̅ 5̅ 3̅ 1̅ 5̅ 
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∗ �̅� �̅� �̅� �̅� �̅� �̅� 

�̅� 0̅ 4̅ 2̅ 0̅ 4̅ 2̅ 

�̅� 3̅ 1̅ 5̅ 3̅ 1̅ 5̅ 

�̅� 0̅ 4̅ 2̅ 0̅ 4̅ 2̅ 

�̅� 3̅ 1̅ 5̅ 3̅ 1̅ 5̅ 

 

Berdasarkan Tabel 3.12, setiap elemen pada ℤ6 merupakan elemen 

idempoten. Selanjutnya akan ditunjukkan setiap elemen �̅� = �̅� ∈ ℤ6, 

𝑎 dan 𝑏 merupakan elemen commuting regular pada ℤ6(3̅, 4̅). 
 

Tabel 3.13 Hasil operasi syarat elemen commuting regular  

pada ℤ6(3̅, 4̅) 

�̅� dan �̅� �̅� �̅� ∗ �̅� ((�̅� ∗ �̅�) ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ �̅�) (�̅� ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ (�̅� ∗ �̅�)) 

0̅ dan 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 

1̅ dan 1̅ 1̅ 1̅ 1̅ 1̅ 

2̅ dan 2̅ 2̅ 2̅ 2̅ 2̅ 

3̅ dan 3̅ 3̅ 3̅ 3̅ 3̅ 

4̅ dan 4̅ 4̅ 4̅ 4̅ 4̅ 

5̅ dan 5̅ 5̅ 5̅ 5̅ 5̅ 

 

Berdasarkan Tabel 3.13, terbukti bahwa untuk setiap  �̅� = �̅� ∈ ℤ6, 

�̅� dan �̅� merupakan elemen commuting regular pada ℤ6(3̅, 4̅). 
Selanjutnya akan ditunjukkan {�̅�} merupakan semigrup commuting 

regular pada ℤ6(3̅, 4̅) untuk setiap �̅� ∈ ℤ6. 

 

Tabel 3.14 Hasil operasi syarat semigrup commuting regular dari 

grupoid ℤ6(3̅, 4̅) 
{�̅�} �̅� ∗ �̅� �̅� ∗ (�̅� ∗ �̅�) (�̅� ∗ �̅�) ∗ 𝒂 

{0̅} 0̅ 0̅ 0̅ 

{1̅} 1̅ 1̅ 1̅ 

{2̅} 2̅ 2̅ 2̅ 

{3̅} 3̅ 3̅ 3̅ 

{4̅} 4̅ 4̅ 4̅ 

{5̅} 5̅ 5̅ 5̅ 
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Berdasarkan Tabel 3.14, dapat dilihat {0̅}, {1̅}, {2̅}, {3̅}, {4̅}, dan 

{5̅} merupakan semigrup commuting regular, sehingga terbukti 

bahwa {�̅�} merupakan semigrup commuting regular pada ℤ6(3̅, 4̅) 
untuk setiap �̅� ∈ ℤ6. ∎ 

 

Teorema 3.1.24 

Diketahui �̅� adalah elemen idempoten pada grupoid ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�). 
(�̅� dan �̅�) merupakan elemen commuting regular jika dan hanya jika 

�̅� merupakan elemen regular. 

Bukti: 

(⇒) Diketahui �̅� adalah elemen idempoten dan (�̅� dan �̅�) merupakan 

elemen commuting regular pada grupoid ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�). Akan 

dibuktikan �̅� merupakan elemen regular pada grupoid ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�). 
Karena (�̅� dan �̅�) merupakan elemen commuting regular pada 

grupoid ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�), maka terdapat 𝑧̅ ∈ ℤ𝑛 sedemikian sehingga 

 �̅� ∗ �̅� = (�̅� ∗ �̅�) ∗ 𝑧̅ ∗ (�̅� ∗ �̅�) 
 �̅� = �̅� ∗ 𝑧̅ ∗ �̅�, karena �̅� adalah elemen idempoten. 

 Jadi, �̅� merupakan elemen regular pada grupoid ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�). 
 

(⇐) Diketahui �̅� adalah elemen idempoten dan �̅� merupakan elemen 

regular pada grupoid ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�). Akan dibuktikan (�̅� dan �̅�) 

merupakan elemen commuting regular pada grupoid ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�). 
Karena �̅� merupakan elemen regular pada grupoid ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�), 
maka terdapat 𝑧 ∈ ℤ𝑛 sedemikian sehingga 

 �̅� = �̅� ∗ 𝑧̅ ∗ �̅� 

 �̅� ∗ �̅� = (�̅� ∗ �̅�) ∗ 𝑧̅ ∗ (�̅� ∗ �̅�), karena �̅� adalah elemen idempoten. 

 Jadi, �̅� merupakan elemen commuting regular pada grupoid 

ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�). 
 

Contoh 3.1.25 

Perhatikan Contoh 3.1.13, pada contoh tersebut dapat dilihat bahwa 

untuk setiap �̅� anggota dari grupoid ℤ4(2̅, 3̅) merupakan elemen 

idempoten. Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa (�̅� dan �̅�) 

merupakan elemen commuting regular dan �̅� merupakan elemen 

regular pada grupoid ℤ4(2̅, 3̅). Untuk mempermudah dalam 

membuktikannya diberikan tabel berikut. 
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Tabel 3.15 Hasil operasi sayarat elemen commuting regular dan 

elemen regular pada ℤ4(2̅, 3̅) 
�̅� dan �̅� �̅� �̅� ∗ �̅� (�̅� ∗ �̅�) ∗ �̅� ∗ (�̅� ∗ �̅�) �̅� ∗ �̅� ∗ �̅� 

0̅ dan 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 

1̅ dan 1̅ 1̅ 1̅ 1̅ 1̅ 

2̅ dan 2̅ 2̅ 2̅ 2̅ 2̅ 

3̅ dan 3̅ 3̅ 3̅ 3̅ 3̅ 

 

Berdasarkan Tabel 3.15 terbukti bahwa untuk setiap �̅� anggota dari 

grupoid ℤ4(2̅, 3̅), (�̅� dan �̅�) merupakan elemen commuting regular 

dan 𝑥 merupakan elemen regular pada grupoid ℤ4(2̅, 3̅). 
 

3.2 Grupoid Commuting Regular ℤ𝒏(�̅�, �̅�) 

Salah satu jenis struktur aljabar adalah grupoid. Beberapa 

peneliti telah melakukan penelitian terhadap grupoid. Salah satunya 

yaitu grupoid commuting regular. Berikut diberikan definisi, contoh, 

teorema, proposisi, dan akibat yang berhubungan dengan grupoid 

commuting regular ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�) berdasarkan Pourfaraj (2012). 

 

Definisi 3.2.1 (Grupoid Commuting Regular) 

Suatu grupoid 𝐺 dikatakan grupoid commuting regular kiri jika 

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺, 𝑥 dan 𝑦 merupakan elemen commuting regular kiri. Suatu 

grupoid 𝐺 dikatakan grupoid commuting regular kanan jika 

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺, 𝑥 dan 𝑦 merupakan elemen commuting regular kanan. 

Suatu grupoid 𝐺 dikatakan grupoid commuting regular jika 𝐺 

merupakan grupoid commuting regular kiri dan grupoid commuting 

regular kanan. 

 

Contoh 3.2.2 

Diketahui ℤ3(1̅, 1̅) merupakan grupoid. Akan dibuktikan ℤ3(1̅, 1̅) 
merupakan grupoid commuting regular. 

Bukti: 

Berdasarkan Contoh 3.1.3 terbukti bahwa ∀�̅�, �̅� ∈ ℤ3 berlaku 

�̅� ∗ �̅� = ((�̅� ∗ �̅�) ∗ 𝑧̅) ∗ (�̅� ∗ �̅�) dan �̅� ∗ �̅� = (�̅� ∗ �̅�) ∗ (𝑧̅ ∗ (�̅� ∗ �̅�)), 

sehingga mengakibatkan ℤ3(1̅, 1̅) merupakan grupoid commuting 

regular kiri dan grupoid commuting regular kanan. Oleh karena itu, 

maka ℤ3(1̅, 1̅) merupakan grupoid commuting regular. ∎ 
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Teorema 3.2.3 

Grupoid ℤ2𝑝(1̅, �̅�) memuat subgrupoid commuting regular. 

Bukti: 

Misalkan diambil subgrupoid pada ℤ2𝑝(1̅, �̅�) yaitu 𝐺𝑖 = {𝑖,̅ 𝑝 + 𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ } 

dengan 𝑖 = 0̅, 1̅, 2̅, 3̅, … , (𝑝 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅), yang operasi binernya diberikan 

pada tabel berikut. 

 

Tabel 3.16 Hasil operasi biner ∗ pada 𝐺𝑖 
∗ 𝒊 ̅ (𝒑 + 𝒊̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) 
𝒊 ̅ (𝑝 + 𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 𝑖 ̅

(𝒑 + 𝒊̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) 𝑖 ̅ (𝑝 + 𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 

 

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa 𝐺𝑖 merupakan subgrupoid 

commuting regular. Pembuktian bahwa 𝐺𝑖 merupakan subgrupoid 

commuting regular diberikan pada uraian berikut. 

𝑖̅ ∗ 𝑖 ̅ = ((𝑖̅ ∗ 𝑖)̅ ∗ (𝑝 + 𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ )) ∗ (𝑖̅ ∗ 𝑖)̅ 

 = ((𝑝 + 𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ) ∗ (𝑝 + 𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ )) ∗ (𝑝 + 𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 

 = (𝑝 + 𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ) ∗ (𝑝 + 𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 
= (𝑝 + 𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ). 

𝑖̅ ∗ 𝑖 ̅ = (𝑖̅ ∗ 𝑖)̅ ∗ ((𝑝 + 𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ) ∗ (𝑖̅ ∗ 𝑖)̅) 

 = (𝑝 + 𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ) ∗ ((𝑝 + 𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ) ∗ (𝑝 + 𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ )) 

 = (𝑝 + 𝑖) ∗ (𝑝 + 𝑖) 
= (𝑝 + 𝑖). 

𝑖̅ ∗ (𝑝 + 𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ )  = (((𝑝 + 𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ) ∗ 𝑖)̅ ∗ 𝑖)̅ ∗ ((𝑝 + 𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ) ∗ 𝑖)̅ 

 = (𝑖̅ ∗ 𝑖)̅ ∗ 𝑖 ̅
 = (𝑝 + 𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ) ∗ 𝑖 ̅

= 𝑖.̅ 

𝑖̅ ∗ (𝑝 + 𝑖)  = ((𝑝 + 𝑖) ∗ 𝑖)̅ ∗ (𝑖̅ ∗ ((𝑝 + 𝑖) ∗ 𝑖)̅) 

 = 𝑖̅ ∗ (𝑖̅ ∗ 𝑖)̅ 
 = 𝑖̅ ∗ (𝑝 + 𝑖) 

= 𝑖.̅ 

(𝑝 + 𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ) ∗ 𝑖 ̅ = ((𝑖̅ ∗ (𝑝 + 𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ )) ∗ 𝑖)̅ ∗ (𝑖̅ ∗ (𝑝 + 𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ )) 

 = (𝑖̅ ∗ 𝑖)̅ ∗ 𝑖 ̅
 = (𝑝 + 𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ) ∗ 𝑖̅ = 𝑖.̅ 

(𝑝 + 𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ) ∗ 𝑖 ̅ = (𝑖̅ ∗ (𝑝 + 𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ )) ∗ (𝑖̅ ∗ (𝑖̅ ∗ (𝑝 + 𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ))) 
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 = 𝑖̅ ∗ (𝑖̅ ∗ 𝑖)̅ 
 = 𝑖̅ ∗ (𝑝 + 𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ) = 𝑖.̅ 

(𝑝 + 𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ) ∗ (𝑝 + 𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ )  = (((𝑝 + 𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ) ∗ (𝑝 + 𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ )) ∗ (𝑝 + 𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ )) 

((𝑝 + 𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ) ∗ (𝑝 + 𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ )) 

 = ((𝑝 + 𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ) ∗ (𝑝 + 𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ )) ∗ (𝑝 + 𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 

 = (𝑝 + 𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ) ∗ (𝑝 + 𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ) = (𝑝 + 𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ). 
(𝑝 + 𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ) ∗ (𝑝 + 𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ )  = ((𝑝 + 𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ) ∗ (𝑝 + 𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ )) ∗ 

((𝑝 + 𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ) ∗ ((𝑝 + 𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ) ∗ (𝑝 + 𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ))) 

 = (𝑝 + 𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ) ∗ ((𝑝 + 𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ) ∗ (𝑝 + 𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ )) 

 = (𝑝 + 𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ) ∗ (𝑝 + 𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ) = (𝑝 + 𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ). 
Sehingga terbukti bahwa subgrupoid 𝐺𝑖 merupakan subgrupoid 

commuting regular pada grupoid ℤ2𝑝(1̅, �̅�). ∎ 

 

Contoh 3.2.4 

Misalkan diambil 𝑝 = 3, sehingga grupoid ℤ2𝑝(1̅, �̅�) = ℤ6(1̅, 3̅). 

Akan ditunjukkan bahwa ℤ6(1̅, 3̅) memuat subgrupoid commuting 

regular. 

Bukti: 

Untuk mempermudah dalam menentukan subgrupoid commuting 

regular pada grupoid ℤ6(1̅, 3̅) diberikan tabel di bawah berikut. 

 

Tabel 3.17 Hasil operasi biner ∗ pada ℤ6(1̅, 3̅) 

∗ �̅� �̅� �̅� �̅� �̅� �̅� 

�̅� 0̅ 3̅ 0̅ 3̅ 0̅ 3̅ 

�̅� 1̅ 4̅ 1̅ 4̅ 1̅ 4̅ 

�̅� 2̅ 5̅ 2̅ 5̅ 2̅ 5̅ 

�̅� 3̅ 0̅ 3̅ 0̅ 3̅ 0̅ 

�̅� 4̅ 1̅ 4̅ 1̅ 4̅ 1̅ 

�̅� 5̅ 2̅ 5̅ 2̅ 5̅ 2̅ 

 

Berdasarkan Tabel  3.17, dapat dilihat bahwa 𝐺0 = {0̅, 3̅}, 
𝐺1 = {1̅, 4̅}, dan 𝐺2 = {2̅, 5̅} merupakan subgrupoid pada ℤ6(1̅, 3̅). 
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa 𝐺0, 𝐺1, dan 𝐺2 merupakan 

subgrupoid commuting regular. 
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Tabel 3.18 Hasil operasi syarat elemen commuting regular  

pada 𝐺0 ⊆ ℤ6 

�̅� dan �̅� �̅� 𝒙 ∗ �̅� ((�̅� ∗ �̅�) ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ �̅�) (�̅� ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ (�̅� ∗ �̅�)) 

0̅ dan 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 

0̅ dan 3̅ 3̅ 3̅ 3̅ 3̅ 

3̅ dan 0̅ 3̅ 3̅ 3̅ 3̅ 

3̅ dan 3̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 

 

Tabel 3.19 Hasil operasi syarat elemen commuting regular  

pada 𝐺1 ⊆ ℤ6 

�̅� dan �̅� �̅� 𝒙 ∗ �̅� ((�̅� ∗ �̅�) ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ �̅�) (�̅� ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ (�̅� ∗ �̅�)) 

1̅ dan 1̅ 4̅ 4̅ 4̅ 4̅ 

1̅ dan 4̅ 1̅ 1̅ 1̅ 1̅ 

4̅ dan 1̅ 1̅ 1̅ 1̅ 1̅ 

4̅ dan 4̅ 4̅ 4̅ 4̅ 4̅ 

 

Tabel 3.20 Hasil operasi syarat elemen commuting regular  

pada 𝐺2 ⊆ ℤ6 

�̅� dan �̅� �̅� 𝒙 ∗ �̅� ((�̅� ∗ �̅�) ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ �̅�) (�̅� ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ (�̅� ∗ �̅�)) 

2̅ dan 2̅ 2̅ 2̅ 2̅ 2̅ 

2̅ dan 5̅ 5̅ 5̅ 5̅ 5̅ 

5̅ dan 2̅ 5̅ 5̅ 5̅ 5̅ 

5̅ dan 5̅ 2̅ 2̅ 2̅ 2̅ 

 

Berdasarkan Tabel 3.18, Tabel 3.19, dan Tabel 3.20 terbukti bahwa 

𝐺0, 𝐺1, dan 𝐺2 merupakan subgrupoid commuting regular pada 

ℤ6(1̅, 3̅). ∎ 

 

Teorema 3.2.5 

Perhatikan grupoid ℤ2𝑝(2𝑝 − 2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, 2𝑝 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅). Jika 

𝐺0 = {0̅, 2̅, … , 2𝑝 − 2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅} dan 𝐺1 = {1̅, 3̅, … , 2𝑝 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅} merupakan 

subgrupoid pada ℤ2𝑝(2𝑝 − 2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅,  2𝑝 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅), maka 𝐺0 dan 𝐺1 adalah 

grupoid commuting regular. 

Bukti: 

Misalkan diambil �̅�, �̅� ∈ 𝐺0, sehingga 

�̅� ∗ �̅�  ≡ (2𝑝 − 2)𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + (2𝑝 − 1)𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 
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 ≡ 2𝑝𝑎̅̅ ̅̅ ̅ − 2𝑎̅̅̅̅ + 2𝑝𝑏̅̅ ̅̅ ̅ − �̅� (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 
 ≡ −2𝑎 − 𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) = −2𝑎 − 𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅.  (3.1) 

�̅� ∗ �̅�  ≡ (2𝑝 − 2)𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + (2𝑝 − 1)𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 
 ≡ 2𝑝𝑏̅̅ ̅̅ ̅ − 2𝑏̅̅ ̅ + 2𝑝𝑎̅̅ ̅̅ ̅ − �̅� (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 
 ≡ −2𝑏 − 𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) = −2𝑏 − 𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅. 
Selanjutnya akan ditentukan 𝑐̅ ∈ 𝐺0 sedemikian sehingga ∀�̅�, �̅� ∈ 𝐺0, 

�̅� dan �̅� merupakan elemen commuting regular. 

�̅� ∗ �̅�  = ((�̅� ∗ �̅�) ∗ 𝑐̅) ∗ (�̅� ∗ �̅�) 

 = ((−2𝑏 − 𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) ∗ 𝑐̅) ∗ (−2𝑏 − 𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) 

≡ ((2𝑝 − 2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)(−2𝑏 − 𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) + (2𝑝 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)𝑐̅)  (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) ∗ 

(−2𝑏 − 𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) 

≡ (−4𝑝𝑏 − 2𝑝𝑎 + 4𝑏 + 2𝑎 + 2𝑝𝑐 − 𝑐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) ∗ 

                (−2𝑏 − 𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) 

≡ (4𝑏 + 2𝑎 − 𝑐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) ∗ (−2𝑏 − 𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) 

= (4𝑏 + 2𝑎 − 𝑐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) ∗ (−2𝑏 − 𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) 

≡ (2𝑝 − 2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)(4𝑏 + 2𝑎 − 𝑐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) + (2𝑝 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)(−2𝑏 − 𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 

≡ 8𝑝𝑏̅̅ ̅̅ ̅ + 4𝑝𝑎̅̅ ̅̅ ̅ − 2𝑝𝑐̅̅ ̅̅ ̅ − 8𝑏̅̅ ̅ − 4𝑎̅̅̅̅ + 2𝑐̅̅ ̅ − 4𝑝𝑏̅̅ ̅̅ ̅ − 2𝑝𝑎̅̅ ̅̅ ̅ + 2𝑏̅̅ ̅ + 

    �̅� (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 
≡ −8𝑏 − 4𝑎 + 2𝑐 + 2𝑏 + 𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 
= −8𝑏 − 4𝑎 + 2𝑐 + 2𝑏 + 𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

 = −6𝑏 − 3𝑎 + 2𝑐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅.  (3.2) 

Berdasarkan persamaan (3.1) dan (3.2) diperoleh,  

2𝑐̅̅ ̅ ≡ 5𝑏 + 𝑎 ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ (𝑚𝑜𝑑 2𝑝)  
2𝑐̅̅ ̅ = 5𝑏 + 𝑎 + 𝑠2𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

𝑐̅ =
5𝑏

2
+
𝑎

2
+ 𝑠𝑝

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
 

 =
5(2𝑛−2)

2
+
(2𝑛−2)

2
+ 𝑠𝑝

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
 

 = 5𝑛 − 5 + 𝑛 − 1 + 𝑠𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

 = 6𝑛 − 6 + 𝑠𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , dengan 𝑠 ∈ ℤ dan 𝑛 = 1̅, 2̅, 3̅, … , (2𝑝 − 2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅). 
Dengan demikian ∀�̅�, �̅� ∈ 𝐺0, �̅� dan �̅� merupakan elemen commuting 

regular kiri. 
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�̅� ∗ �̅�  = (�̅� ∗ �̅�) ∗ (𝑐̅ ∗ (�̅� ∗ �̅�)) 

 = (−2𝑏 − 𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) ∗ (𝑐̅ ∗ (−2𝑏 − 𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)) 

≡ (−2𝑏 − 𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) ∗ 

((2𝑝 − 2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)𝑐̅ + (2𝑝 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)(−2𝑏 − 𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)) (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 

≡ (−2𝑏 − 𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) ∗

(2𝑝𝑐 − 2𝑐 − 4𝑝𝑏 − 2𝑝𝑎 + 2𝑏 + 𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 

≡ (−2𝑏 − 𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) ∗ (−2𝑐 + 2𝑏 + 𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 

= (−2𝑏 − 𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) ∗ (−2𝑐 + 2𝑏 + 𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 

≡ (2𝑝 − 2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)(−2𝑏 − 𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) + 

(2𝑝 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)(−2𝑐 + 2𝑏 + 𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 

≡ −4𝑝𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ − 2𝑝𝑎̅̅ ̅̅ ̅ + 4𝑏̅̅ ̅ + 2𝑎̅̅̅̅ − 4𝑝𝑐̅̅ ̅̅ ̅ + 4𝑝𝑏̅̅ ̅̅ ̅ + 2𝑝𝑎̅̅ ̅̅ ̅ + 2𝑐̅̅ ̅ − 2𝑏̅̅ ̅ − 

    𝑎 ̅(𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 
≡ 4𝑏 + 2𝑎 + 2𝑐 − 2𝑏 − 𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 
= 4𝑏 + 2𝑎 + 2𝑐 − 2𝑏 − 𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

 = 2𝑏 + 𝑎 + 2𝑐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ .  (3.3) 

Berdasarkan persamaan (3.1) dan (3.3) diperoleh,  

2𝑐̅̅ ̅ ≡ −3𝑎 − 3𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 
2𝑐̅̅ ̅ = −3𝑎 − 3𝑏 + 𝑠2𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

𝑐̅ = −
3𝑎

2
−
3𝑏

2
+ 𝑠𝑝

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
 

 = −
3(2𝑛−2)

2
−
3(2𝑛−2)

2
+ 𝑠𝑝

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
 

 = −3𝑛 + 3 − 3𝑛 + 3 + 𝑠𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

 = −6𝑛 + 6 + 𝑠𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , dengan 𝑠 ∈ ℤ  dan 𝑛 = 1̅, 2̅, 3̅, … , (2𝑝 − 2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅). 
Dengan demikian ∀�̅�, �̅� ∈ 𝐺0, �̅� dan �̅� merupakan elemen commuting 

regular kanan. Berdasarkan uraian di atas maka berlaku ∀�̅�, �̅� ∈ 𝐺0, 

�̅� dan �̅� merupakan elemen commuting regular, dengan 

menggunakan uraian pembuktian yang sama berlaku juga  

∀�̅�, �̅� ∈ 𝐺1, �̅� dan �̅� merupakan elemen commuting regular. Dengan 

demikian 𝐺0 dan 𝐺1 merupakan grupoid commuting regular. ∎ 

 

Akibat 3.2.6 

Perhatikan grupoid ℤ2𝑝(2𝑝 − 2𝑘̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , 2𝑝 + 1 − 2𝑘̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) dengan 0 < 𝑘 < 𝑝. 

Jika 𝐺0 = {0̅, 2̅, … , 2𝑝 − 2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅} dan 𝐺1 = {1̅, 3̅, … , 2𝑝 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅} merupakan 
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subgrupoid ℤ2𝑝(2𝑝 − 2𝑘̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ,  2𝑝 + 1 − 2𝑘̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ), maka 𝐺0 dan 𝐺1 adalah 

grupoid commuting regular. 

Bukti: 

Misalkan diambil �̅�, �̅� ∈ 𝐺0, sehingga 

�̅� ∗ �̅�  ≡ (2𝑝 − 2𝑘)𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + (2𝑝 + 1 − 2𝑘)𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 
 ≡ 2𝑝𝑎 − 2𝑘𝑎 + 2𝑝𝑏 + 𝑏 − 2𝑘𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 
 ≡ −2𝑘𝑎 + 𝑏 − 2𝑘𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 
 = −2𝑘𝑎 + 𝑏 − 2𝑘𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅.  (3.4) 

�̅� ∗ �̅�  ≡ (2𝑝 − 2𝑘)𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + (2𝑝 + 1 − 2𝑘)𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 
 ≡ 2𝑝𝑏 − 2𝑘𝑏 + 2𝑝𝑎 + 𝑎 − 2𝑘𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 
 ≡ −2𝑘𝑏 + 𝑎 − 2𝑘𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 

= −2𝑘𝑏 + 𝑎 − 2𝑘𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅. 
Selanjutnya akan ditentukan 𝑐̅ ∈ 𝐺0 sedemikian sehingga ∀�̅�, �̅� ∈ 𝐺0, 

�̅� dan �̅� merupakan elemen commuting regular. 

�̅� ∗ �̅�  = ((�̅� ∗ �̅�) ∗ 𝑐̅) ∗ (�̅� ∗ �̅�) 

 = ((−2𝑘𝑏 + 𝑎 − 2𝑘𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) ∗ 𝑐̅) ∗ (−2𝑘𝑏 + 𝑎 − 2𝑘𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) 

≡ ((2𝑝 − 2𝑘)(−2𝑘𝑏 + 𝑎 − 2𝑘𝑎)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + 

     (2𝑝 + 1 − 2𝑘)𝑐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) )  ∗ (−2𝑘𝑏 + 𝑎 − 2𝑘𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) 

≡ (−4𝑝𝑘𝑏 + 2𝑝𝑎 − 4𝑝𝑘𝑎 + 4𝑘2𝑏 − 2𝑘𝑎 + 4𝑘2𝑎 +̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

                2𝑝𝑐 + 𝑐 − 2𝑘𝑐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )  (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) ∗ (−2𝑘𝑏 + 𝑎 − 2𝑘𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) 

≡ (4𝑘2𝑏 − 2𝑘𝑎 + 4𝑘2𝑎 + 𝑐 − 2𝑘𝑐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) ∗ 

    (−2𝑘𝑏 + 𝑎 − 2𝑘𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) 

= (4𝑘2𝑏 − 2𝑘𝑎 + 4𝑘2𝑎 + 𝑐 − 2𝑘𝑐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) ∗ (−2𝑘𝑏 + 𝑎 − 2𝑘𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) 

≡ (2𝑝 − 2𝑘)(4𝑘2𝑏 − 2𝑘𝑎 + 4𝑘2𝑎 + 𝑐 − 2𝑘𝑐)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + 

    (2𝑝 + 1 − 2𝑘)(−2𝑘𝑏 + 𝑎 − 2𝑘𝑎)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 

≡ (8𝑝𝑘2𝑏 − 4𝑝𝑘𝑎 + 8𝑝𝑘2𝑎 + 2𝑝𝑐 − 4𝑝𝑘𝑐 − 8𝑘3𝑏 + 4𝑘2𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅́  

    −8𝑘3𝑎 − 2𝑘𝑐 +  4𝑘2𝑐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) + (−4𝑝𝑘𝑏 + 2𝑝𝑎 − 4𝑝𝑘𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

    −2𝑘𝑏 + 𝑎 − 2𝑘𝑎 + 4𝑘2𝑏 − 2𝑘𝑎 + 4𝑘2𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 

≡ (−8𝑘3𝑏 + 4𝑘2𝑎 − 8𝑘3𝑎 − 2𝑘𝑐 + 4𝑘2𝑐 − 2𝑘𝑏 + 𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

     −2𝑘𝑎 + 4𝑘2𝑏 − 2𝑘𝑎 + 4𝑘2𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 

= −8𝑘3𝑎 − 8𝑘3𝑏 + 8𝑘2𝑎 + 4𝑘2𝑏 − 4𝑘𝑎 − 2𝑘𝑏 + 𝑎 +̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

      4𝑘2𝑐 − 2𝑘𝑐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅. (3.5) 

Berdasarkan persamaan (3.4) dan (3.5) diperoleh,  
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4𝑘2𝑐 − 2𝑘𝑐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ≡ 8𝑘3𝑎 + 8𝑘3𝑏 − 8𝑘2𝑎 − 4𝑘2𝑏 + 2𝑘𝑎 + 𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 
−𝑎̅̅ ̅̅  (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 

4𝑘2𝑐 − 2𝑘𝑐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 8𝑘3𝑎 + 8𝑘3𝑏 − 8𝑘2𝑎 − 4𝑘2𝑏 + 2𝑘𝑎 + 𝑏 −̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

  𝑎 + 𝑠2𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , dengan 𝑠 ∈ ℤ 

𝑐(4𝑘2 − 2𝑘)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  = 8𝑘3𝑎 + 8𝑘3𝑏 − 8𝑘2𝑎 − 4𝑘2𝑏 + 2𝑘𝑎 + 𝑏 −̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

𝑎 + 𝑠2𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

𝑐̅ =
8𝑘2𝑎

4𝑘−2

̅̅ ̅̅ ̅̅
+
8𝑘2𝑏

4𝑘−2

̅̅ ̅̅ ̅̅
−

8𝑘𝑎

4𝑘−2

̅̅ ̅̅ ̅̅
−

4𝑘𝑏

4𝑘−2

̅̅ ̅̅ ̅̅
+
2𝑘𝑎+𝑏−𝑎+𝑠2𝑝

4𝑘2−2𝑘

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 

𝑐̅ = 2̅ (
4𝑘2𝑎

4𝑘−2

̅̅ ̅̅ ̅̅
)

⏟    
�̅�

+ 2̅ (
4𝑘2𝑏

4𝑘−2

̅̅ ̅̅ ̅̅
)

⏟    
�̅�

− 2̅ (
4𝑘𝑎

4𝑘−2

̅̅ ̅̅ ̅̅
)⏟    

𝑓̅

− 2̅ (
2𝑘𝑏

4𝑘−2

̅̅ ̅̅ ̅̅
)⏟    

�̅�

+

2𝑘𝑎+𝑏−𝑎+𝑠2𝑝

4𝑘2−2𝑘

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
⏟        

ℎ̅

 

𝑐̅ = (�̅� + �̅� − 𝑓̅ − �̅� + ℎ̅) ∈ 𝐺0. 

Dengan demikian ∀�̅�, �̅� ∈ 𝐺0, �̅� dan �̅� merupakan elemen commuting 

regular kiri. 

�̅� ∗ �̅�  = (�̅� ∗ �̅�) ∗ (𝑐̅ ∗ (�̅� ∗ �̅�)) 

 = (−2𝑘𝑏 + 𝑎 − 2𝑘𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) ∗ (𝑐̅ ∗ (−2𝑘𝑏 + 𝑎 − 2𝑘𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)) 

≡ (−2𝑘𝑏 + 𝑎 − 2𝑘𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) ∗ ((2𝑝 − 2𝑘)𝑐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + 

                (2𝑝 + 1 − 2𝑘)(−2𝑘𝑏 + 𝑎 − 2𝑘𝑎)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 

≡ (−2𝑘𝑏 + 𝑎 − 2𝑘𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) ∗ (2𝑝𝑐 − 2𝑘𝑐 − 4𝑝𝑘𝑏 + 2𝑝𝑎 − 4𝑝𝑘𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

                 −2𝑘𝑏 + 𝑎 − 2𝑘𝑎 + 4𝑘2𝑏 − 2𝑘𝑎 + 4𝑘2𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )  (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 

≡ (−2𝑘𝑏 + 𝑎 − 2𝑘𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) ∗ (−2𝑘𝑐 − 2𝑘𝑏 + 𝑎 − 2𝑘𝑎 + 4𝑘2𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

    −2𝑘𝑎 + 4𝑘2𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 

= (−2𝑘𝑏 + 𝑎 − 2𝑘𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) ∗ (−2𝑘𝑐 − 2𝑘𝑏 + 𝑎 − 2𝑘𝑎 + 4𝑘2𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

    −2𝑘𝑎 + 4𝑘2𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 

≡ (2𝑝 − 2𝑘)(−2𝑘𝑏 + 𝑎 − 2𝑘𝑎)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + (2𝑝 + 1 − 2𝑘)(−2𝑘𝑐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

    −2𝑘𝑏 + 𝑎 − 2𝑘𝑎 + 4𝑘2𝑏 − 2𝑘𝑎 + 4𝑘2𝑎)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 

≡ (−4𝑝𝑘𝑏 + 2𝑝𝑎 − 4𝑝𝑘𝑎 + 4𝑘2𝑏 − 2𝑘𝑎 + 4𝑘2𝑎 − 4𝑝𝑘𝑐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

    −4𝑝𝑘𝑏 + 2𝑝𝑎 + 8𝑝𝑘2𝑏 − 8𝑝𝑘𝑎 + 8𝑝𝑘2𝑎 − 2𝑘𝑐 − 2𝑘𝑏 +̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

    𝑎 + 4𝑘2𝑏 − 4𝑘𝑎 + 4𝑘2𝑎 + 4𝑘2𝑐 + 4𝑘2𝑏 − 2𝑘𝑎 − 8𝑘3𝑏 +̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

    8𝑘2𝑎 − 8𝑘3𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) (𝑚𝑜𝑑 2𝑝)  

≡ (4𝑘2𝑏 − 2𝑘𝑎 + 4𝑘2𝑎 − 2𝑘𝑐 − 2𝑘𝑏 + 𝑎 + 4𝑘2𝑏 − 4𝑘𝑎 +̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

    4𝑘2𝑎 + 4𝑘2𝑐 + 4𝑘2𝑏 − 2𝑘𝑎 − 8𝑘3𝑏 + 8𝑘2𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  
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    −8𝑘3𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 

= 12𝑘2𝑏 − 8𝑘𝑎 + 16𝑘2𝑎 − 2𝑘𝑐 − 2𝑘𝑏 + 𝑎 + 4𝑘2𝑐 − 8𝑘3𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

     −8𝑘3𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅.  (3.6) 

Berdasarkan persamaan (3.4) dan (3.6) diperoleh, 

−2𝑘𝑐 + 4𝑘2𝑐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ≡ −12𝑘2𝑏 + 6𝑘𝑎 − 16𝑘2𝑎 − 𝑎 + 𝑏 + 8𝑘3𝑏 +̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

8𝑘3𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 

−2𝑘𝑐 + 4𝑘2𝑐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = −12𝑘2𝑏 + 6𝑘𝑎 − 16𝑘2𝑎 − 𝑎 + 𝑏 + 8𝑘3𝑏 +̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

 8𝑘3𝑎 + 𝑠2𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, dengan 𝑠 ∈ ℤ 

𝑐(4𝑘2 − 2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  = −12𝑘2𝑏 + 6𝑘𝑎 − 16𝑘2𝑎 − 𝑎 + 𝑏 + 8𝑘3𝑏 +̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

8𝑘3𝑎 + 𝑠2𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

𝑐̅ = −
12𝑘𝑏

4𝑘−2

̅̅ ̅̅ ̅̅
−
16𝑘𝑎

4𝑘−2

̅̅ ̅̅ ̅̅
+
8𝑘2𝑎

4𝑘−2

̅̅ ̅̅ ̅̅
+
8𝑘2𝑏

4𝑘−2

̅̅ ̅̅ ̅̅
+
6𝑘𝑎−𝑎+𝑏+𝑠2𝑝

4𝑘2−2𝑘

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 

𝑐̅ = − 2̅ (
6𝑘𝑏

4𝑘−2

̅̅ ̅̅ ̅̅
)⏟    

�̅�

− 2̅ (
8𝑘𝑎

4𝑘−2

̅̅ ̅̅ ̅̅
)⏟    

𝑙 ̅

+ 2̅ (
84𝑎

4𝑘−2

̅̅ ̅̅ ̅̅
)⏟    

�̅�

+ 2̅ (
4𝑘2𝑏

4𝑘−2

̅̅ ̅̅ ̅̅
)

⏟    
�̅�

+

6𝑘𝑎−𝑎+𝑏+𝑠2𝑝

4𝑘2−2𝑘⏟        
�̅�

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 

𝑐̅ = (−𝑗̅ − 𝑙 ̅ + �̅� + �̅� + �̅�) ∈ 𝐺0. 

Dengan demikian ∀�̅�, �̅� ∈ 𝐺0, �̅� dan �̅� merupakan elemen commuting 

regular kanan. Berdasarkan uraian di atas maka berlaku ∀�̅�, �̅� ∈ 𝐺0, 

�̅� dan �̅� merupakan elemen commuting regular, dengan 

menggunakan uraian pembuktian yang sama berlaku juga  

∀�̅�, �̅� ∈ 𝐺1, �̅� dan �̅� merupakan elemen commuting regular. Dengan 

demikian 𝐺0 dan 𝐺1 merupakan grupoid commuting regular. ∎ 

 

Akibat 3.2.7 

Perhatikan grupoid ℤ2𝑝(2𝑝 − 2𝑘̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , 2𝑝 + 1 − 2𝑟̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) dengan 

0 < 𝑘, 𝑟 < 𝑝. Jika 𝐺0 = {0̅, 2̅, … , 2𝑝 − 2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅} dan 𝐺1 = {1̅, 3̅, … , 2𝑝 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅} 
merupakan subgrupoid ℤ2𝑝(2𝑝 − 2𝑘̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , 2𝑝 + 1 − 2𝑟̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅), maka 𝐺0 dan 𝐺1 

adalah grupoid commuting regular. 

Bukti: 

Misalkan diambil �̅�, �̅� ∈ 𝐺0, sehingga 

�̅� ∗ �̅�  ≡ (2𝑝 − 2𝑘)𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + (2𝑝 + 1 − 2𝑟)𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 
 ≡ 2𝑝𝑎 − 2𝑘𝑎 + 2𝑝𝑏 + 𝑏 − 2𝑟𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 
 ≡ −2𝑘𝑎 + 𝑏 − 2𝑟𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 
 = −2𝑘𝑎 + 𝑏 − 2𝑟𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅.  (3.7) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



59 
 

 

�̅� ∗ �̅�  ≡ (2𝑝 − 2𝑘)𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + (2𝑝 + 1 − 2𝑟)𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 
 ≡ 2𝑝𝑏 − 2𝑘𝑏 + 2𝑝𝑎 + 𝑎 − 2𝑟𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 
 ≡ −2𝑘𝑏 + 𝑎 − 2𝑟𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 

= −2𝑘𝑏 + 𝑎 − 2𝑟𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅. 
Selanjutnya akan ditentukan 𝑐̅ ∈ 𝐺0 sedemikian sehingga ∀�̅�, �̅� ∈ 𝐺0, 

�̅� dan �̅� merupakan elemen commuting regular. 

�̅� ∗ �̅�  = ((�̅� ∗ �̅�) ∗ 𝑐̅) ∗ (�̅� ∗ �̅�) 

 = ((−2𝑘𝑏 + 𝑎 − 2𝑟𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) ∗ 𝑐̅) ∗ (−2𝑘𝑏 + 𝑎 − 2𝑟𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) 

≡ ((2𝑝 − 2𝑘)(−2𝑘𝑏 + 𝑎 − 2𝑟𝑎)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + 

     (2𝑝 + 1 − 2𝑟)𝑐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) )  ∗ (−2𝑘𝑏 + 𝑎 − 2𝑘𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) 

≡ (−4𝑝𝑘𝑏 + 2𝑝𝑎 − 4𝑝𝑟𝑎 + 4𝑘2 𝑏 − 2𝑘𝑎 + 4𝑘𝑟 𝑎 +̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 
                2𝑝𝑐 + 𝑐 − 2𝑟𝑐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )  (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) ∗ (−2𝑘𝑏 + 𝑎 − 2𝑟𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) 

≡ (4𝑘2𝑏 − 2𝑘𝑎 + 4𝑘𝑟𝑎 + 𝑐 − 2𝑟𝑐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) ∗ 

    (−2𝑘𝑏 + 𝑎 − 2𝑟𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) 

= (4𝑘2𝑏 − 2𝑘𝑎 + 4𝑘𝑟𝑎 + 𝑐 − 2𝑟𝑐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) ∗ (−2𝑘𝑏 + 𝑎 − 2𝑟𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) 

≡ (2𝑝 − 2𝑘)(4𝑘2𝑏 − 2𝑘𝑎 + 4𝑘𝑟𝑎 + 𝑐 − 2𝑟𝑐)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + 

    (2𝑝 + 1 − 2𝑟)(−2𝑘𝑏 + 𝑎 − 2𝑟𝑎)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 

≡ (8𝑝𝑘2𝑏 − 4𝑝𝑘𝑎 + 8𝑝𝑘𝑟𝑎 + 2𝑝𝑐 − 4𝑝𝑟𝑐 − 8𝑘3𝑏 + 4𝑘2𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

    −8𝑘2𝑟𝑎 − 2𝑘𝑐 +  4𝑘𝑟𝑐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) + (−4𝑝𝑘𝑏 + 2𝑝𝑎 − 4𝑝𝑟𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

    −2𝑘𝑏 + 𝑎 − 2𝑟𝑎 + 4𝑘𝑟𝑏 − 2𝑟𝑎 + 4𝑟2𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 

≡ (−8𝑘3𝑏 + 4𝑘2𝑎 − 8𝑘2𝑟𝑎 − 2𝑘𝑐 + 4𝑘𝑟𝑐 − 2𝑘𝑏 + 𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

    −2𝑟𝑎 + 4𝑘𝑟𝑏 − 2𝑟𝑎 + 4𝑟2𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 

= −8𝑘3𝑏 + 4𝑘2𝑎 − 8𝑘2𝑟𝑎 − 2𝑘𝑐 + 4𝑘𝑟𝑐 − 2𝑘𝑏 + 𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

     −4𝑟𝑎 + 4𝑘𝑟𝑏 + 4𝑟2𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅.  (3.8) 

Berdasarkan persamaan (3.7) dan (3.8) diperoleh,  

−2𝑘𝑐 + 4𝑘𝑟𝑐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ≡ 8𝑘3𝑏 − 4𝑘2𝑎 + 8𝑘2𝑟𝑎 + 2𝑘𝑏 − 𝑎 + 4𝑟𝑎 −̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

 4𝑘𝑟𝑏 + 4𝑟2𝑎 + 𝑏 − 2𝑟𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 

𝑐(4𝑘𝑟 − 2𝑘)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  = 8𝑘3𝑏 − 4𝑘2𝑎 + 8𝑘2𝑟𝑎 + 2𝑘𝑏 − 𝑎 + 4𝑟𝑎 −̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

 4𝑘𝑟𝑏 + 4𝑟2𝑎 + 𝑏 − 2𝑟𝑏 + 𝑠2𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, dengan 𝑠 ∈ ℤ 

𝑐̅ =
8𝑘2𝑏

4𝑟−2

̅̅ ̅̅ ̅̅
−

4𝑘𝑎

4𝑟−2

̅̅ ̅̅ ̅̅
+
8𝑘𝑟𝑎

4𝑟−2

̅̅ ̅̅ ̅̅
−

4𝑟𝑏

4𝑟−2

̅̅ ̅̅ ̅̅
+ 

 
2𝑘𝑏−𝑎+4𝑟𝑎+4𝑟2𝑎+𝑏−2𝑟𝑏+𝑠2𝑝

4𝑘𝑟−2𝑘

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
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𝑐̅ = 2̅ (
4𝑘2𝑏

4𝑟−2

̅̅ ̅̅ ̅̅
)

⏟    
�̅�

− 2̅ (
2𝑘𝑎

4𝑟−2

̅̅ ̅̅ ̅̅
)⏟    

�̅�

+ 2̅ (
4𝑘𝑟𝑎

4𝑟−2

̅̅ ̅̅ ̅̅
)⏟    

𝑓̅

− 2̅ (
2𝑟𝑏

4𝑟−2

̅̅ ̅̅ ̅̅
)⏟    

�̅�

+ 

 
2𝑘𝑏−𝑎+4𝑟𝑎+4𝑟2𝑎+𝑏−2𝑟𝑏+𝑠2𝑝

4𝑘𝑟−2𝑘

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
⏟                

ℎ̅

 

𝑐̅ = (�̅� − �̅� + 𝑓̅ − �̅� + ℎ̅) ∈ 𝐺0. 

Dengan demikian ∀�̅�, �̅� ∈ 𝐺0, �̅� dan �̅� merupakan elemen commuting 

regular kiri. 

�̅� ∗ �̅�  = (�̅� ∗ �̅�) ∗ (𝑐̅ ∗ (�̅� ∗ �̅�)) 

 = (−2𝑘𝑏 + 𝑎 − 2𝑟𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) ∗ (𝑐̅ ∗ (−2𝑘𝑏 + 𝑎 − 2𝑟𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)) 

≡ (−2𝑘𝑏 + 𝑎 − 2𝑘𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) ∗ ((2𝑝 − 2𝑘)𝑐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + 

                (2𝑝 + 1 − 2𝑟)(−2𝑘𝑏 + 𝑎 − 2𝑟𝑎)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 

≡ (−2𝑘𝑏 + 𝑎 − 2𝑟𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) ∗ (2𝑝𝑐 − 2𝑘𝑐 − 4𝑝𝑘𝑏 + 2𝑝𝑎 − 4𝑝𝑟𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

                 −2𝑘𝑏 + 𝑎 − 2𝑟𝑎 + 4𝑟𝑘𝑏 − 2𝑟𝑎 + 4𝑟2𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)  (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 
≡ (−2𝑘𝑏 + 𝑎 − 2𝑟𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) ∗ (−2𝑘𝑐 − 2𝑘𝑏 + 𝑎 − 2𝑟𝑎 + 4𝑟𝑘𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

    −2𝑟𝑎 + 4𝑟2𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 
= (−2𝑘𝑏 + 𝑎 − 2𝑟𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) ∗ (−2𝑘𝑐 − 2𝑘𝑏 + 𝑎 − 4𝑟𝑎 + 4𝑟𝑘𝑏 +̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

     4𝑟2𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) 

≡ (2𝑝 − 2𝑘)(−2𝑘𝑏 + 𝑎 − 2𝑘𝑎)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + (2𝑝 + 1 − 2𝑘)(−2𝑘𝑐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

    −2𝑘𝑏 + 𝑎 − 4𝑟𝑎 + 4𝑟𝑘𝑏 + 4𝑟2𝑎)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 

≡ (−4𝑝𝑘𝑏 + 2𝑝𝑎 − 4𝑝𝑟𝑎 + 4𝑘2𝑏 − 2𝑘𝑎 + 4𝑘𝑟𝑎 − 4𝑝𝑘𝑐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

    −4𝑝𝑘𝑏 + 2𝑝𝑎 − 8𝑝𝑟𝑎 + 8𝑝𝑟𝑘𝑏 + 8𝑝𝑟2𝑎 − 2𝑘𝑐 − 2𝑘𝑏 +̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

    𝑎 − 4𝑟𝑎 + 4𝑟𝑘𝑏 + 4𝑟2𝑎 + 4𝑟𝑘𝑐 + 4𝑟𝑘𝑏 − 2𝑟𝑎 + 8𝑟2𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

    −8𝑟2𝑘𝑎 − 8𝑟3𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) (𝑚𝑜𝑑 2𝑝)  

≡ (4𝑘2𝑏 − 2𝑘𝑎 + 4𝑘𝑟𝑎 − 2𝑘𝑐 − 2𝑘𝑏 + 𝑎 − 4𝑟𝑎 + 4𝑟𝑘𝑏 +̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

    4𝑟2𝑎 + 4𝑟𝑘𝑐 + 4𝑟𝑘𝑏 − 2𝑟𝑎 + 8𝑟2𝑎 − 8𝑟2𝑘𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅   

    −8𝑟3𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 

= 4𝑘2𝑏 − 2𝑘𝑎 + 4𝑘𝑟𝑎 − 2𝑘𝑐 − 2𝑘𝑏 + 𝑎 − 6𝑟𝑎 + 8𝑟𝑘𝑏 +̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

     12𝑟2𝑎 + 4𝑟𝑘𝑐 − 8𝑟2𝑘𝑏 − 8𝑟3𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅.  (3.9) 

Berdasarkan persamaan (3.7) dan (3.9) diperoleh,  

−2𝑘𝑐 + 4𝑟𝑘𝑐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ≡ −4𝑘2𝑏 − 4𝑘𝑟𝑎 + 2𝑘𝑏 − 𝑎 + 6𝑟𝑎 − 8𝑟𝑘𝑏 −̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

 12𝑟2𝑎 + 8𝑟2𝑘𝑏 + 𝑏 − 2𝑟𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 
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𝑐(4𝑘𝑟 − 2𝑘)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  = −4𝑘2𝑏 − 4𝑘𝑟𝑎 + 2𝑘𝑏 − 𝑎 + 6𝑟𝑎 − 8𝑟𝑘𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ − 

 12𝑟2𝑎 + 8𝑟2𝑘𝑏 + 𝑏 − 2𝑟𝑏 + 𝑠2𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , dengan 𝑠 ∈ ℤ 

𝑐̅ = −
4𝑘𝑏

4𝑟−2

̅̅ ̅̅ ̅̅
−

4𝑟𝑎

4𝑟−2

̅̅ ̅̅ ̅̅
−

8𝑟𝑏

4𝑟−2

̅̅ ̅̅ ̅̅
+
8𝑟2𝑏

4𝑟−2

̅̅ ̅̅ ̅̅
+ 

 
2𝑘𝑏−𝑎+6𝑟𝑎+12𝑟2𝑎+𝑏−2𝑟𝑏+𝑠2𝑝

4𝑘𝑟−2𝑘

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
 

𝑐̅ = − 2̅ (
2𝑘𝑏

4𝑟−2

̅̅ ̅̅ ̅̅
)⏟    

�̅�

− 2̅ (
2𝑟𝑎

4𝑟−2

̅̅ ̅̅ ̅̅
)⏟    

𝑙 ̅

− 2̅ (
4𝑟𝑏

4𝑟−2

̅̅ ̅̅ ̅̅
)⏟    

�̅�

+ 2̅ (
4𝑟2𝑏

4𝑟−2

̅̅ ̅̅ ̅̅
)

⏟    
�̅�

+ 

 
2𝑘𝑏−𝑎+6𝑟𝑎+12𝑟2𝑎+𝑏−2𝑟𝑏+𝑠2𝑝

4𝑘𝑟−2𝑘

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
⏟                  

�̅�

 

𝑐̅ = (−𝑗̅ − 𝑙 ̅ − �̅� + �̅� + �̅�) ∈ 𝐺0. 

Dengan demikian ∀�̅�, �̅� ∈ 𝐺0, �̅� dan �̅� merupakan elemen commuting 

regular kanan. Berdasarkan uraian di atas maka berlaku ∀�̅�, �̅� ∈ 𝐺0, 

�̅� dan �̅� merupakan elemen commuting regular, dengan 

menggunakan uraian pembuktian yang sama berlaku juga  

∀�̅�, �̅� ∈ 𝐺1, �̅� dan �̅� merupakan elemen commuting regular. Dengan 

demikian 𝐺0 dan 𝐺1 merupakan grupoid commuting regular. ∎ 

 

Teorema 3.2.8 

Grupoid ℤ2𝑝(2̅, 2𝑝 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) memuat subgrupoid commuting regular 

pada ℤ2𝑝(2̅, 2𝑝 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅). 

Bukti: 

Misalkan 𝐺0 = {0̅, 2̅, … , 2𝑝 − 2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅} dan 𝐺1 = {1̅, 3̅, … , 2𝑝 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅} 
merupakan subgrupoid pada ℤ2𝑝(2𝑝 − 2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, 2𝑝 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅). Akan ditunjukkan 

bahwa 𝐺0 dan 𝐺1 merupakan subgrupoid commuting regular pada 

ℤ2𝑝(2̅, 2𝑝 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅). 

Misalkan diambil �̅�, �̅� ∈ 𝐺0, sehingga 

�̅� ∗ �̅�  ≡ 2𝑎̅̅̅̅ + (2𝑝 − 1)𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 
 ≡ 2𝑎̅̅̅̅ + 2𝑝𝑏 − 𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 
 ≡ 2𝑎 − 𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 
 = 2𝑎 − 𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅.  (3.10) 

�̅� ∗ �̅�  ≡ 2𝑏̅̅ ̅ + (2𝑝 − 1)𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 
 ≡ 2𝑏̅̅ ̅ + 2𝑝𝑎 − 𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 
 ≡ 2𝑏 − 𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 

= 2𝑏 − 𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅. 
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Selanjutnya akan ditentukan 𝑐̅ ∈ 𝐺0 sedemikian sehingga ∀�̅�, �̅� ∈ 𝐺0, 

�̅� dan �̅� merupakan elemen commuting regular. 

�̅� ∗ �̅�  = ((�̅� ∗ �̅�) ∗ 𝑐̅) ∗ (�̅� ∗ �̅�) 

 = ((2𝑏 − 𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) ∗ 𝑐̅) ∗ (2𝑏 − 𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) 

≡ (2(2𝑏 − 𝑎) + (2𝑝 − 1)𝑐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) ∗ (2𝑏 − 𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) 

≡ (4𝑏 − 2𝑎 + 2𝑝𝑐 − 𝑐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) ∗ (2𝑏 − 𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) 

≡ (4𝑏 − 2𝑎 − 𝑐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) ∗ (2𝑏 − 𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) 

= (4𝑏 − 2𝑎 − 𝑐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) ∗ (2𝑏 − 𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) 

≡ 2(4𝑏 − 2𝑎 − 𝑐) + (2𝑝 − 1)(2𝑏 − 𝑎)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 
≡ 8𝑏 − 4𝑎 − 2𝑐 + 4𝑝𝑏 − 2𝑝𝑎 − 2𝑏 + 𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 
≡ 8𝑏 − 4𝑎 − 2𝑐 − 2𝑏 + 𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 
= 8𝑏 − 4𝑎 − 2𝑐 − 2𝑏 + 𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

 = 6𝑏 − 3𝑎 − 2𝑐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅.  (3.11) 

Berdasarkan persamaan (3.10) dan (3.11) diperoleh, 

2𝑐̅̅ ̅ ≡ −5𝑎 + 7𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 
2𝑐̅̅ ̅ = −5𝑎 + 7𝑏 + 𝑠2𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

𝑐̅ = −
5𝑎

2
+
7𝑏

2
+ 𝑠𝑝

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
 

 = −
5(2𝑛−2)

2
+
7(2𝑛−2)

2
+ 𝑠𝑝

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
 

 = −5𝑛 + 5 + 7𝑛 − 7 + 𝑠𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

 = 2𝑛 − 6 + 𝑠𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , dengan 𝑠 ∈ ℤ  dan 𝑛 = 1̅, 2̅, 3̅, … , (2𝑝 − 2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅). 
Dengan demikian ∀�̅�, �̅� ∈ 𝐺0, �̅� dan �̅� merupakan elemen commuting 

regular kiri. 

�̅� ∗ �̅�  = (�̅� ∗ �̅�) ∗ (𝑐̅ ∗ (�̅� ∗ �̅�)) 

 = (2𝑏 − 𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) ∗ (𝑐̅ ∗ (2𝑏 − 𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)) 

≡ (2𝑏 − 𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) ∗ (2𝑐 + (2𝑝 − 1)(2𝑏 − 𝑎)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 

≡ (2𝑏 − 𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) ∗ (2𝑐 + 4𝑝𝑏 − 2𝑝𝑎 − 2𝑏 + 𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 

≡ (2𝑏 − 𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) ∗ (2𝑐 − 2𝑏 + 𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 

= (2𝑏 − 𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) ∗ (2𝑐 − 2𝑏 + 𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 

≡ 2(2𝑏 − 𝑎) + (2𝑝 − 1)(2𝑐 − 2𝑏 + 𝑎)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 
≡ 4𝑏 − 2𝑎 + 4𝑝𝑐 − 4𝑝𝑏 + 2𝑝𝑎 − 2𝑐 + 2𝑏 − 𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 
≡ 4𝑏 − 2𝑎 − 2𝑐 + 2𝑏 − 𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 
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= 4𝑏 − 2𝑎 − 2𝑐 + 2𝑏 − 𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 
 = 6𝑏 − 3𝑎 − 2𝑐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅.  (3.12) 

Berdasarkan persamaan (3.10) dan (3.12) diperoleh, 

2𝑐̅̅ ̅ ≡ −5𝑎 + 7𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 
2𝑐̅̅ ̅ ≡ −5𝑎 + 7𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 
2𝑐̅̅ ̅ = −5𝑎 + 7𝑏 + 𝑠2𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

𝑐̅ = −
5𝑎

2
+
7𝑏

2
+ 𝑠𝑝

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
 

 = −
5(2𝑛−2)

2
+
7(2𝑛−2)

2
+ 𝑠𝑝

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
 

 = −5𝑛 + 5 + 7𝑛 − 7 + 𝑠𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

 = 2𝑛 − 6 + 𝑠𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , dengan 𝑠 ∈ ℤ dan 𝑛 = 1̅, 2̅, 3̅, … , (2𝑝 − 2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅). 
Dengan demikian ∀�̅�, �̅� ∈ 𝐺0, �̅� dan �̅� merupakan elemen commuting 

regular kanan. Berdasarkan uraian di atas maka berlaku ∀�̅�, �̅� ∈ 𝐺0, 

�̅� dan �̅� merupakan elemen commuting regular, dengan 

menggunakan uraian pembuktian yang sama berlaku juga  

∀�̅�, �̅� ∈ 𝐺1, �̅� dan �̅� merupakan elemen commuting regular. Dengan 

demikian 𝐺0 dan 𝐺1 merupakan subgrupoid commuting regular pada 

ℤ2𝑝(2̅, 2𝑝 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅). ∎ 

 

Contoh 3.2.9 

Misalkan diambil 𝑝 = 5, sehingga grupoid 

ℤ2𝑝(2̅, 2𝑝 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) = ℤ10(2̅, 9̅). Akan ditunjukkan bahwa 

𝐺0 = {0̅, 2̅, 4̅, 6̅, 8̅} dan 𝐺1 = {1̅, 3̅, 5̅, 7̅, 9̅} merupakan subgrupoid 

commuting regular pada ℤ10(2̅, 9̅). 
Bukti: 

Untuk mempermudah dalam menunjukkan bahwa 𝐺0 = {0̅, 2̅, 4̅, 6̅, 8̅} 
dan 𝐺1 = {1̅, 3̅, 5̅, 7̅, 9̅} merupakan subgrupoid commuting regular 

pada ℤ10(2̅, 9̅) diberikan tabel hasil operasi biner ∗ pada ℤ10(2̅, 9̅). 
 

Tabel 3.21 Hasil operasi biner ∗ pada ℤ10(2̅, 9̅) 
∗ �̅� �̅� �̅� �̅� �̅� �̅� �̅� �̅� �̅� �̅� 

�̅� 0̅ 9̅ 8̅ 7̅ 6̅ 5̅ 4̅ 3̅ 2̅ 1̅ 

�̅� 2̅ 1̅ 0̅ 9̅ 8̅ 7̅ 6̅ 5̅ 4̅ 3̅ 

�̅� 4̅ 3̅ 2̅ 1̅ 0̅ 9̅ 8̅ 7̅ 6̅ 5̅ 
�̅� 6̅ 5̅ 4̅ 3̅ 2̅ 1̅ 0̅ 9̅ 8̅ 7̅ 

�̅� 8̅ 7̅ 6̅ 5̅ 4̅ 3̅ 2̅ 1̅ 0̅ 9̅ 
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∗ �̅� �̅� �̅� �̅� �̅� �̅� �̅� �̅� �̅� �̅� 

�̅� 0̅ 9̅ 8̅ 7̅ 6̅ 5̅ 4̅ 3̅ 2̅ 1̅ 

�̅� 2̅ 1̅ 0̅ 9̅ 8̅ 7̅ 6̅ 5̅ 4̅ 3̅ 

�̅� 4̅ 3̅ 2̅ 1̅ 0̅ 9̅ 8̅ 7̅ 6̅ 5̅ 
�̅� 6̅ 5̅ 4̅ 3̅ 2̅ 1̅ 0̅ 9̅ 8̅ 7̅ 

�̅� 8̅ 7̅ 6̅ 5̅ 4̅ 3̅ 2̅ 1̅ 0̅ 9̅ 
 

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa 𝐺0 = {0̅, 2̅, 4̅, 6̅, 8̅} dan 

𝐺1 = {1̅, 3̅, 5̅, 7̅, 9̅} merupakan subgrupoid commuting regular pada 

ℤ10(2̅, 9̅). 
 

Tabel 3.22 Hasil operasi syarat elemen commuting regular  

pada 𝐺0 ⊆ ℤ10 

�̅� dan �̅� �̅� �̅� ∗ �̅� ((�̅� ∗ �̅�) ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ �̅�) (�̅� ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ (�̅� ∗ �̅�)) 

0̅ dan 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 

0̅ dan 2̅ 2̅ 8̅ 8̅ 8̅ 

0̅ dan 4̅ 4̅ 6̅ 6̅ 6̅ 

0̅ dan 6̅ 6̅ 4̅ 4̅ 4̅ 

0̅ dan 8̅ 8̅ 2̅ 2̅ 2̅ 

2̅ dan 0̅ 0̅ 4̅ 4̅ 4̅ 

2̅ dan 2̅ 2̅ 2̅ 2̅ 2̅ 

2̅ dan 4̅ 4̅ 0̅ 0̅ 0̅ 

2̅ dan 6̅ 6̅ 8̅ 8̅ 8̅ 

2̅ dan 8̅ 8̅ 6̅ 6̅ 6̅ 

4̅ dan 0̅ 0̅ 8̅ 8̅ 8̅ 

4̅ dan 2̅ 2̅ 6̅ 6̅ 6̅ 

4̅ dan 4̅ 4̅ 4̅ 4̅ 4̅ 

4̅ dan 6̅ 6̅ 2̅ 2̅ 2̅ 

4̅ dan 8̅ 8̅ 0̅ 0̅ 0̅ 

6̅ dan 0̅ 0̅ 2̅ 2̅ 2̅ 

6̅ dan 2̅ 2̅ 0̅ 0̅ 0̅ 

6̅ dan 4̅ 4̅ 8̅ 8̅ 8̅ 

6̅ dan 6̅ 6̅ 6̅ 6̅ 6̅ 

6̅ dan 8̅ 8̅ 4̅ 4̅ 4̅ 

8̅ dan 0̅ 0̅ 6̅ 6̅ 6̅ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



65 
 

�̅� dan �̅� �̅� �̅� ∗ �̅� ((�̅� ∗ �̅�) ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ �̅�) (�̅� ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ (�̅� ∗ �̅�)) 

8̅ dan 2̅ 2̅ 4̅ 4̅ 4̅ 

8̅ dan 4̅ 4̅ 2̅ 2̅ 2̅ 

8̅ dan 6̅ 6̅ 0̅ 0̅ 0̅ 

8̅ dan 8̅ 8̅ 8̅ 8̅ 8̅ 

 

Tabel 3.23 Hasil operasi syarat elemen commuting regular  

pada 𝐺1 ⊆ ℤ10 

�̅� dan �̅� �̅� �̅� ∗ �̅� ((�̅� ∗ �̅�) ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ �̅�) (�̅� ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ (�̅� ∗ �̅�)) 

1̅ dan 1̅ 1̅ 1̅ 1̅ 1̅ 

1̅ dan 3̅ 3̅ 9̅ 9̅ 9̅ 

1̅ dan 5̅ 5̅ 7̅ 7̅ 7̅ 

1̅ dan 7̅ 7̅ 5̅ 5̅ 5̅ 

1̅ dan 9̅ 9̅ 3̅ 3̅ 3̅ 

3̅ dan 1̅ 1̅ 5̅ 5̅ 5̅ 

3̅ dan 3̅ 3̅ 3̅ 3̅ 3̅ 

3̅ dan 5̅ 5̅ 1̅ 1̅ 1̅ 

3̅ dan 7̅ 7̅ 9̅ 9̅ 9̅ 

3̅ dan 9̅ 9̅ 7̅ 7̅ 7̅ 

5̅ dan 1̅ 1̅ 9̅ 9̅ 9̅ 

5̅ dan 3̅ 3̅ 7̅ 7̅ 7̅ 

5̅ dan 5̅ 5̅ 5̅ 5̅ 5̅ 

5̅ dan 7̅ 7̅ 3̅ 3̅ 3̅ 

5̅ dan 9̅ 9̅ 1̅ 1̅ 1̅ 

7̅ dan 1̅ 1̅ 3̅ 3̅ 3̅ 

7̅ dan 3̅ 3̅ 1̅ 1̅ 1̅ 

7̅ dan 5̅ 5̅ 9̅ 9̅ 9̅ 

7̅ dan 7̅ 7̅ 7̅ 7̅ 7̅ 

7̅ dan 9̅ 9̅ 5̅ 5̅ 5̅ 

9̅ dan 1̅ 1̅ 7̅ 7̅ 7̅ 

9̅ dan 3̅ 3̅ 5̅ 5̅ 5̅ 

9̅ dan 5̅ 5̅ 3̅ 3̅ 3̅ 

9̅ dan 7̅ 7̅ 1̅ 1̅ 1̅ 

9̅ dan 9̅ 9̅ 9̅ 9̅ 9̅ 
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Berdasarkan Tabel 3.22 dan Tabel 3.23 terbukti bahwa 

𝐺0 = {0̅, 2̅, 4̅, 6̅, 8̅} dan 𝐺1 = {1̅, 3̅, 5̅, 7̅, 9̅} merupakan subgrupoid 

commuting regular pada ℤ10(2̅, 9̅). ∎ 

 

Teorema 3.2.10 

Grupoid ℤ𝑛(𝑡̅,  �̅�) merupakan grupoid commuting regular dengan 

𝑡̅2 ≡ 𝑡̅(𝑚𝑜𝑑 𝑛) dan 𝑡 < 𝑛. 

Bukti: 

Misalkan diambil �̅�, �̅� ∈ ℤ𝑛, sehingga 

�̅� ∗ �̅�  ≡ 𝑡𝑎̅̅̅ + 𝑡�̅� (𝑚𝑜𝑑 𝑛) 
 = 𝑡𝑎 + 𝑡𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

�̅� ∗ �̅�  ≡ 𝑡�̅� + 𝑡𝑎̅̅̅ (𝑚𝑜𝑑 𝑛) 
 = 𝑡𝑏 + 𝑡𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

�̅� ∗ �̅�  = �̅� ∗ �̅� = 𝑡𝑎 + 𝑡𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑡𝑏 + 𝑡𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑡(𝑎 + 𝑏)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅. 
Jadi, ℤ𝑛(𝑡̅,  �̅�) merupakan grupoid komutatif. Selanjutnya akan 

ditentukan 𝑐̅ ∈ ℤ𝑛 sedemikian sehingga ∀�̅�, �̅� ∈ ℤ𝑛, �̅� dan �̅� 

merupakan elemen commuting regular. 

�̅� ∗ �̅�  = (�̅� ∗ �̅�) ∗ 𝑐̅ ∗ (�̅� ∗ �̅�) 

 = 𝑡(𝑎 + 𝑏)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ∗ 𝑐̅ ∗ 𝑡(𝑎 + 𝑏)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

 ≡ 𝑡2(𝑎 + 𝑏) + 𝑡𝑐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ (𝑚𝑜𝑑 𝑛) ∗ 𝑡(𝑎 + 𝑏)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

 ≡ 𝑡(𝑎 + 𝑏) + 𝑡𝑐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ (𝑚𝑜𝑑 𝑛) ∗ 𝑡(𝑎 + 𝑏)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, karena 𝑡̅2 ≡ 𝑡̅(𝑚𝑜𝑑 𝑛) 

 = 𝑡(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ∗ 𝑡(𝑎 + 𝑏)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

 ≡ 𝑡2(𝑎 + 𝑏 + 𝑐) + 𝑡2(𝑎 + 𝑏)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ (𝑚𝑜𝑑 𝑛) 

 ≡ 𝑡(𝑎 + 𝑏 + 𝑐) + 𝑡(𝑎 + 𝑏)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  (𝑚𝑜𝑑 𝑛), karena 𝑡̅2 ≡ 𝑡̅(𝑚𝑜𝑑 𝑛) 
 = 𝑡(2𝑎 + 2𝑏 + 𝑐)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, 
sedangkan di sisi lain �̅� ∗ �̅� = 𝑡(𝑎 + 𝑏)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ sehingga diperoleh 

𝑐̅ ≡ −(𝑎 + 𝑏)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  (𝑚𝑜𝑑 𝑛) sedemikian sehingga ∀�̅�, �̅� ∈ ℤ𝑛, �̅� dan �̅� 

merupakan elemen commuting regular. Oleh karena itu, ℤ𝑛(𝑡̅, 𝑡̅) 
merupakan grupoid commuting regular. ∎ 

 

Contoh 3.2.11 

Diberikan grupoid ℤ6(3̅, 3̅). Akan ditunjukkan bahwa ℤ6(3̅, 3̅) 
merupakan grupoid commuting regular. 
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Bukti: 

Untuk mempermudah dalam membuktikan bahwa ℤ6(3̅, 3̅) 
merupakan grupoid commuting regular, diberikan hasil operasi biner 

ℤ6(3̅, 3̅) pada tabel berikut. 

 

Tabel 3.24 Hasil operasi biner ∗ pada ℤ6(3̅, 3̅) 
∗ �̅� �̅� �̅� �̅� �̅� �̅� 

�̅� 0̅ 3̅ 0̅ 3̅ 0̅ 3̅ 

�̅� 3̅ 0̅ 3̅ 0̅ 3̅ 0̅ 

�̅� 0̅ 3̅ 0̅ 3̅ 0̅ 3̅ 

�̅� 3̅ 0̅ 3̅ 0̅ 3̅ 0̅ 

�̅� 0̅ 3̅ 0̅ 3̅ 0̅ 3̅ 

�̅� 3̅ 0̅ 3̅ 0̅ 3̅ 0̅ 

 

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa ∀�̅�, �̅� ∈ ℤ6, �̅� dan �̅� merupakan 

elemen commuting regular. Untuk mempermudah dalam 

membuktikannya perhatikan tabel berikut. 

 

Tabel 3.25 Hasil operasi syarat elemen commuting regular  

pada ℤ6(3̅, 3̅) 

�̅� dan �̅� �̅� �̅� ∗ �̅� (�̅� ∗ �̅�) ∗ �̅� ∗ (�̅� ∗ �̅�) 

0̅ dan 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 

0̅ dan 1̅ 5̅ 3̅ 3̅ 

0̅ dan 2̅ 4̅ 0̅ 0̅ 

0̅ dan 3̅ 3̅ 3̅ 3̅ 

0̅ dan 4̅ 2̅ 0̅ 0̅ 

0̅ dan 5̅ 1̅ 3̅ 3̅ 

1̅ dan 0̅ 5̅ 3̅ 3̅ 

1̅ dan 1̅ 4̅ 0̅ 0̅ 

1̅ dan 2̅ 3̅ 3̅ 3̅ 

1̅ dan 3̅ 2̅ 0̅ 0̅ 

1̅ dan 4̅ 1̅ 3̅ 3̅ 

1̅ dan 5̅ 0̅ 0̅ 0̅ 

2̅ dan 0̅ 4̅ 0̅ 0̅ 

2̅ dan 1̅ 3̅ 3̅ 3̅ 

2̅ dan 2̅ 2̅ 0̅ 0̅ 
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�̅� dan �̅� �̅� �̅� ∗ �̅� (�̅� ∗ �̅�) ∗ �̅� ∗ (�̅� ∗ �̅�) 

2̅ dan 3̅ 1̅ 3̅ 3̅ 

2̅ dan 4̅ 0̅ 0̅ 0̅ 

2̅ dan 5̅ 5̅ 3̅ 3̅ 

3̅ dan 0̅ 3̅ 3̅ 3̅ 

3̅ dan 1̅ 2̅ 0̅ 0̅ 

3̅ dan 2̅ 1̅ 3̅ 3̅ 

3̅ dan 3̅ 0̅ 0̅ 0̅ 

3̅ dan 4̅ 5̅ 3̅ 3̅ 

3̅ dan 5̅ 4̅ 0̅ 0̅ 

4̅ dan 0̅ 2̅ 0̅ 0̅ 

4̅ dan 1̅ 1̅ 3̅ 3̅ 

4̅ dan 2̅ 0̅ 0̅ 0̅ 

4̅ dan 3̅ 5̅ 3̅ 3̅ 

4̅ dan 4̅ 4̅ 0̅ 0̅ 

4̅ dan 5̅ 3̅ 3̅ 3̅ 

5̅ dan 0̅ 1̅ 3̅ 3̅ 

5̅ dan 1̅ 0̅ 0̅ 0̅ 

5̅ dan 2̅ 5̅ 3̅ 3̅ 

5̅ dan 3̅ 4̅ 0̅ 0̅ 

5̅ dan 4̅ 3̅ 3̅ 3̅ 

5̅ dan 5̅ 2̅ 0̅ 0̅ 

 

Berdasarkan Tabel 3.25, terbukti bahwa ∀�̅�, �̅� ∈ ℤ6, �̅� dan �̅� 

merupakan elemen commuting regular, sehingga ℤ6(3̅, 3̅) 
merupakan grupoid commuting regular. ∎ 

 

Teorema 3.2.12 

Grupoid ℤ𝑛(𝑡̅, 𝑡̅) merupakan semigrup commuting regular dengan 

𝑡̅2 ≡ 𝑡̅(𝑚𝑜𝑑 𝑛) dan 𝑡̅ + 𝑡̅ ≡ 0̅(𝑚𝑜𝑑 �̅�). 
Bukti: 

Misalkan diambil �̅�, �̅� ∈ ℤ𝑛, sehingga 

�̅� ∗ �̅�  ≡ 𝑡𝑎̅̅̅ + 𝑡�̅� (𝑚𝑜𝑑 𝑛) 
 = 𝑡𝑎 + 𝑡𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  
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�̅� ∗ �̅�  ≡ 𝑡�̅� + 𝑡𝑎̅̅̅ (𝑚𝑜𝑑 𝑛) 
 = 𝑡𝑏 + 𝑡𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

�̅� ∗ �̅�  = �̅� ∗ �̅� = 𝑡𝑎 + 𝑡𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑡𝑏 + 𝑡𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑡(𝑎 + 𝑏)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅. 
Jadi, ℤ𝑛(𝑡̅, 𝑡̅) merupakan semigrup komutatif. Selanjutnya akan 

ditunjukkan bahwa ∀�̅�, �̅� ∈ ℤ𝑛, �̅� dan �̅� merupakan elemen 

commuting regular. Misalkan diambil 𝑐̅ = �̅� + �̅�, sehingga 

�̅� ∗ �̅�  = (�̅� ∗ �̅�) ∗ 𝑐̅ ∗ (�̅� ∗ �̅�) 

 = 𝑡(𝑎 + 𝑏)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ∗ 𝑐̅ ∗ 𝑡(𝑎 + 𝑏)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

 ≡ 𝑡2(𝑎 + 𝑏) + 𝑡𝑐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ (𝑚𝑜𝑑 𝑛) ∗ 𝑡(𝑎 + 𝑏)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

 ≡ 𝑡(𝑎 + 𝑏) + 𝑡𝑐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ (𝑚𝑜𝑑 𝑛) ∗ 𝑡(𝑎 + 𝑏)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, karena 𝑡̅2 ≡ 𝑡̅(𝑚𝑜𝑑 𝑛) 

 = 𝑡(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ∗ 𝑡(𝑎 + 𝑏)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

 ≡ 𝑡2(𝑎 + 𝑏 + 𝑐) + 𝑡2(𝑎 + 𝑏)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ (𝑚𝑜𝑑 𝑛) 

 ≡ 𝑡(𝑎 + 𝑏 + 𝑐) + 𝑡(𝑎 + 𝑏)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  (𝑚𝑜𝑑 𝑛), karena 𝑡̅2 ≡ 𝑡̅(𝑚𝑜𝑑 𝑛) 
= 𝑡𝑎 + 𝑡𝑏 + 𝑡𝑐 + 𝑡𝑎 + 𝑡𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

= (𝑡 + 𝑡)𝑎 + (𝑡 + 𝑡)𝑏 + 𝑡𝑐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 
= 𝑡�̅�, karena 𝑡̅ + 𝑡̅ ≡ 0̅(𝑚𝑜𝑑 𝑛) 
= 𝑡𝑎 + 𝑡𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ . 

Berdasarkan tersebut terbukti bahwa ∀�̅�, �̅� ∈ ℤ𝑛, �̅� dan �̅� merupakan 

elemen commuting regular. Oleh karena itu, ℤ𝑛(𝑡̅, 𝑡̅) merupakan 

semigrup commuting regular. ∎ 

 

Contoh 3.2.13 

Perhatikan Contoh 3.2.11, akan ditunjukkan bahwa ℤ6(3̅, 3̅) 
merupakan semigrup commuting regular dengan 

𝑐̅ = �̅� + �̅� (𝑚𝑜𝑑 𝑛). 
Bukti: 

Untuk mempermudah dalam membuktikan bahwa ℤ6(3̅, 3̅) 
merupakan semigrup commuting regular dengan 𝑐̅ = �̅� + �̅� (𝑚𝑜𝑑 𝑛) 
perhatikan tabel berikut. 

 

Tabel 3.26 Hasil operasi syarat elemen commuting regular  

pada ℤ6(3̅, 3̅) dengan 𝑐̅ = �̅� + �̅� (𝑚𝑜𝑑 𝑛) 

�̅� dan �̅� �̅� �̅� ∗ �̅� (�̅� ∗ �̅�) ∗ �̅� ∗ (�̅� ∗ �̅�) 

0̅ dan 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 

0̅ dan 1̅ 1̅ 3̅ 3̅ 

0̅ dan 2̅ 2̅ 0̅ 0̅ 
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�̅� dan �̅� �̅� �̅� ∗ �̅� (�̅� ∗ �̅�) ∗ �̅� ∗ (�̅� ∗ �̅�) 

0̅ dan 3̅ 3̅ 3̅ 3̅ 

0̅ dan 4̅ 4̅ 0̅ 0̅ 

0̅ dan 5̅ 5̅ 3̅ 3̅ 

1̅ dan 0̅ 1̅ 3̅ 3̅ 

1̅ dan 1̅ 2̅ 0̅ 0̅ 

1̅ dan 2̅ 3̅ 3̅ 3̅ 

1̅ dan 3̅ 4̅ 0̅ 0̅ 

1̅ dan 4̅ 5̅ 3̅ 3̅ 

1̅ dan 5̅ 0̅ 0̅ 0̅ 

2̅ dan 0̅ 2̅ 0̅ 0̅ 

2̅ dan 1̅ 3̅ 3̅ 3̅ 

2̅ dan 2̅ 4̅ 0̅ 0̅ 

2̅ dan 3̅ 5̅ 3̅ 3̅ 

2̅ dan 4̅ 0̅ 0̅ 0̅ 

2̅ dan 5̅ 1̅ 3̅ 3̅ 

3̅ dan 0̅ 3̅ 3̅ 3̅ 

3̅ dan 1̅ 4̅ 0̅ 0̅ 

3̅ dan 2̅ 5̅ 3̅ 3̅ 

3̅ dan 3̅ 0̅ 0̅ 0̅ 

3̅ dan 4̅ 1̅ 3̅ 3̅ 

3̅ dan 5̅ 2̅ 0̅ 0̅ 

4̅ dan 0̅ 4̅ 0̅ 0̅ 

4̅ dan 1̅ 5̅ 3̅ 3̅ 

4̅ dan 2̅ 0̅ 0̅ 0̅ 

4̅ dan 3̅ 1̅ 3̅ 3̅ 

4̅ dan 4̅ 2̅ 0̅ 0̅ 

4̅ dan 5̅ 3̅ 3̅ 3̅ 

5̅ dan 0̅ 5̅ 3̅ 3̅ 

5̅ dan 1̅ 0̅ 0̅ 0̅ 

5̅ dan 2̅ 1̅ 3̅ 3̅ 

5̅ dan 3̅ 2̅ 0̅ 0̅ 

5̅ dan 4̅ 3̅ 3̅ 3̅ 

5̅ dan 5̅ 4̅ 0̅ 0̅ 
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Berdasarkan Tabel 3.26 terbukti bahwa ∀�̅�, �̅� ∈ ℤ6, �̅� dan �̅� 

merupakan elemen commuting regular. Oleh karena itu, ℤ6(3̅, 3̅) 
merupakan semigrup commuting regular dengan 

𝑐̅ = �̅� + �̅� (𝑚𝑜𝑑 𝑛). ∎ 

 

Teorema 3.2.14 

Grupoid ℤ𝑛(𝑡̅, 𝑡̅) merupakan semigrup commuting regular dengan 

𝑡̅2 ≡ 𝑡̅(𝑚𝑜𝑑 𝑛) dan 𝑡̅ + 𝑡̅ ≡ 𝑡̅(𝑚𝑜𝑑 �̅�). 
Bukti: 

Misalkan diambil �̅�, �̅� ∈ ℤ𝑛, sehingga 

�̅� ∗ �̅�  ≡ 𝑡𝑎̅̅̅ + 𝑡�̅� (𝑚𝑜𝑑 𝑛) 
 = 𝑡𝑎 + 𝑡𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

�̅� ∗ �̅�  ≡ 𝑡�̅� + 𝑡𝑎̅̅̅ (𝑚𝑜𝑑 𝑛) 
 = 𝑡𝑏 + 𝑡𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

�̅� ∗ �̅�  = �̅� ∗ �̅� = 𝑡𝑎 + 𝑡𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑡𝑏 + 𝑡𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑡(𝑎 + 𝑏)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅. 
Jadi, ℤ𝑛(𝑡̅, 𝑡̅) merupakan semigrup komutatif. Selanjutnya akan 

ditunjukkan bahwa ∀�̅�, �̅� ∈ ℤ𝑛, �̅� dan �̅� merupakan elemen 

commuting regular. Misalkan diambil 𝑐̅ = 0̅, sehingga 

�̅� ∗ �̅�  = (�̅� ∗ �̅�) ∗ 𝑐̅ ∗ (�̅� ∗ �̅�) 

 = 𝑡(𝑎 + 𝑏)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ∗ 𝑐̅ ∗ 𝑡(𝑎 + 𝑏)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

 ≡ 𝑡2(𝑎 + 𝑏) + 𝑡𝑐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ (𝑚𝑜𝑑 𝑛) ∗ 𝑡(𝑎 + 𝑏)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

 = 𝑡(𝑎 + 𝑏 + 0)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ∗ 𝑡(𝑎 + 𝑏)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, karena 𝑡̅2 ≡ 𝑡̅(𝑚𝑜𝑑 𝑛) 

 = 𝑡(𝑎 + 𝑏)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ∗ 𝑡(𝑎 + 𝑏)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

 ≡ 𝑡2(𝑎 + 𝑏) + 𝑡2(𝑎 + 𝑏)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  (𝑚𝑜𝑑 𝑛) 

 ≡ 𝑡(𝑎 + 𝑏) + 𝑡(𝑎 + 𝑏)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ (𝑚𝑜𝑑 𝑛), karena 𝑡̅2 ≡ 𝑡̅(𝑚𝑜𝑑 𝑛) 

= (𝑡 + 𝑡)𝑎 + (𝑡 + 𝑡)𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

= 𝑡𝑎 + 𝑡𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , karena 𝑡̅ + 𝑡̅ ≡ 𝑡̅(𝑚𝑜𝑑 𝑛). 
Berdasarkan uraian di atas terbukti bahwa ∀�̅�, �̅� ∈ ℤ𝑛, �̅� dan �̅� 

merupakan elemen commuting regular. Oleh karena itu, ℤ𝑛(𝑡̅, 𝑡̅) 
merupakan semigrup commuting regular. ∎ 

 

Contoh 3.2.15 

Misalkan diambil 𝑛 = 3 dan 𝑡̅ = 0̅, sehingga ℤ𝑛(𝑡̅, 𝑡̅) = ℤ3(0̅, 0̅). 
Akan ditunjukkan bahwa ℤ3(0̅, 0̅) merupakan grupoid commuting 

regular. 
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Bukti: 

Sebelum ditunjukkan bahwa ℤ3(0̅, 0̅) merupakan semigrup 

commuting regular, perhatikan tabel hasil operasi biner pada 

ℤ3(0̅, 0̅) berikut. 

 

Tabel 3.27 Hasil operasi biner ∗ pada ℤ3(0̅, 0̅) 
∗ �̅� �̅� �̅� 

�̅� 0̅ 0̅ 0̅ 

�̅� 0̅ 0̅ 0̅ 

�̅� 0̅ 0̅ 0̅ 

 

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa setiap elemen pada ℤ3(0̅, 0̅) 
merupakan elemen commuting regular pada tabel berikut. 

 

Tabel 3.28 Hasil operasi syarat elemen commuting regular 

pada ℤ3(0̅, 0̅) 

�̅� dan �̅� �̅� �̅� ∗ �̅� (�̅� ∗ �̅�) ∗ �̅� ∗ (�̅� ∗ �̅�) 

0̅ dan 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 
0̅ dan 1̅ 0̅ 0̅ 0̅ 

0̅ dan 2̅ 0̅ 0̅ 0̅ 
1̅ dan 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 
1̅ dan 1̅ 0̅ 0̅ 0̅ 
1̅ dan 2̅ 0̅ 0̅ 0̅ 
2̅ dan 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 

2̅ dan 1̅ 0̅ 0̅ 0̅ 
2̅ dan 2̅ 0̅ 0̅ 0̅ 

 

Berdasarkan Tabel 3.27 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℤ3 berlaku 

�̅� ∗ �̅� = ((�̅� ∗ �̅�) ∗ 𝑐̅) ∗ (�̅� ∗ 𝑎) dan �̅� ∗ �̅� = (�̅� ∗ �̅�) ∗ (𝑐̅ ∗ (𝑏 ∗ �̅�)), 

sehingga setiap elemen pada ℤ3(0̅, 0̅) merupakan elemen commuting 

regular, sehingga terbukti bahwa ℤ3(0̅, 0̅) merupakan semigrup 

commuting regular. ∎ 
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Proposisi 3.2.16 

Jika 𝐺 = {0̅, �̅�} merupakan subgrupoid pada grupoid ℤ𝑛(𝑡̅, 0̅) dengan 

𝑛 = 𝑘𝑡, maka 𝐺 merupakan subsemigrup commuting regular pada 

grupoid ℤ𝑛(𝑡̅, 0̅). 
Bukti: 

Untuk membuktikan bahwa 𝐺 = {0̅, �̅�} merupakan subsemigrup 

commuting regular pada grupoid ℤ𝑛(𝑡̅, 0̅) diberikan tabel hasil 

operasi biner ∗ pada 𝐺 sebagai berikut. 

 

Tabel 3.29 Hasil operasi biner ∗ pada 𝐺 ⊆ ℤ𝑛 

∗ �̅� �̅� 

�̅� 0̅ 0̅ 

�̅� 0̅ 0̅ 
 

Berdasarkan Tabel 3.29, dapat dilihat bahwa 𝐺 memenuhi aksioma 

tertutup dan asosiatif, sehingga 𝐺 merupakan subsemigrup pada 

grupoid ℤ𝑛(𝑡̅, 0̅). Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa 𝐺 merupakan 

subsemigrup commuting regular. 

 

Tabel 3.30 Hasil operasi syarat elemen commuting regular  

pada 𝐺 ⊆ ℤ𝑛 

�̅� dan �̅� �̅� 𝒙 ∗ �̅� ((�̅� ∗ �̅�) ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ �̅�) (�̅� ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ (�̅� ∗ �̅�)) 

0̅ dan 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 
0̅ dan 𝑘 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 
𝑘 dan 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 
𝑘 dan 𝑘 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 
 

Berdasarkan Tabel 3.30 terbukti bahwa 𝐺 = {0̅, �̅�} merupakan 

subsemigrup commuting regular pada grupoid ℤ𝑛(𝑡̅, 0̅). ∎ 

 

Contoh 3.2.17 

Diberikan grupoid ℤ4(2̅, 0̅). Akan ditunjukkan bahwa 𝐺 = {0̅, 2̅} 
merupakan subsemigrup commuting regular pada grupoid ℤ4(2̅, 0̅). 
Bukti: 

Untuk membuktikan bahwa 𝐺 = {0̅, 2̅} merupakan subsemigrup 

commuting regular pada grupoid ℤ4(2̅, 0̅) diberikan tabel hasil 

operasi biner ∗ pada 𝐺 sebagai berikut. 
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Tabel 3.31 Hasil operasi biner ∗ pada 𝐺 ⊆ ℤ4 

∗ �̅� �̅� 

�̅� 0̅ 0̅ 
�̅� 0̅ 0̅ 

 

Berdasarkan Tabel 3.31, dapat dilihat bahwa 𝐺 memenuhi aksioma 

tertutup dan asosiatif, sehingga 𝐺 merupakan subsemigrup pada 

grupoid ℤ4(2̅, 0̅). Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa 𝐺 merupakan 

subsemigrup commuting regular. 

 

Tabel 3.32 Hasil operasi syarat elemen commuting regular 

pada 𝐺 ⊆ ℤ4 

�̅� dan �̅� �̅� 𝒙 ∗ �̅� ((�̅� ∗ �̅�) ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ �̅�) (�̅� ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ (�̅� ∗ �̅�)) 

0̅ dan 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 

0̅ dan 2̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 
2̅ dan 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 
2̅ dan 2̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 

Berdasarkan Tabel 3.32 terbukti bahwa 𝐺 = {0̅, 2̅} merupakan 

subsemigrup commuting regular pada grupoid ℤ4(2̅, 0̅). ∎ 

 

Akibat 3.2.18 

Jika 𝑃 = {0̅, �̅�} merupakan subgrupoid pada grupoid ℤ𝑛(0̅, 𝑡̅) dengan 

𝑛 = 𝑘𝑡, maka 𝑃 merupakan subsemigrup commuting regular pada 

grupoid ℤ𝑛(0̅, 𝑡̅). 
Bukti: 

Untuk membuktikan bahwa 𝑃 = {0̅, �̅�} merupakan subsemigrup 

commuting regular pada grupoid ℤ𝑛(0̅, 𝑡̅) diberikan tabel berikut. 

 

Tabel 3.33 Hasil operasi biner ∗ pada 𝑃 ⊆ ℤ𝑛 

∗ �̅� �̅� 

�̅� 0̅ 0̅ 

�̅� 0̅ 0̅ 
 

Berdasarkan Tabel 3.33, dapat dilihat bahwa 𝑃 memenuhi aksioma 

tertutup dan asosiatif, sehingga 𝑃 merupakan subsemigrup pada 
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grupoid ℤ𝑛(0̅, 𝑡̅). Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa 𝑃 merupakan 

subsemigrup commuting regular. 

 

Tabel 3.34 Hasil operasi syarat elemen commuting regular  

pada 𝑃 ⊆ ℤ𝑛 

�̅� dan �̅� �̅� 𝒙 ∗ �̅� ((�̅� ∗ �̅�) ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ �̅�) (�̅� ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ (�̅� ∗ �̅�)) 

0̅ dan 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 
0̅ dan 𝑘 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 
𝑘 dan 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 
𝑘 dan 𝑘 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 
 

Berdasarkan Tabel 3.34 terbukti bahwa 𝑃 merupakan subsemigrup 

commuting regular pada grupoid ℤ𝑛(0̅, 𝑡̅). ∎ 

 

Contoh 3.2.19 

Diberikan grupoid ℤ4(0̅, 2̅). Akan ditunjukkan bahwa 𝑃 = {0̅, 2̅} 
merupakan subsemigrup commuting regular pada grupoid ℤ4(0̅, 2). 
Bukti: 

Untuk membuktikan bahwa 𝑃 merupakan subsemigrup commuting 

regular pada grupoid ℤ4(0̅, 2̅) diberikan tabel hasil operasi biner ∗ 
pada 𝑃 sebagai berikut. 

 

Tabel 3.35 Hasil operasi biner ∗ pada 𝑃 ⊆ ℤ4 

∗ �̅� �̅� 

�̅� 0̅ 0̅ 
�̅� 0̅ 0̅ 

 

Berdasarkan Tabel 3.35, dapat dilihat bahwa 𝑃 memenuhi aksioma 

tertutup dan asosiatif, sehingga 𝑃 merupakan subsemigrup pada 

grupoid ℤ4(0̅, 2̅).  
 

Tabel 3.36 Hasil operasi syarat elemen commuting regular  

pada 𝑃 ⊆ ℤ4 

�̅� dan �̅� �̅� 𝒙 ∗ �̅� ((�̅� ∗ �̅�) ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ �̅�) (�̅� ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ (�̅� ∗ �̅�)) 

0̅ dan 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 

0̅ dan 2̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 
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�̅� dan �̅� �̅� 𝒙 ∗ �̅� ((�̅� ∗ �̅�) ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ �̅�) (�̅� ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ (�̅� ∗ �̅�)) 

2̅ dan 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 
2̅ dan 2̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 
 

Berdasarkan Tabel 3.36 terbukti bahwa 𝐺 = {0̅, 2̅} merupakan 

subsemigrup commuting regular pada grupoid ℤ4(0̅, 2̅). ∎ 

 

Teorema 3.2.20 

Perhatikan grupoid ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�) dengan 𝑡̅2 ≡ 𝑡̅(𝑚𝑜𝑑 𝑛), 
�̅�2 ≡ �̅�(𝑚𝑜𝑑 𝑛) untuk setiap 𝑡̅, �̅� ∈ ℤ𝑛\{0̅}. Jika 𝑡̅ + �̅� ≡ 1̅(𝑚𝑜𝑑 𝑛), 
maka grupoid ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�) merupakan semigrup Von Neumann dan {�̅�} 
merupakan grupoid commuting regular untuk setiap �̅� ∈ ℤ𝑛. 

Bukti: 

Misalkan diambil �̅� ∈ ℤ𝑛, sehingga 

�̅� ∗ �̅� ≡ 𝑡𝑎̅̅̅ + 𝑢𝑎̅̅̅̅  (𝑚𝑜𝑑 𝑛) 

≡ (𝑡 + 𝑢)𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ (𝑚𝑜𝑑 𝑛) 
≡ �̅� (𝑚𝑜𝑑 𝑛) = �̅�. 

�̅� ∗ �̅� = ((�̅� ∗ �̅�) ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ �̅�) 

= (�̅� ∗ �̅�) ∗ �̅� 

= �̅� ∗ �̅� = �̅�. 

�̅� ∗ �̅� = (�̅� ∗ �̅�) ∗ (�̅� ∗ (�̅� ∗ �̅�)) 
= �̅� ∗ (�̅� ∗ �̅�) 
= �̅� ∗ �̅� = �̅�. 

Berdasarkan uraian di atas dapat dilihat bahwa �̅� merupakan elemen 

idempoten dan elemen commuting regular. Selanjutnya akan 

dibuktikan bahwa {�̅�} merupakan semigrup Von Neumann. 

�̅� ∗ 𝑐̅ ∗ �̅�  ≡ (𝑡𝑎̅̅̅ + 𝑢𝑐̅̅ ̅)(𝑚𝑜𝑑 𝑛) ∗ �̅� 

 ≡ (𝑡𝑎 + 𝑢𝑐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) ∗ �̅� 

 ≡ 𝑡(𝑡𝑎 + 𝑢𝑐)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + 𝑢𝑎̅̅̅̅  (𝑚𝑜𝑑 𝑛) 

 ≡ 𝑡2 + 𝑡𝑢𝑐 + 𝑢𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  (𝑚𝑜𝑑 𝑛) 
 ≡ 𝑡𝑎 + 𝑢𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  (𝑚𝑜𝑑 𝑛),  karena 𝑡̅ + �̅� ≡ 1̅(𝑚𝑜𝑑 𝑛), maka 

𝑡̅�̅� ≡ 0̅(𝑚𝑜𝑑 𝑛) dan 𝑡̅2 ≡ 𝑡̅(𝑚𝑜𝑑 𝑛) 

 ≡ (𝑡 + 𝑢)𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ (𝑚𝑜𝑑 𝑛) 
 ≡ �̅� (𝑚𝑜𝑑 𝑛) = �̅�. 

Berdasarkan uraian di atas terbukti �̅� merupakan elemen Von 

Neumann, sehingga {�̅�} merupakan semigrup Von Neumann. 

Dengan demikian ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�) merupakan semigrup Von Neumann.∎ 
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Contoh 3.2.21 

Perhatikan Contoh 2.10.4. Berdasarkan Contoh 2.10.4 dapat dilihat 

bahwa  grupoid ℤ6(3̅, 4̅) merupakan semigrup. Akan ditunjukkan 

ℤ6(3̅, 4̅) merupakan semigrup Von Neumann dengan 

3̅2 ≡ 3̅ (𝑚𝑜𝑑 6), 4̅2 ≡ 4̅(𝑚𝑜𝑑 6), dan 3̅ + 4̅ ≡ 1̅ (𝑚𝑜𝑑 6). 
Bukti: 

Untuk mempermudah membuktikannya diberikan tabel berikut. 

 

Tabel 3.37 Hasil operasi syarat semigrup Von Neuman pada ℤ6(3̅, 4̅) 
�̅� {�̅�} �̅� �̅� ∗ �̅� ∗ �̅� 

0̅ {0̅} 0̅ 0̅ 
1̅ {1̅} 1̅ 1̅ 
2̅ {2̅} 2̅ 2̅ 
3̅ {3̅} 3̅ 3̅ 

4̅ {4̅} 4̅ 4̅ 

5̅ {5̅} 5̅ 5̅ 
 

Berdasarkan Tabel 3.37 terbukti bahwa untuk setiap �̅� ∈ ℤ6, �̅� 

merupakan elemen Von Neumann, sehingga ℤ6(3̅, 4̅) merupakan 

semigrup Von Neumann.∎ 

 

Contoh 3.2.22 

Perhatikan Contoh 3.1.3. Akan ditunjukkan grupoid ℤ3(1̅, 1̅) 
merupakan semigrup Von Neumann. 

Bukti: 

Perhatikan hasil operasi biner ∗ grupoid ℤ3(1̅, 1̅) pada Tabel 3.2. 

Untuk membuktikan bahwa grupoid ℤ3(1̅, 1̅) bukan merupakan 

semigrup Von Neumann diberikan tabel berikut. 

 

Tabel 3.38 Hasil operasi syarat semigrup Von Neuman pada ℤ3(1̅, 1̅) 
�̅� {�̅�} �̅� �̅� ∗ �̅� ∗ �̅� 

0̅ {0̅} 0̅ 0̅ 
1̅ {1̅} 2̅ 1̅ 

2̅ {2̅} 1̅ 2̅ 
 

Berdasarkan Tabel 3.38 terbukti bahwa untuk setiap �̅� ∈ ℤ3, �̅� 

merupakan elemen Von Neumann, sehingga ℤ3(1̅, 1̅) merupakan 
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semigrup Von Neumann dan {�̅�} merupakan grupoid commuting 

regular dengan 1̅2 ≡ 1̅(𝑚𝑜𝑑 6), tetapi 1̅ + 1̅ ≢ 1̅ (𝑚𝑜𝑑 6).∎ 

 

Teorema 3.2.23 

Perhatikan grupoid ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�) dengan 𝑡̅2 ≡ 𝑡̅(𝑚𝑜𝑑 𝑛), 
�̅�2 ≡ �̅�(𝑚𝑜𝑑 𝑛), dan (𝑡, 𝑢) = 1 untuk setiap 𝑡̅, �̅� ∈ ℤ𝑛\{0̅}. Grupoid 

ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�) merupakan semigrup komutatif jika dan hanya jika grupoid 

ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�) merupakan semigrup commuting regular. 

Bukti: 

(⇒) Diketahui grupoid ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�) merupakan semigrup komutatif. 

Akan ditunjukkan bahwa grupoid ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�) merupakan semigrup 

commuting regular. Karena ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�) merupakan semigrup 

komutatif, sehingga berlaku aksioma komutatif.  

 Misalkan diambil �̅�, �̅� ∈ ℤ𝑛, akan dituntukkan �̅� dan �̅� 

merupakan elemen commuting regular. 

�̅� ∗ �̅�  ≡ 𝑡𝑎̅̅̅ + 𝑢𝑏̅̅̅̅  (𝑚𝑜𝑑 𝑛) 

≡ 𝑡2𝑎 + 𝑡𝑢𝑐 + 𝑢𝑡𝑎 + 𝑢2𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ (𝑚𝑜𝑑 𝑛), 
 karena 𝑡̅2 ≡ 𝑡̅(𝑚𝑜𝑑 𝑛),  

�̅�2 ≡ �̅�(𝑚𝑜𝑑 𝑛), dan  

𝑡̅ + �̅� ≡ 1̅(𝑚𝑜𝑑 𝑛), maka  

𝑡̅�̅� ≡ 0̅(𝑚𝑜𝑑 𝑛) 

≡ 𝑡(𝑡𝑎 + 𝑢𝑐)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + 𝑢(𝑡𝑎 + 𝑢𝑏)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  (𝑚𝑜𝑑 𝑛) 
≡ (𝑡𝑎 + 𝑢𝑐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) ∗ (𝑡𝑎 + 𝑢𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 

= (𝑡2𝑎 + 𝑡𝑢𝑏 + 𝑢𝑐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) ∗ (𝑡𝑎 + 𝑢𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ), karena 𝑡̅2 ≡ 𝑡̅(𝑚𝑜𝑑 𝑛), 
�̅�2 ≡ �̅�(𝑚𝑜𝑑 𝑛), dan  

𝑡̅ + �̅� ≡ 1̅(𝑚𝑜𝑑 𝑛), 
maka 𝑡̅�̅� ≡ 0̅(𝑚𝑜𝑑 𝑛) 

≡ (𝑡(𝑡𝑎 + 𝑢𝑏) + 𝑢𝑐)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ (𝑚𝑜𝑑 𝑛) ∗ (𝑡𝑎 + 𝑢𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 

= (𝑡𝑎 + 𝑢𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) ∗ 𝑐̅ ∗ (𝑡𝑎 + 𝑢𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 

≡ (𝑡𝑎 + 𝑢𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )(𝑚𝑜𝑑 𝑛) ∗ 𝑐̅ ∗ (𝑡𝑎 + 𝑢𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) (𝑚𝑜𝑑 𝑛) 

= (�̅� ∗ �̅�) ∗ 𝑐̅ ∗ (�̅� ∗ �̅�) 

= (�̅� ∗ �̅�) ∗ 𝑐̅ ∗ (�̅� ∗ �̅�), karena ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�) merupakan 

semigrup komutatif 

Berdasarkan uraian di atas terbukti bahwa �̅� dan �̅� merupakan 

elemen commuting regular, sehingga grupoid ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�) 
merupakan semigrup commuting regular. 
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 (⇐) Diketahui grupoid ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�) merupakan semigrup commuting 

regular. Akan ditunjukkan bahwa grupoid ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�) merupakan 

semigrup komutatif. 

Misalkan diambil �̅�, �̅� ∈ ℤ𝑛, akan ditunjukkan grupoid ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�) 
memenuhi aksioma komutatif. 

�̅� ∗ �̅�  = (�̅� ∗ �̅�) ∗ 𝑐̅ ∗ (�̅� ∗ �̅�)  

≡ (𝑡𝑏 + 𝑢𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )(𝑚𝑜𝑑 𝑛) ∗ 𝑐̅ ∗ (𝑡𝑏 + 𝑢𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) (𝑚𝑜𝑑 𝑛) 

= (𝑡𝑏 + 𝑢𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) ∗ 𝑐̅ ∗ (𝑡𝑏 + 𝑢𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 

≡ (𝑡(𝑡𝑏 + 𝑢𝑎) + 𝑢𝑐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) (𝑚𝑜𝑑 𝑛) ∗ (𝑡𝑏 + 𝑢𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 

= (𝑡2𝑏 + 𝑡𝑢𝑎 + 𝑢𝑐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) ∗ (𝑡𝑏 + 𝑢𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 

≡ (𝑡𝑏 + 𝑢𝑐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) ∗ (𝑡𝑏 + 𝑢𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ),  karena 𝑡̅ + �̅� ≡ 1̅(𝑚𝑜𝑑 𝑛), 

maka 𝑡̅�̅� ≡ 0̅(𝑚𝑜𝑑 𝑛) dan 

𝑡̅2 ≡ 𝑡̅(𝑚𝑜𝑑 𝑛) 

= 𝑡(𝑡𝑏 + 𝑢𝑐)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + 𝑢(𝑡𝑏 + 𝑢𝑎)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

= 𝑡2𝑏 + 𝑡𝑢𝑐 + 𝑢𝑡𝑏 + 𝑢2𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 
= 𝑡𝑏 + 𝑢𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ,  karena 𝑡̅2 ≡ 𝑡̅(𝑚𝑜𝑑 𝑛), �̅�2 ≡ �̅�(𝑚𝑜𝑑 𝑛), dan  

𝑡̅ + �̅� ≡ 1̅(𝑚𝑜𝑑 𝑛), maka 𝑡̅�̅� ≡ 0̅(𝑚𝑜𝑑 𝑛) 
= �̅� ∗ �̅�. 

Berdasarkan uraian di atas terbukti bahwa grupoid ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�) 
memenuhi aksioma komutatif, sehingga grupoid ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�) merupakan 

semigrup komutatif. ∎ 
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BAB IV 

PENUTUP 

Kesimpulan 

Berdasarkan hasil pembahasan tentang elemen commuting 

regular pada grupoid berhingga ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�) dapat diperoleh beberapa 

kesimpulan sebagai berikut. 

1. Dua elemen pada grupoid berhingga ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�) merupakan elemen 

commuting regular jika elemen tersebut merupakan elemen 

commuting regular kiri dan elemen commuting regular kanan. 

2. Jika suatu elemen pada grupoid berhingga ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�) merupakan 

elemen idempoten, maka elemen tersebut merupakan elemen 

regular dan juga merupakan elemen commuting regular. 

3. Jika setiap elemen pada grupoid berhingga ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�) merupakan 

elemen commuting regular, maka grupoid berhingga ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�) 
merupakan grupoid commuting regular. 

4. Jika grupoid berhingga ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�) merupakan grupoid commuting 

regular, maka grupoid berhingga ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�) memuat subgrupoid 

commuting regular. 

5. Jika grupoid  commuting regular berhingga ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�) memenuhi 

aksioma asosiatif, maka grupoid commuting regular berhingga 

ℤ𝑛(𝑡̅, �̅�) merupakan semigrup commuting regular berhingga. 
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