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BIFURKASI TRANSKRITIKAL PADA MODEL
PREDATOR-PREY DENGAN PEMANENAN DAN FUNGSI

RESPON HOLLING TIPE IV

ABSTRAK

Pada Skripsi ini dibahas model predator-prey dengan fungsi respon
Holling tipe IV yang menggambarkan interaksi antara prey dengan
predator. Model tersebut juga mempertimbangkan adanya pemanenan
terhadap kedua populasi. Pada model tersebut dilakukan analisis dina-
mik yang meliputi penentuan titik kesetimbangan, analisis kestabil-
an lokal titik kesetimbangan, dan analisis terjadinya bifurkasi trans-
kritikal. Hasil analisis memperlihatkan bahwa terdapat empat titik
kesetimbangan, yaitu titik kepunahan kedua populasi (E0), titik
kepunahan predator (E1), dan dua titik kesetimbangan interior (E2

atau E4 dan E3). Sifat kestabilan lokal titik kesetimbangan tersebut
dianalisis dengan melakukan linearisasi sistem di sekitar titik kese-
timbangan. Tiga titik kesetimbangan bersifat stabil asimtotik ketika
parameter pemanenan mencapai nilai tertentu dan salah satu titik
kesetimbangan interior bersifat tidak stabil pelana. Analisis terjadinya
bifurkasi transkritikal dilakukan dengan menggunakan teorema
Sotomayor. Bifurkasi transkritikal terjadi di sekitar titik kesetimbang-
an kepunahan predator ketika nilai parameter pemanenan terhadap
predator berubah di sekitar suatu nilai tertentu. Hasil simulasi nume-
rik yang dilakukan mendukung hasil analisis dinamik yang diperoleh.

Kata kunci: model predator-prey, pemanenan, Holling tipe IV,
bifurkasi transkritikal, teorema Sotomayor.
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TRANSCRITICAL BIFURCATION OF PREDATOR-PREY
MODEL WITH HARVESTING AND HOLLING TYPE IV

FUNCTIONAL RESPONSE

ABSTRACT

In this minor thesis, a predator-prey model with the Holling type IV
response function that describes the interaction between prey and
predators is discussed. The model also considers harvesting on both
population. Dynamical analysis performed on the model includes
determination of equilibrium, local stability analysis of equilibrium,
and analysis of the transcritical bifurcation occurrence. The results of
the analysis show that there are four equilibrium points, namely the
extinction point of the two populations (E0), extinction point of the
predator (E1), and two interior equilibrium points (E2 or E4 and E3).
The local stability of the equilibrium point is analyzed by linearizing
the system around the equilibrium point. The three equilibrium points
are asymptotically stable when the harvest parameter reaches a certain
value and one of the interior equilibrium points is unstable saddle.
Analysis of the existence of transcritical bifurcation is based on
Sotomayor theorem. Transcritical bifurcation occurs at the predator
extinction equilibrium point when the predator harvesting parameter
value changes around a certain value. Numerical simulation supports
the analytical result.

Keywords: predator-prey model, harvesting, Holling tipe IV,
transcritical bifurcation, Sotomayor theorem.
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BAB I
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Ekologi merupakan ilmu yang mempelajari interaksi antar
makhluk hidup serta antara mahkluk hidup dengan lingkungannya.
Salah satu objek yang dipelajari dalam ekologi adalah ekosistem.
Pada suatu ekosistem, predasi merupakan interaksi biologis antara
predator dan prey. Predator adalah spesies pemangsa, sedangkan
prey adalah spesies yang dimangsa oleh predator. Model matematika
yang mewakili interaksi predator dan prey diperkenalkan pertama kali
oleh Lotka-Volterra pada tahun 1932 yang selanjutnya disebut sebagai
model predator-prey Lotka-Volterra. Model ini belum memperhitung-
kan waktu yang diperlukan oleh predator untuk mencerna makanan-
nya serta keterbatasan makanan prey. Kemudian pada tahun 1963,
Rosenzweig dan MacArthur memperkenalkan model predator-prey
yang mempertimbangan laju pertumbuhan prey dengan keterbatasan
makanan prey serta jumlah pemangsaan prey oleh predator tiap satuan
waktu yang dikenal sebagai fungsi respon (Brauer dan Chavez, 2012).
Pada tahun 1965, Holling mengusulkan tiga jenis fungsi respon yang
dikenal sebagai fungsi respon Holling tipe I, II, dan III. Ketiga fungsi
respon tersebut bersifat monoton naik yang menunjukkan bahwa laju
pemangsaan predator terhadap prey meningkat ketika kepadatan
populasi prey meningkat (Huang dan Xiao, 2004).

Pada populasi hewan yang hidup berkelompok, pertahanan
kelompok juga meningkat jika kepadatan populasinya meningkat. Hal
ini menyebabkan terhambatnya pemangsaan hewan tersebut oleh
predatornya. Oleh karena itu, pada tahun 1968, Andrews mengusul-
kan suatu fungsi respon yang mewakili kondisi tersebut, yaitu fungsi
respon Holling tipe IV. Fungsi respon ini menunjukkan suatu kondisi
pertahanan kelompok prey yang meningkat karena meningkatnya
kepadatan prey. Hal ini dapat menghambat laju pemangsaan predator
terhadap prey sehingga laju pemangsaannya menurun (Huang dan
Xiao, 2004).

Pemanenan menjadi hal penting, khususnya dalam interaksi
antara predator dengan prey, karena berpengaruh langsung terhadap
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jumlah populasi berikutnya. Pemanenan berlebihan tanpa memper-
timbangkan perubahan keadaan populasi berpotensi merusak
ekosistem. Oleh karena itu, mempelajari dinamika populasi dengan
adanya pemanenan menjadi semakin penting.

Secara matematis kondisi tertentu yang mempengaruhi
kepadatan populasi predator dan prey diwakili oleh parameter yang
terdapat dalam model. Semakin bervariasi parameter yang diberikan
maka semakin bervariasi pula sifat solusi sistem. Perubahan sifat
solusi sistem dinamik karena adanya perubahan nilai parameter
disebut bifurkasi. Salah satu jenis bifurkasi yang sering dijumpai
dalam analisis dinamik adalah bifurkasi transkritikal.

Model matematika dalam dinamika populasi dengan
mempertimbangkan pemanenan dan fungsi respon telah banyak
dibahas oleh beberapa peneliti. Ji dan Wu (2010) membahas model
predator-prey dengan pemanenan konstan pada prey serta memper-
timbangkan adanya prey yang dilindungi. Kar dan Ghosh (2012)
membahas model predator-prey dengan pemanenan pada kedua
populasi serta mempertimbangkan adanya spesies prey lain untuk
predator. Kedua artikel ini menggunakan fungsi respon Holling tipe
II. Pada tahun 2015, Sen dkk. membahas model predator-prey dengan
pemanenan konstan pada predator serta mempertimbangkan nutrisi
tambahan untuk predator. Selanjutnya pada tahun 2016, Zuo dan
Jiang membahas model predator-prey dengan pemanenan nonlinear
pada predator. Berbeda dari penelitian sebelumnya, Huang dan Liu
(2018) meneliti model predator-prey dengan pemanenan pada kedua
populasi serta menggunakan fungsi respon Holling tipe IV.

Pada Skripsi ini dikaji kembali hasil penelitian Huang dan Liu
(2018). Analisis dinamik yang dilakukan pada model meliputi penen-
tuan titik kesetimbangan serta syarat eksistensinya, analisis kestabilan
lokal, dan terjadinya bifurkasi transkritikal. Selanjutnya dilakukan
simulasi numerik untuk mendukung hasil analisis dinamik.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang yang telah dipaparkan, pokok
permasalahan yang dikaji dalam Skripsi adalah sebagai berikut.

1. Bagaimana model predator-prey dengan pemanenan pada kedua
spesies dan fungsi respon Holling tipe IV?
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2. Bagaimana eksistensi dan kestabilan lokal titik kesetimbangan
model?

3. Bagaimana hasil analisis terjadinya bifurkasi transkritikal pada
model?

4. Bagaimana hasil simulasi numerik dan interpretasi hasil analisis
model tersebut?

1.3 Tujuan

Tujuan penulisan Skripsi ini adalah sebagai berikut.

1. Mengkonstruksi model predator-prey dengan pemanenan pada
kedua spesies dan fungsi respon Holling tipe IV.

2. Menentukan titik kesetimbangan dan kestabilan lokal titik
kesetimbangan model.

3. Menyelidiki terjadinya bifurkasi transkritikal pada model.

4. Menginterpretasi hasil analisis yang diperoleh dan melakukan
simulasi numerik untuk memverifikasi hasil analisis model.

3
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BAB II
DASAR TEORI

Dalam Skripsi ini dibahas bifurkasi transkritikal pada model
predator-prey dengan pemanenan dan fungsi respon Holling tipe IV.
Oleh karena itu, teori mengenai sistem dinamik, bifurkasi
transkritikal, model pertumbuhan logistik, model predator-prey, dan
model predator-prey dengan pemanenan diperlukan untuk membantu
memahami persoalan dalam penulisan Skripsi ini.

2.1 Sistem Dinamik

Sistem dinamik adalah suatu sistem yang kondisinya di masa
yang akan datang dapat ditentukan apabila diberikan kondisi di masa
sekarang atau masa lalu. Terdapat dua jenis sistem dinamik, yaitu
sistem dinamik diskret dan sistem dinamik kontinu. Sistem dinamik
diskret dinyatakan sebagai persamaan beda, yaitu

~xt+1 = ~F (~xt), t ∈ Z ∨ t ∈ N, ~x ∈ Rn,

sedangkan sistem dinamik kontinu dinyatakan sebagai persamaan
diferensial, yaitu

d~x

dt
= ~F (t, ~x(t)), t ∈ R, ~x ∈ Rn.

(Nagle, dkk., 2012)

2.1.1 Sistem autonomous

Sistem dinamik yang secara eksplisit tidak bergantung pada
waktu t disebut sistem autonomous. Sistem autonomous berdimensi n
dinyatakan sebagai

dx1
dt

=F1(x1, x2, . . . , xn),

dx2
dt

=F2(x1, x2, . . . , xn),

...
dxn
dt

=Fn(x1, x2, . . . , xn).

(2.1)

(Boyce dan Diprima, 2012)
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Definisi 2.1.1 Titik kesetimbangan sistem autonomous
Titik ~x∗ = (x∗1, x

∗
2, ..., x

∗
n) disebut titik kritis sistem (2.1) jika

Fi(~x
∗) = 0, ∀i = 1, . . . , n. Keadaan yang memenuhi d~x

∗

dt = ~0 disebut
keadaan setimbang, artinya tidak terjadi perubahan pada keadaan ini,
sehingga titik kritis ~x∗ disebut juga titik kesetimbangan.

Definisi 2.1.2 Kestabilan titik kesetimbangan
Titik kesetimbangan ~x∗ sistem autonomous (2.1) dikatakan

1. stabil, jika ∀ε > 0,∃δ > 0 sedemikian sehingga untuk setiap
solusi sistem ~x(t) yang pada t = 0 memenuhi

‖~x(0)− ~x∗‖ < δ

ada dan memenuhi

‖~x(t)− ~x∗‖ < ε,∀t > 0,

2. stabil asimtotik, jika ~x∗ stabil dan ∃δ0 > 0 sedemikian sehingga
setiap solusi ~x(t) yang memenuhi

‖~x(0)− ~x∗‖ < δ0,

maka
lim
t→∞

~x(t) = ~x∗,

3. tidak stabil, jika tidak memenuhi kriteria pertama.

(Boyce dan Diprima, 2012)

2.1.2 Sistem autonomous linear

Perhatikan sistem autonomous linear berdimensi n berikut.

dx1
dt

=a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn,

dx2
dt

=a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn,

...
dxn
dt

=an1x1 + an2x2 + . . .+ annxn,

(2.2)
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dengan aij ∈ R, i, j = 1, . . . , n. Sistem (2.2) dapat dinyatakan sebagai

d~x

dt
= A~x, (2.3)

dengan

~x =


x1
x2

...
xn

 , A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 · · · ann

.

Jika detA 6= 0 maka satu-satunya titik kesetimbangan sistem
autonomous linear (2.2) adalah ~x∗ = ~0. Kestabilan titik
kesetimbangan ~x∗ = ~0 sistem autonomous linear (2.2) dapat
ditentukan berdasarkan nilai eigen matriks A seperti dinyatakan
dalam teorema berikut.

Teorema 2.1 Kestabilan titik kesetimbangan autonomous linear
Titik kesetimbangan ~x∗ = ~0 sistem autonomus linear (2.2)

bersifat

1. stabil asimtotik, jika semua nilai eigen matriks A memiliki
bagian real negatif,

2. tidak stabil, jika terdapat nilai eigen matriks A yang memiliki
bagian real positif,

3. khusus untuk sistem 2 dimensi, titik kesetimbangan ~x∗ = ~0
bersifat stabil tetapi tidak stabil asimtotik, jika semua nilai
eigen memiliki bagian real bernilai 0 atau salah satu nilai eigen
bernilai 0 dan lainnya negatif.

(Robinson, 2004)

2.1.3 Metode trace dan determinan

Terkadang kestabilan titik kesetimbangan sistem autonomous
sulit ditentukan. Oleh karena itu, pada Skripsi ini digunakan metode
trace dan determinan untuk mempermudah penentuan kestabilan titik
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kesetimbangan ~x∗ pada sistem autonomous linear dua dimensi.
Persamaan karakteristik sistem autonomous linear dua dimensi adalah∣∣∣∣ a11 − λ a12

a21 a22 − λ

∣∣∣∣ =(a11 − λ)(a22 − λ)− a12a21 = 0,

yang dapat dinyatakan sebagai

λ2 − tr(A)λ+ |A| = 0,

dengan tr(A) = a11 + a22 dan |A| = a11a22 − a12a21. Akar-akar
persamaan karakteristik tersebut adalah

λ1,2 =
tr(A)±

√
D

2
, D = (tr(A))2 − 4|A|.

Berdasarkan sifat akar persamaan kuadrat, kestabilan titik
kesetimbangan ~x∗ = ~0 dapat ditentukan dengan memperhatikan tanda
tr(A) dan |A| seperti disajikan pada Tabel 2.1.

Tabel 2.1: Kriteria kestabilan titik kesetimbangan berdasarkan tanda
tr(A) dan |A|

|A| tr(A) D Nilai Eigen Kestabilan
> 0 > 0 ≥ 0 λ1, λ2 > 0 Tidak stabil
> 0 > 0 < 0 λ1,2 = a± ib, a > 0 Tidak stabil
> 0 = 0 < 0 λ1,2 = ±ib Stabil
> 0 < 0 ≥ 0 λ1,2 < 0 Stabil asimtotik
> 0 < 0 < 0 λ1,2 = a± ib, a < 0 Stabil asimtotik
< 0 > 0 > 0 λ1 > 0, λ2 < 0 Tidak stabil pelana
< 0 = 0 > 0 λ1 > 0, λ2 < 0 Tidak stabil pelana
< 0 < 0 > 0 λ1 > 0, λ2 < 0 Tidak stabil pelana

(Panfilov, 2010)

2.1.4 Sistem autonomous nonlinear

Perhatikan sistem autonomous (2.1). Misalkan Fi(~x) pada
sistem (2.1) merupakan fungsi nonlinear dan kontinu yang
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mempunyai turunan parsial hingga orde dua yang kontinu dan ~x∗

adalah titik kesetimbangan sistem (2.1). Sistem (2.1) dapat didekati
dengan sistem autonomous linear di sekitar titik kesetimbangan ~x∗.
Hal tersebut dapat ditunjukkan dengan melakukan ekspansi deret
Taylor di sekitar titik kesetimbangan ~x∗, yaitu

Fi(~x) = Fi(~x
∗) +

n∑
j=1

∂Fi(~x
∗)

∂xj
(xj − x∗j ) + ηi(~x),

dengan ηi(~x) adalah suku sisa. Hampiran orde satu terhadap Fi
menghasilkan suku sisa yang memenuhi sifat

lim
~x→~x∗

ηi(~x)

||~p| |
= 0, i = 1, 2, . . . , n,

dengan ~p = ~x− ~x∗ sehingga

d~p

dt
=

d

dt
(~x− ~x∗) = d~x

dt
.

Oleh karena itu, sistem (2.1) dapat ditulis sebagai

d

dt

 p1
...

pn

 =


∂F1(~x∗)
∂x1

· · · ∂F1(~x∗)
∂xn

...
. . .

...
∂Fn(~x∗)
∂x1

· · · ∂Fn(~x∗)
∂xn


 p1

...
pn

+

 η1(~x)
...

ηn(~x)

 ,

atau
d~p

dt
= J~p+ ~η. (2.4)

Matriks J =


∂F1(~x∗)
∂x1

∂F1(~x∗)
∂x2

· · · ∂F1(~x∗)
∂xn

∂F2(~x∗)
∂x1

∂F2(~x∗)
∂x2

· · · ∂F2(~x∗)
∂xn

...
...

. . .
...

∂Fn(~x∗)
∂x1

∂Fn(~x∗)
∂x2

· · · ∂Fn(~x∗)
∂xn

 disebut matriks

Jacobi. Jika ~x berada dekat dengan ~x∗ maka ~η bernilai sangat kecil
sehingga dapat diabaikan dan sistem (2.4) menjadi

d~p

dt
= J~p. (2.5)
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Jika ~x = ~x∗ maka ~p∗ = (p∗1, p
∗
2, . . . , p

∗
n) = ~0, sehingga sistem linear

(2.5) memiliki titik kesetimbangan ~p∗ = ~0 dan J berperan sebagai A
pada sistem autonomous linear (2.3). Proses penghampiran sistem
nonlinear (2.1) oleh sistem autonomous linear dinamakan proses
linearisasi.

Untuk menentukan kestabilan titik kesetimbangan sistem
autonomous nonlinear dapat digunakan teorema berikut.

Teorema 2.3 Kestabilan titik kesetimbangan autonomous nonlinear
Titik kesetimbangan ~x∗ sistem autonomous nonlinear (2.1) bersifat,

1. stabil asimtotik, jika titik kesetimbangan sistem hasil linearisasi
(2.5) stabil asimtotik,

2. tidak stabil, jika titik kesetimbangan sistem hasil linearisasi (2.5)
tidak stabil.

(Boyce dan Diprima, 2012)

2.1.5 Bifurkasi transkritikal

Pandang sistem autonomous

d~x

dt
= ~F (~x, ~β)

dengan ~x ∈ Rn adalah variabel dan ~β adalah parameter. Semakin
bervariasi nilai parameter yang terdapat dalam sistem, maka semakin
bervariasi pula sifat solusi sistem. Perubahan sifat solusi sistem
dinamik karena adanya perubahan nilai parameter disebut bifurkasi.
Nilai parameter yang menyebabkan sifat solusi sistem dinamik
berubah disebut nilai bifurkasi.

Salah satu jenis bifurkasi yang sering dijumpai dalam analisis
dinamik adalah bifurkasi transkritikal. Untuk menjelaskan terjadinya
bifurkasi transkritikal diberikan contoh berikut.

Contoh 2.1 Misalkan diberikan sistem

dx

dt
=βx− x2

dy

dt
=− y

(2.6)
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dengan x, y, β ∈ R. Titik kesetimbangan sistem (2.6) diperoleh ketika
dx
dt =

dy
dt = 0, yaitu

x(β − x) =0,

− y =0.
(2.7)

Solusi persamaan (2.7) adalah x = 0 atau x = β dan y = 0. Oleh
karena itu, banyaknya titik kesetimbangan bergantung nilai β. Jika
β = 0 diperoleh titik kesetimbanganE0(0, 0) dan jika β 6= 0 diperoleh
dua titik kesetimbangan, yaitu E0(0, 0) dan E1(β, 0).

Sistem (2.6) merupakan sistem autonomous nonlinear sehingga
kestabilan lokal titik kesetimbangan sistem (2.6) dapat ditentukan
melalui proses linearisasi di sekitar titik kesetimbangan yang
menghasilkan matriks Jacobi

J =

[
β − 2x 0

0 −1

]
.

Kestabilan titik kesetimbangan E0(0, 0) dapat diketahui dari matriks
Jacobi di titik E0(0, 0), yaitu

J =

[
β 0
0 −1

]
.

Titik kesetimbangan E0 mempunyai nilai eigen λ1 = β dan
λ2 = −1. Jika β < 0 maka titik kesetimbangan E0 bersifat stabil
asimtotik, sedangkan jika β > 0 maka titik kesetimbangan E0 bersifat
tidak stabil pelana.

Selanjutnya, kestabilan titik kesetimbangan E1(β, 0) dapat
diketahui dari matriks Jacobi di titik E1(β, 0), yaitu

J =

[
−β 0
0 −1

]
. (2.8)

Dengan alasan yang sama seperti pada titik E0, titik
kesetimbangan E1 bersifat stabil asimtotik jika β > 0 dan bersifat
tidak stabil pelana jika β < 0. Gambar 2.1 menunjukkan terjadinya
bifurkasi transkritikal pada Contoh 2.1 dengan parameter β bervariasi.

Gambar 2.1 menunjukkan potret fase yang diberikan dengan β
bervariasi. Pada Gambar 2.1.(a) diambil β = −1. Terlihat bahwa
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Gambar 2.1: Potret fase sistem (2.6)

orbit-orbit solusi menuju ke titik kesetimbangan E0(0, 0) dan
mendekati namun akhirnya menjauhi titik kesetimbangan E1(−1, 0).
Selanjutnya, pada Gambar 2.1.(b) diambil β = 0. Terlihat bahwa jika
diambil nilai awal x positif maka orbit solusi menuju titik
kesetimbangan E0(0, 0) namun jika diambil nilai awal x negatif maka
orbit solusi menjauhi titik kesetimbangan E0(0, 0). Selanjutnya, pada
Gambar 2.1.(c) diambil β = 1. Terlihat bahwa orbit-orbit solusi
menuju ke titik kesetimbangan E1(1, 0) dan mendekati namun
akhirnya menjauhi titik kesetimbangan E0(0, 0). Hasil analisis dina-
mik tersebut dirangkum dalam bentuk diagram bifurkasi yang
disajikan pada Gambar 2.2.
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Gambar 2.2: Diagram bifurkasi sistem (2.6)

Diagram tersebut memperlihatkan perubahan x∗ ketika nilai
parameter β berubah. Pada diagram tersebut tidak digambarkan y∗

sebab y tidak bergantung pada parameter β. Perhatikan bahwa ketika
β < 0, titik kesetimbangan E0(0, 0) bersifat stabil asimtotik dan titik
kesetimbangan E1(β, 0) bersifat tidak stabil pelana. Bertambahnya
nilai β menyebabkan titik kesetimbangan E1 semakin mendekati titik
kesetimbangan E0 dan bergabung saat β = 0. Selanjutnya ketika
β > 0 titik kesetimbangan E0 menjadi tidak stabil pelana dan titik
kesetimbangan E1(β, 0) menjadi stabil asimtotik. Dengan kata lain,
titik kesetimbangan E0 dan E1 mengalami perubahan kestabilan
ketika parameter β berubah di sekitar β = 0. Oleh karena itu, β∗ = 0
merupakan nilai bifurkasi. Bifurkasi yang berhubungan dengan
perubahan kestabilan titik kesetimbangan dan perubahan jumlah titik
kesetimbangan seperti pada Contoh 2.1 disebut bifurkasi transkritikal.

Secara umum, terdapat cara yang lebih mudah untuk meme-
riksa terjadinya bifurkasi transkritikal yang terjadi pada sistem
autonomous yang memuat parameter, yaitu dengan menggunakan
teorema Sotomayor berikut ini.

Teorema 2.4 Teorema Sotomayor untuk bifurkasi transkritikal
Perhatikan sistem d~x

dt = ~F (~x, ~β). Misalkan ~F (~x0, ~β0) = 0,
J(~x0, ~β0) dan J(~x0, ~β0)T memiliki satu nilai eigen λ = 0 dengan ~V
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dan ~W berturut-turut adalah vektor eigen yang bersesuaian dengan
λ = 0 untuk J(~x0, ~β0) dan J(~x0, ~β0)T . Sistem mengalami bifurkasi
transkritikal pada titik kesetimbangan ~x0 ketika parameter ~β berubah
di sekitar ~β = ~β0 jika kondisi berikut dipenuhi.

i. ~W T ~Fβ(~x0, ~β0) = 0,

ii. ~W T [D~Fβ(~x0, ~β0)~V ] 6= 0,

iii. ~W T [D2 ~F (~x0, ~β0)(~V , ~V )] 6= 0,

dengan

D2 ~F (~x0, ~β0)(~V , ~V ) =


~V TD2F1(~x0, ~β0)~V
~V TD2F2(~x0, ~β0)~V

...
~V TD2Fn(~x0, ~β0)~V

 ,

D2Fi(~x0, ~β0), i = 1, 2, ...n adalah matriks Hess untuk Fi(~x0, ~β0),
yaitu

D2Fi(~x0, ~β0) =



∂2Fi(~x0,~β0)
∂x21

∂2Fi(~x0,~β0)
∂x1∂x2

· · · ∂2Fi(~x0,~β0)
∂x1∂xn

∂2Fi(~x0,~β0)
∂x2∂x1

∂2Fi(~x0,~β0)
∂x22

· · · ∂2Fi(~x0,~β0)
∂x2∂xn

...
...

. . .
...

∂2Fi(~x0,~β0)
∂xn∂x1

∂2Fi(~x0,~β0)
∂xn∂x2

· · · ∂2Fi(~x0,~β0)
∂x2n

 .

Terjadinya bifurkasi transkritikal pada Contoh 2.1 dapat
ditunjukkan dengan menggunakan teorema Sotomayor. Pada sistem
(2.6), ~x0 = E0, dan β0 = β = 0, sebab ~F (E0, β0) = 0. Selanjutnya
diperoleh

J(E0;β0) =

[
0 0
0 −1

]
= J(E0;β0)

T ,

yang mempunyai nilai eigen λ1 = 0. Vektor eigen yang
bersesuaian dengan nilai eigen λ1 = 0 untuk matriks J(E0;β0)
adalah

~V =

[
v1
v2

]
=

[
1
0

]
,
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dan vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen λ1 = 0
untuk matriks J(E0;β0)

T adalah

~W =

[
1
0

]
.

Sistem (2.6) mengalami bifurkasi transkritikal pada titik
kesetimbangan E0(0, 0) ketika parameter β berubah di sekitar β0 = 0
jika tiga kondisi pada teorema 2.4 dipenuhi.

i. ~Fβ merupakan matriks turunan ~F (~x;β) pada sistem (2.6)
terhadap parameter β, yaitu

~Fβ =
d~F

dβ
=

[
x
0

]
,

sehingga

~Fβ(E0;β0) =

[
0
0

]
.

Diperoleh

~W T ~Fβ(E0;β0) =
[
1 0

] [ 0
0

]
= 0.

Jadi sistem (2.6) memenuhi kondisi pertama teorema Sotomayor
untuk bifurkasi transkritikal.

ii. D~Fβ adalah matriks Jacobi ~Fβ , yaitu

D~Fβ =

[
∂Fβ1
∂x

∂Fβ1
∂y

∂Fβ2
∂x

∂Fβ2
∂y

]
=

[
1 0
0 0

]
= D~Fβ(E0;β0).

Selanjutnya

~W T [D~Fβ(E0;β0)~V ] =
[
1 0

] [ 1 0
0 0

] [
1
0

]
= 1.

Diperoleh ~W T [D~Fβ(E0;β0)~V ] 6= 0 sehingga sistem (2.6)
memenuhi kondisi kedua teorema Sotomayor untuk bifurkasi
transkritikal.
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iii. D2F1 dan D2F2 merupakan matriks Hess sistem (2.6), yaitu

D2F1 =

[
∂2F1
∂x2

∂2F1
∂x∂y

∂2F1
∂y∂x

∂2F1
∂y2

]
, D2F2 =

[
∂2F2
∂x2

∂2F2
∂x∂y

∂2F2
∂y∂x

∂2F2
∂y2

]
.

Selanjutnya

D2 ~F (E0;β0)(~V , ~V ) =

[
~V TD2F1(E0;β0)~V
~V TD2F2(E0;β0)~V

]

=


~V T

[
∂2F1(E0;β0)

∂x2
∂2F1(E0;β0)

∂x∂y
∂2F1(E0;β0)

∂y∂x
∂2F1(E0;β0)

∂y2

]
~V

~V T

[
∂2F2(E0;β0)

∂x2
∂2F2(E0;β0)

∂x∂y
∂2F2(E0;β0)

∂y∂x
∂2F2(E0;β0)

∂y2

]
~V


=

[
∂2F1
∂x2

v1v1 + 2 ∂
2F1
∂x∂yv1v2 +

∂2F1
∂y2

v2v2
∂2F2
∂x2

v1v1 + 2 ∂
2F2
∂x∂yv1v2 +

∂2F2
∂y2

v2v2

]
,

sehingga diperoleh

~W T [D2 ~F (E0;β0)(~V , ~V )] =
[
1 0

] [ −2
0

]
= −2 6= 0.

Karena ~W T [D2 ~F (E0;β0)(~V , ~V )] 6= 0 maka sistem (2.6)
memenuhi kondisi ketiga teorema Sotomayor untuk bifurkasi
transkritikal.

Jadi, sistem (2.6) memenuhi ketiga kondisi teorema Sotomayor
sehingga sistem (2.6) mengalami bifurkasi transkritikal pada titik
kesetimbangan E0 dengan parameter β berubah di sekitar β0.

(Perko, 2001)

2.2 Model Pertumbuhan Logistik

Jika diasumsikan bahwa laju pertumbuhan populasi bergantung
pada ukuran populasi, maka model pertumbuhan suatu populasi setiap
saat secara sederhana dapat dituliskan sebagai

dN

dt
= rN, (2.9)
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dengan N(t) menyatakan kepadatan populasi setiap saat dan r
merupakan laju pertumbuhan populasi. Model ini dikenal sebagai
model eksponensial. Model (2.9) dinilai kurang realistis karena
kepadatan populasi pada model tersebut menjadi tidak terbatas.

Untuk memperbaiki model tersebut, Verhulst mengusulkan
bahwa proses self-limiting harus terjadi ketika populasi sudah terlalu
besar. Verhulst menyarankan perubahan pada laju pertumbuhan r
menjadi H(N) = r − bN . Ketika jumlah populasi N kecil, maka laju
pertumbuhan H(N) ∼= r, sebaliknya ketika jumlah populasi N
meningkat, maka laju pertumbuhan H(N) menurun karena
peningkatan kompetisi antar individu. Dengan mengubah laju
pertumbuhan r menjadi H(N) diperoleh

dN

dt
= (r − bN)N = r(1− N

K
)N. (2.10)

Model (2.10) disebut model pertumbuhan logistik, dengan r dan K =
r
b masing-masing menyatakan laju pertumbuhan intrinsik dan carrying
capacity (daya dukung lingkungan).

(Boyce dan DiPrima, 2012)

2.3 Model Predator-Prey

Hubungan saling ketergantungan antar spesies timbul karena
prey berfungsi sebagai sumber makanan bagi predator, sementara
prey hidup dengan sumber makanan lain. Salah satu komponen
penting dalam hubungan antara predator dan prey adalah laju
predator dalam memangsa prey. Laju memangsa per kapita predator
terhadap prey disebut sebagai fungsi respon (Huang dan Xiao, 2004).
Misalkan x(t) menyatakan kepadatan populasi prey dan y(t)
menyatakan kepadatan populasi predator. Salah satu bentuk model
predator-prey dengan fungsi respon adalah

dx

dt
=xf(x)− xyφ(x),

dy

dt
=µxyφ(x)−my,

(2.11)

dengan xf(x) menyatakan laju pertumbuhan prey, p(x) = xφ(x)
menyatakan jumlah prey yang dikonsumsi predator, yang dikenal
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sebagai fungsi respon, µ menyatakan efisiensi konversi pemangsaan
menjadi makanan predator, dan konstanta m adalah laju kematian
predator. Model (2.11) dikenal sebagai model Rosenzweig-
MacArthur (Brauer dan Chaves, 2012).

Dikenal beberapa fungsi respon dalam interaksi predator-prey,
antara lain fungsi respon Holling tipe I, II, III, dan IV. Fungsi respon
Holling tipe I berbentuk

p(x) = cx, (2.12)

dengan c > 0. Fungsi respon tersebut menunjukkan bahwa ketika
kepadatan populasi prey meningkat maka daya konsumsi predator
juga meningkat, sehingga jumlah populasi predator semakin
meningkat pula (Molles, 2016). Contoh interaksi yang sesuai dengan
fungsi respon tersebut adalah interaksi antara laba-laba dengan
mangsanya.

Fungsi respon Holling tipe II dinyatakan dengan

p(x) =
cx

a+ x
(2.13)

dengan a > 0. Fungsi respon tersebut menunjukkan bahwa laju
pemangsaan prey meningkat cepat ketika kepadatan populasi prey
rendah, meningkat lebih lambat pada populasi prey sedang, dan
kemudian mendekati nilai c pada populasi prey tak hingga. Fungsi
respon tersebut lebih kompleks dari tipe I karena sudah
memperhatikan waktu yang diperkirakan predator untuk mencari
mangsanya (Molles, 2016). Contoh interaksi yang sesuai dengan
fungsi respon tersebut adalah interaksi antara serigala sebagai
predator dengan karibu sebagai prey. Fungsi respon Holling tipe II
ditunjukkan pada Gambar 2.3 dengan nilai a = 1 dan c = 1.

Fungsi respon Holling tipe III adalah sebagai berikut

p(x) =
cx2

a+ x2
. (2.14)

Fungsi respon tersebut menunjukkan bahwa saat kepadatan populasi
prey rendah, laju pemangsaannya meningkat lebih tajam daripada tipe
I dan II. Kemudian meningkat lebih rendah saat kepadatan populasi
prey sedang dan akhirnya mendekati nilai c ketika kepadatan populasi
prey sangat besar (Molles, 2016). Contoh interaksi yang sesuai yang
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Gambar 2.3: Fungsi respon Holling tipe II dengan a = c = 1

sesuai dengan fungsi respon tersebut adalah interaksi antara rusa tikus
(mice deer) sebagai predator dan kepompong kupu-kupu sebagai prey.
Fungsi respon Holling tipe III ditunjukkan pada Gambar 2.4 dengan
nilai a = 1 dan c = 1.

Ketiga fungsi tersebut merupakan fungsi yang bentuknya
monoton naik, yaitu laju pemangsaan meningkat ketika kepadatan
populasi meningkat. Namun, dalam kenyataannya ada prey yang
memiliki sifat pertahanan kelompok. Ketika jumlah populasi prey
meningkat maka tingkat pertahanan kelompoknya pun meningkat.
Sebagai contoh populasi ikan yang hidup berkelompok membentuk
pertahanan terhadap ancaman predator yang menyerang, sehingga
menyebabkan predator semakin sulit untuk memangsanya dan tingkat
konsumsi predator menurun. Contoh lainnya terjadi pada interaksi
antara serigala sebagai predator dengan banteng sebagai prey. Ketika
jumlah populasi banteng sedikit maka tingkat konsumsi serigala
meningkat. Namun, ketika jumlah populasi banteng meningkat maka
pertahanan kelompok banteng pun meningkat, sehingga tingkat
konsumsi serigala menurun.

Fungsi respon yang mewakili fenomena pertahanan kelompok
tersebut diusulkan oleh Andrews (1968), yang selanjutnya disebut
fungsi respon Holling tipe IV. Fungsi respon tersebut dinyatakan
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Gambar 2.4: Fungsi respon Holling tipe III dengan a = c = 1

sebagai

p(x) =
cx

a+ bx+ x2
, (2.15)

dengan c dan a berturut-turut menyatakan koefisien pemangsaan dan
konstanta setengah saturasi. Pada Gambar 2.5 diperlihatkan kurva
fungsi respon Holling tipe IV untuk nilai a = b = c = 1. Tidak
seperti fungsi respon Holling tipe I, II, III, terlihat bahwa fungsi
respon Holling tipe IV merupakan fungsi yang non monoton (Huang
dan Xiao, 2004).

2.3.1 Model predator-prey dengan pemanenan

Sistem predator-prey sering digunakan untuk menggambarkan
interaksi antar spesies dengan persediaan makanannya. Dengan kata
lain, hal yang menarik ada pada ukuran populasi predator dan prey
karena berpengaruh pada laju pertumbuhan predator. Menggunakan
model (2.11) dan dengan menambahkan pemanenan terhadap kedua
populasi, maka model predator-prey dengan pemanenan memiliki
bentuk umum

dx

dt
=xf(x)− xyφ(x)− e1x,

dy

dt
=µxyφ(x)−my − e2y,

(2.16)
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Gambar 2.5: Fungsi respon Holling tipe IV dengan a = b = c = 1

dengan e1 dan e2 berturut-turut adalah laju pemanenan prey dan
predator.

(Brauer dan Chaves, 2012)
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BAB III
PEMBAHASAN

Pada bab ini dibahas konstruksi model predator-prey dengan
fungsi respon Holling tipe IV dan pemanenan terhadap kedua
populasi. Selanjutnya, dilakukan analisis dinamik pada model yang
meliputi penentuan titik kesetimbangan dan kestabilan lokal titik
kesetimbangan. Selain itu, dianalisis pula terjadinya bifurkasi
transkritikal pada salah satu titik kesetimbangan. Pada bagian akhir
dilakukan simulasi numerik untuk mengilustrasikan hasil analisis
yang telah diperoleh.

3.1 Konstruksi Model

Model predator-prey yang digunakan dalam Skripsi ini
mengikuti bentuk model predator-prey Rosenzweig-MacArthur
dengan menggunakan fungsi respon Holling tipe IV dengan c = 1.
Diasumsikan populasi prey tumbuh mengikuti model pertumbuhan
logistik dengan daya dukung lingkungan k dan laju pertumbuhan
intrinsik r. Jika kepadatan populasi prey setiap saat dinyatakan
dengan x(t), maka laju pertumbuhan populasi prey adalah

dx

dt
= rx

(
1− x

k

)
− xy

a+ bx+ x2
. (3.1)

Jika kepadatan populasi predator setiap saat dinyatakan dengan
y(t) maka laju pertumbuhan populasi predator adalah

dy

dt
=

µxy

a+ bx+ x2
−my. (3.2)

Jika usaha pemanenan dilakukan pada prey dan predator dengan laju
pemanenan berturut-turut e1 dan e2 maka diperoleh model predator-
prey dengan fungsi respon Holling tipe IV dan pemanenan pada kedua
populasi

dx

dt
=rx

(
1− x

k

)
− xy

a+ bx+ x2
− e1x,

dy

dt
=

µxy

a+ bx+ x2
−my − e2y,

(3.3)

dengan syarat awal x(0) > 0, y(0) > 0.
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3.2 Titik Kesetimbangan

Titik kesetimbangan sistem (3.3) diperoleh ketika dx
dt =

dy
dt = 0,

yaitu

x

(
r
(
1− x

k

)
− y

a+ bx+ x2
− e1

)
=0,

y

(
µx

a+ bx+ x2
−m− e2

)
=0.

(3.4)

Solusi sistem persamaan (3.4) adalah

x = 0, (3.5)

atau
r
(
1− x

k

)
− y

a+ bx+ x2
− e1 = 0, (3.6)

dan
y = 0, (3.7)

atau
µx

a+ bx+ x2
−m− e2 = 0. (3.8)

Dari persamaan (3.5) dan (3.7) diperoleh titik kesetimbangan
kepunahan kedua populasi E0 = (0, 0) yang eksis dalam setiap
kondisi. Kombinasi dari (3.5) dan (3.8) tidak menghasilkan titik
kesetimbangan dikarenakan untuk x = 0 diperoleh m = −e2 yang
kontradiksi dengan m > 0. Dari persamaan (3.6) dan (3.7) diperoleh
titik kesetimbangan kepunahan predator E1 =

(
k
(
1− e1

r

)
, 0
)

yang
eksis jika r > e1.

Kemudian dari persamaan (3.6) dan (3.8) diperoleh titik
kesetimbangan interior Ei(xi, yi), i = 2, 3, 4. Nilai yi diperoleh dari
(3.6), yaitu

yi =
[
r
(
1− xi

k

)
− e1

]
(a+ bxi + x2i ).

Karena a+ bxi+x2i > 0 maka yi bernilai positif bila r
(
1− xi

k

)
> e1.

Nilai xi diperoleh dari (3.8), yaitu

µx

a+ bx+ x2
−m− e2 = 0,
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yang dapat ditulis sebagai

(m+ e2)(a+ bx+ x2)− µx = 0,

atau ekuivalen dengan

(m+ e2)x
2 + (b(m+ e2)− µ)x+ a(m+ e2) = 0. (3.9)

Persamaan (3.9) merupakan persamaan kuadrat Ax2 + Bx + C = 0,
dengan

A =(m+ e2) > 0,

B =b(m+ e2)− µ,
C =a(m+ e2) > 0.

Misalkan x2 dan x3 adalah akar persamaan kuadrat (3.9). Karena
x2x3 = C

A > 0 maka persamaan (3.9) memiliki akar real positif jika
diskriminan D = B2 − 4AC ≥ 0 dan x2 + x3 = −B

A > 0, yaitu
B2 − 4a(m + e2)

2 ≥ 0 dan B < 0. Syarat tersebut dapat dinyatakan
sebagai

[B − 2
√
a(m+ e2)][B + 2

√
a(m+ e2)] ≥ 0

dan
B < 0,

atau
B + 2

√
a(m+ e2) ≤ 0

dan
B < 0.

Kondisi ini dapat ditulis sebagai B ≤ −2
√
a(m + e2) dan B < 0,

atau m + e2 <
µ
b dan m + e2 ≤ µ

b+2
√
a

. Karena µ
b+2
√
a
< µ

b , maka
cukup digunakan syarat m+ e2 ≤ µ

b+2
√
a

, atau e2 ≤ µ
b+2
√
a
−m. Jadi,

agar diperoleh x2 dan x3 yang real dan positif harus dipenuhi e2 ≤ θ,
dengan θ = µ

b+2
√
a
−m.

Mengingat agar diperoleh yi positif harus dipenuhi
e1 < r

(
1− xi

k

)
. Jika D > 0 maka diperoleh

x2 =
−B −

√
D

2A
, x3 =

−B +
√
D

2A
,
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dengan x3 > x2. Misalkan ϕ2 = r
(
1− x2

k

)
dan ϕ3 = r

(
1− x3

k

)
,

jelas bahwa ϕ3 < ϕ2. Jika e1 < ϕ3 maka e1 < ϕ2 sehingga syarat
eksistensi y2 dan y3 dipenuhi. Oleh karena itu, diperoleh dua titik
kesetimbangan, yaitu E2(x2, y2) dan E3(x3, y3). Jika ϕ3 < e1 < ϕ2

maka syarat eksistensi y3 tidak dipenuhi sehingga hanya diperoleh titik
kesetimbanganE2(x2, y2). Jika e1 ≥ ϕ2 maka syarat eksistensi y2 dan
y3 tidak dipenuhi.

Jika D = 0 maka e2 = θ atau B = −2
√
a(m+ e2) sehingga

x4 = −
B

2A
=

2
√
a(m+ e2)

2(m+ e2)
=
√
a,

dan syarat eksistensi y4 menjadi e1 < r
(
1− x4

k

)
= ϕ4. Jadi,

diperoleh titik interior E4(x4, y4) jika e2 = θ dan e1 < ϕ4, dengan
y4 =

(
r
(
1−

√
a
k

)
− e1

)
(2a + b

√
a). Syarat eksistenti titik interior

sistem (3.3) dirangkum dalam teorema berikut.

Teorema 3.1 Syarat eksistensi titik kesetimbangan interior sistem
(3.3). Misalkan θ = µ

b+2
√
a
−m dan ϕi = r

(
1− xi

k

)
, i = 2, 3, 4.

1. Jika e2 < θ dan

(a) Jika e1 < ϕ3 maka sistem (3.3) memiliki dua titik
kesetimbangan interior, yaitu E2(x2, y2) dan E3(x3, y3).

(b) Jika ϕ3 ≤ e1 < ϕ2 maka sistem (3.3) memiliki satu titik
kesetimbangan interior yaitu E2(x2, y2).

(c) Jika e1 ≥ ϕ2 maka sistem (3.3) hanya memiliki dua titik
kesetimbangan, yaitu E0(x0, y0) dan E1(x1, y1) karena
tidak terdapat titik kesetimbangan interior.

2. Jika e2 = θ dan e1 < ϕ4 maka sistem (3.3) memiliki satu titik
kesetimbangan interior yaitu E4(

√
a, y4).

Dengan demikian diperoleh empat titik kesetimbangan, yaitu
E0(0, 0), E1

(
k
(
1− e1

r

)
, 0
)
, E2(x2, y2) atau E4(x4, y4), dan

E3(x3, y3).

3.3 Kestabilan Lokal Titik Kesetimbangan

Model (3.3) merupakan sistem autonomous non linear sehingga
kestabilan lokal titik kesetimbangan model dapat ditentukan melalui
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proses linearisasi di sekitar titik kesetimbangan. Proses linearisasi
tersebut menghasilkan matriks Jacobi berikut

J =

[
r − 2rx

k −
y(a−x2)

(a+bx+x2)2
− e1 − x

a+bx+x2

µy(a−x2)
(a+bx+x2)2

µx
(a+bx+x2)

−m− e2

]
. (3.10)

3.3.1 Titik kesetimbangan E0

Matriks Jacobi pada titik kesetimbangan E0(0, 0) adalah

JE0 =

[
r − e1 0

0 −m− e1

]
,

yang memiliki nilai eigen λ1 = r−e1 dan λ2 = −(m+e2) < 0. Titik
kesetimbangan E0 bersifat stabil asimtotik jika r < e1.

3.3.2 Titik kesetimbangan E1

Matriks Jacobi pada titik kesetimbangan E1

(
k
(
1− e1

r

)
, 0
)

adalah

JE1 =

 e1 − r − kr(r−e1)
ar2+bkr(r−e1)+k2(r−e1)2

0
µk(1− e1

r
)

a+bk(1− e1
r
)+k2(1− e1

r
)2
−m− e2

 ,
dengan nilai eigen λ1 = e1 − r dan

λ2 =
µkr(r − e1)

ar2 + bkr(r − e1) + k2(r − e1)2
−m− e2.

Oleh karena λ1 < 0 maka titik kesetimbangan E1 stabil asimtotik
ketika e2 > θ1, dengan

θ1 =
µk(1− e1

r )

a+ bk(1− e1
r ) + k2(1− e1

r )
2
−m.

3.3.3 Titik kesetimbangan E2 dan E3

Titik kesetimbangan Ei(xi, yi), i = 2, 3 memenuhi persamaan
(3.6) dan (3.8) sehingga diperoleh

e1 = r
(
1− xi

k

)
− yi
a+ bxi + x2i

,
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e2 =
µxi

a+ bxi + x2i
−m,

1

a+ bxi + x2i
=
m+ e2
µxi

yang dapat digunakan untuk mempermudah perhitungan selanjutnya.
Matriks Jacobi pada titik kesetimbangan Ei(xi, yi) adalah

JEi =

[
a11 a12
a21 0

]

dengan

a11 =r(1−
2xi
k

)− yi(a− x2i )
(a+ bxi + x2i )

2
− e1

=r(1− 2xi
k

)− e1 −
(
r(1− xi

k )− e1
)
(a− x2i )

a+ bxi + x2i

=r(1− 2xi
k

)− e1 −
(
r(1− xi

k )− e1
)
(a− x2i )(m+ e2)

µxi
,

a12 =−
xi

a+ bxi + x2i
= −m+ e2

µ
,

a21 =
µyi(a− x2i )

(a+ bxi + x2i )
2

=
µ
(
r
(
1− xi

k

)
− e1

)
(a− x2i )

a+ bxi + x2i

=
(m+ e2)

(
r
(
1− xi

k

)
− e1

)
(a− x2i )

xi
.

Kestabilan titik kesetimbangan E2 dan E3 dapat ditentukan dengan
memeriksa tanda tr(Ei) dan |JEi |.

tr(JEi) =a11 + a22

=r

(
1− 2xi

k

)
− e1 −

(
r(1− xi

k )− e1
)
(a− x2i )(m+ e2)

µxi
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|JEi | =a11a22 − a12a21

=−
(
−m+ e2

µ

)(
(m+ e2)(a− x2i )

(
r
(
1− xi

k

)
− e1

)
xi

)

=

(
(m+ e2)

2(a− x2i )
(
r
(
1− xi

k

)
− e1

)
µxi

)(
a+ bxi + x2i
a+ bxi + x2i

)
=
yi(m+ e2)

3(a− x2i )
µ2x2i

Dapat dilihat bahwa tanda dari |JEi | bergantung pada nilai a − x2i .
Berdasarkan analisis pada Lampiran 1 diketahui bahwa a − x22 > 0
sehingga |JE2 | > 0 dan a − x23 < 0 sehingga |JE3 | < 0. Dengan
demikian titik kesetimbangan interior E3 selalu bersifat tidak stabil
pelana.

Titik kesetimbangan interior E2 bersifat stabil asimtotik jika
tr(E2) < 0, yaitu

r

(
1− 2x2

k

)
− e1 −

(
r(1− x2

k )− e1
)
(a− x22)(m+ e2)

µx2
< 0.

Karena r(1− x2
k )− e1 > 0 dan a− x22 > 0 maka

−
(
r(1− x2

k )− e1
)
(a− x22)(m+ e2)

µx2
< 0,

sehingga tr(JE2) < 0 jika r
(
1− 2x2

k

)
< e1. Dengan demikian titik

kesetimbangan interior E2 stabil asimtotik ketika e1 > ϕ∗ dengan
ϕ∗ = r

(
1− 2x2

k

)
.

3.3.4 Titik kesetimbangan E4

Matriks Jacobi pada titik kesetimbangan E4(x4, y4) adalah

JE4 =

[
r(1− 2

√
a

k )− e1 −
√
a

2a+b
√
a

0 µ
√
a

2a+b
√
a
−m− e2

]
,

dengan nilai eigen λ1 = r(1− 2
√
a

k )− e1 dan λ2 = µ
2
√
a+b
−m− e2.

Diketahui bahwa titik kesetimbangan E4 eksis ketika e2 = θ sehingga
λ2 = 0. Oleh karena λ2 = 0 maka titik kesetimbangan E4 tidak dapat
diketahui sifat kestabilannya.
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Syarat eksistensi dan kestabilan titik kesetimbangan sistem (3.3)
dirangkum pada Tabel 3.1.

Tabel 3.1: Syarat eksistensi dan kestabilan titik kesetimbangan

Titik Syarat Jenis Syarat
Kesetimbangan Eksistensi Kestabilan Kestabilan

E0(0, 0) - Stabil e1 > r
Asimtotik

E1

(
k
(
1− e1

r

)
, 0
)

e1 < r Stabil e2 > θ1
Asimtotik

E2(x2, y2) e2 < θ Stabil e1 > ϕ∗

0 < e1 < ϕ2 Asimtotik
E3(x3, y3) e2 < θ Tidak Stabil -

0 < e1 < ϕ3 Pelana
E4(x4, y4) e2 = θ - -

0 < e1 < ϕ4

3.4 Bifurkasi Transkritikal

Perhatikan sistem (3.3), ~x = E1, dan

e∗ ≡ e2 =
µkr(r − e1)

ar2 + bkr(r − e1) + k2(r − e1)2
−m,

sebab ~F (E1, e
∗) = 0. Titik kesetimbangan E1 dan parameter e∗

disubstitusikan ke matriks Jacobi (3.10) sehingga diperoleh

J(E1; e
∗) =

[
e1 − r − kr(r−e1)

ar2+bkr(r−e1)+k2(r−e1)2

0 0

]
,

J(E1; e
∗)T =

[
e1 − r 0

− kr(r−e1)
ar2+bkr(r−e1)+k2(r−e1)2 0

]
,

yang mempunyai nilai eigen λ1 = e1 − r dan λ2 = 0. Vektor eigen
yang bersesuaian dengan nilai eigen λ2 = 0 untuk matriks J(E1; e

∗)
adalah[

e1 − r − kr(r−e1)
ar2+bkr(r−e1)+k2(r−e1)2

0 0

] [
v1
v2

]
=

[
0
0

]
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~V =

[
v1
v2

]
=

[
− kr
ar2+bkr(r−e1)+k2(r−e1)2

1

]
,

dan vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen λ2 = 0 untuk
matriks J(E1; e

∗)T adalah[
e1 − r 0

− kr(r−e1)
ar2+bkr(r−e1)+k2(r−e1)2 0

] [
w1

w2

]
=

[
0
0

]

~W =

[
w1

w2

]
=

[
0
1

]
.

Sistem (3.3) mengalami bifurkasi transkritikal pada titik
kesetimbangan E1(k(1 − e1

r ), 0) ketika parameter e2 berubah di
sekitar e2 = e∗ jika tiga kondisi pada Teorema 2.4 dipenuhi.

i. ~Fe2 merupakan matriks turunan ~F (~x; e2) sistem (3.3) terhadap
parameter e2, yaitu

~Fe2 =
d~F

de2
=

[
0

−y

]
, ~Fe2(E1; e

∗) =

[
0
0

]
,

sehingga

~W T ~Fe2(E1; e
∗) =

[
0 1

] [ 0
0

]
= 0.

Jadi sistem (3.3) memenuhi kondisi pertama teorema Sotomayor
untuk bifurkasi transkritikal.

ii. D~Fe2 adalah matriks Jacobi ~Fe2 , yaitu

D~Fe2 =

[
∂Fe21
∂x

∂Fe21
∂y

∂Fe22
∂x

∂Fe22
∂y

]
=

[
0 0
0 −1

]
= D~Fe2(E1; e

∗),

sehingga

~W T [D~Fe2(E1; e
∗)~V ] =

[
0 1

] [ 0
−1

]
= −1 6= 0.
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Diperoleh ~W T [D~Fe2(E1; e
∗)~V ] 6= 0 sehingga sistem (3.3)

memenuhi kondisi kedua teorema Sotomayor untuk bifurkasi
transkritikal.

iii. D2F1 dan D2F2 merupakan matriks Hess sistem (3.3), yaitu

D2F1 =

[
∂2F1
∂x2

∂2F1
∂x∂y

∂2F1
∂y∂x

∂2F1
∂y2

]
, D2F2 =

[
∂2F2
∂x2

∂2F2
∂x∂y

∂2F2
∂y∂x

∂2F2
∂y2

]
.

Selanjutnya

D2 ~F (E0;β0)(~V , ~V ) =

[
~V TD2F1(E0;β0)~V
~V TD2F2(E0;β0)~V

]

=


~V T

[
∂2F1(E0;β0)

∂x2
∂2F1(E0;β0)

∂x∂y
∂2F1(E0;β0)

∂y∂x
∂2F1(E0;β0)

∂y2

]
~V

~V T

[
∂2F2(E0;β0)

∂x2
∂2F2(E0;β0)

∂x∂y
∂2F2(E0;β0)

∂y∂x
∂2F2(E0;β0)

∂y2

]
~V


=

[
∂2F1
∂x2

v1v1 + 2 ∂
2F1
∂x∂yv1v2 +

∂2F1
∂y2

v2v2
∂2F2
∂x2

v1v1 + 2 ∂
2F2
∂x∂yv1v2 +

∂2F2
∂y2

v2v2

]
,

dengan

∂2F1

∂x2
=
∂

∂x

(
r(1− 2x

k
)− y(a− x2)

(a+ bx+ x2)2
− e1

)
,

=− 2r

k
− −2xy(a+ bx+ x2)− 2y(a− x2)(b+ 2x)

(a+ bx+ x2)3
,

=− 2r

k
− −6axy + 2x3y − 2aby

(a+ bx+ x2)3
,

∂2F1

∂x2
v1v1 =

(
−2r

k

)(
− kr

ar2 + bkr(r − e1) + k2(r − e1)2

)2

,

=− 2kr3

(ar2 + bkr(r − e1) + k2(r − e1)2)2
,
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∂2F1

∂x∂y
=
∂

∂y

(
r(1− 2x

k
)− y(a− x2)

(a+ bx+ x2)2
− e1

)
,

=− (a− x2)
(a+ bx+ x2)2

,

∂2F1

∂x∂y
v1v2 =−

a− (k(1− e1
r ))

2

(a+ bk(1− e1
r ) + (k(1− e1

r ))
2)2

v1v2,

=

(
− r2(ar2 − k2(r − e1)2)
(ar2 + bkr(r − e1) + k2(r − e1)2)2

)
(
− kr

ar2 + bkr(r − e1) + k2(r − e1)2

)
,

=

(
kr3(ar2 − k2(r − e1)2)

(ar2 + bkr(r − e1) + k2(r − e1)2)3

)
,

∂2F1

∂y2
=
∂

∂y

(
− x

a+ bx+ x2

)
= 0,

∂2F1

∂y2
v2v2 =0,

∂2F2

∂y2
=
∂

∂y

(
µx

a+ bx+ x2
−m− e2

)
= 0,

∂2F2

∂y2
v1v1 =0,

∂2F2

∂x2
=
∂

∂x

(
µy(a− x2)

(a+ bx+ x2)2

)
,

=
−2µxy(a+ bx+ x2)− 2µy(a− x2)(b+ 2x)

(a+ bx+ x2)3
,

=
−2µy(ax+ bx2 + x3)− 2µy(ab+ 2ax− bx2 − 2x3)

(a+ bx+ x2)3
,

=
−2µy(ab+ 3ax− x3)

(a+ bx+ x2)3
,

∂2F2

∂x2
v1v1 =(0)

(
− kr

ar2 + bkr(r − e1) + k2(r − e1)2

)
,

=0,

∂2F2

∂x∂y
=
∂

∂y

(
µy(a− x2)

(a+ bx+ x2)2

)
,

=
µ(a− x2)

(a+ bx+ x2)2
,
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∂2F2

∂x∂y
v1v2 =

µ(a− (k(1− e1
r ))

2)

(a+ bk(1− e1
r ) + (k(1− e1

r ))
2)2

v1v2,

=

(
µr2(ar2 − k2(r − e1)2)

(ar2 + bkr(r − e1) + k2(r − e1)2)2

)
(
− kr

ar2 + bkr(r − e1) + k2(r − e1)2

)
,

=

(
− µkr3(ar2 − k2(r − e1)2)
(ar2 + bkr(r − e1) + k2(r − e1)2)3

)
,

Diperoleh D2 ~F (E1; e
∗)(~V , ~V ), yaitu

D2 ~F (E1; e
∗)(~V , ~V ) =

[
a11
a21

]

dengan

a11 =−
2kr3

(ar2 + bkr(r − e1) + k2(r − e1)2)2

+ 2
kr3(ar2 − k2(r − e1)2)

(ar2 + bkr(r − e1) + k2(r − e1)2)3
,

=− 2
k2r3(r − e1)(br + 2k(r − e1))

(ar2 + bkr(r − e1) + k2(r − e1)2)3
,

a21 =− 2
µkr3(ar2 − k2(r − e1)2)

(ar2 + bkr(r − e1) + k2(r − e1)2)3
,

~W T [D2 ~F (E1; e
∗)(~V , ~V )] =

[
0 1

] [ a11
a21

]
~W T [D2 ~F (E1; e

∗)(~V , ~V )] = a21 6= 0.

Karena ~W T [D2 ~F (E1; e
∗)(~V , ~V )] 6= 0 maka sistem (3.3)

memenuhi kondisi ketiga teorema Sotomayor untuk bifurkasi
transkritikal dengan syarat ar2 − k2(r − e1)2 6= 0.

Jadi, sistem (3.3) memenuhi ketiga kondisi teorema Sotomayor
sehingga sistem (3.3) mengalami bifurkasi transkritikal pada titik
kesetimbangan E1 dengan parameter e2 berubah di sekitar e∗.
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3.5 Simulasi Numerik

Pada bagian ini disajikan hasil simulasi numerik dengan
menggunakan metode Runge-Kutta orde empat yang mengacu pada
hasil analisis kestabilan titik kesetimbangan. Selain itu dilakukan pula
simulasi terhadap hasil analisis bifurkasi transkritikal.

3.5.1 Simulasi numerik kestabilan titik kesetimbangan

Simulasi numerik dalam Skripsi ini menggunakan nilai
parameter r = 15, k = 120, a = 4, b = 3, µ = 25, dan m = 0.1
untuk semua simulasi yang dilakukan. Beberapa perubahan nilai
dilakukan pada parameter e1 dan e2 untuk memverifikasi hasil
analisis yang diperoleh. Untuk menunjukkan kestabilan titik kesetim-
bangan E0(0, 0) diambil nilai parameter e1 = 16 dan e2 = 3.5. Nilai
parameter tersebut memenuhi syarat kestabilan lokal titik
kesetimbangan E0(0, 0), yaitu r < e1. Nilai parameter yang diguna-
kan tidak memenuhi syarat eksistensi baik titik kesetimbangan E1

maupun titik kesetimbangan interior pada Tabel (3.1), yaitu
r > e1 = 16.

Gambar 3.1: Potret fase sistem (3.3) yang menunjukkan kestabilan titik
kesetimbangan E0
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Pada Gambar 3.1 diambil tiga nilai awal yang berbeda, yaitu
n1 = (15, 4), n2 = (15, 15), dan n3 = (4, 15). Perilaku solusi sistem
yang disajikan dalam potret fase pada Gambar 3.1 menunjukkan bahwa
orbit solusi dari tiga nilai awal tersebut menuju ke titik kesetimbangan
E0(0, 0). Dengan demikian titik kesetimbanganE0(0, 0) bersifat stabil
asimtotik.

Selanjutnya untuk menunjukkan kestabilan titik kesetimbangan
E1 diambil nilai parameter e1 = 14.7 dan e2 = 3.48. Nilai parameter
tersebut memenuhi syarat kestabilan titik kesetimbangan E1(2.4, 0),
yaitu

e2 >
µk(1− e1

r )

a+ bk(1− e1
r ) + k2(1− e1

r )
2
−m = 3.4377.

Titik kesetimbangan E0(0, 0) eksis dan bersifat tidak stail pelana
sedangkan titik kesetimbangan interior tidak eksis karena syarat
eksistensinya tidak dipenuhi, yaitu e2 < θ = 3.47.

Pada Gambar 3.2 diambil tiga nilai awal yang berbeda, yaitu
n1 = (10, 2), n2 = (10, 10), dan n3 = (2, 10). Perilaku solusi sistem
disajikan dalam potret fase pada Gambar 3.2 yang menunjukkan bahwa
orbit solusi dari tiga nilai awal tersebut menuju ke titik kesetimbangan
E1(2.4, 0). Dengan demikian titik kesetimbangan E1(2.4, 0) bersifat
stabil asimtotik.

Ketika sistem (3.3) mempunyai akar kembar atau salah satu
syarat eksistensi titik kesetimbangan interior tidak dipenuhi maka
sistem (3.3) mempunyai tiga titik kesetimbangan, yaitu E0, E1, dan
E2. Untuk menunjukkan kestabil- an titik kesetimbangan interior dan
eksistensi tiga titik kesetimbangan diambil nilai parameter e1 = 14.7
dan e2 = 3.43. Nilai parameter tersebut memenuhi syarat kestabilan
titik kesetimbangan interior E2(1.6336, 1.108), yaitu

e1 > r

(
1− 2x2

k

)
= 14.6705.

Namun, nilai parameter tersebut tidak memenuhi syarat eksistensi titik
kesetimbangan interior E3, yaitu e1 < ϕ3 = 14.69 sedangkan titik
kesetimbangan E0 dan E1 eksis serta bersifat tidak stabil pelana.

Pada Gambar 3.3 diambil tiga nilai awal yang berbeda, yaitu
n1 = (12, 6), n2 = (12, 12), dan n3 = (8, 12). Perilaku solusi sistem
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Gambar 3.2: Potret fase sistem (3.3) yang menunjukkan kestabilan titik
kesetimbangan E1

disajikan dalam potret fase pada Gambar 3.3 yang menunjukkan
bahwa orbit solusi dari tiga nilai awal tersebut menuju ke titik
kesetimbangan E2(1.6336, 1.108). Dengan demikian titik kesetim-
bangan E2(1.6336, 1.108) bersifat stabil asimtotik.

Ketika sistem (3.3) mempunyai akar berlainan maka sistem
(3.3) mempunyai empat titik kesetimbangan, yaitu E0, E1, E2, dan
E3. Kemudian untuk menunjukkan kestabilan titik kesetimbangan
interior dan eksistensi empat titik kesetimbangan diambil nilai
parameter e1 = 14.7 dan e2 = 3.46. Nilai parameter tersebut
memenuhi syarat kestabilan titik kesetimbangan E1(2.4, 0) dan
E2(1.7989, 0.9491), yaitu

e2 >
µk(1− e1

r )

a+ bk(1− e1
r ) + k2(1− e1

r )
2
−m = 3.4377,
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Gambar 3.3: Potret fase sistem (3.3) yang menunjukkan terdapat tiga
titik kesetimbangan

e1 > r

(
1− 2x2

k

)
= 14.5503.

Titik kesetimbangan E0(0, 0) eksis serta bersifat tidak stabil pelana
karena nilai parameter yang digunakan tidak memenuhi syarat
kestabilan titik kesetimbangan pada Tabel 3.1. Titik kesetimbangan
E3(2.2235, 0.3444) eksis dan bersifat tidak stabil pelana sesuai
dengan hasil analisis kestabilan lokal yang telah dilakukan.

Pada Gambar 3.4 diambil empat nilai awal yang berbeda, yaitu
n1 = (2, 6), n2 = (5, 6), n3 = (6, 4), dan n4 = (6, 1). Perilaku solusi
sistem disajikan dalam potret fase pada Gambar 3.4 yang
menunjukkan bahwa orbit solusi yang berasal dari dua nilai awal
n1 = (2, 6) dan n4 = (6, 1) menuju ke titik kesetimbangan
E1(2.4, 0). Kemudian orbit solusi yang berasal dari dua nilai awal
lainnya, yaitu n2 = (5, 6) dan n3 = (6, 4) menuju ke titik kese-
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Gambar 3.4: Potret fase sistem (3.3) yang menunjukkan terdapat empat
titik kesetimbangan

timbangan E2(1.7989, 0.9491). Dengan demikian titik kesetimbang-
an E1(2.4, 0) dan E2(1.7989, 0.9491) bersifat stabil asimtotik.

Berdasarkan uraian sebelumnya, diketahui bahwa titik
kepunahan kedua populasi (E0), titik kepunahan predator (E1), dan
titik interior (E2) bersifat stabil asimtotik dengan syarat
masing-masing. Artinya kepunahan populasi dengan kondisi yang
demikian mungkin terjadi. Baik pada Gambar 3.3 maupun Gambar
3.4 terlihat bahwa titik kesetimbangan interior E2 bersifat stabil
asimtotik. Titik kesetimbangan interior merupakan titik ketika kedua
populasi dapat hidup secara berdampingan. Kedua hasil simulasi
tersebut diperoleh dengan cara menurunkan nilai parameter
pemanenan predator dan meningkatkan nilai parameter pemanenan
prey. Dengan demikian keseimbangan antara populasi prey dan
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predator dapat dicapai dengan cara menurunkan usaha pemanenan
pada populasi predator dan meningkatkan usaha pemanenan pada
populasi prey hingga mencapai angka tertentu.

3.5.2 Simulasi numerik bifurkasi transkritikal

Simulasi numerik untuk menunjukkan terjadinya bifurkasi
transkritikal telah dilakukan pada Gambar 3.3 dan 3.4. Sistem (3.3)
mengalami bifurkasi transkritikal pada titik kesetimbangan E1 ketika
parameter e2 berubah di sekitar e2 = e∗ sehingga memenuhi ketiga
kondisi pada teorema Sotomayor. Simulasi numerik bifurkasi
transkritikal yang dilakukan menggunakan nilai parameter r = 15,
k = 120, a = 4, b = 3, µ = 25, m = 0.1, dan e1 = 14.7. Parameter
yang digunakan memenuhi syarat terjadinya bifurkasi transkritikal,
yaitu ar2 − k2(r − e1)

2 = −396 6= 0. Berdasarkan parameter
tersebut diperoleh nilai bifurkasi (e∗), yaitu

e∗ =
µkr(r − e1)

ar2 + bkr(r − e1) + k2(r − e1)2
= 3.4377.

Pada Gambar 3.5 diperlihatkan perubahan jumlah titik kesetimbangan
dan kestabilannya.

Perhatikan Gambar 3.5, sumbu vertikal mewakili nilai x∗ pada
titik kesetimbangan (x∗, y∗) sedangkan sumbu horizontal merupakan
nilai e2. Ketika nilai e2 < 3.4377, titik kesetimbangan E1 bersifat
tidak stabil pelana. Ketika nilai e2 > 3.4377 titik kesetimbangan E1

berubah menjadi bersifat stabil asimtotik dan terdapat titik
kesetimbangan baru, yaitu E3. Dengan kata lain, sistem (3.3)
mengalami perubahan sifat solusi sistem dinamik ketika
e2 = e∗ = 3.4377. Oleh karena itu, e2 = e∗ = 3.4377 merupakan
nilai bifurkasi dan bifurkasi yang terjadi adalah bifurkasi transkritikal.
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Gambar 3.5: Diagram bifurkasi dengan perubahan nilai e2
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BAB IV
KESIMPULAN

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan tujuan penulisan Skripsi ini dan hasil yang telah
dipaparkan diperoleh kesimpulan sebagai berikut.

1. Model matematika predator-prey dikonstruksi dengan memper-
timbangkan fungsi respon yang berbentuk Holling tipe IV serta
menambahkan pemanenan pada kedua spesies. Model ini me-
rupakan sistem autonomous nonlinear dengan dua persamaan.

2. Berdasarkan hasil analisis dinamik, sistem memiliki empat titik
kesetimbangan, yaitu titik kepunahan kedua populasi (E0), titik
kepunahan predator (E1), dan dua titik interior (E2 atau E4 dan
E3). Titik kesetimbangan E0, E1, dan E2 eksis dan bersifat
stabil asimtotik dengan syarat masing-masing. Titik kesetim-
bangan E3 eksis dengan syarat tertentu dan bersifat tidak stabil
pelana. Titik kesetimbangan E4 eksis tetapi belum dapat diten-
tukan sifat kestabilannya.

3. Bifurkasi transkritikal di sekitar titik kepunahan predator (E1)
terjadi ketika nilai parameter pemanenan predator (e2) berubah
di sekitar suatu nilai dengan syarat tertentu.

4. Simulasi numerik yang dilakukan menunjukkan hasil yang
sesuai dengan analisis.

4.2 Saran

Pada Skripsi ini analisis terjadinya bifurkasi dilakukan pada
titik kepunahan predator (E1). Untuk penelitian selanjutnya perlu di-
lakukan analisis terjadinya bifurkasi pada titik kesetimbangan yang
lain, yaitu titik kesetimbangan interior.
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