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ANALISIS DINAMIK DAN KONTROL OPTIMAL MODEL 

MATEMATIKA PENYAKIT LAYU PINUS 

 

ABSTRAK 

 

Pada skripsi ini dibahas analisis dinamik dan penerapan kontrol 

optimal pada model matematika penyakit layu pinus. Analisis dinamik 

yang dilakukan meliputi penentuan titik kesetimbangan, angka 

reproduksi dasar (ℛ0), dan analisis kestabilan global. Hasil analisis 

dinamik menunjukkan bahwa model memiliki dua titik 

kesetimbangan, yaitu titik kesetimbangan bebas penyakit dan titik 

kesetimbangan endemik. Titik kesetimbangan bebas penyakit selalu 

eksis, sedangkan titik kesetimbangan endemik eksis dengan syarat 

ℛ0 > 1. Kestabilan titik kesetimbangan bergantung pada nilai ℛ0. 

Jika ℛ0 ≤ 1, maka titik kesetimbangan bebas penyakit stabil asimtotik 

global dan jika ℛ0 > 1, maka titik kesetimbangan endemik stabil 

asimtotik global. Selanjutnya, dilakukan penerapan kontrol optimal 

untuk memaksimalkan subpopulasi pohon pinus rentan, dan 

meminimalkan subpopulasi pohon pinus exposed, pohon pinus 

terinfeksi, vektor rentan, vektor exposed, dan vektor terinfeksi.  

Kontrol yang digunakan, yaitu injeksi insektisida dan vaksinasi ke 

tubuh pohon pinus, deforestasi, dan penyemprotan insektisida di 

udara. Hasil simulasi numerik menunjukkan pemberian ketiga kontrol 

secara bersamaan memberikan hasil yang paling efektif dibandingkan 

dengan pemberian kombinasi dua kontrol saja. 

 

Kata kunci: penyakit layu pinus, titik kesetimbangan, angka 

reproduksi dasar, analisis kestabilan global, kontrol optimal. 
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DYNAMICAL ANALYSIS AND OPTIMAL CONTROL OF 

MATHEMATICAL MODEL OF PINE WILT DISEASE  

 

ABSTRACT 

 

This thesis discusses dynamical analysis and the application of optimal 

control to the mathematical model of pine wilt disease. Dynamical 

analysis carried out includes determining equilibrium points, basic 

reproduction numbers (ℛ0), and global stability analysis. The model 

has two equilibrium points, namely disease-free equilibrium point and 

endemic equilibrium point. Disease-free equilibrium point always 

exist, whereas endemic equilibrium point exist with conditions ℛ0 >
1. The stability of the equilibrium point depends on the value of ℛ0. 

If ℛ0 ≤ 1, then the disease-free equilibrium point is globally 

asymptotically stable and if ℛ0 > 1, then the endemic equilibrium 

point is globally asymptotically stable. Furthermore, optimal control 

is applied to maximize the subpopulation of susceptible pine trees, and 

minimize the subpopulation of exposed pine trees, infected pine trees, 

susceptible vectors, exposed vectors, and infected vectors. Control are 

used, namely injection of insecticides and vaccinations into the body 

of pine trees, deforestation, and spraying insecticides in the air. The 

numerical simulation results show that giving the three controls 

simultaneously provides the most effective results compared to giving 

a combination of just two controls. 

 

Keywords: pine wilt disease, equilibrium point, basic reproduction 

number, global stability analysis, optimal control. 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang 

Pohon pinus adalah salah satu jenis tanaman yang banyak 

dimanfaatkan untuk kehidupan manusia. Menurut Mota dan Vieira 

(2008), pohon pinus ditanam untuk dimanfaatkan kayunya sebagai 

bahan konstruksi dan properti seperti perabotan rumah tangga 

sedangkan getahnya dimanfaatkan sebagai bahan pengenceran cat. 

Dengan demikian, produktivitas pohon pinus mempengaruhi 

kehidupan manusia dalam bidang perekonomian dan perindustrian. 

Dengan adanya penyakit layu pinus, produktivitas pohon pinus akan 

terganggu dan membuat kebutuhan manusia di bidang tersebut tidak 

dapat terpenuhi.  

Penyakit layu pinus dapat membunuh pohon pinus dalam waktu 

yang singkat dengan gejalanya, yaitu terkulainya pucuk dan 

menggulungnya daun. Hal ini dikarenakan pohon pinus tidak dapat 

memproduksi Oleoresin yang merupakan senyawa pertahanan 

terhadap gangguan serangga dan patogen. Penyakit layu pinus 

merupakan suatu penyakit pada pohon pinus yang disebabkan oleh 

nematoda Bursaphelenchus xylophilus yang ditransmisikan oleh 

vektor pembawa, yaitu kumbang Monochamus alternatus. Nematoda 

adalah organisme berukuran mikroskopis dengan bentuk menyerupai 

cacing.  Transmisi Bursaphelenchus xylophilus dalam tubuh 

Monochamus alternatus ke pohon pinus melalui kontak langsung 

pinus dengan Monochamus alternatus dan melalui oviposisi (proses 

perkembangbiakan telur Monochamus alternatus pada batang pohon). 

Monochamus alternatus  dewasa memakan kulit kayu pinus yang 

sehat untuk pematangan seksual dan untuk memenuhi kebutuhan 

makanan. Bekas luka gigitan Monochamus alternatus  dimanfaatkan 

oleh Monochamus alternatus betina untuk oviposisi dengan 

meletakkan posisi telur melalui kulit pohon, sehingga akan terjadi 

pembiakan nematoda selama Monochamus alternatus  memakan 

pohon pinus. Selain transmisi Bursaphelenchus xylophilus dalam 

tubuh Monochamus alternatus ke pohon pinus, transmisi juga dapat 

terjadi dari pohon pinus yang terinfeksi penyakit layu pinus ke 

Monochamus alternatus melalui proses dimakannya kulit kayu pohon 

pinus yang terinfeksi (Mamiya dan Enda, 2008). 
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Penelitian tentang penyakit layu pinus telah banyak dilakukan. 

Lee dan Kim (2013) memperkenalkan model matematika penyakit 

layu pinus dan analisis kestabilan global dengan tingkat insiden 

nonlinear. Kemudian Lee (2014) menganalisis kestabilan penyakit 

layu pinus dan menerapkan teknik kontrol optimal dengan membagi 

populasi pohon pinus menjadi dua, yaitu pohon pinus rentan dan 

pohon pinus terinfeksi, sedangkan populasi vektor (kumbang) dibagi 

menjadi dua subpopulasi, yaitu vektor rentan dan vektor terinfeksi. 

Selanjutnya, Lee dan Lashari (2014) memperkenalkan model 

matematika yang menggabungkan kelas exposed pada populasi pohon 

pinus dengan dilengkapi analisis kestabilan dan penerapan kontrol 

optimal dengan transmisi horizontal pada populasi vektor. 

Pada skripsi ini, akan dibahas analisis model matematika 

penyakit layu pinus dengan kontrol optimal yang mengkaji ulang 

artikel Khan (2017). Analisis dinamik yang dilakukan pada model 

meliputi penentuan titik kesetimbangan, angka reproduksi dasar, dan 

analisis kestabilan global. Kemudian diterapkan teknik kontrol 

optimal untuk meminimalkan subpopulasi pohon pinus exposed, 

pohon pinus terinfeksi, vektor rentan, vektor exposed, dan vektor 

terinfeksi, serta untuk memaksimalkan subpopulasi pohon pinus yang 

rentan. Kontrol yang digunakan, yaitu injeksi insektisida dan vaksinasi 

ke tubuh pohon pinus, penebangan pohon pinus yang terinfeksi 

penyakit layu pinus, dan penyemprotan insektisida di udara. 

Selanjutnya, untuk mendukung hasil analisis, juga akan dilakukan 

simulasi numerik. 

 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang yang telah diuraikan, rumusan 

masalah yang akan dibahas dalam skripsi ini adalah sebagai berikut. 

1. Bagaimana titik kesetimbangan dan kestabilan global dari titik 

kesetimbangan model matematika penyakit layu pinus? 

2. Bagaimana menyelesaikan masalah kontrol optimal pada model 

matematika tersebut? 

3. Bagaimana hasil simulasi numerik solusi model matematika 

penyakit layu pinus dan hasil simulasi numerik model matematika 

tersebut dengan kontrol optimal dan tanpa kontrol optimal? 
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1.3  Tujuan 

Tujuan penulisan skripsi ini adalah sebagai berikut. 

1. Menentukan titik kesetimbangan dan kestabilan global dari titik 

kesetimbangan model matematika penyakit layu pinus. 

2. Menyelesaikan masalah kontrol optimal pada model matematika 

tersebut. 

3. Menginterpretasikan hasil simulasi numerik solusi model 

matematika penyakit layu pinus dan hasil simulasi numerik model 

matematika tersebut dengan kontrol optimal dan tanpa kontrol 

optimal.
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BAB II 

DASAR TEORI 

2.1 Sistem Dinamik 

Sistem dinamik merupakan sistem yang selalu berubah dan 

dapat diketahui kondisinya di masa yang akan datang jika diketahui 

kondisinya saat ini atau di masa lalu. Sistem dinamik dibedakan 

menjadi dua, yaitu sistem dinamik diskrit dengan bentuk umum 

𝑥⃗𝑡+1 = 𝑓(𝑥𝑡), 𝑡 ∈ ℤ atau ℕ, 𝑥⃗ ∈ ℝ𝑛 , 
dan sistem dinamik kontinu dengan bentuk umum 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓( 𝑥⃗, 𝑡), 𝑡𝜖ℝ, 𝑥⃗ ∈ ℝ𝑛  

(Alligood, dkk., 2000). 

Sistem otonomus adalah suatu sistem persamaan diferensial 

yang berbentuk, 
𝑑𝑥1

𝑑𝑡
= 𝑓1(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛), 

            ⋮                                                   (2.1) 
𝑑𝑥𝑛

𝑑𝑡
= 𝑓𝑛(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛), 

dengan fungsi 𝑓𝑖(𝑥⃗) adalah fungsi kontinu yang tidak bergantung 

secara eksplisit terhadap variabel 𝑡. Titik 𝑥⃗∗ = (𝑥1
∗, 𝑥2

∗ , … , 𝑥𝑛
∗ ) disebut 

titik kritis sistem otonomus (2.1) jika memenuhi kondisi 

𝑓𝑖(𝑥1
∗, 𝑥2

∗ , … , 𝑥𝑛
∗ ) = 0, 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛. 

Titik kritis 𝑥⃗∗ merupakan solusi sistem (2.1) yang bernilai 

konstan, karena 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 0. Keadaan yang menyebabkan 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 0 adalah 

keadaan setimbang dan titik yang memenuhi disebut titik 

kesetimbangan, sehingga titik kritis disebut juga titik kesetimbangan 

(Boyce dan DiPrima, 2012). 

Sistem otonomus dibedakan menjadi dua, yaitu linear dan 

nonlinear. Sistem otonomus linear dengan 𝑛 persamaan dapat 

dinyatakan sebagai 
𝑑𝑥1

𝑑𝑡
= 𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + ⋯ + 𝑎1𝑛𝑥𝑛, 

                 ⋮                                                     (2.2) 
𝑑𝑥𝑛

𝑑𝑡
= 𝑎𝑛1𝑥1 + 𝑎𝑛2𝑥2 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑛𝑥𝑛. 

Sistem otonomus nonlinear dengan 𝑛 persamaan dapat dinyatakan 

sebagai 
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𝑑𝑥𝑖

𝑑𝑡
= 𝑓𝑖(𝑥⃗), 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛,                     (2.3) 

dengan 𝑓𝑖 merupakan fungsi nonlinear (Finizo dan Ladas, 1982). 

 

2.2 Angka Reproduksi Dasar 

Pada model epidemi, angka reproduksi dasar menyatakan 

banyaknya individu yang terinfeksi akibat satu individu terinfeksi 

selama proses penularan penyakit dalam suatu populasi rentan. Dalam 

hal ini angka reproduksi dasar (ℛ0) digunakan untuk menentukan ada 

tidaknya penyakit dalam suatu populasi. ℛ0 < 1 menyatakan setiap 

individu terinfeksi menyebabkan rata-rata kurang dari satu individu 

terinfeksi baru. Dengan kata lain, dapat diprediksi bahwa infeksi akan 

bersih dari populasi. Ketika ℛ0 > 1 menyatakan individu terinfeksi 

menyebabkan rata-rata lebih dari satu individu terinfeksi baru 

(Heffernan, dkk., 2005). 

 

2.3 Matriks Generasi Selanjutnya 

Metode matriks generasi selanjutnya adalah suatu metode yang 

digunakan untuk menentukan angka reproduksi dasar (ℛ0). Pada 

metode ini, model kompartemen penyebaran penyakit dibagi menjadi 

dua kelompok kompartemen, yaitu kelompok kompartemen terinfeksi 

dan kelompok kompartemen tidak terinfeksi. Misalkan terdapat 

1, … , 𝑚, 𝑚 + 1, … , 𝑛 kompartemen dengan kompartemen pertama 

hingga 𝑚 terdiri dari individu terinfeksi dan kompartemen 𝑚 + 1 

hingga 𝑛 terdiri dari individu tidak terinfeksi. Model kompartemen 

terinfeksi dapat ditulis sebagai 

𝑥𝑖
′ = 𝐹𝑖 − 𝑉𝑖, dengan 𝑖 = 1, 2, … , 𝑚, 

dengan 𝑥𝑖 menyatakan jumlah individu pada kompartemen ke-𝑖, 𝐹𝑖 

adalah komponen pembentuk matriks 𝐹 yang menyatakan infeksi baru 

yang masuk pada kompartemen ke-𝑖. Infeksi baru hanya dapat 

diperoleh dari populasi individu rentan dan 𝐹𝑖 tidak boleh bernilai 

negatif. 𝑉𝑖 adalah komponen pembentuk matriks 𝑉 yang menyatakan 

transfer keluar atau masuk dari kompartemen satu ke kompartemen 

lainnya. Transfer infeksi dapat terjadi apabila terdapat proses 

penularan penyakit dari satu kompartemen ke kompartemen lainnya. 

Jika  𝑉𝑖 menyatakan transfer keluar dari kompartemen ke-𝑖, maka 𝑉𝑖 
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bernilai positif. Jika 𝑉𝑖 menyatakan transfer masuk pada suatu 

kompartemen ke-𝑖, maka 𝑉𝑖 bernilai negatif.  

Didefinisikan 𝐷𝐹(𝑃0) dan 𝐷𝑉(𝑃0) adalah matriks ukuran 𝑚 ×
𝑚 sebagai berikut 

𝐷𝐹(𝑃0) = (
𝜕𝐹𝑖(𝑃0)

𝜕𝑥𝑗
) dan 𝐷𝑉(𝑃0) = (

𝜕𝑉𝑖(𝑃0)

𝜕𝑥𝑗
), dengan 𝑖, 𝑗 = 1, … , 𝑚, 

dan 𝑃0 adalah titik kesetimbangan bebas penyakit. Matriks generasi 

selanjutnya didefinisikan sebagai  

𝑅 = (𝐷𝐹(𝑃0))(𝐷𝑉(𝑃0))−1, 

dan bilangan reproduksi dasar dapat diperoleh dari 

ℛ0 = 𝜌(𝑅), 

dengan 𝜌(𝑅) adalah radius spectral matriks 𝑅, yaitu modulus terbesar 

dari nilai eigen matriks 𝑅 (Brauer dan Chavez, 2010). 

 

Contoh:  

Diberikan model SLIR sebagai berikut. 
𝑑𝑆

𝑑𝑡
= 𝐴 − 𝛽𝑆𝐿 + 𝜔𝐼 − 𝜀𝑅 − 𝜇𝑆, 

𝑑𝐿

𝑑𝑡
= 𝛽𝑆𝐿 − (𝛿 + 𝛾 + 𝜇)𝐿,                         (2.4) 

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝛾𝐿 − (𝛼 + 𝜇 + 𝜔)𝐼, 

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝛿𝐿 + 𝛼𝐼 − (𝜇 − 𝜀)𝑅. 

Sistem persamaan (2.4) mempunyai titik kesetimbangan                    

𝑃0 = (
𝐴

𝜇
, 0, 0, 0). Matriks 𝐹 dan 𝑉 dapat dituliskan sebagai berikut 

𝐹 = [
𝛽𝑆𝐿

0
] dan 𝑉 = [

(𝛿 + 𝛾 + 𝜇)𝐿
(𝛼 + 𝜇 + 𝜔)𝐼 − 𝛾𝐿

]. 

Dengan penurunan terhadap masing-masing subpopulasi terinfeksi 

dan mensubstitusikan titik kesetimbangan 𝑃0 = (
𝐴

𝜇
, 0, 0, 0) diperoleh 

𝐷𝐹(𝑃0) = [
𝛽𝐴

𝜇
0

0 0
] dan 𝐷𝑉(𝑃0) = [

𝛿 + 𝛾 + 𝜇 0
−𝛾 𝛼 + 𝜇 + 𝜔

]. 

Sebelum menentukan matriks generasi selanjutnya, terlebih dahulu 

ditentukan invers matriks 𝐷𝑉(𝑃0), yaitu 

𝐷𝑉(𝑃0)−1 = [

1

𝛿+𝛾+𝜇
 0

−𝛾

(𝛿+𝛾+𝜇)(𝛼+𝜇+𝜔)

1

𝛼+𝜇+𝜔

]. 
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Perkalian matriks 𝐷𝐹(𝑃0) dan 𝐷𝑉(𝑃0)−1 menghasilkan matriks 𝑅, 

yaitu 

𝑅 = (𝐷𝐹(𝑃0))(𝐷𝑉(𝑃0))
−1

= [
𝛽𝐴

𝜇(𝛿+𝛾+𝜇)
 0

0 0
]. 

Selanjutnya, ditentukan nilai eigen dari matriks 𝑅 dengan 

menyelesaikan persamaan |𝑅 − 𝜆𝐼| = 0 dan diperoleh akar 

karakteristik sebagai berikut 

𝜆 =
𝛽𝐴

𝜇(𝛿 + 𝛾 + 𝜇)
∙ 

Angka reproduksi dasar ℛ0 adalah radius spectral matriks 𝑅, yaitu 

ℛ0 = 𝜌(𝑅) = max{𝜆} = max {
𝛽𝐴

𝜇(𝛿+𝛾+𝜇)
} ∙  

Dengan demikian diperoleh 

ℛ0 =
𝛽𝐴

𝜇(𝛿+𝛾+𝜇)
  

(Khanh, 2015). 

 

2.4 Analisis Kestabilan Global 

Kestabilan global dari titik kesetimbangan sistem dapat 

ditentukan dengan menggunakan fungsi Lyapunov. Fungsi Lyapunov 

dibedakan menjadi dua, yaitu lemah dan kuat. 

Definisi 2.4.1 (Fungsi Lyapunov lemah)  

Misalkan 𝑥⃗∗ merupakan titik kesetimbangan sistem persamaan 

diferensial (2.1). Suatu fungsi 𝐿: ℝ𝑛 → ℝ disebut fungsi Lyapunov 

lemah untuk 𝑥⃗∗ jika terdapat suatu persekitaran 𝑊 ⊆ ℝ𝑛 dari 𝑥⃗∗ yang 

memenuhi kondisi  

1. 𝐿(𝑥⃗∗) = 0 dan 𝐿(𝑥⃗) > 0, ∀𝑥⃗ ≠ 𝑥⃗∗ ∈ 𝑊, 

2. 𝐿′(𝑥⃗) ≤ 0, ∀𝑥⃗ ≠ 𝑥⃗∗ ∈ 𝑊 

(Alligood, dkk., 2000). 

Definisi 2.4.2 (Fungsi Lyapunov kuat) 

Suatu fungsi 𝐿: ℝ𝑛 → ℝ disebut fungsi Lyapunov kuat untuk 

titik kesetimbangan 𝑥⃗∗ jika terdapat suatu persekitaran 𝑊 ⊆ ℝ𝑛 dari 

𝑥⃗∗ yang memenuhi kondisi  

1. 𝐿(𝑥⃗∗) = 0 dan 𝐿(𝑥⃗) > 0, ∀𝑥⃗ ≠ 𝑥⃗∗ ∈ 𝑊, 

2. 𝐿′(𝑥⃗) < 0, ∀𝑥⃗ ≠ 𝑥⃗∗ ∈ 𝑊 

(Alligood, dkk., 2000). 
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Teorema 2.4.3 ( Kestabilan global dengan fungsi Lyapunov) 

Misalkan 𝑥⃗∗ merupakan titik kesetimbangan sistem persamaan 

diferensial (2.1). Titik kesetimbangan 𝑥⃗∗ bersifat stabil global jika 

terdapat suatu fungsi Lyapunov lemah untuk 𝑥⃗∗ dan bersifat stabil 

asimtotik global jika terdapat suatu fungsi Lyapunov kuat untuk 𝑥⃗∗ 

(Alligood, dkk., 2000). 

 

2.5 Teori Kontrol Optimal 

Kontrol optimal bertujuan untuk menentukan hasil yang paling 

optimal dengan memperhatikan kondisi dan kendala yang ada pada 

sistem. Sistem yang digunakan dalam masalah kontrol optimal dapat 

dinyatakan dalam berbagai bentuk persamaan seperti persamaan 

diferensial biasa, persamaan diferensial parsial, persamaan diskrit, dan 

lain-lain. Pada masalah kontrol optimal dengan sistem persamaan 

diferensial biasa, variabel kontrol dinotasikan dengan  𝑢⃗⃗(𝑡) dan 

variabel state dinotasikan dengan  𝑥⃗(𝑡). Variabel state memenuhi 

suatu persamaan diferensial yang bergantung pada variabel kontrol 

dan dinyatakan sebagai  

𝑥⃗′(𝑡) =  𝑔⃗(𝑡, 𝑥⃗(𝑡), 𝑢⃗⃗(𝑡)). 

Permasalahan utama kontrol optimal, yaitu menentukan 

variabel kontrol optimal  𝑢⃗⃗(𝑡) dan variabel state  𝑥⃗(𝑡) untuk 

mengoptimalkan fungsional seperti contoh berikut. 

𝐽( 𝑢⃗⃗) = ∫ 𝑓(𝑡, 𝑥⃗(𝑡), 𝑢⃗⃗(𝑡))𝑑𝑡
𝑡𝑓

𝑡0
, 

dengan kendala 𝑥⃗′(𝑡) =  𝑔⃗(𝑡, 𝑥⃗(𝑡), 𝑢⃗⃗(𝑡)), dan kondisi batas                    

𝑥⃗(𝑡0) = 𝑥⃗0 (Lenhart dan Workman, 2007). 

 

2.5.1 Formulasi masalah kontrol optimal 

Masalah kontrol optimal dengan 𝑛 variabel state, 𝑚 variabel 

kontrol, didefinisikan  sebagai berikut. 

Maksimumkan/ minimumkan fungsional: 

𝐽( 𝑢⃗⃗) = ∫ 𝑓(𝑡, 𝑥⃗(𝑡), 𝑢⃗⃗(𝑡))𝑑𝑡
𝑡𝑓

𝑡0
, 

dengan kendala: 

𝑥⃗′(𝑡) =  𝑔⃗(𝑡, 𝑥⃗(𝑡), 𝑢⃗⃗(𝑡)), 

𝑥⃗(𝑡0) = 𝑥⃗0, dan 𝑥⃗(𝑡𝑓) bebas, 
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dengan 𝑥⃗(𝑡) = [𝑥1(𝑡), … , 𝑥𝑛(𝑡)], 𝑢⃗⃗(𝑡) = [𝑢1(𝑡), … , 𝑢𝑚(𝑡)],                        
𝑥⃗0 = [𝑥10, … , 𝑥𝑛0], dan 𝑔⃗(𝑡, 𝑥⃗, 𝑢⃗⃗) = [𝑔1(𝑡, 𝑥⃗, 𝑢⃗⃗), … , 𝑔𝑛(𝑡, 𝑥⃗, 𝑢⃗⃗)].  

Variabel kontrol 𝑢⃗⃗(𝑡) yang optimal dilambangkan dengan 

𝑢⃗⃗∗(𝑡), kemudian 𝑢⃗⃗∗(𝑡) disubstitusikan ke dalam persamaan state 𝑥⃗(𝑡) 

dan diperoleh state yang optimal 𝑥⃗∗(𝑡) (Lenhart dan Workman, 2007). 

 

2.5.2 Prinsip maksimum Pontryagin 

Prinsip maksimum Pontryagin menyatakan kondisi yang 

diperlukan agar diperoleh solusi yang optimal dengan kontrol 𝑢⃗⃗ yang 

dapat meminimumkan fungsi Hamilton. Fungsi Hamilton 

didefinisikan sebagai  

𝐻(𝑡, 𝑥⃗, 𝑢⃗⃗, 𝜆) =  𝑓(𝑡, 𝑥⃗, 𝑢⃗⃗) + 𝜆(𝑡)𝑔(𝑡, 𝑥⃗, 𝑢⃗⃗). 

Jika 𝑢⃗⃗∗(𝑡) dan 𝑥⃗∗(𝑡) adalah nilai yang optimum untuk masalah sistem 

(2.1), maka variabel costate 𝜆(𝑡) eksis sehingga  

𝐻(𝑡, 𝑥⃗, 𝑢⃗⃗, 𝜆) ≤ 𝐻(𝑡, 𝑥⃗∗, 𝑢⃗⃗∗, 𝜆), 

untuk semua nilai 𝑢⃗⃗(𝑡) pada 𝑈 = (𝑢(𝑡): 0 ≤ 𝑢 ≤ 𝑢 𝑚𝑎𝑥). 

Berdasarkan fungsi Hamilton, persamaan state dapat ditulis sebagai  

𝑥⃗𝑖
′
(𝑡) =

𝜕𝐻(𝑡,𝑥,𝑢⃗⃗⃗,𝜆⃗⃗⃗)

𝜕𝜆𝑖
, untuk 𝑖 = 1, … , 𝑛, 

dan persamaan costate dapat ditulis sebagai  

𝜆𝑗

′
(𝑡) = −

𝜕𝐻(𝑡,𝑥,𝑢⃗⃗⃗,𝜆⃗⃗⃗)

𝜕𝑥𝑗
, untuk 𝑗 = 1, … , 𝑛. 

Dengan adanya dua turunan yaitu 𝑥⃗′(𝑡) dan 𝜆′(𝑡), diperlukan 

dua kondisi batas untuk menentukan solusi optimal. Jika diberikan 

nilai awal 𝑥⃗(0) dan nilai akhir 𝑥(𝑡𝑓), maka secara langsung dapat 

ditentukan  𝑥⃗(𝑡) dan  𝜆(𝑡). Jika tidak diberikan kondisi akhir 𝑥⃗(𝑡𝑓), 

maka digunakan suatu kondisi yang disebut dengan kondisi 

transversal yang nilainya adalah  𝜆(𝑡𝑓) = 0 sebagai pengganti kondisi 

akhir. 

Dengan demikian prinsip maksimum Pontryagin yang 

digunakan pada pembahasan selanjutnya memiliki beberapa 

komponen, yaitu 

i. 𝐻(𝑡, 𝑥⃗, 𝑢⃗⃗, 𝜆) ≤ 𝐻(𝑡, 𝑥⃗∗, 𝑢⃗⃗∗, 𝜆), untuk setiap 𝑡 ∈ [0, 𝑡𝑓], 

ii. 𝑥⃗𝑖
′
(𝑡) =

𝜕𝐻(𝑡,𝑥,𝑢⃗⃗⃗,𝜆⃗⃗⃗)

𝜕𝜆𝑖
,  𝑖 = 1, … , 𝑛, (persamaan state), 
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iii. 𝜆𝑗

′
(𝑡) = −

𝜕𝐻(𝑡,𝑥,𝑢⃗⃗⃗,𝜆⃗⃗⃗)

𝜕𝑥𝑗
,  𝑗 = 1, … , 𝑛, (persamaan costate), 

iv. 𝜆𝑖(𝑡𝑓) = 0, 𝑖 = 1, … , 𝑛,  (kondisi transversal). 

Jika fungsi Hamilton dapat diturunkan terhadap 𝑢, maka kondisi (i) 

dapat diganti oleh  

𝜕𝐻(𝑡,𝑥,𝑢⃗⃗⃗,𝜆⃗⃗⃗)

𝜕𝑢𝑘
= 0, 𝑘 = 1, … , 𝑚,  

yang dinamakan sebagai kondisi stasioner. Kondisi (ii) dan (iii) pada 

prinsip maksimum Pontryagin merupakan sistem Hamilton. Kondisi 

(iv) adalah kondisi transversal yang sesuai untuk masalah kondisi 

akhir yang tidak diberikan.  

 

Contoh:  

Diberikan masalah kontrol optimal sebagai berikut. 

Minimumkan: 

𝐽(𝑢) = ∫ 𝑢(𝑡)2𝑑𝑡
1

0
,  

dengan kendala:  

𝑥′ = 𝑥(𝑡) + 𝑢(𝑡) dan 𝑥(0) = 1. 

Dari permasalahan tersebut didapatkan fungsi Hamilton, 

𝐻 = 𝑢2 + 𝜆(𝑥 + 𝑢). 

Persamaan costate adalah  

𝜆′(𝑡) = −
𝜕𝐻

𝜕𝑥
= −𝜆, 

dan kondisi transversal  

𝜆(1) = 0, 

yang berarti bahwa 
𝑑𝜆

𝑑𝑡
= −𝜆, 

∫
𝑑𝜆

𝜆
= ∫ −𝑑𝑡, 

ln 𝜆 = −𝑡 + 𝑐, 

𝜆 = 𝜆0𝑒−𝑡, 

dengan 𝜆0 adalah konstan. Selanjutnya, diperoleh kondisi stasioner,  
𝜕𝐻

𝜕𝑢
= 2𝑢 + 𝜆 = 0, 

𝑢∗ = −
𝜆

2
∙ 

Kondisi akhir 𝜆(1) = 0 menunjukkan nilai 𝜆0 = 0 yang 

mengakibatkan nilai 𝜆 = 0. Dengan demikian diperoleh 𝑢∗ = 0 dan 
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persamaan state yang optimal adalah 𝑥∗(𝑡) = 𝑒𝑡 untuk setiap 𝑡 ∈
[0,1] (Lenhart dan Neilan, 2010). 

 

2.6 Metode Sweep Maju-Mundur 

Metode numerik yang dapat digunakan untuk masalah kontrol 

optimal salah satunya adalah metode Sweep Maju-Mundur dengan 

menggunakan metode Runge-Kutta orde 4. Algoritma metode Sweep 

Maju-Mundur sebagai berikut. 

Langkah 1 : Membuat dugaan nilai awal 𝑢⃗⃗. 

Langkah 2 : Menggunakan kondisi awal 𝑥⃗(0) = 𝑥0 dan nilai awal 𝑢⃗⃗ 

untuk menyelesaikan persamaan state (𝑥⃗) dengan 

langkah maju metode Runge-Kutta orde 4. 

Langkah 3 : Menggunakan kondisi transversal 𝜆(𝑡𝑓) = 0, nilai awal 

𝑢⃗⃗ dan 𝑥⃗, untuk menyelesaikan persamaan costate 𝜆 

dengan langkah mundur metode Runge-Kutta orde 4. 

Langkah 4 : Memperbarui nilai kontrol 𝑢⃗⃗ dengan memasukan nilai 𝑥⃗ 

dan 𝜆 yang baru ke dalam persamaan karakteristik dari 

𝑢⃗⃗. 

Langkah 5 : Memeriksa konvergensi. Jika selisih nilai-nilai variabel 

dalam iterasi saat ini dan iterasi sebelumnya sangat 

kecil, maka cetak nilai-nilai saat ini sebagai solusi. 

Tetapi, jika selisih nilai-nilai variabel tidak sangat kecil 

maka kembali ke langkah 2 

 (Lenhart dan Workman, 2007). 

 

2.7 Metode Runge-Kutta Orde 4 

Metode Runge-Kutta merupakan metode numerik satu langkah 

karena metode tersebut hanya memerlukan satu titik sebelumnya 

untuk mendapatkan nilai yang baru. Langkah (2) dan (3) pada metode 

Sweep Maju-Mundur dapat diselesaikan menggunakan metode 

Runge-Kutta orde 4. Persamaan 𝑥′(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡)) dan 𝑥(𝑡) 

diketahui, membentuk aproksimasi 𝑥(𝑡 + ℎ) dengan ℎ adalah ukuran 

langkah dalam selang 𝑡, sehingga diperoleh rumus berikut. 

𝑥(𝑡 + ℎ) ≈ 𝑥(𝑡) +
ℎ

6
(𝑘1 + 2𝑘2 + 2𝑘3 + 𝑘4) 
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dengan 

𝑘1 = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡)), 

𝑘2 = 𝑓 (𝑡 +
ℎ

2
, 𝑥(𝑡) +

ℎ

2
𝑘1), 

𝑘3 = 𝑓 (𝑡 +
ℎ

2
, 𝑥(𝑡) +

ℎ

2
𝑘2), 

𝑘4 = 𝑓(𝑡 + ℎ, 𝑥(𝑡) + ℎ𝑘3)  
(Lenhart dan Workman, 2007). 

 

2.8 Model Matematika Penyakit Layu Pinus tanpa Kontrol 

Populasi dalam model penyakit layu pinus ada dua, yaitu 

populasi pohon pinus dan populasi vektor. Total populasi pohon pinus 

dinotasikan  𝑁𝐻(𝑡) dan dibagi menjadi tiga subpopulasi, yaitu 

subpopulasi pohon pinus rentan (𝑆𝐻(𝑡)), subpopulasi pohon pinus 

exposed (𝐸𝐻(𝑡)), dan subpopulasi pohon pinus terinfeksi (𝐼𝐻(𝑡)), 

dengan 𝑁𝐻(𝑡) = 𝑆𝐻(𝑡)+𝐸𝐻(𝑡) + 𝐼𝐻(𝑡). Total populasi vektor 

dinotasikan 𝑁𝑉(𝑡) dan dibagi menjadi tiga subpopulasi, yaitu 

subpopulasi vektor rentan (𝑆𝑉(𝑡)), subpopulasi vektor  exposed 

(𝐸𝑉(𝑡)), dan subpopulasi vektor terinfeksi (𝐼𝑉(𝑡)), dengan           

𝑁𝑉(𝑡) = 𝑆𝑉(𝑡)+𝐸𝑉(𝑡) + 𝐼𝑉(𝑡). 

Pada model penyakit layu pinus tidak ada subpopulasi sembuh 

(𝑅𝐻(𝑡)) karena pohon pinus yang sudah terinfeksi akan mati pada 

tahun ini atau tahun berikutnya. Selanjutnya, aliran subpopulasi antar 

kompartemen 𝑆𝐻 , 𝐸𝐻 , 𝐼𝐻 , 𝑆𝑉 , 𝐸𝑉 ,  dan 𝐼𝑉 disajikan dalam diagram 

kompartemen pada Gambar 2.1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.1 Diagram kompartemen model penyakit layu pinus 

Λ𝐻 

𝑆𝑉 

𝐸𝐻 

𝐼𝐻 

𝑑2𝑆𝑉 

𝑑2𝐸𝑉 

𝑑1𝑆𝐻 

𝛾𝐼𝐻 
𝑑1𝐼𝐻 

Λ𝑉 

𝜂𝑆𝑉𝐼𝐻 
δE𝐻 

𝐾2𝜙𝛼𝑆𝐻𝐼𝑉 𝜇𝐸𝑉 
𝑆𝐻 

𝐼𝑉 𝑑1𝐸𝐻 𝐾1𝜓𝑆𝐻𝐼𝑉 

𝑑2𝐼𝑉 

𝐸𝑉  
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Keterangan: 

         : Transmisi pada masing-masing subpopulasi. 

: Penginfeksian dari pohon pinus terinfeksi ataupun dari 

vektor terinfeksi. 

 

Berdasarkan diagram kompartemen  model  penyakit layu pinus, 

diperoleh sistem persamaan otonomus nonlinear sebagai berikut 
𝑑𝑆𝐻

𝑑𝑡
= Λ𝐻 − 𝐾1𝜓𝑆𝐻𝐼𝑉 − 𝐾2𝜙𝛼𝑆𝐻𝐼𝑉 − 𝑑1𝑆𝐻, 

𝑑𝐸𝐻

𝑑𝑡
= 𝐾1𝜓𝑆𝐻𝐼𝑉 + 𝐾2𝜙𝛼𝑆𝐻𝐼𝑉 − (𝑑1 + 𝛿)𝐸𝐻, 

𝑑𝐼𝐻

𝑑𝑡
= 𝛿𝐸𝐻 − (𝑑1 + 𝛾)𝐼𝐻,                    (2.5) 

𝑑𝑆𝑉

𝑑𝑡
= Λ𝑉 − 𝜂𝑆𝑉𝐼𝐻 − 𝑑2𝑆𝑉, 

𝑑𝐸𝑉

𝑑𝑡
= 𝜂𝑆𝑉𝐼𝐻 − (𝑑2 + 𝜇)𝐸𝑉, 

𝑑𝐼𝑉

𝑑𝑡
= 𝜇𝐸𝑉 − 𝑑2𝐼𝑉, 

dengan 

Λ𝐻 : laju pertumbuhan pohon pinus, 

𝐾1 : laju penyebaran nemathoda dengan kontak langsung antara 

pohon pinus dan kumbang selama pematangan, 

𝜓 : laju rata-rata jumlah kontak langsung per hari antara pohon 

pinus dan kumbang selama pematangan, 

𝐾2 : laju penyebaran nemathoda dengan oviposisi, 

𝜙 : laju rata-rata jumlah penyebaran nemathoda per hari dengan 

oviposisi, 

𝛼 : probabilitas pohon pinus rentan berhenti mengeluarkan 

Oleoresin tanpa terinfeksi oleh nemathoda, 

𝛿 : laju perubahan pohon pinus exposed  menjadi pohon pinus 

terinfeksi, 

𝑑1 : laju kematian alami pohon pinus,  

𝛾 : laju kematian pohon pinus karena terinfeksi penyakit, 

Λ𝑉 : laju pertumbuhan vektor, 

𝜂 : laju terinfeksinya vektor karena kontak dengan pinus yang 

terinfeksi penyakit layu pinus, 

𝜇 : laju perubahan  vektor exposed  menjadi vektor terinfeksi, 

𝑑2 : laju kematian alami vektor, 

dan semua parameter bernilai positif (Khan, dkk., 2017).
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BAB III 

PEMBAHASAN 

3.1 Titik Kesetimbangan Model Penyakit Layu Pinus 

Titik kesetimbangan sistem (2.5) diperoleh apabila memenuhi 
𝑑𝑆𝐻

𝑑𝑡
=

𝑑𝐸𝐻

𝑑𝑡
=

𝑑𝐼𝐻

𝑑𝑡
=

𝑑𝑆𝑉

𝑑𝑡
=

𝑑𝐸𝑉

𝑑𝑡
=

𝑑𝐼𝑉

𝑑𝑡
= 0, yaitu  

Λ𝐻 − 𝐾1𝜓𝑆𝐻𝐼𝑉 − 𝐾2𝜙𝛼𝑆𝐻𝐼𝑉 − 𝑑1𝑆𝐻 = 0, (3.1. a) 

𝐾1𝜓𝑆𝐻𝐼𝑉 + 𝐾2𝜙𝛼𝑆𝐻𝐼𝑉 − (𝑑1 + 𝛿)𝐸𝐻 = 0, (3.1. b) 

𝛿𝐸𝐻 − (𝑑1 + 𝛾)𝐼𝐻 = 0, (3.1. c) 

Λ𝑉 − 𝜂𝑆𝑉𝐼𝐻 − 𝑑2𝑆𝑉 = 0, (3.1. d) 

𝜂𝑆𝑉𝐼𝐻 − (𝑑2 + 𝜇)𝐸𝑉 = 0, (3.1. e) 

𝜇𝐸𝑉 − 𝑑2𝐼𝑉 = 0. (3.1. f) 
Berdasarkan persamaan (3.1.a) sampai (3.1.f) diperoleh 

𝑆𝐻 =
Λ𝐻

𝐾1𝜓𝐼𝑉 + 𝐾2𝜙𝛼𝐼𝑉+𝑑1

 (3.2. a) 

𝐸𝐻 =
𝐾1𝜓𝑆𝐻𝐼𝑉 + 𝐾2𝜙𝛼𝑆𝐻𝐼𝑉

𝑑1 + 𝛿
 (3.2. b) 

𝐼𝐻 =
𝛿𝐸𝐻

𝑑1 + 𝛾
 (3.2. c) 

𝑆𝑉 =
Λ𝑉

𝜂𝐼𝐻 + 𝑑
2

 (3.2. d) 

𝐸𝑉 =
𝜂𝑆𝑉𝐼𝐻
𝑑2 + 𝜇

 (3.2. e) 

𝐼𝑉  =
𝜇𝐸𝑉

𝑑2

 (3.2. f) 

Dengan mensubstitusikan persamaan (3.2.a) dan (3.2.f) ke persamaan 

(3.2.b) diperoleh 

  𝐸𝐻 =
Λ𝐻𝜇𝐸𝑉(𝐾1𝜓+𝐾2𝜙𝛼)

(𝐾1𝜓𝜇𝐸𝑉+𝐾2𝜙𝛼𝜇𝐸𝑉+𝑑1𝑑2)(𝑑1+𝛿)
∙             (3.3) 

Selanjutnya, persamaan (3.2.e) disubstitusikan ke persamaan (3.3) 

diperoleh 

    𝐸𝐻 =
Λ𝐻𝜇𝜂𝑆𝑉𝐼𝐻(𝐾1𝜓+𝐾2𝜙𝛼)

(𝐾1𝜓𝜇𝜂𝑆𝑉𝐼𝐻+𝐾2𝜙𝛼𝜇𝜂𝑆𝑉𝐼𝐻+𝑑1𝑑2(𝑑2+𝜇))(𝑑1+𝛿)
∙           (3.4) 

Kemudian, dengan mensubstitusikan persamaan (3.2.c) dan (3.2.d) ke 

persamaan (3.4) diperoleh 

   𝐸𝐻 =
Λ𝐻𝜇𝜂Λ𝑉𝛿𝐸𝐻(𝐾1𝜓+𝐾2𝜙𝛼)

(𝐾1𝜓𝜇𝜂Λ𝑉𝛿𝐸𝐻+𝐾2𝜙𝛼𝜇𝜂Λ𝑉𝛿𝐸𝐻+𝑑1𝑑2(𝑑2+𝜇)(𝜂𝛿𝐸𝐻+𝑑2((𝑑1+𝛾))(𝑑1+𝛿)
∙  (3.5) 

 

, 

, 

, 

, 

, 

. 
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Dengan demikian persamaan (3.5) dapat dituliskan sebagai 
𝐸𝐻((𝜇𝜂Λ𝑉𝛿𝐸𝐻(𝐾1𝜓 + 𝐾2𝜙𝛼) + 𝑑1𝑑2(𝑑2 + 𝜇)𝜂𝛿𝐸𝐻 +

𝑑1𝑑2
2(𝑑2 + 𝜇)(𝑑1 + 𝛾))(𝑑1 + 𝛿) − Λ𝐻𝜇𝜂Λ𝑉𝛿(𝐾1𝜓 + 𝐾2𝜙𝛼) = 0, 

sehingga terdapat dua kemungkinan nilai 𝐸𝐻, yaitu 

𝐸𝐻 = 0  

atau 

             𝐸𝐻 =
Λ𝐻𝜇𝜂Λ𝑉𝛿(𝐾1𝜓+𝐾2𝜙𝛼)−𝑑1𝑑2

2(𝑑2+𝜇)(𝑑1+𝛾)(𝑑1+𝛿)

𝜂𝛿(𝑑1+𝛿)(𝜇Λ𝑉(𝐾1𝜓+𝐾2𝜙𝛼)+𝑑1𝑑2(𝑑2+𝜇)
∙      (3.6) 

Jika 𝐸𝐻 = 0, maka berdasarkan persamaan (3.2.c), (3.2.e), dan 

(3.2.f) diperoleh 
𝐸𝐻 = 𝐼𝐻 = 𝐸𝑉 = 𝐼𝑉 = 0. 

Dengan mensubstitusikan 𝐸𝐻 = 𝐼𝐻 = 𝐸𝑉 = 𝐼𝑉 = 0 ke persamaan (3.2.a) 

dan (3.2.b) diperoleh 

Λ𝐻 − 𝑑1𝑆𝐻 = 0 atau 𝑆𝐻 =
Λ𝐻

𝑑1
= 𝑆𝐻

0  

dan 

Λ𝑉 − 𝑑2𝑆𝑉 = 0 atau 𝑆𝑉 =
Λ𝑉

𝑑2
= 𝑆𝑉

0.  

Dengan demikian, diperoleh titik kesetimbangan yang pertama, yaitu 

𝑃0 = (
Λ𝐻

𝑑1
, 0, 0,

Λ𝑉

𝑑2
, 0, 0) = (𝑆𝐻

0, 0, 0, 𝑆𝑉
0, 0, 0).  

Titik kesetimbangan 𝑃0 merupakan titik kesetimbangan bebas 

penyakit karena  𝐸𝐻 = 𝐼𝐻 = 𝐸𝑉 = 𝐼𝑉 = 0 yang berarti tidak ada 

transmisi Bursaphelenchus xylophilus. 

Angka reproduksi dasar menyatakan banyaknya individu yang 

terinfeksi akibat satu individu terinfeksi selama proses penularan 

penyakit dalam suatu populasi rentan. Angka reproduksi dasar dapat 

diperoleh dengan menggunakan metode matriks generasi selanjutnya. 

Sistem (2.5) dapat dituliskan sebagai 

[
 
 
 
𝑥1′

𝑥2′

𝑥3′

𝑥4′]
 
 
 

= [

𝑓1
𝑓2
𝑓3
𝑓4

] − [

𝑣1

𝑣2
𝑣3

𝑣4

], 

dengan 𝑥1
′ , 𝑥2′, 𝑥3′, dan 𝑥4′   masing-masing menyatakan subpopulasi 

pohon pinus exposed, subpopulasi pohon pinus terinfeksi, subpopulasi 

vektor exposed, dan subpopulasi vektor terinfeksi.  
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Berdasarkan sistem (2.5), matriks 𝐹 didefinisikan  

𝐹 = [

𝑓1
𝑓2
𝑓3
𝑓4

] = [

𝐾1𝜓𝑆𝐻𝐼𝑉 + 𝐾2𝜙𝛼𝑆𝐻𝐼𝑉
0

𝜂𝑆𝑉𝐼𝐻
0

]. 

Turunan parsial matriks 𝐹 adalah 

𝐷𝐹 =

[
 
 
 
 
 
 
𝜕𝑓1

𝜕𝐸𝐻

𝜕𝑓2

𝜕𝐸𝐻

𝜕𝑓3

𝜕𝐸𝐻

𝜕𝑓4

𝜕𝐸𝐻

    

𝜕𝑓1

𝜕𝐼𝐻
𝜕𝑓2

𝜕𝐼𝐻
𝜕𝑓3

𝜕𝐼𝐻
𝜕𝑓4

𝜕𝐼𝐻

    

𝜕𝑓1

𝜕𝐸𝑉

𝜕𝑓2

𝜕𝐸𝑉

𝜕𝑓3

𝜕𝐸𝑉

𝜕𝑓4

𝜕𝐸𝑉

    

𝜕𝑓1

𝜕𝐼𝑉
𝜕𝑓2

𝜕𝐼𝑉
𝜕𝑓3

𝜕𝐼𝑉
𝜕𝑓4

𝜕𝐼𝑉]
 
 
 
 
 
 

= [

0
0
0
0

    

0
0

𝜂𝑆𝑉

0

    

0
0
0
0

    

𝐾1𝜓𝑆𝐻 + 𝐾2𝜙𝛼𝑆𝐻

0
0
0

], 

sehingga pada titik kesetimbangan 𝑃0, 𝐷𝐹 dinyatakan sebagai 

𝐷𝐹(𝑃0) = [

0
0
0
0

    

0
0

𝜂𝑆𝑉
0

0

    

0
0
0
0

    

𝐾1𝜓𝑆𝐻
0 + 𝐾2𝜙𝛼𝑆𝐻

0

0
0
0

]. 

Selanjutnya, didefinisikan matriks 𝑉, yaitu 

 𝑉 = [

𝑣1

𝑣2
𝑣3

𝑣4

] =

[
 
 
 

(𝑑1 + 𝛿)𝐸𝐻

(𝑑1 + 𝛾)𝐼𝐻 − 𝛿𝐸𝐻

(𝑑2 + 𝜇)𝐸𝑉

𝑑2𝐼𝑉 − 𝜇𝐸𝑉 ]
 
 
 
. 

Turunan parsial matriks 𝑉 adalah 

𝐷𝑉 =

[
 
 
 
 
 
 
𝜕𝑣1

𝜕𝐸𝐻

𝜕𝑣2

𝜕𝐸𝐻

𝜕𝑣3

𝜕𝐸𝐻

𝜕𝑣4

𝜕𝐸𝐻

    

𝜕𝑣1

𝜕𝐼𝐻
𝜕𝑣2

𝜕𝐼𝐻
𝜕𝑣3

𝜕𝐼𝐻
𝜕𝑣4

𝜕𝐼𝐻

    

𝜕𝑣1

𝜕𝐸𝑉

𝜕𝑣2

𝜕𝐸𝑉

𝜕𝑣3

𝜕𝐸𝑉

𝜕𝑣4

𝜕𝐸𝑉

    

𝜕𝑣1

𝜕𝐼𝑉
𝜕𝑣2

𝜕𝐼𝑉
𝜕𝑣3

𝜕𝐼𝑉
𝜕𝑣4

𝜕𝐼𝑉]
 
 
 
 
 
 

= [

(𝑑1 + 𝛿)

−𝛿
0
0

    

0
(𝑑1 + 𝛾)

0
0

    

0
0

(𝑑2 + 𝜇)
−𝜇

    

0
0
0
𝑑2

], 

sehingga pada titik kesetimbangan 𝑃0 diperoleh 𝐷𝑉, yaitu 

𝐷𝑉(𝑃0) = [

(𝑑1 + 𝛿)

−𝛿
0
0

    

0
(𝑑1 + 𝛾)

0
0

    

0
0

(𝑑2 + 𝜇)
−𝜇

    

0
0
0
𝑑2

]. 
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Invers dari matriks 𝐷𝑉(𝑃0) adalah 

𝐷𝑉(𝑃0)
−1 =

[
 
 
 
 
 
          

1

𝑑1+𝛿
               0              0           0

  
𝛿

(𝑑1+𝛿)(𝑑1+𝛾)
      

1

𝑑1+𝛾
           0           0 

          0                     0          
1

𝑑2+𝜇
       0

             0                     0       
𝜇

𝑑2(𝑑2+𝜇)
   

1

𝑑2
  ]
 
 
 
 
 
 

. 

Berdasarkan definisi matriks generasi selanjutnya, diperoleh 

𝑅 =

[
 
 
 
            0             0   

𝜇𝑆𝐻
0(𝐾1𝜓+𝐾2𝜙𝛼) 

𝑑2(𝑑2+𝜇)
  

𝑆𝐻
0(𝐾1𝜓+𝐾2𝜙𝛼) 

𝑑2

          0              0                0                           0            

  
𝛿𝜂𝑆𝑉

0

(𝑑1+𝛿)(𝑑1+𝛾)
  

𝜂𝑆𝑉
0

(𝑑1+𝛾)
        0                           0             

           0              0                0                           0             ]
 
 
 
 

. 

Nilai eigen dari matriks 𝑅 diperoleh dengan menyelesaikan persamaan 
|𝑅 − 𝜆𝐼| = 0, sehingga diperoleh akar karakteristik  

𝜆1,2 = 0 dan 𝜆3,4 = ±√
𝛿𝜇𝜂Λ𝐻Λ𝑉(𝐾1𝜓+𝐾2𝜙𝛼)

𝑑1𝑑2
2(𝑑1+𝛾)(𝑑1+𝛿)(𝑑2+𝜇)

∙ 

Angka reproduksi dasar adalah radius spectral dari matriks 𝑅. Dengan 

demikian diperoleh angka reproduksi dasar ℛ0, yaitu 

ℛ0 = √
𝛿𝜇𝜂Λ𝐻Λ𝑉(𝐾1𝜓+𝐾2𝜙𝛼)

𝑑1𝑑2
2(𝑑1+𝛾)(𝑑1+𝛿)(𝑑2+𝜇)

∙  

Selanjutnya, ketika 𝐸𝐻 ≠ 0 diperoleh titik kesetimbangan yang 

kedua, yaitu titik kesetimbangan endemik yang berarti terjadi 

penyebaran penyakit layu pinus dalam suatu populasi dan masih 

terdapat populasi yang terinfeksi Bursaphelenchus xylophilus. Jika 

persamaan (3.6) dikaitkan dengan nilai ℛ0 diperoleh 

𝐸𝐻 =
𝑑1𝑑2

2(𝑑2+𝜇)(𝑑1+𝛾)(𝑑1+𝛿)(
Λ𝐻𝜇𝜂Λ𝑉𝛿(𝐾1𝜓+𝐾2𝜙𝛼)

𝑑1𝑑2
2(𝑑2+𝜇)(𝑑1+𝛾)(𝑑1+𝛿)

−1)

𝜂𝛿(𝑑1+𝛿)(𝜇Λ𝑉(𝐾1𝜓+𝐾2𝜙𝛼)+𝑑1𝑑2(𝑑2+𝜇)
  

 =
𝑑1𝑑2

2(𝑑1+𝛾)(𝑑1+𝛿)(𝑑2+𝜇)(ℛ0
2−1)

𝛿𝜂(𝑑1+𝛿)(𝑑1𝑑2(𝑑2+𝜇)+Λ𝑉𝜇(𝛼𝐾2𝜙+𝐾1𝜓)
∙ 

Dengan mensubstitusikan persamaan (3.6) ke persamaan (3.2.c) 

diperoleh 

             𝐼𝐻 =
Λ𝐻𝜇𝜂Λ𝑉𝛿(𝐾1𝜓+𝐾2𝜙𝛼)−𝑑1𝑑2

2(𝑑1+𝛾)(𝑑1+𝛿)(𝑑2+𝜇)

𝜂(𝑑1+𝛾)(𝑑1+𝛿)(𝑑1𝑑2(𝑑2+𝜇)+Λ𝑉𝜇(𝛼𝐾2𝜙+𝐾1𝜓)
        (3.7) 

atau 𝐼𝐻 dapat dituliskan sebagai 

𝐼𝐻 =
𝑑1𝑑2

2(𝑑1+𝛾)(𝑑1+𝛿)(𝑑2+𝜇)(ℛ0
2−1)

𝜂(𝑑1+𝛾)(𝑑1+𝛿)(𝑑1𝑑2(𝑑2+𝜇)+Λ𝑉𝜇(𝛼𝐾2𝜙+𝐾1𝜓)
∙  
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Kemudian, persamaan (3.7) disubstitusikan ke persamaan (3.2.d) 

diperoleh 

𝑆𝑉 =
(𝑑1+𝛾)(𝑑1+𝛿)(𝑑1𝑑2(𝑑2+𝜇)+Λ𝑉𝜇(𝛼𝐾2𝜙+𝐾1𝜓)

𝜇(𝛼𝐾2𝜙+𝐾1𝜓)(𝑑2(𝑑1+𝛾)(𝑑1+𝛿)+𝛿𝜂Λ𝐻)
∙            (3.8) 

Dengan mensubstitusikan persamaan (3.7) dan (3.8) ke persamaan 

(3.2.e) diperoleh 

             𝐸𝑉 =
Λ𝐻𝜇𝜂Λ𝑉𝛿(𝐾1𝜓+𝐾2𝜙𝛼)−𝑑1𝑑2

2(𝑑1+𝛾)(𝑑1+𝛿)(𝑑2+𝜇)

(𝑑2+𝜇)𝜇(𝛼𝐾2𝜙+𝐾1𝜓)(𝑑2(𝑑1+𝛾)(𝑑1+𝛿)+𝛿𝜂Λ𝐻)
         (3.9) 

atau 𝐸𝑉 dapat dituliskan sebagai 

𝐸𝑉 =
𝑑1𝑑2

2(𝑑1+𝛾)(𝑑1+𝛿)(𝑑2+𝜇)(ℛ0
2−1)

(𝑑2+𝜇)𝜇(𝛼𝐾2𝜙+𝐾1𝜓)(𝑑2(𝑑1+𝛾)(𝑑1+𝛿)+𝛿𝜂Λ𝐻)
∙  

Selanjutnya, persamaan (3.9) disubstitusikan ke persamaan (3.2.f) 

diperoleh 

 𝐼𝑉 =
Λ𝐻𝜇𝜂Λ𝑉𝛿(𝐾1𝜓+𝐾2𝜙𝛼)−𝑑1𝑑2

2(𝑑1+𝛾)(𝑑1+𝛿)(𝑑2+𝜇)

𝑑2(𝑑2+𝜇)(𝛼𝐾2𝜙+𝐾1𝜓)(𝑑2(𝑑1+𝛾)(𝑑1+𝛿)+𝛿𝜂Λ𝐻)
       (3.10) 

atau 𝐼𝑉 dapat dituliskan sebagai 

𝐼𝑉 =
𝑑1𝑑2

2(𝑑1+𝛾)(𝑑1+𝛿)(𝑑2+𝜇)(ℛ0
2−1)

𝑑2(𝑑2+𝜇)(𝛼𝐾2𝜙+𝐾1𝜓)(𝑑2(𝑑1+𝛾)(𝑑1+𝛿)+𝛿𝜂Λ𝐻)
∙  

Untuk memperoleh nilai 𝑆𝐻, persamaan (3.10) disubstitusikan ke 

persamaan (3.2.a) diperoleh  

𝑆𝐻 =
𝑑2(𝑑2+𝜇)(𝑑2(𝑑1+𝛾)(𝑑1+𝛿)+𝛿𝜂Λ𝐻)

𝛿𝜂(𝑑1𝑑2(𝑑2+𝜇)+Λ𝑉𝜇(𝛼𝐾2𝜙+𝐾1𝜓))
∙           (3.11) 

Dengan demikian, berdasarkan persamaan  (3.6) sampai (3.11) 

diperoleh titik kesetimbangan endemik sistem (2.5), yaitu 

𝑃1 = (𝑆𝐻
∗, 𝐸𝐻

∗, 𝐼𝐻
∗, 𝑆𝑉

∗, 𝐸𝑉
∗, 𝐼𝑉

∗), 

dengan 

𝑆𝐻
∗ =

𝑑2(𝑑2+𝜇)(𝑑2(𝑑1+𝛾)(𝑑1+𝛿)+𝛿𝜂Λ𝐻)

𝛿𝜂(𝑑1𝑑2(𝑑2+𝜇)+Λ𝑉𝜇(𝛼𝐾2𝜙+𝐾1𝜓))
  

𝐸𝐻
∗ =

𝑑1𝑑2
2(𝑑1+𝛾)(𝑑1+𝛿)(𝑑2+𝜇)(ℛ0

2−1)

𝛿𝜂(𝑑1+𝛿)(𝑑1𝑑2(𝑑2+𝜇)+Λ𝑉𝜇(𝛼𝐾2𝜙+𝐾1𝜓)
  

 𝐼𝐻
∗ =

𝑑1𝑑2
2(𝑑1+𝛾)(𝑑1+𝛿)(𝑑2+𝜇)(ℛ0

2−1)

𝜂(𝑑1+𝛾)(𝑑1+𝛿)(𝑑1𝑑2(𝑑2+𝜇)+Λ𝑉𝜇(𝛼𝐾2𝜙+𝐾1𝜓)
 

𝑆𝑉
∗ =

(𝑑1+𝛾)(𝑑1+𝛿)(𝑑1𝑑2(𝑑2+𝜇)+Λ𝑉𝜇(𝛼𝐾2𝜙+𝐾1𝜓)

𝜇(𝛼𝐾2𝜙+𝐾1𝜓)(𝑑2(𝑑1+𝛾)(𝑑1+𝛿)+𝛿𝜂Λ𝐻)
  

𝐸𝑉
∗ =

𝑑1𝑑2
2(𝑑1+𝛾)(𝑑1+𝛿)(𝑑2+𝜇)(ℛ0

2−1)

(𝑑2+𝜇)𝜇(𝛼𝐾2𝜙+𝐾1𝜓)(𝑑2(𝑑1+𝛾)(𝑑1+𝛿)+𝛿𝜂Λ𝐻)
  

𝐼𝑉
∗ =

𝑑1𝑑2
2(𝑑1+𝛾)(𝑑1+𝛿)(𝑑2+𝜇)(ℛ0

2−1)

𝑑2(𝑑2+𝜇)(𝛼𝐾2𝜙+𝐾1𝜓)(𝑑2(𝑑1+𝛾)(𝑑1+𝛿)+𝛿𝜂Λ𝐻)
∙  

, 

, 

, 

, 

, 
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Nilai 𝐸𝐻
∗, 𝐼𝐻

∗, 𝐸𝑉
∗, dan 𝐼𝑉

∗ positif apabila ℛ0 > 1, sehingga titik 

kesetimbangan 𝑃1 eksis apabila ℛ0 > 1. 

 

3.2 Analisis Kestabilan Global Titik Kesetimbangan 

Sifat kestabilan global titik kesetimbangan dapat diketahui 

dengan mengkonstruksi fungsi Lyapunov. Fungsi Lyapunov yang 

digunakan pada skripsi ini sesuai dengan artikel Khan (2017). Pada 

subbab ini dilakukan analisis kestabilan global titik kesetimbangan  𝑃0 

dan 𝑃1. 

 

3.2.1 Kestabilan global titik kesetimbangan 𝑷𝟎 

Didefinisikan fungsi Lyapunov 
𝐿1(𝑆𝐻 , 𝐸𝐻 , 𝐼𝐻 , 𝑆𝑉 , 𝐸𝑉 , 𝐼𝑉) 

= 𝑤1(𝑆𝐻 − 𝑆𝐻
0 ln 𝑆𝐻 − 𝑆𝐻

0 +𝑆𝐻
0 ln 𝑆𝐻

0)+𝑤2𝐸𝐻 + 

𝑤3𝐼𝐻 + 𝑤4(𝑆𝑉 − 𝑆𝑉
0 ln 𝑆𝑉 −  𝑆𝑉

0
+ 𝑆𝑉

0
ln 𝑆𝑉

0) +  
𝑤5𝐸𝑉 + 𝑤6𝐼𝑉, 

 

 

(3.12) 

pada Ψ = {(𝑆𝐻 , 𝐸𝐻 , 𝐼𝐻 , 𝑆𝑉 , 𝐸𝑉 , 𝐼𝑉) ∈ ℝ+
6 |0 ≤ 𝑆𝐻 + 𝐸𝐻 + 𝐼𝐻 ≤

Λ𝐻

𝑑1
, 0 ≤ 𝑆𝑉 +

𝐸𝑉 + 𝐼𝑉 ≤
Λ𝑉

𝑑2
}. dengan 𝑤𝑖 ∈ ℝ+, 𝑖 = 1, 2, …, 6. Selanjutnya, untuk 

memeriksa apakah fungsi tersebut merupakan fungsi Lyapunov kuat 

atau lemah untuk titik kesetimbangan 𝑃0 = (𝑆𝐻
0, 0, 0, 𝑆𝑉

0, 0,0), perlu 

diperiksa apakah fungsi 𝐿1(𝑆𝐻 , 𝐸𝐻 , 𝐼𝐻 , 𝑆𝑉 , 𝐸𝑉 , 𝐼𝑉) memenuhi kondisi 1 

pada Definisi 2.4.1, yaitu 𝐿1(𝑃0) = 0 dan 𝐿1(𝑆𝐻 , 𝐸𝐻 , 𝐼𝐻 , 𝑆𝑉 , 𝐸𝑉 , 𝐼𝑉) > 0, 

untuk setiap (𝑆𝐻 , 𝐸𝐻 , 𝐼𝐻 , 𝑆𝑉 , 𝐸𝑉 , 𝐼𝑉) ≠ 𝑃0.  

a. Pembuktian 𝐿1(𝑃0) = 0 

𝐿1(𝑃0) = 𝑤1(𝑆𝐻
0 − 𝑆𝐻

0 ln 𝑆𝐻
0 − 𝑆𝐻

0 + 𝑆𝐻
0 ln 𝑆𝐻

0) + 𝑤2(0) + 

𝑤3(0) + 𝑤4 (𝑆𝑉
0−𝑆𝑉

0 ln 𝑆𝑉
0 − 𝑆𝑉

0 + 𝑆𝑉
0 ln 𝑆𝑉

0) + 

𝑤5(0) + 𝑤6(0), 
𝐿1(𝑃0) = 0. 

b. Pembuktian untuk 𝐿1(𝑆𝐻 , 𝐸𝐻 , 𝐼𝐻 , 𝑆𝑉 , 𝐸𝑉 , 𝐼𝑉) > 0, untuk setiap 
(𝑆𝐻 , 𝐸𝐻 , 𝐼𝐻 , 𝑆𝑉, 𝐸𝑉 , 𝐼𝑉) ≠ 𝑃0.  

Diketahui 

𝐿1(𝑆𝐻, 𝐸𝐻 , 𝐼𝐻 , 𝑆𝑉, 𝐸𝑉 , 𝐼𝑉) 

= 𝑤1(𝑆𝐻 − 𝑆𝐻
0 ln 𝑆𝐻 − 𝑆𝐻

0 +𝑆𝐻
0 ln 𝑆𝐻

0)+𝑤2𝐸𝐻 + 𝑤3𝐼𝐻 +  

𝑤4(𝑆𝑉 − 𝑆𝑉
0 ln 𝑆𝑉 − 𝑆𝑉

0 + 𝑆𝑉
0
ln 𝑆𝑉

0) + 𝑤5𝐸𝑉 + 𝑤6𝐼𝑉. 
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Misalkan 𝑓(𝑆𝐻) = 𝑆𝐻 − 𝑆𝐻
0 ln 𝑆𝐻 − 𝑆𝐻

0 + 𝑆𝐻
0 ln 𝑆𝐻

0  dan 

𝑓(𝑆𝐻) terdefinisi pada domain 𝑆𝐻 ∈ ℝ+ sehingga turunan pertama 

𝑓(𝑆𝐻) terhadap 𝑆𝐻 dapat dinyatakan sebagai berikut.  

𝑓′(𝑆𝐻) = 1 −
𝑆𝐻

0

𝑆𝐻
, 𝑆𝐻 ∈ (0,∞). 

Titik stasioner diperoleh ketika 𝑓′(𝑆𝐻) = 0. Nilai yang memenuhi 

𝑓′(𝑆𝐻) = 0 adalah 𝑆𝐻 = 𝑆𝐻
0, sehingga 𝑓′(𝑆𝐻

0
) = 0. Jika 𝑆𝐻 ∈

(0, 𝑆𝐻
0), maka berlaku 𝑓′(𝑆𝐻) < 0 dan jika 𝑆𝐻 ∈ (𝑆𝐻

0,∞), maka 

berlaku 𝑓′(𝑆𝐻) > 0. Oleh karena itu, 𝑓(𝑆𝐻) monoton turun pada 

selang (0, 𝑆𝐻
0) dan monoton naik pada selang (𝑆𝐻

0,∞). Berdasarkan 

uraian tersebut, jelas bahwa (𝑆𝐻
0, 0) merupakan titik minimum  

𝑓(𝑆𝐻). Dengan demikian, nilai minimum  𝑓(𝑆𝐻) adalah 0 dan pasti 

berlaku 𝑓(𝑆𝐻) > 0, ∀𝑆𝐻 ≠ 𝑆𝐻
0 ∈ Ψ. Hal ini juga berlaku untuk 

membuktikan 𝑓(𝑆𝑉) = 𝑆𝑉 − 𝑆𝑉
0 ln 𝑆𝑉 − 𝑆𝑉

0 + 𝑆𝑉
0 ln 𝑆𝑉

0 > 0. Jadi 

terbukti bahwa 𝐿1(𝑆𝐻, 𝐸𝐻 , 𝐼𝐻 , 𝑆𝑉, 𝐸𝑉 , 𝐼𝑉) > 0. 
Selanjutnya, akan ditunjukkan 𝐿1(𝑆𝐻 , 𝐸𝐻 , 𝐼𝐻 , 𝑆𝑉 , 𝐸𝑉 , 𝐼𝑉) 

merupakan fungsi Lyapunov kuat, sehingga harus memenuhi Definisi 

2.4.2 kondisi 2, yaitu 𝐿1
′(𝑆𝐻 , 𝐸𝐻 , 𝐼𝐻 , 𝑆𝑉 , 𝐸𝑉 , 𝐼𝑉) < 0, untuk setiap 

(𝑆𝐻 , 𝐸𝐻, 𝐼𝐻 , 𝑆𝑉, 𝐸𝑉 , 𝐼𝑉) ≠ (𝑆𝐻
0, 𝐸𝐻

0, 𝐼𝐻
0, 𝑆𝑉

0, 𝐸𝑉
0, 𝐼𝑉

0), dengan 

(𝑆𝐻 , 𝐸𝐻, 𝐼𝐻 , 𝑆𝑉, 𝐸𝑉 , 𝐼𝑉) ∈ Ψ. Berdasarkan persamaan (3.12) diperoleh 
𝑑𝐿1

𝑑𝑡
= 𝑤1 (1 −

𝑆𝐻
0

𝑆𝐻
)

𝑑𝑆𝐻

𝑑𝑡
+ 𝑤2

𝑑𝐸𝐻

𝑑𝑡
+ 𝑤3

𝑑𝐼𝐻

𝑑𝑡
+

𝑤4 (1 −
𝑆𝑉

0

𝑆𝑉
)

𝑑𝑆𝑉

𝑑𝑡
+𝑤5

𝑑𝐸𝑉

𝑑𝑡
+ 𝑤6

𝑑𝐼𝑉

𝑑𝑡
  

Dengan mengubah 
𝑑𝑆𝐻

𝑑𝑡
 , 

𝑑𝐸𝐻

𝑑𝑡
 , 

𝑑𝐼𝐻

𝑑𝑡
 , 

𝑑𝑆𝑉

𝑑𝑡
 , 

𝑑𝐸𝑉

𝑑𝑡
 , dan 

𝑑𝐼𝑉

𝑑𝑡
 sesuai dengan 

sistem persamaan (2.5) diperoleh 
𝑑𝐿1

𝑑𝑡
= 𝑤1 (1 −

𝑆𝐻
0

𝑆𝐻
) (Λ𝐻 − 𝐾1𝜓𝑆𝐻𝐼𝑉 − 𝐾2𝜙𝛼𝑆𝐻𝐼𝑉 − 𝑑1𝑆𝐻) +

𝑤2(𝐾1𝜓𝑆𝐻𝐼𝑉 + 𝐾2𝜙𝛼𝑆𝐻𝐼𝑉 − (𝑑1 + 𝛿)𝐸𝐻) +  

𝑤3(𝛿𝐸𝐻 − (𝑑1 + 𝛾)𝐼𝐻) + 𝑤4 (1 −
𝑆𝑉

0

𝑆𝑉
) (Λ𝑉 − 𝜂𝑆𝑉𝐼𝐻 −

𝑑2𝑆𝑉)+𝑤5(𝜂𝑆𝑉𝐼𝐻 − (𝑑2 + 𝜇)𝐸𝑉) + 𝑤6(𝜇𝐸𝑉 − 𝑑2𝐼𝑉),  
𝑑𝐿1

𝑑𝑡
= 𝑤1Λ𝐻 − 𝑤1𝐾1𝜓𝑆𝐻𝐼𝑉 − 𝑤1𝐾2𝜙𝛼𝑆𝐻𝐼𝑉 − 𝑤1𝑑1𝑆𝐻 −

𝑤1Λ𝐻
𝑆𝐻

0

𝑆𝐻
+ 𝑤1

𝑆𝐻
0

𝑆𝐻
𝐾1𝜓𝑆𝐻𝐼𝑉 + 𝑤1

𝑆𝐻
0

𝑆𝐻
𝐾2𝜙𝛼𝑆𝐻𝐼𝑉 +

𝑤1
𝑆𝐻

0

𝑆𝐻
𝑑1𝑆𝐻 + 𝑤2𝐾1𝜓𝑆𝐻𝐼𝑉 + 𝑤2𝐾2𝜙𝛼𝑆𝐻𝐼𝑉 −  

. 
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𝑤2(𝑑1 + 𝛿)𝐸𝐻 + 𝑤3𝛿𝐸𝐻 − 𝑤3(𝑑1 + 𝛾)𝐼𝐻 + 𝑤4Λ𝑉 −

𝑤4𝜂𝑆𝑉𝐼𝐻 − 𝑤4𝑑2𝑆𝑉−𝑤4
𝑆𝑉

0

𝑆𝑉
Λ𝑉 + 𝑤4

𝑆𝑉
0

𝑆𝑉
𝜂𝑆𝑉𝐼𝐻 +

𝑤4
𝑆𝑉

0

𝑆𝑉
𝑑2𝑆𝑉 + 𝑤5𝜂𝑆𝑉𝐼𝐻 − 𝑤5(𝑑2 + 𝜇)𝐸𝑉 + 𝑤6𝜇𝐸𝑉 −

𝑤6𝑑2𝐼𝑉 . 

Diketahui bahwa 𝑆𝐻
0 =

Λ𝐻

𝑑1
 dan 𝑆𝑉

0 =
Λ𝑉

𝑑2
, sehingga 

𝑑𝐿1

𝑑𝑡
 dapat 

dinyatakan sebagai 
𝑑𝐿1

𝑑𝑡
= 𝑤1𝑆𝐻

0𝑑1 + (𝑤2 − 𝑤1)(𝐾1𝜓𝑆𝐻𝐼𝑉 + 𝐾2𝜙𝛼𝑆𝐻𝐼𝑉) −

𝑤1𝑑1𝑆𝐻 − 𝑤1𝑑1
(𝑆𝐻

0)2

𝑆𝐻
+ 𝑤1

Λ𝐻

𝑑1
𝐾1𝜓𝐼𝑉 + 𝑤1

Λ𝐻

𝑑1
𝐾2𝜙𝛼𝐼𝑉 +

𝑤1𝑆𝐻
0𝑑1 + (𝑤3𝛿 − 𝑤2(𝑑1 + 𝛿))𝐸𝐻 + 𝑤4𝑆𝑉

0𝑑2 −

𝑤4𝑆𝑉𝑑2 + (𝑤4
Λ𝑉

𝑑2
𝜂 − 𝑤3(𝑑1 + 𝛾))𝐼𝐻 − 𝑤4Λ𝑉

𝑆𝑉
0

𝑆𝑉
+

𝑤4𝑆𝑉
0𝑑2 + (𝑤5 − 𝑤4)𝜂𝑆𝑉𝐼𝐻 + (𝑤6𝜇 − 𝑤5(𝑑2 + 𝜇))𝐸𝑉 −

𝑤6𝑑2𝐼𝑉,  
𝑑𝐿1

𝑑𝑡
= −𝑤1𝑑1

(𝑆𝐻−𝑆𝐻
0)2

𝑆𝐻
− 𝑤4𝑑2

(𝑆𝑉−𝑆𝑉
0)2

𝑆𝑉
+  

(𝑤2 − 𝑤1)(𝐾1𝜓𝑆𝐻𝐼𝑉 + 𝐾2𝜙𝛼𝑆𝐻𝐼𝑉) + (𝑤1
Λ𝐻

𝑑1
(𝐾1𝜓 +

𝐾2𝜙𝛼) − 𝑤6𝑑2)𝐼𝑉 + (𝑤3𝛿 − 𝑤2(𝑑1 + 𝛿))𝐸𝐻 +  

(𝑤4
Λ𝑉

𝑑2
𝜂 − 𝑤3(𝑑1 + 𝛾))𝐼𝐻 + (𝑤5 − 𝑤4)𝜂𝑆𝑉𝐼𝐻 +  

(𝑤6𝜇 − 𝑤5(𝑑2 + 𝜇))𝐸𝑉. 

Pilih 𝑤1 = 𝑤2 = 𝛿, 𝑤3 = 𝑑1 + 𝛿, 𝑤4 = 𝑤5 =
𝑑2(𝑑1+𝛾)(𝑑1+𝛿)

𝜂Λ𝑉
, dan 

𝑤6 =
𝑑2(𝑑1+𝛾)(𝑑1+𝛿)(𝑑2+𝜇)

𝜂𝜇Λ𝑉
 diperoleh  

𝑑𝐿1

𝑑𝑡
= −𝛿𝑑1

(𝑆𝐻−𝑆𝐻
0)2

𝑆𝐻
−

𝑑2
2(𝑑1+𝛾)(𝑑1+𝛿)

𝜂Λ𝑉

(𝑆𝑉−𝑆𝑉
0)2

𝑆𝑉
+  

(𝛿
Λ𝐻

𝑑1

(𝐾1𝜓 + 𝐾2𝜙𝛼) −
𝑑2

2(𝑑1+𝛾)(𝑑1+𝛿)(𝑑2+𝜇)

𝜂𝜇Λ𝑉
) 𝐼𝑉,  

𝑑𝐿1

𝑑𝑡
= −𝛿𝑑1

(𝑆𝐻−𝑆𝐻
0)

2

𝑆𝐻
−

𝑑2
2(𝑑1+𝛾)(𝑑1+𝛿)

𝜂Λ𝑉

(𝑆𝑉−𝑆𝑉
0)

2

𝑆𝑉
+

(
𝛿𝜂𝜇Λ𝑉Λ𝐻(𝐾1𝜓+𝐾2𝜙𝛼)−𝑑1𝑑2

2(𝑑1+𝛾)(𝑑1+𝛿)(𝑑2+𝜇)

𝑑1𝜂𝜇Λ𝑉
) 𝐼𝑉,  

𝑑𝐿1

𝑑𝑡
= −

𝑑1𝛿(𝑆𝐻−𝑆𝐻
0)

2

𝑆𝐻
−

𝑑2
2(𝑑1+𝛾)(𝑑1+𝛿)(𝑆𝑉−𝑆𝑉

0)
2

𝜂Λ𝑉𝑆𝑉
−  

𝑑2
2(𝑑1+𝛾)(𝑑1+𝛿)(𝑑1+𝜇)

𝜂𝜇Λ𝑉
(1 − ℛ0

2)𝐼𝑉.  
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𝑑𝐿1

𝑑𝑡
  bernilai negatif apabila ℛ0 ≤ 1 dan bernilai nol jika dan hanya 

jika 𝑆𝐻 = 𝑆𝐻
0, 𝑆𝑉 = 𝑆𝑉

0, dan 𝐼𝑉 = 0. Dengan demikian, titik 

kesetimbangan 𝑃0 stabil asimtotik global apabila ℛ0 ≤ 1. 

 

3.2.2 Kestabilan global titik kesetimbangan 𝑷𝟏 

Didefinisikan fungsi Lyapunov 
𝐿2(𝑆𝐻 , 𝐸𝐻 , 𝐼𝐻 , 𝑆𝑉 , 𝐸𝑉 , 𝐼𝑉) 

= 𝑆𝐻 − 𝑆𝐻
∗ ln 𝑆𝐻 − 𝑆𝐻

∗ + 𝑆𝐻
∗ ln 𝑆𝐻

∗ +𝐸𝐻 − 

𝐸𝐻
∗ ln 𝐸𝐻 − 𝐸𝐻

∗ + 𝐸𝐻
∗ ln 𝐸𝐻

∗ +  
𝑑1 + 𝛿

𝛿
(𝐼𝐻 − 𝐼𝐻

∗ ln 𝐼𝐻 − 𝐼𝐻
∗ + 𝐼𝐻

∗ ln 𝐼𝐻
∗) +  

𝑆𝑉 − 𝑆𝑉
∗ ln 𝑆𝑉 − 𝑆𝑉

∗ + 𝑆𝑉
∗ ln 𝑆𝑉

∗ +𝐸𝑉 − 

𝐸𝑉
∗ ln 𝐸𝑉 − 𝐸𝑉

∗ + 𝐸𝑉
∗ ln 𝐸𝑉

∗ +  
𝑑2+𝛿

𝜇
(𝐼𝑉 − 𝐼𝑉

∗ ln 𝐼𝑉 − 𝐼𝑉
∗ + 𝐼𝑉

∗ ln 𝐼𝑉
∗), 

 

 

 

 

(3.4) 

pada Ψ = {(𝑆𝐻 , 𝐸𝐻 , 𝐼𝐻 , 𝑆𝑉 , 𝐸𝑉 , 𝐼𝑉) ∈ ℝ+
6 |0 ≤ 𝑆𝐻 + 𝐸𝐻 + 𝐼𝐻 ≤

Λ𝐻

𝑑1
, 0 ≤ 𝑆𝑉 +

𝐸𝑉 + 𝐼𝑉 ≤
Λ𝑉

𝑑2
}. Selanjutnya, untuk memeriksa apakah fungsi tersebut 

merupakan fungsi Lyapunov kuat atau lemah untuk titik 

kesetimbangan  𝑃1 = (𝑆𝐻
∗, 𝐸𝐻

∗, 𝐼𝐻
∗, 𝑆𝑉

∗, 𝐸𝑉
∗, 𝐼𝑉

∗), perlu diperiksa 

apakah fungsi 𝐿2(𝑆𝐻 , 𝐸𝐻 , 𝐼𝐻 , 𝑆𝑉 , 𝐸𝑉 , 𝐼𝑉) memenuhi kondisi 1 pada 

Definisi 2.4.1, yaitu 𝐿2(𝑃1) = 0 dan 𝐿2(𝑆𝐻 , 𝐸𝐻 , 𝐼𝐻 , 𝑆𝑉 , 𝐸𝑉 , 𝐼𝑉) > 0, 
untuk setiap (𝑆𝐻 , 𝐸𝐻 , 𝐼𝐻 , 𝑆𝑉 , 𝐸𝑉 , 𝐼𝑉) ≠ 𝑃1.  

a. Pembuktian 𝐿2(𝑃1) = 0 
𝐿2(𝑃1) = 𝑆𝐻

∗ − 𝑆𝐻
∗ ln 𝑆𝐻

∗ − 𝑆𝐻
∗ + 𝑆𝐻

∗ ln 𝑆𝐻
∗ +𝐸𝐻

∗ − 

𝐸𝐻
∗ ln 𝐸𝐻

∗ − 𝐸𝐻
∗ + 𝐸𝐻

∗ ln 𝐸𝐻
∗ −  

𝑑1 + 𝛿

𝛿
(𝐼𝐻

∗ − 𝐼𝐻
∗ ln 𝐼𝐻

∗ − 𝐼𝐻
∗ + 𝐼𝐻

∗ ln 𝐼𝐻
∗) +  

𝑆𝑉
∗ − 𝑆𝑉

∗ ln 𝑆𝑉
∗ − 𝑆𝑉

∗ + 𝑆𝑉
∗ ln 𝑆𝑉

∗ + 𝐸𝑉
∗ − 

𝐸𝑉
∗ ln 𝐸𝑉

∗ − 𝐸𝑉
∗ + 𝐸𝑉

∗ ln 𝐸𝑉
∗ + 

𝑑2+𝛿

𝜇
(𝐼𝑉

∗ − 𝐼𝑉
∗ ln 𝐼𝑉

∗ − 𝐼𝑉
∗ + 𝐼𝑉

∗ ln 𝐼𝑉
∗), 

𝐿2(𝑃1) = 0. 

b. Pembuktian untuk 𝐿2(𝑆𝐻 , 𝐸𝐻 , 𝐼𝐻 , 𝑆𝑉 , 𝐸𝑉 , 𝐼𝑉) > 0, untuk setiap 
(𝑆𝐻 , 𝐸𝐻 , 𝐼𝐻 , 𝑆𝑉, 𝐸𝑉 , 𝐼𝑉) ≠ 𝑃1.  

Diketahui 

𝐿2(𝑆𝐻, 𝐸𝐻, 𝐼𝐻, 𝑆𝑉, 𝐸𝑉, 𝐼𝑉) 

= 𝑆𝐻 − 𝑆𝐻
∗ ln 𝑆𝐻 − 𝑆𝐻

∗ + 𝑆𝐻
∗ ln 𝑆𝐻

∗ +𝐸𝐻 − 𝐸𝐻
∗ ln 𝐸𝐻 −  

𝐸𝐻
∗ + 𝐸𝐻

∗ ln 𝐸𝐻
∗ +

𝑑1+𝛿

𝛿
(𝐼𝐻 − 𝐼𝐻

∗ ln 𝐼𝐻 − 𝐼𝐻
∗ + 𝐼𝐻

∗ ln 𝐼𝐻
∗) +   
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𝑆𝑉 − 𝑆𝑉
∗ ln 𝑆𝑉 − 𝑆𝑉

∗ + 𝑆𝑉
∗ ln 𝑆𝑉

∗ +𝐸𝑉 − 𝐸𝑉
∗ ln 𝐸𝑉 − 𝐸𝑉

∗ +  

𝐸𝑉
∗ ln 𝐸𝑉

∗ +
𝑑2+𝛿

𝜇
(𝐼𝑉 − 𝐼𝑉

∗ ln 𝐼𝑉 − 𝐼𝑉
∗ + 𝐼𝑉

∗ ln 𝐼𝑉
∗). 

Misalkan 𝑔(𝑆𝐻) = 𝑆𝐻 − 𝑆𝐻
∗ ln 𝑆𝐻 − 𝑆𝐻

∗ + 𝑆𝐻
∗  dan 𝑔(𝑆𝐻) 

terdefinisi pada domain 𝑆𝐻 ∈ ℝ+, sehingga turunan pertama 𝑔(𝑆𝐻) 

terhadap 𝑆𝐻 dapat dinyatakan sebagai berikut. 

𝑔′(𝑆𝐻) = 1 −
𝑆𝐻

∗

𝑆𝐻
, 𝑆𝐻 ∈ (0,∞). 

Titik stasioner diperoleh ketika 𝑔′(𝑆𝐻) = 0. Nilai yang memenuhi 

𝑔′(𝑆𝐻) = 0 adalah 𝑆𝐻 = 𝑆𝐻
∗. Dengan menggunakan cara pembuktian  

yang sama pada subsubbab (3.2.2) bagian b, diperoleh  nilai minimum  

𝑔(𝑆𝐻) adalah 0 dan pasti berlaku 𝑔(𝑆𝐻) > 0, ∀𝑆𝐻 ≠ 𝑆𝐻
∗ ∈ Ψ. Hal ini 

juga berlaku untuk membuktikan 

𝑔(𝐸𝐻) = 𝐸𝐻 − 𝐸𝐻
∗ ln 𝐸𝐻 − 𝐸𝐻

∗ + 𝐸𝐻
∗ ln 𝐸𝐻

∗ > 0 , 
𝑔(𝐼𝐻) = 𝐼𝐻 − 𝐼𝐻

∗ ln 𝐼𝐻 − 𝐼𝐻
∗ + 𝐼𝐻

∗ ln 𝐼𝐻
∗ > 0 , 

𝑔(𝑆𝑉) = 𝑆𝑉 − 𝑆𝑉
∗ ln 𝑆𝑉 − 𝑆𝑉

∗ + 𝑆𝑉
∗ ln 𝑆𝑉

∗ > 0 , 
𝑔(𝐸𝑉) = 𝐸𝑉 − 𝐸𝑉

∗ ln 𝐸𝑉 − 𝐸𝑉
∗ + 𝐸𝑉

∗ ln 𝐸𝑉
∗ > 0 ,  

dan 

 𝑔(𝐼𝑉) = 𝐼𝑉 − 𝐼𝑉
∗ ln 𝐼𝑉 − 𝐼𝑉

∗ + 𝐼𝑉
∗ ln 𝐼𝑉

∗ > 0 . 
Dengan demikian, terbukti bahwa 𝐿2(𝑆𝐻, 𝐸𝐻 , 𝐼𝐻 , 𝑆𝑉 , 𝐸𝑉 , 𝐼𝑉) > 0. 

Selanjutnya, akan ditunjukkan 𝐿2(𝑆𝐻 , 𝐸𝐻 , 𝐼𝐻 , 𝑆𝑉 , 𝐸𝑉 , 𝐼𝑉) 
merupakan fungsi Lyapunov kuat, sehingga harus memenuhi Definisi 

2.4.2 kondisi 2, yaitu 𝐿2
′(𝑆𝐻 , 𝐸𝐻 , 𝐼𝐻 , 𝑆𝑉 , 𝐸𝑉 , 𝐼𝑉) < 0, untuk setiap 

(𝑆𝐻 , 𝐸𝐻, 𝐼𝐻 , 𝑆𝑉, 𝐸𝑉 , 𝐼𝑉) ≠ (𝑆𝐻
∗, 𝐸𝐻

∗, 𝐼𝐻
∗, 𝑆𝑉

∗, 𝐸𝑉
∗, 𝐼𝑉

∗), dengan 

(𝑆𝐻 , 𝐸𝐻, 𝐼𝐻 , 𝑆𝑉, 𝐸𝑉 , 𝐼𝑉) ∈ Ψ. Berdasarkan persamaan (3.4) diperoleh 
𝑑𝐿2

𝑑𝑡
= (1 −

𝑆𝐻
∗

𝑆𝐻
)

𝑑𝑆𝐻

𝑑𝑡
+ (1 −

𝐸𝐻
∗

𝐸𝐻
)

𝑑𝐸𝐻

𝑑𝑡
+

𝑑1+𝛿

𝛿
(1 −

𝐼𝐻
∗

𝐼𝐻
)

𝑑𝐼𝐻

𝑑𝑡
+  

(1 −
𝑆𝑉

∗

𝑆𝑉
)

𝑑𝑆𝑉

𝑑𝑡
+ (1 −

𝐸𝑉
∗

𝐸𝑉
)

𝑑𝐸𝑉

𝑑𝑡
+

𝑑2+𝜇

𝜇
(1 −

𝐼𝑉
∗

𝐼𝑉
)

𝑑𝐼𝑉

𝑑𝑡
.  

Dengan mengubah 
𝑑𝑆𝐻

𝑑𝑡
 , 

𝑑𝐸𝐻

𝑑𝑡
 , 

𝑑𝐼𝐻

𝑑𝑡
 , 

𝑑𝑆𝑉

𝑑𝑡
 , 

𝑑𝐸𝑉

𝑑𝑡
 , dan 

𝑑𝐼𝑉

𝑑𝑡
 sesuai dengan 

sistem persamaan (2.5) diperoleh 
𝑑𝐿2

𝑑𝑡
= (1 −

𝑆𝐻
∗

𝑆𝐻
) (Λ𝐻 − 𝐾1𝜓𝑆𝐻𝐼𝑉 − 𝐾2𝜙𝛼𝑆𝐻𝐼𝑉 − 𝑑1𝑆𝐻) +

(1 −
𝐸𝐻

∗

𝐸𝐻
) (𝐾1𝜓𝑆𝐻𝐼𝑉 + 𝐾2𝜙𝛼𝑆𝐻𝐼𝑉 − (𝑑1 + 𝛿)𝐸𝐻) +

𝑑1+𝛿

𝛿
(1 −

𝐼𝐻
∗

𝐼𝐻
) (𝛿𝐸𝐻 − (𝑑1 + 𝛾)𝐼𝐻) + (1 −

𝑆𝑉
∗

𝑆𝑉
) (Λ𝑉 −
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𝜂𝑆𝑉𝐼𝐻 − 𝑑2𝑆𝑉) + (1 −
𝐸𝑉

∗

𝐸𝑉
) (𝜂𝑆𝑉𝐼𝐻 − (𝑑2 + 𝜇)𝐸𝑉) +

𝑑2+𝜇

𝜇
(1 −

𝐼𝑉
∗

𝐼𝑉
) (𝜇𝐸𝑉 − 𝑑2𝐼𝑉). 

Misalkan 𝑄 = 𝐾1𝜓 − 𝐾2𝜙𝛼. Berdasarkan persamaan (3.1.a) sampai 

(3.1.f), pada titik kesetimbangan 𝑃1 berlaku 

Λ𝐻 = 𝑄𝑆𝐻
∗𝐼𝑉

∗ + d1𝑆𝐻
∗
, (𝑑1 + 𝛿)𝐸𝐻

∗ = 𝑄𝑆𝐻
∗𝐼𝑉

∗, 

 𝛿𝐸𝐻
∗ = (𝑑1 + 𝛾)𝐼𝐻

∗, 
(𝑑1+𝛿)(𝑑1+𝛾)𝐼𝐻

∗

𝛿
= 𝑄𝑆𝐻

∗𝐼𝑉
∗,  

Λ𝑉 = 𝜂𝑆𝑉
∗𝐼𝐻

∗ + 𝑑2𝑆𝑉
∗, 𝜂𝑆𝑉

∗𝐼𝐻
∗ = (𝑑2 + 𝜇)𝐸𝑉

∗,  

𝜇𝐸𝑉
∗ = 𝑑2𝐼𝑉

∗, 𝜂𝑆𝑉
∗𝐼𝐻

∗ =
(𝑑2+𝜇)𝑑2𝐼𝑉

∗

𝜇
. 

Dengan demikian  
𝑑𝐿2

𝑑𝑡
 dapat dinyatakan sebagai 

𝑑𝐿2

𝑑𝑡
= (1 −

𝑆𝐻
∗

𝑆𝐻
) (𝑄𝑆𝐻

∗𝐼𝑉
∗ + d1𝑆𝐻

∗ − 𝑄𝑆𝐻𝐼𝑉 − 𝑑1𝑆𝐻) + 𝑄𝑆𝐻𝐼𝑉 −

𝑄𝑆𝐻𝐼𝑉
𝐸𝐻

∗

𝐸𝐻
− (𝑑1 + 𝛿)𝐸𝐻 + (𝑑1 + 𝛿)𝐸𝐻

∗ + (𝑑1 + 𝛿)𝐸𝐻 −

(𝑑1 + 𝛿)𝐸𝐻
𝐼𝐻

∗

𝐼𝐻
−

(𝑑1+𝛿)(𝑑1+𝛾)𝐼𝐻

𝛿
+

(𝑑1+𝛿)(𝑑1+𝛾)𝐼𝐻
∗

𝛿
+

(1 −
𝑆𝑉

∗

𝑆𝑉
) (𝜂𝑆𝑉

∗𝐼𝐻
∗ + 𝑑2𝑆𝑉

∗ − 𝜂𝑆𝑉𝐼𝐻 − 𝑑2𝑆𝑉) + 𝜂𝑆𝑉𝐼𝐻 −

(𝑑2 + 𝜇)𝐸𝑉 − 𝜂𝑆𝑉𝐼𝐻
𝐸𝑉

∗

𝐸𝑉
+ (𝑑2 + 𝜇)𝐸𝑉

∗ + (𝑑2 + 𝜇)𝐸𝑉 −

(𝑑2+𝜇)𝑑2𝐼𝑉

𝜇
− (𝑑2 + 𝜇)𝐸𝑉

𝐼𝑉
∗

𝐼𝑉
+

(𝑑2+𝜇)𝑑2𝐼𝑉

𝜇
,  

𝑑𝐿2

𝑑𝑡
= d1𝑆𝐻

∗ −
(d1𝑆𝐻

∗)2

𝑆𝐻
− 𝑑1𝑆𝐻 + d1𝑆𝐻

∗ + (1 −
𝑆𝐻

∗

𝑆𝐻
)𝑄𝑆𝐻

∗𝐼𝑉
∗ +

𝑄𝑆𝐻
∗𝐼𝑉 − 𝑄𝑆𝐻𝐼𝑉

𝐸𝐻
∗

𝐸𝐻
+ 𝑄𝑆𝐻

∗𝐼𝑉
∗ − 𝑄𝑆𝐻

∗𝐼𝑉
∗ 𝐸𝐻

𝐸𝐻
∗

𝐼𝐻
∗

𝐼𝐻
−

𝑄𝑆𝐻
∗𝐼𝑉

∗ 𝐼𝐻

𝐼𝐻
∗ + 𝑄𝑆𝐻

∗𝐼𝑉
∗ + 𝑑2𝑆𝑉

∗ −
(d1𝑆𝑉

∗)2

𝑆𝑉
− 𝑑2𝑆𝑉 + 𝑑2𝑆𝑉

∗ +

(1 −
𝑆𝑉

∗

𝑆𝑉
) 𝜂𝑆𝑉

∗𝐼𝐻
∗ + 𝜂𝑆𝑉

∗𝐼𝐻 − 𝜂𝑆𝑉𝐼𝐻
𝐸𝑉

∗

𝐸𝑉
+ 𝜂𝑆𝑉

∗𝐼𝐻
∗ +

𝜂𝑆𝑉
∗𝐼𝐻

∗ − 𝜂𝑆𝑉
∗𝐼𝐻

∗ 𝐸𝑉

𝐸𝑉
∗

𝐼𝑉
∗

𝐼𝑉
− 𝜂𝑆𝑉

∗𝐼𝐻
∗ 𝐼𝑉

𝐼𝑉
∗ + 𝜂𝑆𝑉

∗𝐼𝐻
∗,  

𝑑𝐿2

𝑑𝑡
= −𝑑1𝑆𝐻

∗ (
𝑆𝐻

𝑆𝐻
∗ +

𝑆𝐻
∗

𝑆𝐻
− 2) − 𝑑2𝑆𝑉

∗ (
𝑆𝑉

𝑆𝑉
∗ +

𝑆𝑉
∗

𝑆𝑉
− 2) −

𝑄𝑆𝐻
∗𝐼𝑉

∗ (
𝑆𝐻

∗

𝑆𝐻
+

𝐼𝐻

𝐼𝐻
∗ +

𝐸𝐻𝐼𝐻
∗

𝐸𝐻
∗𝐼𝐻

+
𝐼𝑉

𝐼𝑉
∗ (

𝑆𝐻𝐸𝐻
∗

𝑆𝐻
∗𝐸𝐻

− 1) − 3) −

𝜂𝑆𝑉
∗𝐼𝐻

∗ (
𝑆𝑉

∗

𝑆𝑉
+

𝐼𝑉

𝐼𝑉
∗ +

𝐸𝑉𝐼𝑉
∗

𝐸𝑉
∗𝐼𝑉

+
𝐼𝐻

𝐼𝐻
∗ (

𝑆𝑉𝐸𝑉
∗

𝑆𝑉
∗𝐸𝑉

− 1) − 3). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



26 

 

Perhatikan bahwa  

𝑆𝐻

𝑆𝐻
∗ +

𝑆𝐻
∗

𝑆𝐻
− 2 =

𝑆𝐻
2+𝑆𝐻

∗2
−2𝑆𝐻

∗𝑆𝐻

𝑆𝐻
∗𝑆𝐻

=
(𝑆𝐻−𝑆𝐻

∗)2

𝑆𝐻
∗𝑆𝐻

≥ 0, 

sehingga diperoleh 
𝑆𝐻

𝑆𝐻
∗ +

𝑆𝐻
∗

𝑆𝐻
− 2 ≥ 0. Dengan cara yang sama, 

diperoleh 
𝑆𝑉

𝑆𝑉
∗ +

𝑆𝑉
∗

𝑆𝑉
− 2 ≥ 0. Selanjutnya, akan dibuktikan  

𝑆𝐻
∗

𝑆𝐻
+

𝐼𝐻

𝐼𝐻
∗ +

𝐸𝐻𝐼𝐻
∗

𝐸𝐻
∗𝐼𝐻

+
𝐼𝑉

𝐼𝑉
∗ (

𝑆𝐻𝐸𝐻
∗

𝑆𝐻
∗𝐸𝐻

− 1) − 3 ≥ 0 atau  
𝑆𝐻

∗

𝑆𝐻
+

𝐼𝐻

𝐼𝐻
∗ +

𝐸𝐻𝐼𝐻
∗

𝐸𝐻
∗𝐼𝐻

+

𝐼𝑉𝑆𝐻𝐸𝐻
∗

𝐼𝑉
∗𝑆𝐻

∗𝐸𝐻
−

𝐼𝑉

𝐼𝑉
∗ +

𝐼𝑉
∗

𝐼𝑉
−

𝐼𝑉
∗

𝐼𝑉
− 3 ≥ 0. Berdasarkan pertaksamaan rata-

rata Aritmatika dan Geometri, jika 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛  ∈  ℝ+ dengan 𝑛 ≥ 2, 

maka berlaku 
𝑎1+𝑎2+ …+ 𝑎𝑛

𝑛
≥ √𝑎1 × 𝑎2 × …× 𝑎𝑛

𝑛
. 

Jika 𝑎1 =
𝑆𝐻

∗

𝑆𝐻
  𝑎2 =

𝐼𝐻
∗

𝐼𝐻
  𝑎3 =

𝐸𝐻𝐼𝐻
∗

𝐸𝐻
∗𝐼𝐻

  𝑎4 =
𝐼𝑉𝑆𝐻𝐸𝐻

∗

𝐼𝑉
∗𝑆𝐻

∗𝐸𝐻
  dan 𝑎5 =

𝐼𝑉
∗

𝐼𝑉
   

maka berlaku 
𝑆𝐻

∗

𝑆𝐻
+

𝐼𝐻
𝐼𝐻

∗+
𝐸𝐻𝐼𝐻

∗

𝐸𝐻
∗𝐼𝐻

+
𝐼𝑉𝑆𝐻𝐸𝐻

∗

𝐼𝑉
∗𝑆𝐻

∗𝐸𝐻
+

𝐼𝑉
∗

𝐼𝑉

5
≥ √

𝑆𝐻
∗

𝑆𝐻
×

𝐼𝐻

𝐼𝐻
∗ ×

𝐸𝐻𝐼𝐻
∗

𝐸𝐻
∗𝐼𝐻

×
𝐼𝑉𝑆𝐻𝐸𝐻

∗

𝐼𝑉
∗𝑆𝐻

∗𝐸𝐻
×

𝐼𝑉
∗

𝐼𝑉

5
  

atau  
𝑆𝐻

∗

𝑆𝐻
+

𝐼𝐻

𝐼𝐻
∗ +

𝐸𝐻𝐼𝐻
∗

𝐸𝐻
∗𝐼𝐻

+
𝐼𝑉𝑆𝐻𝐸𝐻

∗

𝐼𝑉
∗𝑆𝐻

∗𝐸𝐻
+

𝐼𝑉
∗

𝐼𝑉
≥ 5. 

Kemudian jika 𝑏1 =
𝐼𝑉

∗

𝐼𝑉
 dan 𝑏2 =

𝐼𝑉

𝐼𝑉
∗, maka berlaku 

𝐼𝑉
∗

𝐼𝑉
+

𝐼𝑉
𝐼𝑉

∗

2
≥ √

𝐼𝑉
∗

𝐼𝑉
×

𝐼𝑉

𝐼𝑉
∗

2
  

atau 
𝐼𝑉

∗

𝐼𝑉
+

𝐼𝑉

𝐼𝑉
∗ ≥ 2. 

𝑎2, 𝑎3, 𝑎4, 𝑎5, dan 𝑏2 pasti bernilai positif apabila ℛ0 > 1, karena 

𝐸𝐻
∗, 𝐼𝐻

∗, 𝐸𝑉
∗, dan 𝐼𝑉

∗ positif apabila ℛ0 > 1. Dengan demikian dapat 

dipastikan bahwa  
𝑆𝐻

∗

𝑆𝐻
+

𝐼𝐻

𝐼𝐻
∗ +

𝐸𝐻𝐼𝐻
∗

𝐸𝐻
∗𝐼𝐻

+
𝐼𝑉𝑆𝐻𝐸𝐻

∗

𝐼𝑉
∗𝑆𝐻

∗𝐸𝐻
+

𝐼𝑉
∗

𝐼𝑉
− (

𝐼𝑉

𝐼𝑉
∗ +

𝐼𝑉
∗

𝐼𝑉
) − 3 ≥ 0  

atau  
𝑆𝐻

∗

𝑆𝐻
+

𝐼𝐻

𝐼𝐻
∗ +

𝐸𝐻𝐼𝐻
∗

𝐸𝐻
∗𝐼𝐻

+
𝐼𝑉

𝐼𝑉
∗ (

𝑆𝐻𝐸𝐻
∗

𝑆𝐻
∗𝐸𝐻

− 1) − 3 ≥ 0. 

Dengan cara yang sama, juga dapat dipastikan bahwa  
𝑆𝑉

∗

𝑆𝑉
+

𝐼𝑉

𝐼𝑉
∗ +

𝐸𝑉𝐼𝑉
∗

𝐸𝑉
∗𝐼𝑉

+
𝐼𝐻

𝐼𝐻
∗ (

𝑆𝑉𝐸𝑉
∗

𝑆𝑉
∗𝐸𝑉

− 1) − 3 ≥ 0. 

, 

, 

, 

 , , , , 
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Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa 
𝑑𝐿2

𝑑𝑡
 akan bernilai 

negatif apabila ℛ0 > 1 untuk setiap (𝑆𝐻 , 𝐸𝐻 , 𝐼𝐻 , 𝑆𝑉 , 𝐸𝑉 , 𝐼𝑉) ≠ 𝑃1 dan 

bernilai nol apabila (𝑆𝐻 , 𝐸𝐻 , 𝐼𝐻 , 𝑆𝑉 , 𝐸𝑉 , 𝐼𝑉) = 𝑃1. Berdasarkan uraian 

tersebut, titik kesetimbangan 𝑃1 bersifat stabil asimtotik global apabila 

ℛ0 > 1.  

 

3.3 Kontrol Optimal 

Pada subbab ini dibahas formulasi model penyakit layu pinus 

dengan melibatkan variabel kontrol dan lebih ditekankan pada 

penyelesaian masalah kontrol optimal dengan menerapkan prinsip 

maksimum Pontryagin. Pemberian kontrol hanya dilakukan ketika 

terjadi penyebaran penyakit layu pinus atau ℛ0 > 1. 

 

3.3.1 Formulasi model penyakit layu pinus dengan kontrol 

Tujuan utama penerapan kontrol optimal pada model penyakit 

layu pinus, yaitu menyelidiki strategi kontrol terbaik untuk 

memaksimalkan jumlah subpopulasi pohon pinus rentan dan 

meminimalkan jumlah subpopulasi pohon pinus exposed, pohon pinus 

terinfeksi, vektor rentan, vektor exposed, dan vektor terinfeksi dengan 

biaya implementasi yang minimum. Laju rekrutmen atau laju 

masuknya individu baru pada subpopulasi rentan model penyakit layu 

pinus dengan kontrol dimodifikasi dengan menambahkan efek 

kepadatan populasi, yaitu Λ𝐻 diubah menjadi Λ𝐻 + 𝑐N𝐻 dan Λ𝑉 

diubah menjadi Λ𝑉N𝑉, dengan 𝑐 mewakili efek kepadatan populasi 

pada laju rekrutmen.  

Pada model penyakit layu pinus dengan kontrol, digunakan tiga 

kontrol untuk mengurangi penyebaran Bursaphelenchus xylophilus. 

Kontrol yang pertama menggunakan injeksi insektisida dan vaksinasi 

yang diberikan pada subpopulasi S𝐻, E𝐻, dan I𝐻 yang dinotasikan 

dengan 𝑢1(𝑡). Kekuatan infeksi pada pohon pinus akan berkurang 

sebesar 1 − 𝑢1. Kemudian untuk mengurangi subpopulasi I𝐻 

diterapkan kontrol yang kedua, yaitu deforestasi (penebangan pohon 

pinus yang terinfeksi Bursaphelenchus xylophilus) yang dinotasikan 

dengan 𝑢2(𝑡). Dengan adanya deforestasi, telur, lava, dan pupa 

Bursaphelenchus xylophilus yang menghuni pohon pinus dapat 

dimusnahkan. Selanjutnya, kontrol yang ketiga, yaitu penyemprotan 

insektisida guna mengurangi subpopulasi S𝑉, E𝑉, dan I𝑉 yang 
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𝒰 
𝐽(𝑢1

∗, 𝑢2
∗, 𝑢3

∗) = min 𝐽(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) 

 

dinotasikan dengan 𝑢3(𝑡). Pada skripsi ini, diasumsikan bahwa tingkat 

kematian populasi vektor (kumbang dewasa) meningkat ketika 𝑢3 

meningkat. Koefisien 1 − 𝑢3 merupakan ukuran pengurangan 

populasi vektor. Model penyakit layu pinus dengan kontrol dinyatakan 

sebagai berikut, 
𝑑𝑆𝐻

𝑑𝑡
= Λ𝐻 + 𝑐𝑁𝐻 − 𝐾1𝜓𝑆𝐻𝐼𝑉(1 − 𝑢1) − 𝐾2𝜙𝛼𝑆𝐻𝐼𝑉(1 − 𝑢1) − 𝑑1𝑆𝐻 , 

𝑑𝐸𝐻

𝑑𝑡
= 𝐾1𝜓𝑆𝐻𝐼𝑉(1 − 𝑢1) + 𝐾2𝜙𝛼𝑆𝐻𝐼𝑉(1 − 𝑢1) − (𝑑1 + 𝛿)𝐸𝐻 , 

𝑑𝐼𝐻

𝑑𝑡
= 𝛿𝐸𝐻 − (𝑑1 + 𝛾)𝐼𝐻 − 𝑢2𝐼𝐻 ,               (3.5) 

𝑑𝑆𝑉

𝑑𝑡
= Λ𝑉𝑁𝑉(1 − 𝑢3) − (1 − 𝑢1)𝜂𝑆𝑉𝐼𝐻 − 𝑑2𝑆𝑉 − 𝛼0𝑢3𝑆𝑉, 

𝑑𝐸𝑉

𝑑𝑡
= (1 − 𝑢1)𝜂𝑆𝑉𝐼𝐻 − (𝑑2 + 𝜇)𝐸𝑉 − 𝛼0𝑢3𝐸𝑉, 

𝑑𝐼𝑉

𝑑𝑡
= 𝜂𝐸𝑉 − 𝑑2𝐼𝑉−𝛼0𝑢3𝐼𝑉,  

dengan semua parameter bernilai positif dan 𝛼0 merupakan laju 

kematian vektor karena pemberian kontrol 𝑢3. 

Masalah kontrol optimal dinyatakan dalam fungsi tujuan 

sebagai berikut. 

Minimumkan: 

𝐽(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) = ∫ [𝐶1𝐼𝐻 + 𝐶2𝑁𝑉 +
1

2
(𝐵1𝑢1

2 + 𝐵2𝑢2
2 + 𝐵3𝑢3

2)]  𝑑𝑡
𝑡𝑓
0

,    (3.6) 

dengan kendala sistem persamaan (3.5) dan kondisi awal 

𝑆𝐻(0) = 𝑆𝐻0, 𝐸𝐻(0) = 𝐸𝐻0, 𝐼𝐻(0) = 𝐼𝐻0, 

 𝑆𝑉(0) = 𝑆𝑉0
, 𝐸𝑉(0) = 𝐸𝑉0

, 𝐼𝑉(0) = 𝐼𝑉0
. 

Parameter 𝐶1, 𝐶2, 𝐵1, 𝐵2, dan 𝐵3 masing-masing menyatakan bobot 

subpopulasi pohon pinus yang terinfeksi, bobot populasi vektor, bobot 

biaya untuk pemberian injeksi pohon dan vaksinasi, bobot biaya untuk 

deforestasi, dan bobot biaya untuk penyemprotan insektisida. Variabel 

𝑢1, 𝑢2, dan 𝑢3 adalah kontrol yang akan diminimumkan dan 𝑡𝑓 

merupakan waktu akhir. Selanjutnya, akan ditentukan 𝑢1
∗, 𝑢2

∗, dan 

𝑢3
∗ sedemikian sehingga 

 

 

dengan 𝒰 = {(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3|0 ≤ 𝑢𝑖 ≤ 1, 𝑖 = 1,2,3)}. 
 

3.3.2 Penyelesaian masalah kontrol optimal 

Berdasarkan fungsi tujuan (3.6) dan kendala sistem persamaan  

(3.5), langkah pertama untuk menyelesaikan permasalahan kontrol 

, 
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optimal dengan menggunakan prinsip Pontryagin adalah membentuk 

fungsi Hamilton sebagai berikut. 

𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑢⃗⃗, 𝜆) =  𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢⃗⃗) + 𝜆𝑖(𝑡)𝑔𝑖(𝑡, 𝑥, 𝑢⃗⃗), 𝑖 = 1,… ,6,            (3.7) 

dengan   𝑓(𝑡, 𝑥⃗, 𝑢⃗⃗), 𝜆𝑖(𝑡), dan 𝑔𝑖(𝑡, 𝑥⃗, 𝑢⃗⃗) masing-masing menyatakan  

integran dari fungsi objektif yang diminimumkan, variabel costate, 

dan ruas kanan dari sistem (3.5).  Selanjutnya, persamaan Hamilton 

(3.7)  diuraikan sebagai berikut 

𝐻(𝑡, 𝑥⃗, 𝑢⃗⃗, 𝜆) = 𝐶1𝐼𝐻 + 𝐶2𝑁𝑉 +
1

2
(𝐵1𝑢1

2 + 𝐵2𝑢2
2 + 𝐵3𝑢3

2) + 

𝜆1[𝛬𝐻 + 𝑐𝑁𝐻 − 𝐾1𝜓𝑆𝐻𝐼𝑉(1 − 𝑢1) − 

𝐾2𝜙𝛼𝑆𝐻𝐼𝑉(1 − 𝑢1) − 𝑑1𝑆𝐻] +              (3.8) 

𝜆1[K1𝜓S𝐻I𝑉(1 − 𝑢1) + 𝐾2𝜙𝛼𝑆𝐻𝐼𝑉(1 − 𝑢1) − 

(𝑑1 + 𝛿)𝐸𝐻] + 𝜆3[𝛿𝐸𝐻 − (𝑑1 + 𝛾)𝐼𝐻 − 𝑢2𝐼𝐻] + 

𝜆4[Λ𝑉𝑁𝑉(1 − 𝑢3) − (1 − 𝑢1)𝜂𝑆𝑉𝐼𝐻 − 𝑑2𝑆𝑉 − 

𝛼0𝑢3𝑆𝑉] + 𝜆5[(1 − 𝑢1)𝜂𝑆𝑉𝐼𝐻 − (𝑑2 + 𝜇)𝐸𝑉 − 

𝛼0𝑢3𝐸𝑉] + 𝜆6[𝜂𝐸𝑉 − 𝑑2𝐼𝑉 − 𝛼0𝑢3𝐼𝑉]. 

Berdasarkan prinsip maksimum Pontryagin, fungsi Hamilton 

mencapai solusi optimal jika persamaan state dan costate berlaku dan 

kondisi stasioner terpenuhi. Persamaan state diperoleh dengan 

menurunkan fungsi Hamilton (3.8) terhadap masing-masing variabel 

costate sebagai berikut. 
𝑑𝑆𝐻

𝑑𝑡
=

𝜕𝐻

𝜕𝜆1
= Λ𝐻 + 𝑐𝑁𝐻 − 𝐾1𝜓𝑆𝐻𝐼𝑉(1 − 𝑢1) − 𝐾2𝜙𝛼𝑆𝐻𝐼𝑉(1 − 𝑢1) − 𝑑1𝑆𝐻, 

𝑑𝐸𝐻

𝑑𝑡
=

𝜕𝐻

𝜕𝜆1
= 𝐾1𝜓𝑆𝐻𝐼𝑉(1 − 𝑢1) + 𝐾2𝜙𝛼𝑆𝐻𝐼𝑉(1 − 𝑢1) − (𝑑1 + 𝛿)𝐸𝐻, 

𝑑𝐼𝐻

𝑑𝑡
=

𝜕𝐻

𝜕𝜆1
= 𝛿𝐸𝐻 − (𝑑1 + 𝛾)𝐼𝐻 − 𝑢2𝐼𝐻, 

𝑑𝑆𝑉

𝑑𝑡
=

𝜕𝐻

𝜕𝜆1
= Λ𝑉𝑁𝑉(1 − 𝑢3) − (1 − 𝑢1)𝜂𝑆𝑉𝐼𝐻 − 𝑑2𝑆𝑉 − 𝛼0𝑢3𝑆𝑉 , 

𝑑𝐸𝑉

𝑑𝑡
=

𝜕𝐻

𝜕𝜆1
= (1 − 𝑢1)𝜂𝑆𝑉𝐼𝐻 − (𝑑2 + 𝜇)𝐸𝑉 − 𝛼0𝑢3𝐸𝑉, 

𝑑𝐼𝑉

𝑑𝑡
=

𝜕𝐻

𝜕𝜆1
= 𝜂𝐸𝑉 − 𝑑2𝐼𝑉−𝛼0𝑢3𝐼𝑉,  

dengan kondisi awal  

𝑆𝐻(0) = 𝑆𝐻0, 𝐸𝐻(0) = 𝐸𝐻0, 𝐼𝐻(0) = 𝐼𝐻0, 

 𝑆𝑉(0) = 𝑆𝑉0
, 𝐸𝑉(0) = 𝐸𝑉0

, 𝐼𝑉(0) = 𝐼𝑉0
. 

Persamaan costate merupakan nilai negatif dari turunan fungsi 

Hamilton (3.8) terhadap masing-masing variabel state sebagai berikut. 
𝑑𝜆1

𝑑𝑡
= −

𝜕𝐻

𝜕𝑆𝐻
= −𝑐𝜆1 + (𝜆1 − 𝜆2)[𝐾1𝜓𝐼𝑉(1 − 𝑢1) + 𝐾2𝜙𝛼𝐼𝑉(1 − 𝑢1)] +

𝜆1𝑑1, 
𝑑𝜆2

𝑑𝑡
= −

𝜕𝐻

𝜕𝐸𝐻
= −𝑐𝜆1 + 𝜆3𝛿 + 𝜆2(𝑑1 + 𝛿), 
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𝑑𝜆3

𝑑𝑡
= −

𝜕𝐻

𝜕𝐼𝐻
= −𝐶1 − 𝑐𝜆1 + 𝜆3(𝑑1 + 𝛾) + (𝜆4 − 𝜆5)𝜂𝑆𝑉(1 − 𝑢1) + 𝜆3𝑢2, 

𝑑𝜆4

𝑑𝑡
= −

𝜕𝐻

𝜕𝑆𝑉
= −𝐶2 − 𝜆4Λ𝑉(1 − 𝑢3) + 𝜂𝐼𝐻(1 − 𝑢1)(𝜆4 − 𝜆5) + 𝜆4𝑑2 +

𝜆4𝛼0𝑢3, 
𝑑𝜆5

𝑑𝑡
= −

𝜕𝐻

𝜕𝐸𝑉
= −𝐶2 − 𝜆4Λ𝑉(1 − 𝑢3) + 𝜆5(𝑑2 + 𝜇) + 𝜆5𝛼0𝑢3 − 𝜆6𝜇, 

𝑑𝜆6

𝑑𝑡
= −

𝜕𝐻

𝜕𝐼𝑉
= −𝐶2 − 𝜆4Λ𝑉(1 − 𝑢3) + (𝜆1 − 𝜆2)[𝐾1𝜓𝐼𝑉(1 − 𝑢1) +

𝐾2𝜙𝛼𝐼𝑉(1 − 𝑢1)] + 𝑑2𝜇𝜆6+𝜆6𝛼0𝑢3, 

dengan kondisi transversal 𝜆1(𝑡𝑓) = 𝜆2(𝑡𝑓) = 𝜆3(𝑡𝑓) = 𝜆4(𝑡𝑓) =

𝜆5(𝑡𝑓) = 𝜆6(𝑡𝑓) = 0. Untuk mendapatkan kontrol yang optimal, 

digunakan kondisi stasioner, yaitu 
𝜕𝐻

𝜕𝑢𝑖
= 0 dengan 𝑖 = 1,2,3. Dengan 

demikian, diperoleh 
𝜕𝐻

𝜕𝑢1
= 𝐵1𝑢1 + (𝜆1 − 𝜆2)(𝐾1𝜓𝑆𝐻𝐼𝑉 − 𝐾2𝜙𝛼𝑆𝐻𝐼𝑉) + (𝜆4 − 𝜆5)𝜂𝑆𝑉𝐼𝐻 = 0, 

𝜕𝐻

𝜕𝑢2
= 𝐵2𝑢2 − 𝜆3𝐼𝐻 = 0, 

dan 
𝜕𝐻

𝜕𝑢3
= 𝐵3𝑢3 − 𝜆4(Λ𝑉𝑁𝑉 + 𝛼0𝑆𝑉) − 𝛼0(𝜆5𝐸𝑉 + 𝜆6𝐼𝑉) = 0, 

sehingga 

𝑢1 =
(𝜆2−𝜆1)(𝐾1𝜓𝑆𝐻𝐼𝑉−𝐾2𝜙𝛼𝑆𝐻𝐼𝑉)+(𝜆5−𝜆4)𝜂𝑆𝑉𝐼𝐻

𝐵1
  

𝑢2 =
𝜆3𝐼𝐻

𝐵2
  

dan 

𝑢3 =
𝜆4(Λ𝑉𝑁𝑉+𝛼0𝑆𝑉)+𝛼0(𝜆5𝐸𝑉+𝜆6𝐼𝑉)

𝐵3
∙  

Kontrol 𝑢1
∗, 𝑢2

∗, dan 𝑢3
∗ dinyatakan sebagai berikut. 

𝑢1
∗  = max {min {1,

(𝜆2−𝜆1)(𝐾1𝜓𝑆𝐻
∗𝐼𝑉

∗−𝐾2𝜙𝛼𝑆𝐻
∗𝐼𝑉

∗)+(𝜆5−𝜆4)𝜂𝑆𝑉
∗𝐼𝐻

∗

𝐵1
} , 0}, 

𝑢2
∗  = max {min {1,

𝜆3𝐼𝐻
∗

𝐵2
} , 0}, 

dan 

𝑢3
∗  = max {min {1,

𝜆4(Λ𝑉𝑁𝑉
∗+𝛼0𝑆𝑉

∗
)+𝛼0(𝜆5𝐸𝑉

∗+𝜆6𝐼𝑉
∗
)

𝐵3
} , 0}. 

Sistem yang optimal diperoleh dengan mensubstitusikan 𝑢1
∗, 𝑢2

∗, dan 

𝑢3
∗ ke sistem persamaan state dan costate, sehingga diperoleh sistem 

yang optimal sebagai berikut. 
𝑑𝑆𝐻

∗

𝑑𝑡
= Λ𝐻 + 𝑐𝑁𝐻

∗ − 𝐾1𝜓𝑆𝐻
∗𝐼𝑉

∗(1 − 𝑢1
∗) − 𝐾2𝜙𝛼𝑆𝐻

∗𝐼𝑉
∗(1 − 𝑢1

∗) −

𝑑1𝑆𝐻
∗
, 

, 

, 
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𝑑𝐸𝐻
∗

𝑑𝑡
= 𝐾1𝜓𝑆𝐻

∗𝐼𝑉
∗(1 − 𝑢1

∗) + 𝐾2𝜙𝛼𝑆𝐻
∗𝐼𝑉

∗(1 − 𝑢1
∗) − (𝑑1 + 𝛿)𝐸𝐻

∗, 

𝑑𝐼𝐻
∗

𝑑𝑡
= 𝛿𝐸𝐻

∗ − (𝑑1 + 𝛾)𝐼𝐻
∗ − 𝑢2

∗𝐼𝐻
∗, 

𝑑𝐼𝐻
∗

𝑑𝑡
= Λ𝑉𝑁𝑉

∗(1 − 𝑢3
∗) − (1 − 𝑢1

∗)𝜂𝑆𝑉
∗𝐼𝐻

∗ − 𝑑2𝑆𝑉
∗ − 𝛼0𝑢3

∗𝑆𝑉
∗, 

𝑑𝐸𝑣
∗

𝑑𝑡
= (1 − 𝑢1

∗)𝜂𝑆𝑉
∗𝐼𝐻

∗ − (𝑑2 + 𝜇)𝐸𝑉
∗ − 𝛼0𝑢3

∗𝐸𝑉
∗, 

𝑑𝐼𝑉
∗

𝑑𝑡
= 𝜂𝐸𝑉

∗ − 𝑑2𝐼𝑉
∗−𝛼0𝑢3

∗𝐼𝑉
∗, 

𝑑𝜆1

𝑑𝑡
= −𝑐𝜆1 + (𝜆1 − 𝜆2)[𝐾1𝜓𝐼𝑉

∗(1 − 𝑢1
∗) + 𝐾2𝜙𝛼𝐼𝑉

∗(1 − 𝑢1
∗)] +

𝜆1𝑑1, 
𝑑𝜆2

𝑑𝑡
= −𝑐𝜆1 + 𝜆3𝛿 + 𝜆2(𝑑1 + 𝛿), 

𝑑𝜆3

𝑑𝑡
= −𝐶1 − 𝑐𝜆1 + 𝜆3(𝑑1 + 𝛾) + 𝜆3𝑢2

∗ + (𝜆4 − 𝜆5)𝜂𝑆𝑉
∗(1 − 𝑢1

∗), 

𝑑𝜆4

𝑑𝑡
= −𝐶2 − 𝜆4Λ𝑉(1 − 𝑢3

∗) + 𝜂𝐼𝐻
∗(1 − 𝑢1

∗)(𝜆4 − 𝜆5) + 𝜆4𝑑2 +

𝜆4𝛼0𝑢3
∗, 

𝑑𝜆5

𝑑𝑡
= −𝐶2 − 𝜆4Λ𝑉(1 − 𝑢3

∗) + 𝜆5(𝑑2 + 𝜇) + 𝜆5𝛼0𝑢3
∗ − 𝜆6, 

𝑑𝜆6

𝑑𝑡
= −𝐶2 − 𝜆4Λ𝑉(1 − 𝑢3

∗) + (𝜆1 − 𝜆2)[𝐾1𝜓𝐼𝑉
∗(1 − 𝑢1

∗) +

𝐾2𝜙𝛼𝐼𝑉
∗(1 − 𝑢1

∗)] + 𝑑2𝜇𝜆6+𝜆6𝛼0𝑢3
∗. 

 

3.4 Simulasi Numerik 

Pada subbab ini ditunjukkan simulasi numerik solusi sistem 

(2.5) dengan menggunakan metode Runge-Kutta orde 4 untuk 

mengilustrasikan hasil analisis pada subbab sebelumnya dan simulasi 

numerik penerapan kontrol optimal dengan menggunakan metode 

Sweep Maju-Mundur untuk mengetahui pengaruh kontrol pada model 

penyakit layu pinus. 

 

3.4.1 Simulasi numerik untuk 𝓡𝟎 ≤ 𝟏 

Pada simulasi ini digunakan nilai parameter Λ𝐻 = 0.02,        

𝐾1 = 0.0016, 𝐾2 = 0.0004, 𝜓 = 0.2, 𝛾 = 0.02, 𝑑1 = 0.00301,                  

𝛿 = 0.0133, 𝛼 = 0.0032, 𝜂 = 0.00305, 𝜇 = 0.01, Λ𝑉 = 0.0132, 

𝜙 = 0.0023, dan 𝑑2 = 0.117, sehingga diperoleh 

ℛ0 = √
𝛿𝜇𝜂Λ𝐻Λ𝑉(𝐾1𝜓+𝐾2𝜙𝛼)

𝑑1𝑑2
2(𝑑1+𝛾)(𝑑1+𝛿)(𝑑2+𝜇)

= 0.004177326592 < 1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



32 

 

Pada saat ℛ0 < 1 hanya terdapat satu titik kesetimbangan, yaitu titik 

kesetimbangan bebas penyakit. Berdasarkan nilai parameter tersebut, 

diperoleh nilai 𝑃0 = (6.644518272, 0, 0, 0.1128205128, 0, 0). 

Simulasi numerik dilakukan dengan tiga nilai awal, yaitu                 

𝑁1 = (40, 20, 5, 60, 10, 30), 𝑁2 = (30, 25, 15, 45, 35, 20), dan 

𝑁3 = (20, 15, 25, 50,30,35). Hasil simulasi numerik diperlihatkan 

pada Gambar 3.1. 

 
Gambar 3.1 Potret fase untuk ℛ0 < 1 

 

Gambar 3.1 menunjukkan bahwa dengan tiga nilai awal yang 

diberikan, orbit-orbit pada ruang 𝑆𝐻𝐸𝐻𝐼𝐻 menuju titik kesetimbangan 

𝑃0. Hal ini menyatakan bahwa apabila ℛ0 < 1 titik kesetimbangan 

bebas penyakit 𝑃0 bersifat stabil asimtotik global. 

Ketika masing-masing parameter Λ𝐻, Λ𝑉, dan 𝑑2 diubah 

menjadi 0.00234, 0.05686442611, dan 0.00117 diperoleh nilai ℛ0 = 1. 

Ketika ℛ0 = 1 hanya terdapat satu titik kesetimbangan, yaitu titik 

kesetimbangan bebas penyakit. Berdasarkan nilai parameter tersebut, 

diperoleh nilai 𝑃0 = (0.7774086379, 0, 0, 48.60207360, 0, 0). 

Dengan menggunakan nilai awal yang sama, yaitu 𝑁1, 𝑁2, dan 𝑁3 

diperoleh hasil simulasi numerik pada Gambar 3.2. 

Berdasarkan tiga nilai awal yang diberikan, orbit-orbit pada 

ruang 𝑆𝐻𝐸𝐻𝐼𝐻 menuju titik kesetimbangan 𝑃0. Hal ini menyatakan 

bahwa ketika ℛ0 = 1 titik kesetimbangan bebas penyakit 𝑃0 bersifat 
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stabil asimtotik global. Dengan demikian hasil simulasi numerik yang 

diperoleh mendukung hasil analisis kestabilan pada subbab 

sebelumnya bahwa apabila nilai ℛ0 ≤ 1 titik kesetimbangan 𝑃0 

bersifat stabil asimtotik global. 

 

 
Gambar 3.2 Potret fase untuk ℛ0 = 1 

 

3.4.2 Simulasi numerik untuk 𝓡𝟎 > 𝟏 

Pada simulasi ini digunakan nilai parameter Λ𝐻 = 0.002021, 

𝐾1 = 0.00166, 𝐾2 = 0.0004, 𝜓 = 0.2, 𝛾 = 0.0022, 𝑑1 =
0.0000301, 𝛿 = 0.0133, 𝛼 = 0.0032, 𝜂 = 0.00305, 𝜇 = 0.01, 

Λ𝑉 = 0.0132652, 𝜙 = 0.0023, dan 𝑑2 = 0.011764, sehingga 

diperoleh 

ℛ0 = √
𝛿𝜇𝜂Λ𝐻Λ𝑉(𝐾1𝜓+𝐾2𝜙𝛼)

𝑑1𝑑2
2(𝑑1+𝛾)(𝑑1+𝛿)(𝑑2+𝜇)

= 1.157444754 > 1. 

Ketika ℛ0 > 1 terdapat dua titik kesetimbangan, yaitu titik 

kesetimbangan bebas penyakit dan titik kesetimbangan endemik. 

Berdasarkan nilai parameter yang diberikan diperoleh nilai                  

𝑃0 = (67.14, 0, 0, 1.19, 0, 0) dan 𝑃1 = (52.65, 0.03, 0.19, 1.07, 0.029, 0.02). 

Simulasi numerik dilakukan dengan tiga nilai awal, yaitu                  𝑁1 =

(40, 20, 5, 60, 10, 30), 𝑁2 = (30, 25, 15, 45, 35, 20), dan                         

𝑁3 = (20, 15, 25, 50,30,35).  
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Gambar 3.3 Potret fase untuk ℛ0 > 1 

 

Berdasarkan Gambar 3.3, dengan tiga nilai awal yang diberikan, 

orbit-orbit pada ruang 𝑆𝐻𝐸𝐻𝐼𝐻 menuju titik kesetimbangan 𝑃1. Hasil 

simulasi numerik yang diperoleh mendukung hasil analisis kestabilan 

pada subbab sebelumnya bahwa apabila nilai ℛ0 > 1 titik 

kesetimbangan 𝑃1 bersifat stabil asimtotik global. 

 

3.4.3 Algoritma Sweep Maju-Mundur 

Metode yang digunakan dalam menyelesaikan kontrol optimal 

pada skripsi ini adalah metode Sweep Maju-Mundur dengan software 

Matlab. Pada metode ini, dilakukan diskritisasi interval [𝑡0, 𝑡𝑓] di titik 

𝑡𝑖 = 𝑡0 + 𝑖ℎ, 𝑖 = 0, 1,… , 𝑛, dengan ℎ merupakan ukuran langkah 

waktu. Variabel-variabel yang digunakan pada skripsi ini, yaitu 𝑢1, 

𝑢2, 𝑢3, 𝑆𝐻, 𝐸𝐻, 𝐼𝐻, 𝑆𝑉, 𝐸𝑉, 𝐼𝑉, 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3, 𝜆4, 𝜆5, dan 𝜆6 yang 

dinyatakan dalam bentuk 𝑢1(𝑖), 𝑢2(𝑖), 𝑢3(𝑖), 𝑆𝐻(𝑖), 𝐸𝐻(𝑖), 𝐼𝐻(𝑖), 

𝑆𝑉(𝑖), 𝐸𝑉(𝑖), 𝐼𝑉(𝑖), 𝜆1(𝑖), 𝜆2(𝑖), 𝜆3(𝑖), 𝜆4(𝑖), 𝜆5(𝑖), dan 𝜆6(𝑖), 

dengan 𝑖 = 0, 1, 2,… , 𝑛. 

Nilai variabel state 𝑆𝐻, 𝐸𝐻, 𝐼𝐻, 𝑆𝑉, 𝐸𝑉, dan 𝐼𝑉 didekati dengan 

metode Runge Kutta orde 4 langkah maju, dengan nilai awal      

𝑆𝐻(0) = 𝑆𝐻0, 𝐸𝐻(0) = 𝐸𝐻0, 𝐼𝐻(0) = 𝐼𝐻0, 𝑆𝑉(0) = 𝑆𝑉0
,          

𝐸𝑉(0) = 𝐸𝑉0
, 𝐼𝑉(0) = 𝐼𝑉0

, sedangkan variabel costate 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3, 𝜆4, 
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𝜆5, dan 𝜆6 didekati dengan metode Runge Kutta orde 4 langkah 

mundur, dengan nilai awal 𝜆1(𝑛), 𝜆2(𝑛), 𝜆3(𝑛), 𝜆4(𝑛), 𝜆5(𝑛), dan 

𝜆6(𝑛). Langkah-langkah algoritma metode Sweep Maju-Mundur 

sebagai berikut. 

Langkah 1: Membuat dugaan nilai awal 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑆𝐻(0), 𝐸𝐻(0), 

𝐼𝐻(0), 𝑆𝑉(0), 𝐸𝑉(0), 𝐼𝑉(0), 𝜆1(0), 𝜆2(0), 𝜆3(0), 𝜆4(0), 

𝜆5(0), dan 𝜆6(0). 

Langkah 2: Menggunakan kondisi awal 𝑆𝐻(0) = 𝑆𝐻0,             

𝐸𝐻(0) = 𝐸𝐻0, 𝐼𝐻(0) = 𝐼𝐻0, 𝑆𝑉(0) = 𝑆𝑉0
,              

𝐸𝑉(0) = 𝐸𝑉0
, 𝐼𝑉(0) = 𝐼𝑉0

 dan nilai awal 𝑢1, 𝑢2, dan 𝑢3 

untuk menyelesaikan persamaan state dengan langkah 

maju metode Runge Kutta orde 4. 

Langkah 3: Menggunakan kondisi transversal 𝜆1(𝑡𝑓), 𝜆2(𝑡𝑓), 

𝜆3(𝑡𝑓), 𝜆4(𝑡𝑓), 𝜆5(𝑡𝑓), dan 𝜆6(𝑡𝑓) dan nilai 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 

𝑆𝐻, 𝐸𝐻, 𝐼𝐻, 𝑆𝑉, 𝐸𝑉, 𝐼𝑉 untuk menyelesaikan persamaan 

costate dengan langkah mundur metode Runge Kutta 

orde 4. 

Langkah 4: Memeriksa konvergensi. Jika nilai error setiap variabel 

dalam iterasi saat ini dan iterasi sebelumnya kurang dari 

10−3, maka proses selesai. Jika nilai error lebih dari 

10−3, maka kembali ke langkah 2. Pada skripsi ini 

digunakan toleransi error sebesar 10−3 karena tingkat 

kesalahannya sudah sangat kecil, yaitu 10−12. 

Nilai awal yang digunakan diberikan pada Tabel 3.1 dan nilai 

parameter pada Tabel 3.2. Simulasi dilakukan dengan waktu awal    

𝑡 = 0 dan nilai akhir 𝑡𝑓 = 40 (hari). Pada masing-masing simulasi 

digunakan nilai bobot 𝐶1 = 0.01, 𝐶2 = 0.0036, 𝐵1 = 0.02, 𝐵2 = 0.3, 

dan 𝐵3 = 3. Source code program kontrol optimal model penyakit 

layu pinus dapat dilihat pada Lampiran 1. Berdasarkan Tabel 3.1 dan 

Tabel 3.2 diperoleh  

ℛ0 = √
𝛿𝜇𝜂(Λ𝐻+𝑐𝑁𝐻)Λ𝑉𝑁𝑉(𝐾1𝜓+𝐾2𝜙𝛼)

𝑑1𝑑2
2(𝑑1+𝛾)(𝑑1+𝛿)(𝑑2+𝜇)

= 234.1161495 > 1 ∙  

Hal ini menunjukkan adanya penyebaran penyakit layu pinus dan 

perlu diterapkan kontrol optimal. 
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Tabel 3.1 Nilai awal untuk simulasi numerik  

𝑆𝐻0 𝐸𝐻0 𝐼𝐻0 𝑆𝑉0
 𝐸𝑉0

 𝐼𝑉0
 

40 20 5 60 10 30 

 

Tabel 3.2 Nilai parameter untuk simulasi numerik 

Parameter Nilai  

Λ𝐻 0.002021 

𝑐 0.001241 

𝐾1 0.00166 

𝐾2 0.0004 

𝜓 2 

𝛾 0.0022 

𝛿 0.0133 

𝛼 0.0032 

𝑑1 0.0000301 

𝜂 0.00305 

𝜇 0.01 

Λ𝑉 0.0132652 

α0 0.21 

𝜙 0.0023 

d2 0.011764 

  

3.4.4 Simulasi numerik dengan kontrol 𝒖𝟐 dan 𝒖𝟑 

Simulasi ini menunjukkan perubahan jumlah subpopulasi dari 

model penyakit layu pinus sebelum dan sesudah adanya kontrol 

deforestari (𝑢2)  dan penyemprotan insektisida (𝑢3) yang diberikan 

pada Gambar 3.4. Jumlah subpopulasi 𝑆𝐻 dan  𝑆𝑉 sebelum diberikan 

kontrol 𝑢2 dan 𝑢3 mengalami penurunan jumlah subpopulasi, namun 

setelah diberikan kontrol 𝑢2 dan 𝑢3 jumlah subpopulasi 𝑆𝐻 mengalami 

kenaikan dan 𝑆𝑉 mengalami penurunan hingga akhir periode. Berbeda 

dengan subpopulasi terinfeksi  𝐸𝐻, 𝐼𝐻, 𝐸𝑉, dan 𝐼𝑉, sebelum diberikan 

kontrol 𝑢2 dan 𝑢3 mengalami kenaikan yang drastis hingga akhir 

periode, namun setelah diberikan kontrol 𝑢2 dan 𝑢3, jumlah 

subpopulasi terinfeksi  𝐼𝐻, 𝐸𝑉, dan 𝐼𝑉  mengalami penurunan yang 

signifikan hingga akhir periode, sedangkan jumlah subpopulasi 𝐸𝐻 
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juga mengalami penurunan hingga akhir periode namun kurang 

signifikan.  

 
Gambar 3.4 Simulasi numerik model penyakit layu pinus dengan 

kontrol deforestasi (𝑢2) dan penyemprotan insektisida 

(𝑢3) 

 

Profil kontrol pada Gambar 3.5 menunjukkan pemberian kontrol 

deforestasi (𝑢2) yang diberikan sebesar 0.5127 pada awal periode, 

kemudian pada waktu 𝑡 = 8 sampai 𝑡 = 29 diberikan kontrol sebesar 

0.23. Selanjutnya, pemberian kontrol 𝑢2 berangsur-angsur mengalami 

penurunan hingga akhir periode mencapai nol, sedangkan pemberian 

kontrol penyemprotan insektisida (𝑢3) diberikan sebesar 0.4417 pada 

awal periode dan berangsur-angsur mengalami penurunan hingga 

akhir periode mencapai nol. Hal ini menunjukkan tidak ada lagi 

kontrol 𝑢2 dan 𝑢3 pada akhir periode, sehingga subpopulasi 𝑆𝐻 

mengalami penurunan secara perlahan pada akhir periode dan 

subpopulasi 𝐸𝐻, 𝐼𝐻,  𝑆𝑉, 𝐸𝑉, dan 𝐼𝑉 mengalami kenaikan secara 

perlahan pada akhir periode.  
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Gambar 3.5 Profil kontrol optimal menggunakan kontrol deforestasi 

(𝑢2) dan penyemprotan insektisida (𝑢3) 

 

Secara keseluruhan pemberian kontrol 𝑢2 dan 𝑢3 efektif untuk 

menurunkan jumlah subpopulasi pohon pinus terinfeksi, vektor rentan, 

vektor exposed, dan vektor terinfeksi, namun kurang efektif untuk 

menurunkan jumlah subpopulasi pohon pinus exposed dan menaikkan 

jumlah subpopulasi pohon pinus rentan. 

 

3.4.5 Simulasi numerik dengan kontrol 𝒖𝟏 dan 𝒖𝟑 

Simulasi pada Gambar 3.6 menunjukkan perubahan jumlah 

subpopulasi dari model penyakit layu pinus  sebelum dan sesudah 

adanya kontrol vaksinasi dan injeksi insekstisida (𝑢1) dan 

penyemprotan insektisida (𝑢3). Jumlah subpopulasi terinfeksi  𝐸𝐻, 𝐼𝐻, 

𝐸𝑉, dan 𝐼𝑉  mengalami kenaikan yang drastis hingga akhir periode 

sebelum diberikan kontrol 𝑢2 dan 𝑢3, namun setelah diberikan kontrol 

𝑢2 dan 𝑢3, jumlah subpopulasi 𝐸𝐻, 𝐸𝑉, dan 𝐼𝑉  mengalami penurunan 

yang signifikan hingga akhir periode dan jumlah subpopulasi 𝐼𝐻 juga 

mengalami penurunan hingga akhir periode, namun kurang signifikan. 

Berbeda dengan subpopulasi 𝑆𝐻 dan  𝑆𝑉, sebelum diberikan kontrol 𝑢2 

dan 𝑢3 mengalami penurunan jumlah subpopulasi, namun setelah 

diberikan kontrol 𝑢2 dan 𝑢3 jumlah subpopulasi 𝑆𝐻 mengalami 

kenaikan dan 𝑆𝑉 mengalami penurunan hingga akhir periode. 
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Gambar 3.6 Simulasi numerik model penyakit layu pinus dengan 

kontrol vaksinasi dan injeksi insektisida (𝑢1) dan 

penyemprotan insektisida (𝑢3) 

 

Pada Gambar 3.7 ditunjukkan profil kontrol dengan pemberian 

kontrol vaksinasi dan injeksi insektisida (𝑢1) diberikan secara 

maksimal hingga 𝑡 =17, kemudian berangsur-angsur mengalami 

penurunan hingga akhir periode mencapai nol, sedangkan pemberian 

kontrol penyemprotan insektisida (𝑢3) diberikan sebesar 0.42 pada 

awal periode dan berangsur-angsur mengalami penurunan hingga 

akhir periode mencapai nol. Hal ini menunjukkan tidak ada lagi 

kontrol 𝑢1 dan 𝑢3 pada akhir periode, sehingga subpopulasi 𝑆𝐻 

mengalami penurunan secara perlahan pada akhir periode dan 

subpopulasi 𝐸𝐻, 𝐼𝐻, 𝑆𝑉, 𝐸𝑉, dan 𝐼𝑉 mengalami kenaikan secara 

perlahan pada akhir periode.  
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Gambar 3.7 Profil kontrol optimal menggunakan kontrol vaksinasi 

dan injeksi insektisida (𝑢1) dan penyemprotan 

insektisida (𝑢3) 

 

Secara keseluruhan pemberian kontrol 𝑢1 dan 𝑢3 kurang efektif 

untuk menurunkan jumlah subpopulasi pohon pinus terinfeksi, namun 

pemberian kontrol 𝑢1 dan 𝑢3 efektif untuk menaikkan jumlah 

subpopulasi pohon pinus rentan dan menurunkan jumlah subpopulasi 

pohon pinus exposed, vektor rentan, vektor exposed, dan vektor 

terinfeksi.  

 

3.4.6 Simulasi numerik dengan kontrol 𝒖𝟏 dan 𝒖𝟐 

Pada simulasi ini ditunjukkan perubahan jumlah subpopulasi 

dari model penyakit layu pinus  sebelum dan sesudah adanya kontrol 

vaksinasi dan injeksi insekstisida (𝑢1)  dan deforestasi (𝑢2)  yang 

diberikan pada Gambar 3.8. Jumlah subpopulasi terinfeksi  𝐸𝐻, 𝐼𝐻, 𝐸𝑉, 

dan 𝐼𝑉  mengalami kenaikan yang drastis hingga akhir periode 

sebelum diberikan kontrol 𝑢1 dan 𝑢2, namun setelah diberikan kontrol 

𝑢1 dan 𝑢2, jumlah subpopulasi terinfeksi  𝐸𝐻 dan 𝐼𝐻  mengalami 

penurunan yang signifikan hingga akhir periode, sedangkan 

subpopulasi  𝐸𝑉 dan 𝐼𝑉 juga mengalami penurunan, namun kurang 

signifikan. Berbeda dengan subpopulasi 𝑆𝐻 dan  𝑆𝑉, sebelum diberikan 

kontrol 𝑢1 dan 𝑢2 mengalami penurunan jumlah subpopulasi, namun 
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setelah diberikan kontrol 𝑢1 dan 𝑢2 jumlah subpopulasi 𝑆𝐻 dan 𝑆𝑉 

mengalami kenaikan hingga akhir periode. 

 
Gambar 3.8 Simulasi numerik model penyakit layu pinus dengan 

kontrol vaksinasi dan injeksi insektisida (𝑢1) dan 

deforestasi (𝑢2) 

 

Berdasarkan Gambar 3.9, pemberian kontrol vaksinasi dan 

injeksi insektisida (𝑢1) diberikan secara maksimal hingga 𝑡 = 8, 

kemudian mengalami penurunan yang drastis hingga akhir periode 

mencapai nol, sedangkan pemberian kontrol deforestasi (𝑢2) diberikan 

sebesar 0.51 pada awal periode, kemudian pada waktu 𝑡 = 10 sampai 

𝑡 = 30 diberikan kontrol sebesar 0.2. Selanjutnya, pemberian kontrol 

𝑢2 berangsur-angsur mengalami penurunan hingga akhir periode 

mencapai nol. Hal ini menunjukkan tidak ada lagi kontrol 𝑢1 dan 𝑢2 

pada akhir periode, sehingga subpopulasi 𝑆𝐻 dan 𝑆𝑉  mengalami 

penurunan secara perlahan pada akhir periode dan subpopulasi 𝐸𝐻, 𝐼𝐻, 

𝐸𝑉, dan 𝐼𝑉 mengalami kenaikan secara perlahan pada akhir periode.  
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Gambar 3.9 Profil kontrol optimal menggunakan kontrol vaksinasi 

dan injeksi insektisida (𝑢1) dan deforestasi (𝑢2) 

 

Secara keseluruhan pemberian kontrol 𝑢1 dan 𝑢2 kurang efektif 

untuk menurunkan jumlah subpopulasi vektor rentan, vektor exposed, 

dan vektor terinfeksi, namun pemberian kontrol 𝑢1 dan 𝑢2 efektif 

untuk menaikkan jumlah subpopulasi pohon pinus rentan dan 

menurunkan jumlah subpopulasi pohon pinus exposed dan pohon 

pinus terinfeksi.  

 

3.4.7 Simulasi numerik dengan kontrol 𝒖𝟏, 𝒖𝟐, dan 𝒖𝟑 

Simulasi pada Gambar 3.10 menunjukkan perubahan jumlah 

subpopulasi dari model penyakit layu pinus  sebelum dan sesudah 

adanya kontrol vaksinasi dan injeksi insekstisida (𝑢1), deforestasi 

(𝑢2), dan penyemprotan insektisida  (𝑢3). Sebelum diberikan kontrol 

𝑢1, 𝑢2, dan 𝑢3, jumlah subpopulasi terinfeksi  𝐸𝐻, 𝐼𝐻, 𝐸𝑉, dan 𝐼𝑉  

mengalami kenaikan yang drastis hingga akhir periode, namun setelah 

diberikan kontrol 𝑢1, 𝑢2 dan 𝑢3, jumlah subpopulasi terinfeksi  𝐸𝐻, 𝐼𝐻, 

𝐸𝑉, dan 𝐼𝑉  mengalami penurunan yang signifikan hingga akhir 

periode. Berbeda dengan subpopulasi 𝑆𝐻 dan  𝑆𝑉, sebelum diberikan 

kontrol 𝑢1, 𝑢2, dan 𝑢3 mengalami penurunan jumlah subpopulasi, 

namun setelah diberikan kontrol 𝑢1, 𝑢2, dan 𝑢3 jumlah subpopulasi 𝑆𝐻 
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mengalami kenaikan dan 𝑆𝑉 mengalami penurunan hingga akhir 

periode. 

 
Gambar 3.10 Simulasi numerik model penyakit layu pinus dengan 

kontrol vaksinasi dan injeksi insektisida (𝑢1), 

deforestasi (𝑢2), dan penyemprotan insektisida (𝑢3) 

 

Pemberian kontrol vaksinasi dan injeksi insektisida (𝑢1) 

diberikan secara maksimal hingga 𝑡 = 2, sedangkan pemberian 

kontrol deforestasi (𝑢2) diberikan sebesar 0.5117 pada awal periode, 

kemudian pada waktu 𝑡 = 10 sampai 𝑡 = 30 diberikan kontrol 𝑢2 

sebesar 0.2 dan pemberian kontrol penyemprotan insektisida (𝑢3) 

diberikan sebesar 0.43 pada awal periode. Selanjutnya, pemberian 

kontrol 𝑢1, 𝑢2, dan 𝑢3 berangsur-angsur mengalami penurunan hingga 

akhir periode mencapai nol seperti yang ditunjukkan pada Gambar 

3.11. Hal ini menunjukkan tidak ada lagi kontrol 𝑢1, 𝑢2, dan 𝑢3 pada 

akhir periode, sehingga subpopulasi 𝑆𝐻 mengalami penurunan secara 

perlahan pada akhir periode dan subpopulasi 𝐸𝐻, 𝐼𝐻, 𝑆𝑉, 𝐸𝑉, dan 𝐼𝑉 

mengalami kenaikan secara perlahan pada akhir periode. Secara 
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keseluruhan pemberian kontrol 𝑢1, 𝑢2, dan 𝑢3 efektif untuk 

menurunkan jumlah subpopulasi pohon pinus exposed, pohon pinus 

terinfeksi, vektor rentan, vektor exposed, dan vektor terinfeksi, serta 

menaikkan jumlah subpopulasi pohon pinus rentan. 

 
Gambar 3.11 Profil kontrol optimal menggunakan kontrol vaksinasi 

dan injeksi insektisida (𝑢1), deforestasi (𝑢2), dan 

penyemprotan insektisida (𝑢3) 

 

Untuk menentukan strategi kontrol yang paling efektif  dapat 

dilihat dari nilai fungsi tujuan kontrol optimal (𝐽(𝑢⃗⃗)). Berdasarkan 

Gambar 3.12, nilai 𝐽(𝑢⃗⃗)  selama 40 hari ketika digunakan kontrol 𝑢1 

dan 𝑢2, 𝑢1 dan 𝑢3, 𝑢2 dan 𝑢3, serta 𝑢1, 𝑢2, dan 𝑢3 masing-masing 

sebesar 15.9250, 12.1561, 9.26,  serta 9.2151. Tujuan utama dari 

penerapan kontrol optimal model penyakit layu pinus, yaitu 

meminimumkan fungsi tujuan. Dengan demikian dapat disimpulkan 

bahwa nilai fungsi tujuan ketika diterapkan kontrol 𝑢1, 𝑢2, dan 𝑢3 

memiliki nilai yang paling minimum, sehingga penerapan kontrol 𝑢1, 

𝑢2, dan 𝑢3 paling efektif untuk menaikkan jumlah subpopulasi pohon 

pinus rentan dan menurunkan jumlah subpopulasi pohon pinus 

exposed, pohon pinus terinfeksi, vektor rentan, vektor exposed, dan 

vektor terinfeksi. 
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Gambar 3.12 Simulasi numerik fungsi tujuan kontrol optimal 

 

 

 

 

 

 

 

 

  
 

 

  

𝐽(𝑢1, 𝑢2) 
𝐽(𝑢1, 𝑢3) 

𝐽(𝑢2, 𝑢3) 

𝐽(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) 
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BAB IV 

PENUTUP 

Berdasarkan pembahasan pada skripsi ini, dapat disimpulkan 

sebagai berikut. 

1. Model penyakit layu pinus memiliki 2 titik kesetimbangan, 

yaitu titik kesetimbangan bebas penyakit (𝑃0) dan titik 

kesetimbangan endemik (𝑃1). Titik kesetimbangan 𝑃0 selalu 

eksis dan bersifat stabil asimtotik global apabila nilai 𝑅0 ≤ 1, 

sedangkan titik kesetimbangan 𝐸1 eksis dan bersifat stabil 

asimtotik global apabila nilai 𝑅0 > 1. 

2. Penyelesaian masalah kontrol optimal dilakukan dengan 

membentuk fungsi Hamilton untuk mendapatkan sistem yang 

optimal sesuai dengan prinsip maksimum Pontryagin yang 

memenuhi persamaan state, costate, dan kondisi stasioner. 

3. Hasil simulasi numerik menunjukkan perilaku solusi model 

penyakit layu pinus bersifat stabil asimtotik global sesuai 

dengan hasil analisis. Pemberian kontrol injeksi insektisida dan 

vaksinasi (𝑢1), deforestasi (𝑢2), dan penyemprotan insektisida 

(𝑢3) secara bersamaan memberikan hasil yang paling efektif, 

yaitu mampu memaksimalkan jumlah subpopulasi pohon pinus 

rentan dan meminimalkan jumlah subpopulasi pohon pinus 

exposed, pohon pinus terinfeksi, vektor rentan, vektor exposed, 

dan vektor terinfeksi dengan biaya minimum. 
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Lampiran 

Lampiran 1. Program Matlab model penyakit layu pinus dengan 

kontrol dan tanpa kontrol  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

function 

dy=st(y,u1,u2,u3,etah,c,kk1,ksi,kk2,tsi,alf,d1,d

elta,gam,etav,eta,d2,alfanol,miu) 

  

x(1)=etah+c*(y(1)+y(2)+y(3))-

kk1*ksi*y(1)*y(6)+kk1*ksi*y(1)*y(6)*u1-

kk2*tsi*alf*y(1)*y(6)+kk2*tsi*alf*y(1)*y(6

)*u1-d1*y(1); 

x(2)=kk1*ksi*y(1)*y(6)-

kk1*ksi*y(1)*y(6)*u1+kk2*tsi*alf*y(1)*y(6)

-kk2*tsi*alf*y(1)*y(6)*u1-(d1+delta)*y(2); 

x(3)=delta*y(2)-(d1+gam)*y(3)-u2*y(3); 

x(4)=(etav*(y(4)+y(5)+y(6))*(1-u3))-

eta*y(4)*y(3)*(1-u1)-d2*y(4)-

alfanol*u3*y(4); 

x(5)=eta*y(4)*y(3)*(1-u1)-(d2+miu)*y(5)-

alfanol*u3*y(5); 

x(6)=miu*y(5)-d2*y(6)-alfanol*u3*y(6); 

  

dy=[x(1) x(2) x(3) x(4) x(5) x(6)]; 

function 

dg=co(y,SH,IH,SV,IV,c1,c2,u1,u2,u3,c,kk1,ksi,kk2

,tsi,alf,d1,delta,gam,etav,eta,d2,alfanol,miu) 

g1=y(1); g2=y(2); g3=y(3); g4=y(4); g5=y(5); 

g6=y(6); 

x(1)=((kk1*ksi*IV-kk1*ksi*IV*u1)+kk2*tsi*alf*IV-

kk2*tsi*alf*IV*u1)*(g1-g2)+g1*d1-c*g1; 

x(2)=g2*(d1+delta)-g3*delta-g1*c; 

x(3)=g3*(d1+gam)+g3*u2+(g4-g5)*eta*SV* 

(1-u1)-g1*c-c1; 

x(4)=-c2-g4*etav*(1-u3)+eta*IH*(1-u1)* 

(g4-g5)+g4*d2+g4*alfanol*u3; 

x(5)=-c2-g4*etav*(1-u3)+g5*(d2+miu)+ 

g5*alfanol*u3-g6*miu; 
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x(6)=-c2-g4*etav*(1-u3)+(kk1*ksi*SH*(1-

u1)+kk2*tsi*alf*SH*(1-u1))*(g1-

g2)+d2*miu*g6+alfanol*u3*g6; 

  

dg=[x(1) x(2) x(3) x(4) x(5) x(6)]; 

 

 

 
clear all; 

clc; 

tic 

  

SH0=40; EH0=20; IH0=5; SV0=60; EV0=30; IV0=10; 

etah=0.002021; 

c=0.001241; 

kk1=0.00166; 

kk2=0.0004; 

ksi=2; 

gam=0.00220; 

d1=0.0000301; 

delta=0.0133; 

alf=0.0032; 

eta=0.00305; 

miu=0.01; 

etav=0.0132652; 

alfanol=0.21; 

tsi=0.0023; 

d2=0.011764; 

u1max=1; u2max=1; u3max=1; 

  

c1=0.01; c2=0.0036; b1=0.02; b2=0.3; b3=3; 

h=0.01; 

t=0:h:40; 

N=length(t); 

  

u1=zeros(N,1); u1o=zeros(N,1); 

u2=zeros(N,1); u2o=zeros(N,1); 

u3=zeros(N,1); u3o=zeros(N,1); 

  

SH=zeros(N,1); SHo=zeros(N,1); 

EH=zeros(N,1); EHo=zeros(N,1); 

IH=zeros(N,1); IHo=zeros(N,1); 
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SV=zeros(N,1); SVo=zeros(N,1); 

EV=zeros(N,1); EVo=zeros(N,1); 

IV=zeros(N,1); IVo=zeros(N,1); 

 

g1=zeros(N,1); g1o=zeros(N,1); 

g2=zeros(N,1); g2o=zeros(N,1); 

g3=zeros(N,1); g3o=zeros(N,1); 

g4=zeros(N,1); g4o=zeros(N,1); 

g5=zeros(N,1); g5o=zeros(N,1); 

g6=zeros(N,1); g6o=zeros(N,1); 

  

tes=1; 

it=0; 

J(1)=0; 

  

while tes>1e-3 

    u1o=u1; u2o=u2; u3o=u3; 

SHo=SH; EHo=EH; IHo=IH; SVo=SV; EVo=EV; 

IVo=IV; 

g1o=g1; g2o=g2; g3o=g3; g4o=g4; g5o=g5; 

g6o=g6;  

SH(1)=SH0; EH(1)=EH0; IH(1)=IH0; SV(1)=SV0; 

EV(1)=EV0; IV(1)=IV0; 

      

    for i=1:N-1 

        y=[SH(i) EH(i) IH(i) SV(i) EV(i) IV(i)]; 

      

k11=h*st(y,u1o(i),u2o(i),u3o(i),etah,c,kk 

1,ksi,kk2,tsi,alf,d1,delta,gam,etav,eta,d

2,alfanol,miu); 

k12=h*st(y+0.5*k11,u1o(i),u2o(i),u3o(i),etah

,c,kk1,ksi,kk2,tsi,alf,d1,delta,gam,etav,

eta,d2,alfanol,miu); 

k13=h*st(y+0.5*k12,u1o(i),u2o(i),u3o(i),etah

,c,kk1,ksi,kk2,tsi,alf,d1,delta,gam,etav,

eta,d2,alfanol,miu); 

k14=h*st(y+k13,u1o(i),u2o(i),u3o(i),etah,c,k

k1,ksi,kk2,tsi,alf,d1,delta,gam,etav,eta,

d2,alfanol,miu); 

y=y+(1/6)*(k11+2*k12+2*k13+k14); 

SH(i+1)=y(1); 

EH(i+1)=y(2); 
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IH(i+1)=y(3); 

        SV(i+1)=y(4); 

        EV(i+1)=y(5); 

        IV(i+1)=y(6); 

J(i+1)=J(it+1)+h*(c1*IH(i)+c2*(SV(i)+EV(i

)+IV(i))+0.5*(b1*u1o(i)^2+b2*u2o(i)^2+b3*

u3o(i)^2)); 

    end     

     

    if it==0 

        figure(1) 

        subplot(3,2,1) 

        plot(t,SH,'b','LineWidth',2); 

        hold on; 

         

        subplot(3,2,2) 

        plot(t,EH,'b','LineWidth',2); 

        hold on; 

         

        subplot(3,2,3) 

        plot(t,IH,'b','LineWidth',2); 

        hold on; 

         

        subplot(3,2,4) 

        plot(t,SV,'b','LineWidth',2); 

        hold on; 

 

subplot(3,2,5) 
        plot(t,EV,'b','LineWidth',2); 
        hold on; 

         
        subplot(3,2,6) 
        plot(t,IV,'b','LineWidth',2); 
        hold on; 
    end 

g1(N)=0; g2(N)=0; g3(N)=0; g4(N)=0; g5(N)=0; 

g6(N)=0; 
    u1(N)=0; u2(N)=0; u3(N)=0; 

 
    for i=1:N-1 
        je=N-i; 
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y=[g1(je+1) g2(je+1) g3(je+1) g4(je+1) g5(je+1)  

g6(je+1)]; 
        

k21=h*co(y,SH(je+1),IH(je+1),SV(je+1),IV(je+1) 

,c1,c2,u1o(je+1),u2o(je+1),u3o(je+1),c,kk1,k

si,kk2,tsi,alf,d1,delta,gam,etav,eta,d2,alfa

nol,miu); 
        

k22=h*co(y+0.5*k21,SH(je+1),IH(je+1),SV(je+1),IV 

(je+1),c1,c2,u1o(je+1),u2o(je+1),u3o(je+1),c

,kk1,ksi,kk2,tsi,alf,d1,delta,gam,etav,eta,d

2,alfanol,miu); 
        

k23=h*co(y+0.5*k22,SH(je+1),IH(je+1),SV(je+1), 

IV(je+1),c1,c2,u1o(je+1),u2o(je+1),u3o(je+1)

,c,kk1,ksi,kk2,tsi,alf,d1,delta,gam,etav,eta

,d2,alfanol,miu); 
        

k24=h*co(y+k23,SH(je+1),IH(je+1),SV(je+1), 

IV(je+1),c1,c2,u1o(je+1),u2o(je+1),u3o(je+1)

,c,kk1,ksi,kk2,tsi,alf,d1,delta,gam,etav,eta

,d2,alfanol,miu); 
y=y-(1/6)*(k21+2*k22+2*k23+k24); 
g1(je)=y(1); 
g2(je)=y(2); 

g3(je)=y(3); 
g4(je)=y(4); 
g5(je)=y(5); 
g6(je)=y(6); 

 
temp1=max([0 ((g2(je)-

g1(je))*(kk1*ksi*SH(je)*IV(je)+kk2*eta*alf

*SH(je)*IV(je))+(g5(je)-

g4(je))*eta*SV(je)*IH(je))/b1]); 
u1(je)=min([temp1 u1max]); 
temp2=max([0 (g3(je)*IH(je))/b2]); 
u2(je)=min([temp2 u2max]); 

temp3=max([0 

(g4(je)*(etav*(SV(je)+EV(je)+IV(je))+alfan

ol*SV(je))+alfanol*(g5(je)*EV(je)+g6(je)*I

V(je)))/b3]); 
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u3(je)=min([temp3 u3max]);      
end 

     
    eSH=sum(abs(SH-SHo)); 
    eEH=sum(abs(EH-EHo)); 
    eIH=sum(abs(IH-IHo)); 
    eSV=sum(abs(SV-SVo)); 
    eEV=sum(abs(EV-EVo)); 
    eIV=sum(abs(IV-IVo)); 

     
    eg1=sum(abs(g1-g1o)); 
    eg2=sum(abs(g2-g2o)); 
    eg3=sum(abs(g3-g3o)); 
    eg4=sum(abs(g4-g4o)); 
    eg5=sum(abs(g5-g5o)); 
    eg6=sum(abs(g6-g6o)); 

 
eu1=sum(abs(u1-u1o)); 

    eu2=sum(abs(u2-u2o)); 
    eu3=sum(abs(u3-u3o));    

 

tes=eSH+eEH+eIH+eSV+eEV+eIV+eg1+eg2+eg3+eg4+

eg5+eg6+eu1+eu2+eu3; 
    it=it+1; 

 

u1=(0.5*u1+0.5*u1o); 
u2=(0.5*u2+0.5*u2o); 
u3=(0.5*u3+0.5*u3o); 

end 

 

figure(1) 
subplot(3,2,1) 
plot(t,SH,'g--','Linewidth',3); 
xlabel('Time (days)'); 
ylabel('S_H(t)'); 
legend('S_H Tanpa Kontrol', 'S_H dengan 

Kontrol'); 

grid on; hold on; 
 

subplot(3,2,2) 
plot(t,EH,'g--','Linewidth',3); 
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xlabel('Time (days)'); 
ylabel('E_H(t)'); 
legend('E_H Tanpa Kontrol', 'E_H dengan 

Kontrol'); 
grid on; hold on; 

  
subplot(3,2,3) 
plot(t,IH,'g--','Linewidth',3); 
xlabel('Time (days)'); 
ylabel('I_H(t)'); 
legend('I_H Tanpa Kontrol', 'I_H dengan 

Kontrol'); 
grid on; hold on; 

  
subplot(3,2,4) 
plot(t,SV,'g--','Linewidth',3); 
xlabel('Time (days)'); 
ylabel('SV(t)'); 
legend('SV Tanpa Kontrol', 'SV dengan Kontrol'); 
grid on; hold on; 

 
subplot(3,2,5) 
plot(t,EV,'g--','Linewidth',3); 
xlabel('Time (days)'); 
ylabel('E_V(t)'); 
legend('E_V Tanpa Kontrol', 'E_V dengan 

Kontrol'); 

grid on; hold on; 

  
subplot(3,2,6) 
plot(t,IV,'g--','Linewidth',3); 
xlabel('Time (days)'); 
ylabel('I_V(t)'); 
legend('I_V Tanpa Kontrol', 'I_V dengan 

Kontrol'); 
grid on; hold on; 

  
figure (2) 
plot(t,u1,'b','LineWidth',4); 
hold on; 

plot(t,u2,'r','LineWidth',4); 
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hold on; 

plot(t,u3,'g','LineWidth',4); 
xlabel('Time (days)'); 

legend('u_1','u_2','u_3'); 
grid on; 
 

plot(t,J, 'g','LineWidth',3); 
xlabel('Time (days)'); 

legend('Fungsi tujuan J(u_1,u_2,u_3’); 
grid on; 

 
toc 
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