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Ring dan Anti Ring Fuzzy Dengan Operator 

ABSTRAK 

Seiring berkembangnya konsep grup, teori ring juga mengalami 

perkembangan, salah satunya adalah ring fuzzy dengan operator. 

Pada skripsi ini akan dibahas mengenai teori dari ring fuzzy dan anti 

ring fuzzy dengan operator, ideal fuzzy dan anti ideal fuzzy dengan 

operator, homomorfisma fuzzy dengan operator dan beberapa 

sifatnya.  

 

Kata Kunci: ring fuzzy, ring fuzzy dengan operator, ideal fuzzy 

dengan operator, anti ideal fuzzy, dan homomorfisma. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



viii 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



ix 
 

 

Ring and Anti Fuzzy Ring With Operators 

ABSTRACT 

As the group concept evolved, ring theory also developed, one of 

which was a fuzzy ring with operators.  In this final project, we 

studied the theory of fuzzy ring and anti fuzzy ring with operators, 

fuzzy ideal and anti fuzzy ideal with operators, fuzzy homomorphism 

with operators etc., and their some elementary properties.  

 

Keywords: fuzzy rings, fuzzy ring with operators, fuzzy ideal with 

operators, anti fuzzy ideal, and homomorphism. 
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Simbol Keterangan 

      pemetaan dari A ke B 

          pemetaan dari X  ke interval tertutup 0 

sampai 1 

   himpunan bilangan bulat modulo n 

   komplemen himpunan fuzzy   

max nilai terbesar 
min nilai terkecil 

Sup supremum (batas atas terkecil) 

Inf infimum (batas bawah terkecil) 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1  Latar Belakang 

  

 Struktur aljabar merupakan salah satu ilmu matematika 

yang mengalami perkembangan pesat. Struktur aljabar adalah suatu 
himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan satu atau lebih operasi 

biner dan memenuhi aksioma-aksioma tertentu. Pada struktur aljabar 

dibahas grup dan ring. Grup adalah suatu himpunan tak kosong 
dengan satu operasi biner, sedangkan ring adalah himpunan tak 

kosong yang disertai dengan dua operasi biner yang masing-masing 

memenuhi aksioma-aksioma tertentu. Dalam ring terdapat subring 
dan ideal. 

 Himpunan fuzzy adalah sebuah himpunan yang 

anggotanya memiliki derajat keanggotaan tertentu yang ditentukan 

oleh fungsi keanggotaan. Derajat keanggotaan tersebut adalah 

bilangan real pada interval   sampai dengan  . Himpunan fuzzy 

pertama kali diperkenalkan oleh Zadeh (1965). Karena konsep ini, 

teori himpunan fuzzy terus berkembang dan diterapkan di berbagai 
bidang. Rosenfeld (1971) menerapkan konsep ini ke teori grupoid 

dan grup. Pada tahun 1982, Liu memperkenalkan konsep dari ring 

fuzzy. Ren (1985) membahas ideal fuzzy dan ring faktor.  

Pada skripsi ini dibahas kembali teori dari ring fuzzy dan 
konsep dari ring fuzzy dengan operator, ideal fuzzy, dan anti ideal 

fuzzy dengan operator, homomorfisma  dan  sifat dasar yang terkait 

yang merujuk pada artikel yang berjudul Fuzzy Rings and Anti Fuzzy 
Rings With Operators yang ditulis oleh M. Z. Alam (2015).  
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1.2 Rumusan Masalah 

 

Berdasarkan latar belakang tersebut, permasalahan yang 

akan dibahas pada skripsi ini adalah bagaimana sifat-sifat  ring 

fuzzy dan anti ring fuzzy dengan operator? 

 

1.3 Tujuan  

Berdasarkan rumusan masalah tersebut, tujuan penulisan skripsi 

ini adalah untuk membahas sifat-sifat ring fuzzy dan anti ring fuzzy 

dengan operator 
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BAB II 

DASAR TEORI 

 
Pada bab ini akan diuraikan dasar teori yang berkaitan 

dengan pembahasan skripsi yaitu relasi, pemetaan, grup, ring, ring 

dengan operator, himpunan fuzzy, dan penerapan himpunan fuzzy 

pada struktur aljabar.  

2.1 Pemetaan dan Operasi Biner 

Konsep dasar pertama yang diberikan adalah teori pemetaan 

dan operasi biner. Masing-masing definisi dan contoh yang diberikan 
dirujuk dari Bhattacharya, dkk (1995). 

 

Definisi 2.1.1 (Hasil Kali Kartesius) 

Misalkan   dan   masing-masing adalah himpunan tak kosong. 

Himpunan pasangan terurut       dengan     dan     disebut 

hasil kali kartesius dari   dan  , dinotasikan sebagai berikut 

                    

Contoh 2.1.2 

Diberikan himpunan         dan          . Hasil kali kartesius 

dari   dan   adalah 

                                          

                                          

Definisi 2.1.3 (Relasi) 

Misalkan   dan   masing-masing adalah himpunan tak kosong.   

disebut relasi dari   ke   jika   merupakan himpunan bagian dari 

   .  

Jika        , maka x disebut berelasi   dengan  , dinotasikan 

   , ditulis sebagai berikut 

                  

Contoh 2.1.4 

Diberikan himpunan   dan    berdasarkan Contoh 2.1.2. Akan 

dibuktikan                 adalah relasi    . 

 

Bukti : 

Berdasakan pada Contoh 2.1.2 yang telah diberikan, himpunan 

                   . Jadi terbkti   adalah relasi dari    . 
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Definisi 2.1.5 (Pemetaan ) 

Misalkan    dan   masing-masing adalah himpunan tak kosong. 

         dari A ke B disebut pemetaan (fungsi) dari   ke   jika 

untuk setiap     berelasi dengan tepat satu     sedemikian 

sehingga       . Pemetaan   dari himpunan   ke himpunan  , 

dapat ditulis,  

       

                   

Jika      , maka             . Dan jika            , maka  

      ,   ,      . 

 

Contoh 2.1.6 

Diberikan   adalah himpunan bilangan bulat. Didefinisikan relasi  

      
                . 

Akan dibuktikan   merupakan pemetaan.  

 

Bukti: 

Akan ditunjukkan   adalah pemetaan . 

Ambil sebarang   ,        
      

  
    

  
            

Sehingga terbukti   adalah pemetaan. 

 

Definisi 2.1.7 (Operasi Biner) 

Misalkan   adalah suatu himpunan tidak kosong. Operasi biner  
 pada himpunan   adalah pemetaan dari     ke  . Operasi biner   

pada   dinotasikan sebagai berikut 

           

          

Contoh 2.1.8 

Diberikan   adalah himpunan bilangan asli yang disertai operasi 

penjumlahan. Akan dibuktikan bahwa operasi penjumlahan pada   
merupakan operasi biner.  
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Bukti : 

         

          

Untuk setiap       , terdapat       , sehingga operasi 

penjumlahan pada   merupakan operasi biner.  

2.2 Himpunan Terbatas 

Himpunan adalah kumpulan benda-benda dan unsur-unsur 

yang didefinisikan dengan jelas. Suatu himpunan dikatakan terbatas 
jika himpunan tersebut memiliki batas atas dan batas bawah. Berikut 

diberikan definisi himpunan terbatas, supremum dan infimum yang 

dikutip dari Hunter (2014).  
 

Definisi 2.2.1 (Himpunan Terbatas) 

Suatu himpunan     dari bilangan real adalah terbatas ke atas  

jika terdapat suatu bilangan real    , sedemikian sehingga  

    untuk setiap    . Bilangan   demikian disebut batas atas 

dari  . Demikian pula jika terdapat suatu bilangan real    , 

sedemikian sehingga      untuk setiap    , maka A disebut 

terbatas ke bawah dan   disebut batas bawah dari  .  Suatu 
himpunan dikatakan  terbatas jika himpunan tersebut terbatas ke atas 

dan ke bawah. 

 

Contoh 2.2.2 

Diberikan himpunan              . Semua bilangan real 

    adalah batas atas dari   dan semua bilangan real     

merupakan batas bawah dari  . Sehingga   merupakan himpunan 
terbatas.  

 

Definisi 2.2.3 (Supremum dan Infimum) 

Diberikan himpunan bilangan real   dan    .  

I. Jika     adalah batas atas dari   sedemikian sehingga 

     untuk setiap batas atas    dari   , maka   disebut 

batas atas terkecil atau supremum dari  , dinotasikan 
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II. Jika     adalah batas bawah dari   sedemikian sehingga 

     untuk setiap batas bawah    dari   , maka   disebut 

batas bawah terbesar atau infimum dari  , dinotasikan 

       

Contoh 2.2.4 

Diberikan himpunan               sesuai dengan Contoh 

2.2.2. Diketahui semua bilangan real     adalah batas atas dari   

dan yang terkecil adalah   sehingga supremum dari   adalah  . 

Diketahui pula semua bilangan real     merupakan batas bawah 

dari   dan yang terbesar adalah 0 sehingga infimum dari   adalah 0.   

 

2.3  Grup  

Grupoid adalah suatu himpunan tak kosong yang dilengkapi 

dengan operasi biner dan bersifat tertutup. Sedangkan semigrup 
adalah suatu himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan operasi 

biner dan memenuhi aksioma tertentu. Berikut akan diberikan 

definisi semigrup, grup, grup komutatif, subgrup dan teorema 

subgrup yang dikutip dari Bhattacharya, dkk (1995). 

Definisi 2.3.1 (Grupoid) 

Misalkan   adalah himpunan tak kosong dengan operasi biner  . 

      disebut grupoid jika untuk setiap             . 

 

Contoh 2.3.2 

Misalkan didefinisikan operasi biner            dengan     

merupakan himpunan bilangan asli  . Akan dibuktikan bahwa  

      adalah grupoid. 

 

Bukti: 

Akan ditunjukkan bahwa        adalah grupoid. 

Ambil sebarang      . Berdasarkan operasi biner   yang 

didefinisikan diperoleh 

             

Terbukti bahwa       adalah grupoid. 
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Contoh 2.3.3 

Misalkan                 dengan operasi   yang didefinisikan 

seperti pada tabel berikut. 

Tabel 2.1 

 

 

 

 

 

 

 

Akan dibuktikan   adalah grupoid.  

 

Bukti: 
Dapat dilihat pada Tabel 2.1 bahwa berlaku sifat tertutup terhadap 

operasi pergandaan yaitu untuk setiap             .  
 

 Terbukti bahwa       adalah grupoid. 

 

Definisi 2.3.4 (Subgrupoid) 

Misalkan       adalah grupoid dan    merupakan himpunan bagian 

tak kosong dari     disebut subgrupoid dari   jika terhadap operasi 

biner yang sama,   juga merupakan grupoid. 

  

Contoh 2.3.5 

Diberikan       adalah grupoid berdasarkan Contoh 2.3.2. Akan 

dibuktikan bahwa    yang merupakan himpunan bilangan genap 

positif adalah subgrupoid dari   dengan  operasi biner 

                  . 

Bukti: 

Untuk menunjukkan bahwa   merupakan subgrupoid, akan 

ditunjukkan terlebih dahulu bahwa   juga merupakan grupoid. 

Akan ditunjukkan bahwa        adalah grupoid. 

Ambil sebarang      . Berdasarkan operasi biner   yang 

didefinisikan diperoleh 

             

Terbukti bahwa       adalah grupoid. 

Karena   merupakan grupoid dan   himpunan bagian dari  , maka 

  merupakan subgrupoid dari  .  
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Contoh 2.3.6 

Diberikan       adalah grupoid berdasarkan Contoh 2.3.3 dan    . 
Akan dibuktikan bahwa            dengan operasi   yang 

didefinisikan seperti pada tabel berikut  

Tabel 2.2 Operasi pergandaan pada   

 

 
 

 

adalah subgrupoid.  
 

Bukti: 

Untuk menunjukkan bahwa   merupakan subgrupoid, akan 

ditunjukkan terlebih dahulu bahwa   juga merupakan grupoid. 

Akan ditunjukkan bahwa        adalah grupoid. 

 

Dapat dilihat pada Tabel 2.2 bahwa berlaku sifat tertutup terhadap 

operasi pergandaan yaitu untuk setiap             .  
 

Terbukti bahwa       adalah sugrupoid. 

Karena   merupakan grupoid dan   himpunan bagian dari  , maka 

  merupakan subgrupoid dari  .  
 

Definisi 2.3.7 (Semigrup) 

Misalkan   adalah himpunan tak kosong dengan operasi biner  . 

      disebut semigrup jika berlaku sifat tertutup dan asosiatif. 

 

Contoh 2.3.8 

Diberikan       ̅   ̅    ̅    ̅    ̅   ̅  dengan operasi pergandaan yang 

didefinisikan pada Tabel 2.3. Akan dibuktikan        merupakan 
semigrup. 

 

Bukti : 

Ambil  ̅  ̅  ̅    ,                 . 

 ̅         ̅         ̅        
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Tabel 2.3 Operasi pergandaan pada    

   ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 

 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 

 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 

 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 

 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 

 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 

 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 

 

Akan ditunjukkan bahwa    tertutup terhadap operasi   

 ̅   ̅                 

                                 

                                    

                      
dengan       

                

     tertutup terhadap operasi   
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa    bersifat asosiatif terhadap 

operasi   

( ̅    ̅)   ̅   (              )        

   (                     )        

                                 
                     

                                   

                           

                                   

                           

                                 
                     

          (              ) 

    ̅  ( ̅   ̅). 
 

  Sifat asosiatif tepenuhi. 

 Karena     tertutup terhadap operasi   dan bersifat asosiatif maka  

terbukti bahwa     merupakan semigrup. 
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Contoh 2.3.9 

Diberikan                   dengan operasi pergandaan yang 

didefinisikan pada Tabel 2.4. Akan dibuktikan       merupakan 

semigrup. 

Tabel 2.4 Operasi pergandaan pada   

 

 
 

 

 
 

Bukti: 

Akan ditunjukkan       merupakan semigrup.  

1. Pada Tabel 2.4 dapat dilihat bahwa berlaku sifat tertutup 

terhadap operasi pergandaan.  

2. Berlaku sifat asosiatif, yaitu                , 

        .  

3. Ambil sebarang          . Untuk     ,     , 

     diperoleh 

                    
dan 

                    

Dengan cara yang sama untuk setiap          berlaku 

               . 

Jadi       merupakan semigrup. 

Definisi.2.3.10 (Grup) 

Misalkan   adalah himpunan tak kosong dengan operasi biner *. 

      disebut grup jika memenuhi aksioma berikut. 

i. Berlaku sifat tertutup, yaitu untuk setiap        , 

      
ii. Berlaku sifat asosiatif, yaitu untuk setiap           

                 

iii. Terdapat     sedemikian sehingga untuk setiap       
            

iv. Untuk setiap     terdapat     sedemikian sehingga 

             . 
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Contoh 2.3.11 

Diberikan       ̅   ̅    ̅    ̅    ̅   ̅  dengan operasi penjumlahan yang 

didefinisikan pada Tabel 2.5. Akan dibuktikan bahwa          

adalah grup.  

Tabel 2.5 Operasi penjumlahan  pada    

   ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 

 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 

 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 

 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 

 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 

 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 

 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 

Bukti :  

Akan ditunjukkan bahwa          adalah grup.  

Ambil  ̅  ̅  ̅    ,                 . 

 ̅         ̅         ̅        
i. Berlaku sifat tertutup. 

      ̅   ̅                  

                                   

                            

dengan        

               
 

 

ii. Berlaku sifat assosiatif. 

( ̅    ̅)   ̅    (               )          

   (              )          

                       
           (              ) 

           (               ) 

    ̅  ( ̅   ̅). 
 

iii. Terdapat elemen netral yaitu  ̅, dimana  ̅   ̅   ̅ untuk 

setiap  ̅    . Dapat dilihat pada Tabel 2.5 bahwa untuk 

setiap     ,  ̅ merupakan elemen netral.  
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iv. Untuk setiap       terdapat         sedemikian 

sehingga              , yaitu 

 Untuk    ̅ terdapat      ̅  sehingga  ̅   ̅ =  ̅.  

 Untuk    ̅ terdapat      ̅sehingga  ̅    ̅  =  ̅.  

 Untuk    ̅ terdapat      ̅ sehingga  ̅   ̅=  ̅.  

 Untuk    ̅ terdapat      ̅ sehingga  ̅ ̅   ̅  =  ̅.  

 Untuk    ̅ terdapat      ̅  sehingga  ̅   ̅=  ̅.  

 Untuk    ̅ terdapat      ̅ sehingga  ̅   ̅  =  ̅.  

Dengan demikian invers dari   ̅  adalah   ̅, invers dari   ̅  adalah   ̅, 

invers dari   ̅  adalah   ̅, invers dari   ̅  adalah   ̅, invers dari   ̅  
adalah   ̅, dan invers dari   ̅  adalah   ̅. Jadi Untuk setiap       

terdapat        .  

Berdasarkan i, ii, iii,  dan iv dapat disimpulkan bahwa     memenuhi 

Definisi 2.3.10, sehingga terbukti    adalah grup. 

Contoh 2.3.12 

Misalkan                 dengan operasi  , didefinisikan seperti 

pada Tabel 2.6  

Tabel 2.6 Operasi penjumlahan pada   

 

 

 

 

 

 

Akan dibuktikan bahwa       adalah grup.  

 

Bukti :  

Akan ditunjukkan       merupakan grup. 

1) Sifat tertutup jelas terpenuhi sesuai dengan Tabel 

2.6.  

2) Berlaku sifat asosiatif yaitu         , 

               .  

Ambil sebarang          . Untuk     ,     , 

     diperoleh 

                    dan 
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 Dengan cara yang sama          berlaku 

               .  

3) Terdapat elemen identitas         sedemikian 

sehingga       berlaku          . 

Ambil sebarang     , untuk     , diperoleh  

              . Dengan cara yang sama 

untuk setiap      berlaku          .   

4) Untuk setiap      terdapat        sedemikian 

sehingga 

              , yaitu 

 Untuk       terdapat        sehingga  

         .  

 Untuk       terdapat        sehingga  

         .  

 Untuk       terdapat        sehingga  

         .  

 Untuk       terdapat        sehingga  

         .  

       merupakan grup. 

Definisi 2.3.13 (Grup Komutatif) 

Misalkan (G,*) adalah grup. Jika operasi   memenuhi sifat komutatif 

yaitu  

        

untuk setiap      , maka        disebut grup komutatif (abelian). 

Contoh 2.3.14 

Diberikan grup     seperti pada Contoh 2.3.4. Akan dibuktikan 

bahwa          adalah grup komutatif.  
 

Bukti : 

Berdasarkan Tabel 2.2, ambil  ̅  ̅  ̅    ,                 . 

 ̅         ̅         ̅        
Akan ditunjukkan bahwa          adalah grup komutatif.  

      ̅    ̅                  
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      ̅   ̅ 
  Berlaku sifat komutatif pada   . Jadi    merupakan grup 

komutatif.  

 

Definisi 2.3.15  (Subgrup) 

Misalkan       adalah grup dan    merupakan himpunan bagian tak 

kosong dari     disebut subgrup dari  , ditulis    , jika terhadap 

operasi biner  ,   juga merupakan grup.  
 

Contoh 2.3.16 

Diberikan          adalah grup berdasarkan Contoh 2.3.11 dan 

Tabel 2.7 akan dibuktikan bahwa      ̅   ̅  ̅  adalah subgrup dari 

 .  

Bukti : 

Tabel 2.7 Operasi penjumlahan pada   

 

Untuk membuktikan bahwa   adalah subgrup dari   maka akan 

dibuktikan terlebih dahulu bahwa   adalah grup terhadap operasi 

biner yang sama pada   . 

Akan ditunjukkan bahwa   adalah subgrup.  

Ambil  ̅  ̅  ̅   ,                 . 

 ̅         ̅         ̅        
 

i. Berlaku sifat tertutup. 

      ̅   ̅                  

                                   

                           

dengan       

              
ii. Berlaku sifat assosiatif.   

( ̅   ̅)   ̅    (               )          

   (              )          

                       

+  ̅  ̅  ̅ 

 ̅  ̅    ̅ 

 ̅  ̅  ̅  ̅ 

 ̅  ̅  ̅  ̅ 
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           (              ) 

           (               ) 

    ̅  ( ̅   ̅). 
 

iii. Terdapat elemen netral yaitu  ̅, dimana  ̅   ̅   ̅ untuk 

setiap  ̅   . Dapat dilihat pada Tabel 2.7 bahwa untuk 

setiap    ,  ̅ merupakan elemen netral.  
 

iv. Untuk setiap      terdapat        sedemikian sehingga 

             , yaitu 

 Untuk    ̅ terdapat      ̅  sehingga  ̅   ̅ =  ̅. .  

 Untuk    ̅ terdapat      ̅ sehingga  ̅   ̅=  ̅.  

 Untuk    ̅ terdapat      ̅  sehingga  ̅   ̅=  ̅.  

Dengan demikian invers dari   ̅  adalah   ̅, invers dari   ̅  adalah   ̅ 

dan  invers dari   ̅  adalah   ̅. Jadi Untuk setiap      terdapat 

       . 

Berdasarkan i, ii, iii,  dan iv dapat disimpulkan bahwa    memenuhi 

Definisi 2.3.10, sehingga terbukti   adalah grup. Karena      

adalah grup maka   adalah subgrup dari   .  

Teorema 2.3.17 (Subgrup) 

Misalkan   adalah grup dan     himpunan bagian tak kosong dari  . 

  merupakan subgrup dari   jika dan hanya jika  

(i)              

(ii)            

Bukti : 

 

    Diketahui   adalah subgrup dari  .  Akan dibuktikan berlaku 
sifat i dan ii.  

Karena   adalah subgrup, berarti   memenuhi sifat tertutup, 

asosiatif, memiliki elemen idrntitas dan setiap elemennya 

memiliki invers.  

    Diketahui i dan ii. Akan dibuktikan   adalah subgrup.  

 Sifat tertutp telah dipenuhi oleh ketentuan i. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



16 
 

 Karena   merupakan himpunan bagian dari grup   maka  

setiap elemen di   juga bersifat asosiatif. 

 Mempunyai elemen identitas. 

Ambil     dari ketentuan ii maka      .   dan     

merupakan elemen dari  . Karena         dan berlaku 

sifat tertutup, maka          . Sehingga diperoleh 

   . 

Setiap elemen mempunyai invers dipenuhi oleh ketentuan ii. 

Jadi   merupakan subgrup.  

Contoh 2.3.18 

Misalkan   adalah grup sesuai dengan Contoh 2.3.12. Akan 

dibuktikan bahwa himpunan            dengan operasi pada 

Tabel 2.8 merupakan subgrup dari  .  

 

Tabel 2.8 Operasi penjumlahan pada   

 

 

 

Bukti : 

Akan ditunjukkan bahwa himpunan           merupakan 

subgrup dari  .  

i.             .  

Jelas terlihat pada Tabel 2.8 bahwa untuk setiap      ,   

      

ii.           . 

Terlihat pada Tabel  .8 invers dari    adalah     karena 

        dan invers dari    adalah    karena 
        . 

Berdasarkan i dan ii terbukti bahwa   merupakan subgrup dari  .  
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2.4 Ring 

Ring adalah suatu himpunan tak kosong yang dilengkapi dua 
operasin biner dan memenuhi aksioma-aksioma tertentu. Berikut 

diberikan definisi dari ring, subring, dan ideal yang dikutip dari 

Bhattacharya, dkk(1995). 

Definisi 2.4.1 (Ring) 

Misalkan   adalah himpunan tak kosong dengan dua operasi biner 

  dan  .         disebut ring jika memenuhi aksioma berikut 

i.       merupakan grup komutatif 

ii.        merupakan semigrup 

iii. Berlaku sifat distributif             yaitu 

                dan                 

Contoh 2.4.2 

Diberikan       ̅   ̅    ̅    ̅    ̅   ̅ . Akan dibuktikan            

adalah ring.  
 

Bukti : 

i.        merupakan grup komutatif. Telah dibuktikan pada 

Contoh 2.3.14 

ii.         merupakan semigrup. Telah dibuktikan pada pada 

Contoh 2.3.8 

iii. Akan ditunjukkan bahwa          memenuhi sifat distributif 

yaitu,untuk setiap                 berlaku 

                dan                   
Ambil  ̅  ̅  ̅    ,                 . 

 

 ̅         ̅         ̅        
 

 ̅  ( ̅   ̅)          (               ) 

          (              ) 
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   (              )  (              ) 

    ̅   ̅   ̅   ̅ 
 

dan  

( ̅   ̅)   ̅   (               )        

   (              )         

                              

             

 
                        

                     

 
                           

                       
   (              ) 

  (              ) 

    ̅   ̅   ̅   ̅ 
Terbukti  untuk setiap           berlaku sifat distributif yaitu  

                dan                 

Jadi berdasarkan i, ii, dan iii, terbukti          adalah ring.  
 

Contoh 2.4.3 

Misal                 adalah grup dengan operasi   sesuai 

dengan Contoh 2.3.12. Akan dibuktikan          dengan operasi   
sesuai dengan Tabel 2.9 adalah ring. 

 

Tabel 2.9 Operasi pergandaan pada   
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Bukti : 

i.       merupakan grup. Telah dibuktikan pada pada Contoh 

2.3.12. Akan ditunjukkan       merupakan grup komutatif 

yaitu         berlaku        .  

Ambil sebarang        . Untuk     ,      sesuai dengan 

Tabel 2.9 diperoleh               . Dengan cara yang 

sama        berlaku        .  

Jadi       merupakan grup komutatif.  

ii. Akan ditunjukkan       merupakan semigrup.  

1) Pada Tabel 2.9 dapat dilihat bahwa berlaku sifat 

tertutup terhadap operasi pergandaan.  

2) Berlaku sifat asosiatif, yaitu                , 

        .  

3) Ambil sebarang          . Untuk     ,     , 

     diperoleh 

                    
dan 

                    
Dengan cara yang sama untuk setiap          berlaku 

               . 

Jadi       merupakan semigrup. 

iii. Akan ditunjukkan bahwa         memenuhi sifat distributif 

yaitu,  untuk setiap                berlaku 

                 dan                 . 

Ambil sebarang          . Untuk     ,     , dan   

    , berdasarkan Tabel 2.3 dan Tabel 2.9 diperoleh 

                               

               

      
dan 

                         

                   

      

Dengan cara yang sama untuk setiap                

berlaku sifat distributif, yaitu 

                 dan                 . 

Jadi, terbukti         adalah ring.  
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Definisi 2.4.4 (Subring) 

Misalkan   adalah ring dan   merupakan himpunan bagian tak 

kosong dari     disebut subring dari   jika terhadap operasi biner 

yag sama,   juga merupakan ring.  

Contoh 2.4.5 

Diberikan            adalah Ring berdasarkan Contoh 2.4.2 dan 

    ̅  ̅  ̅  adalah himpunan bagian dari     . Akan dibuktikan  

        adalah subring dari     .  
 

Bukti : 

Untuk membuktikan bahwa   adalah subring dari    maka akan 

dibuktikan terlebih dahulu bahwa   adalag ring dengan operasi biner 

yang sama pada    .  

       merupakan grup komutatif . Berdasarkan Contoh 2.3.16 telah 

dibuktikan bahwa       merupakan grup. Selanjutnya akan 

ditunjukkan bahwa       merupakan grup komutatif yaitu untuk 

setiap        berlaku sifat komutatif. 

       . 

i.   Ambil  ̅  ̅  ̅   ,                 . 

 ̅         ̅         ̅        
 

 ̅    ̅                  

                    

                    

      ̅   ̅ 
  Berlaku sifat komutatif pada  . Jadi   merupakan grup 

komutatif.  

ii.          merupakan semigrup. Selanjutnya akan ditunjukkan 

bahwa       merupakan semigrup.  

Tabel 2.10 Operasi pergandaan pada   

 

 

 

 

   ̅  ̅  ̅ 

 ̅  ̅  ̅  ̅ 

 ̅  ̅  ̅  ̅ 

 ̅  ̅  ̅  ̅ 
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Ambil  ̅  ̅  ̅   ,                 . 

 ̅         ̅         ̅        
Akan ditunjukkan bahwa   tertutup terhadap operasi   

 ̅   ̅                 

                                 

                                    

                     

dengan       

                
    tertutup terhadap operasi   
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa   bersifat asosiatif 

terhadap operasi   

( ̅    ̅)   ̅   (              )        

   (                     )        

                                 
                     
 

                          
         

                           
 

                            
       

                           
 

                                 
                    
 

          (              ) 

    ̅  ( ̅   ̅). 
  Sifat asosiatif tepenuhi. 

Karena    tertutup terhadap operasi   dan bersifat asosiatif 

maka  terbukti bahwa    merupakan semigrup.  

 

 

iii. Akan ditunjukkan bahwa         memenuhi sifat distributif 
yaitu  

                dan                  
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Ambil  ̅  ̅  ̅   ,                 . 

 ̅         ̅         ̅        
 

 ̅  ( ̅   ̅)          (               ) 

          (              ) 

                             

             

 
                          

                   

 
                          

                         

 
   (              )  (              ) 

    ̅   ̅   ̅   ̅ 
 
dan 

( ̅   ̅)   ̅   (               )        

   (              )         

                              

             

 
                        

                      

 
                           

                       
   (              ) 

  (              ) 

    ̅   ̅   ̅   ̅ 
Terbukti  untuk setiap          berlaku sifat distributif 
yaitu  

                dan                 

Jadi berdasarkan i, ii, dan iii, terbukti         adalah ring. Karena 

     merupakan ring maka   adalah subring dari   . 
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Contoh 2.4.6 

Diberikan          adalah Ring berdasarkan Contoh 2.4.3 dan 

          adalah himpunan bagian dari    . Akan dibuktikan  

        adalah subring dari    .  
 

Tabel 2.11 Operasi pergandaan pada   

 
 

 

Bukti: 

Pada Contoh 2.3.18 telah dibuktikan bahwa        adalah grup. 

Untuk membuktikan          adalah subring terlebih dahulu akan 

ditunjukkan bahwa       adalah grup komutatif dan       adalah 

semigrup. 

 Akan ditunjukkan bahwa       adalah grup komutatif. 

Ambil sebarang      . Untuk       dan      
diperoleh  

          

     
dan  

          

     

      adalah grup komutatif. 

 Akan ditunjukkan       adalah semigrup. 

o Jelas terlihat pada Tabel 2.11 bahwa sifat tertutup 

berlaku yaitu  untuk setiap            . 

o Ambil sebarang        . Untuk       ,      

dan      diperoleh  

                   

              

    
dan  

                     

                

   . 

Terbukti   merupakan semigrup.  

Karena       adalah grup komutatif dan       adalah semigrup, 

maka terbukti         adalah subring dari    . 
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Teorema 2.4.7 (Subring) 

Himpunan bagian tidak kosong   dari ring   merupakan  subring 

jika dan hanya jika memenuhi  

i.         berlaku       

ii.         berlaku      

Bukti : 

    Diketahui   subring dari ring  . Akan dibuktikan kondisi i dan 
ii terpenuhi.  

Karena   subring dari ring   dan       , maka   subgrup dari 

  dengan operasi penjumlahan. Sehingga  

         
dan 

                 

                 

      .  

Dan karena   subring dari ring  , maka   semigroup dari   

dengan operasi pergandaan. Sehingga jelas         berlaku 

    .   

    Diketahui kondisi i dan ii.  Akan dibuktikan    subring dari ring 

 . 

Dari kondisi i diperoleh 

              
Karena terdapat elemen identitas terhadap operasi penjumlahan 

di  ,  maka 

               

      

yaitu untuk setiap elemen dari   memiliki invers dalam operasi 

penjumlahan.  

Misal      , maka      dan berdasarkan kondisi i 
diperoleh 

                  

          . 

Karena   tertutup terhadap operasi penjumlahan dan   

himpunan bagian dari  , hukum assosiatif dan komutatif 

terhadap pergandaan terpenuhi di  . Jadi   adalah subring dari 

ring  . 
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Definisi 2.4.8 (Ideal) 

Misalkan   adalah ring dan   merupakan himpunan bagian tak 

kosong dari     
   disebut ideal kiri jika 

(i) untuk setiap             
(ii) untuk setiap              

   disebut ideal kanan jika 

(i) untuk setiap             
(ii) untuk setiap              

 

Jika               dan     , maka   disebut ideal dua sisi.  

Contoh 2.4.9 

Diberikan ring      berdasarkan Contoh 2.4.2 dan     ̅  ̅  ̅  
adalah himpunan bagian dari   . Akan ditunjukkan          adalah 

ideal dari     .  
 

Bukti : 

i. untuk setiap             

Tabel 2.12 Operasi pengurangan  pada   

 

 

 
 

 

Berdasarkan Tabel 2.12, untuk setiap            .  

 
 

ii. untuk setiap                

 

Tabel 2.13 Operasi             

   ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 

 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 

 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 

 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 

 

 

-  ̅  ̅  ̅ 

 ̅  ̅  ̅  ̅ 

 ̅  ̅  ̅  ̅ 

 ̅  ̅  ̅  ̅ 
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Tabel 2.14 Operasi                
   ̅  ̅  ̅ 

 ̅  ̅  ̅  ̅ 

 ̅  ̅  ̅  ̅ 

 ̅  ̅  ̅  ̅ 

 ̅  ̅  ̅  ̅ 

 ̅  ̅  ̅  ̅ 

 ̅  ̅  ̅  ̅ 

Berdasarkan Tabel 2.13 dan Tabel 2.14 untuk setiap               
     dan     . Jadi ,    ideal dari       

Contoh 2.4.10 

Diberikan          adalah Ring berdasarkan Contoh 2.4.3 dan 

          adalah subring dari   . Akan dibuktikan   bukan 

merupakan ideal dari  . 

Bukti: 

a) untuk setiap             

 Tabel 2.15 Operasi pengurangan  pada   

 
 

 

 

Berdasarkan Tabel 2.15, untuk setiap            .  

b) untuk setiap               

Tabel 2.16 Operasi            

   ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 

 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 

 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 

 

Tabel 2.17 Operasi            
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Berdasarkan Tabel 2.16 untuk setiap              . Jadi , 

   Bukan merupakan ideal dari      

2.5 Ring Dengan Operator 

Ring dengan operator adalah suatu ring dengan suatu 

himpunan yang memenuhi aksioma tertentu. Definisi dan contoh dari 

ring dengan operator dirujuk dari Massa’deh (2016) dan 
homomorfisma dengan operator Massa’deh (2012). 

 

Definisi 2.5.1 (Ring Dengan Operator) 

Misalkan   adalah ring.   adalah suatu himpunan tak kosong. 

         

                      

 

   disebut ring dengan operator (   adalah M-ring) jika dipenuhi 

a)           dan     

b)                      dan     

c)                            dan    , 

Contoh 2.5.2  

Diberikan ring     berdasarkan Contoh 2.4.2 dan himpunan  

           . Akan dibuktikan      adalah ring dengan operator.   

 

Bukti : 

a) Akan ditunjukkan   ̅       ̅     dan    . 

Ambil  ̅  ̅    ,                dan    . 

 ̅         ̅        
 

  ̅           

                       

untuk   ̅     dan    ,    ̅      
Tabel 2. 18 Operasi            dan     

   ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 

   ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 

   ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 

   ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 

   ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
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b) Akan ditunjukkan    ̅   ̅    ̅    ̅   ̅  ̅       

dan    .  

Ambil  ̅  ̅    ,                dan    . 

 ̅         ̅        

   ̅   ̅   (               ) 

      (             ) 

                     

                     

                         

                       

       ̅    ̅ 

Terbukti untuk setiap  ̅  ̅      dan     berlaku  

   ̅   ̅    ̅    ̅   
c) Akan ditunjukkan    ̅ ̅     ̅  ̅   ̅   ̅   

  ̅  ̅      dan    . 

Ambil  ̅  ̅    ,                dan    . 

 

    ̅ ̅    (              ) 

            (                     ) 

            (                    ) 

 `                                

    ̅  ̅  (        )        

                           

                                      

                                 

  ̅   ̅          ( (       )) 
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Terbukti bahwa untuk setiap  ̅  ̅     dan     

berlaku    ̅ ̅     ̅  ̅   ̅   ̅   

 Karena  a), b), c) terpenuhi maka     sesuai dengan Definisi 

2.5.1 dapat disimpulkan bahwa    adalah ring dengan operator. 

 

Contoh 2.5.3  

Diberikan ring     berdasarkan Contoh 2.4.2 dan himpunan bilangan 

bulat   .Akan dibuktikan      adalah ring dengan operator.   

 

Bukti : 

a. Akan ditunjukkan   ̅       ̅     dan    . 

Ambil  ̅  ̅    ,                dan     

 ̅         ̅        
 

  ̅           

                   

Karena        maka      dan             
Terbukti untuk setiap       dan    ,    ̅      
 

b. Akan ditunjukkan    ̅   ̅    ̅    ̅   ̅  ̅       dan 

   .  

Ambil  ̅  ̅    ,                dan    . 

 ̅         ̅        

   ̅   ̅   (               ) 

      (             ) 

                     

                     

                         

                       

       ̅    ̅ 
 

Karena         maka berlaku sifat distributif dan 

komutatif . 

Terbukti untuk setiap  ̅  ̅      dan     berlaku  
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   ̅   ̅    ̅    ̅   
 

c. Akan ditunjukkan    ̅ ̅     ̅  ̅   ̅   ̅   
  ̅  ̅      dan    . 

Ambil  ̅  ̅    ,                dan    . 

    ̅ ̅    (              ) 

            (                     ) 

            (                    ) 

 `                                

    ̅  ̅  (        )        

                           

                                      

                                 

  ̅   ̅          ( (       )) 

                           

                                      

                                

Karena         maka berlaku sifat distributif. 

Terbukti bahwa untuk setiap  ̅  ̅     dan     berlaku 

   ̅ ̅     ̅  ̅   ̅   ̅   

 Karena  a, b, c terpenuhi maka     sesuai dengan Definisi 

2.5.1 dapat disimpulkan bahwa    adalah ring dengan operator. 
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Contoh 2.5.4 

Misalkan                  adalah ring berdasarkan Contoh 2.4.3 

dan himpunan            . Akan dibuktikan   bukan merupakan 

ring dengan operator.  

 

Bukti: 

Pertama akan ditunjukkan bahwa            dan    . 

Ambil     dan    . 

Misal      dan    , diperoleh 

         

                 
Karena           dan     maka terbukti bahwa   bukan 

merupakan ring dengan operator.  

 

Definisi 2.5.5 (Subring Dengan Operator) 

Misalkan   adalah M-ring dan   subring dari  .   disebut M-subring 

dari   (subring operator dari  ) jika   juga merupakan M-ring. 

 

Contoh 2.5.6 

Diberikan     ̅  ̅  ̅  subring berdasarkan Contoh 2.4.4 dan 

himpunan            . Akan dibuktikan     adalah subring 

dengan operator.  

Bukti : 

a) Akan ditunjukkan   ̅      ̅    dan    . 

Ambil  ̅  ̅   ,                dan    . 

 ̅         ̅        

  ̅           

                      

untuk   ̅    dan    ,    ̅     
b) Akan ditunjukkan    ̅   ̅    ̅    ̅   ̅  ̅     

dan    .  

Ambil  ̅  ̅   ,                dan    . 

 ̅         ̅        

   ̅   ̅   (               ) 

      (             ) 
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       ̅    ̅ 
Terbukti   ̅  ̅     dan     berlaku    ̅   ̅    ̅    ̅. 

Tabel 2. 19 Operasi   ̅      ̅    dan     

   ̅  ̅  ̅ 

   ̅  ̅  ̅ 

   ̅  ̅  ̅ 

   ̅  ̅  ̅ 

   ̅  ̅  ̅ 

c) Akan ditunjukkan    ̅ ̅     ̅  ̅   ̅   ̅   
  ̅  ̅     dan    . 

Ambil  ̅  ̅                   dan    . 

 

    ̅ ̅    (              ) 

            (                     ) 

            (                    ) 

 `                                

    ̅  ̅  (        )        

                           

                                      

                                 

  ̅   ̅          ( (       )) 
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Terbukti bahwa untuk   ̅  ̅    dan     berlaku  

    ̅ ̅     ̅  ̅   ̅   ̅  

 Karena  ketiga aksioam terpenuhi maka    sesuai dengan 

Definisi 2.5.5 dapat disimpulkan bahwa   adalah subring dengan 

operator. 

Definisi 2.5.7 (Homomorfisma dengan Operator) 

Misal          dan          masing-masing adalah ring dengan 

operator. Pemetaan         disebut homomorfisma dengan 

operator jika dipenuhi. 

(i)                          

(ii)                          

(iii)                         

 

Contoh 2.5.8 

Berdasarkan Contoh 2.5.2, diberikan ring    {  ̅   ̅    ̅    ̅    ̅   ̅} 
merupakan ring dengan operator dan           } dengan 

pemetaan yang didefinisikan sebagai berikut 

        

                      
Akan dibuktikan pemetaan    merupakan suatu homorfisma dengan 

operator. 

 
Bukti: 

Akan ditunjukkan   merupakan suatu homorfisma dengan operator. 

Ambil   ̅  ̅    ,                dan    . 

 ̅         ̅        

a. Akan dibuktikan    ̅ ̅      ̅      ̅    ̅  ̅    . 

   ̅ ̅                        
    (                     ) 

    (                    ) 
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     ( ̅)   ( ̅) 
 

Terbukti    ̅ ̅      ̅      ̅    ̅  ̅    . 

 

b. Akan dibuktikan            ̅      ̅    ̅  ̅    . 

 

   ̅    ̅     (               )   

    (             ) 

   (             ) 

                  
                     
     ( ̅)    ( ̅) 
 

Terbukti            ̅      ̅    ̅  ̅    . 
 

c. Akan dibuktikan                 ̅  ̅        . 

    ̅     (        )   

              
           
            
     (       ) 

     ( ̅) 
 

Terbukti                ̅  ̅        . 

Berdasarkan a, b, c terbukti bahwa   merupakan homorfisma dengan 
operator. 
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2.6  Himpunan Fuzzy 

Himpunan fuzzy adalah himpunan yang setiap unsurnya 
memiliki nilai derajat keanggotaan tertentu. Nilai derajat 

keanggotaan pada himpunan fuzzy terletak pada bilangan real di 

interval [0,1]. Berikut diberikan definisi himpunan fuzzy, 
komplemen himpunan fuzzy dan operasi standar pada himpunan 

fuzzy yaitu irisan dan gabungan yang dirujuk dari Kandasamy (2003) 

dan Zadeh (1965).  

Definisi 2.6.1(Himpunan Fuzzy) 

Misalkan   adalah suatu himpunan tak kosong. Himpunan 

(subhimpunan) fuzzy  pada   adalah suatu pemetaan           .  
 

Karena   adalah pemetaan,   dapat ditulis dalam himpunan terurut, 

dalam hal ini 

                 

Contoh 2.6.2 
Diberikan suatu himpunan                 dan pemetaan   yang 

didefinisikan           sedemikian sehingga       ;      
   ;         ;         ;          dan       . Himpunan 

                                                disebut himpunan 

fuzzy atau himpunan bagian fuzzy pada  .  
 

Definisi 2.6.3 (Himpunan Kosong Fuzzy) 

Misalkan   adalah suatu himpunan tak kosong dan   adalah 

himpunan fuzzy pada  . Himpunan fuzzy   disebut himpunan 

kosong fuzzy jika derajat keanggotaan untuk setiap     adalah nol.  

 

Contoh 2.6.4 

Diberikan suatu himpunan             dan pemetaan   yang 

didefinisikan           sedemikian sehingga 

      ;       ;        dan       . 

Himpunan fuzzy                             disebut himpunan 

kosong fuzzy karena derajat keanggotaan untuk setiap     adalah 

nol. 
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Definisi 2.6.5 (Kesamaan Himpunan Fuzzy) 

Misalkan   adalah suatu himpunan tak kosong.   dan   adalah 

himpunan fuzzy pada   dengan fungsi keanggotaan masing-masing 

     dan      . Himpunan fuzzy   dan   adalah sama, ditulis   =  , 

jika           untuk setiap    .  

 

Contoh 2.6.6 

Diberikan suatu himpunan               serta pemetaan   dan   

          
          

sedemikian sehingga   

      ;          ;         ;          ;        

      ;          ;         ;          ;       . 

Himpunan fuzzy                                           dan 

himpunan fuzzy                                          . 
Karena           untuk setiap    , maka   =  .  

Definisi 2.6.7 (Komplemen Himpunan Fuzzy) 

Misalkan X adalah suatu himpunan tak kosong. Komplemen 

himpunan fuzzy   pada himpunan X  dinotasikan dengan    dan 

didefinisikan              untuk setiap    .  

Dapat ditulis                   . 
 

Contoh 2.6.8 

Diberikan suatu himpunan fuzzy seperti pada Contoh 2.6.2. 

Berdasarkan Definisi 2.6.3 maka komplemen himpunan fuzzy dari   
adalah 
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Definisi 2.6.9 (Memuat) 

Misalkan   adalah suatu himpunan tak kosong.   dan   adalah 

himpunan fuzzy pada   dengan fungsi keanggotaan masing-masing 

     dan      .   dikatakan memuat  , ditulis    , jika untuk 

setiap                . 

 

Contoh 2.6.10 

Diberikan suatu himpunan               serta pemetaan   dan   

          
          

sedemikian sehingga   

      ;         ;         ;         ;          

      ;          ;         ;          ;       . 

  memuat  .  

 

Bukti : 

Akan ditunjukkan    .  

                

                     

                    

                     

                   
Karena           untuk setiap    , maka    . Terbukti   

memuat  .  

 

Definisi 2.6.11 (Operasi Standar Fuzzy) 

Misalkan   adalah suatu himpunan tak kosong.   dan   adalah 

himpunan fuzzy pada  . 

 

1. Gabungan dari dua himpunan fuzzy   dan   pada himpunan 

 ,  dinotasikan dengan    , adalah himpunan bagian fuzzy 

dari himpunan    yang didefinisikan sebagai 

      {(          )|     
dengan 

                         ,     . 
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2. Irisan dari dua himpunan fuzzy   dan   pada himpunan  , 

dinotasikan dengan    , adalah himpunan bagian fuzzy dari 

himpunan    yang didefinisikan sebagai 

      {(          )|     
dengan 

                        ,     . 

 

Contoh 2.6.12 

Diberikan suatu himpunan               serta himpunan fuzzy   

dan   dari  ,  sedemikian sehingga  

      ;          ;        ;          ;        

      ;         ;         ;         ;        

Akan ditentukan         ,         ,        , dan         . 

                         
                    

                         
                    

                         
                   

                         
                   

Sehingga diperoleh                           dan 

                        . 
 

Definisi 2.6.13 (Level Subset) 

Misalkan   adalah himpunan fuzzy pada  . Untuk         tertentu, 

himpunan                 disebut level subset.  
 

Contoh 2.6.14 

Diberikan suatu himpunan                  dan pemetaan   

yang didefinisikan           sedemikian sehingga       ; 

         ;          ;          ; dan           . Akan 

ditunjukkan level subset     .  

 

Jawab: 

                 
            . 
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2.7 Penerapan Himpunan Fuzzy Pada Struktur Aljabar 

Berikut diberikan definisi dan contoh dari subgrupoid fuzzy, 

subgrup fuzzy, ring fuzzy, anti ring fuzzy, subring fuzzy dan ideal 

fuzzy yang dirujuk dari Rosenfeld (1971) dan Liu (1982). 

Definisi 2.7.1 (Subgrupoid Fuzzy) 

Misalkan   adalah subgrupoid.   disebut subgrupoid fuzzy dari   

jika        berlaku  

                     . 

 

Contoh 2.7.2 

Diberikaan                 adalah subgrupoid terhadap 

pergandaan sesuai dengan Contoh 2.4.6. Didefinisikan pemetaan 

          , sedemikian sehingga: 

     {
              

              
 

untuk setiap    . 

Akan ditunjukkan                                 merupakan 

supgrupoid fuzzy pada  . 

Bukti : 

Berikut akan ditunjukkan jika   merupakan supgrupoid fuzzy pada 

 . 

Berdasarkan Tabel 2.20 diperoleh bahwa                      , 

untuk setiap      . Sehingga sesuai dengan Definisi 2.7.1,   

merupakan subgrupoid fuzzy pada  .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



40 
 

Tabel 2.20 Hasil operasi untuk memeriksa subgrupoid fuzzy pada   

                         
 

   
            
            
            
            

 

   

            
            
         

  
  

            
 

   

            
            
            
            

 

   

            
            
            
            

 

Contoh 2.7.3 

Diberikaan           adalah subgrupoid terhadap pergandaan. 

Didefinisikan pemetaan           , sedemikian sehingga: 

     {
             

           
 

untuk setiap    . 

Akan ditunjukkan                     merupakan supgrupoid 

fuzzy pada  . 

Bukti : 

Berikut akan ditunjukkan jika   merupakan supgrupoid fuzzy pada 

 . 
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Berdasarkan Tabel 2.21 diperoleh bahwa                      , 

untuk setiap      . Sehingga sesuai dengan Definisi 2.7.1,   

merupakan subgrupoid fuzzy pada  . 

Tabel 2.21 Hasil operasi untuk memeriksa subgrupoid fuzzy pada   

                       

                   
                   
                   
             

 

Definisi 2.7.4 (Subgrup Fuzzy) 

Misalkan   adalah grup. Subgrupoid fuzzy   dari   disebut subgrup 

fuzzy dari    jika               untuk setiap    .  

 

Contoh 2.7.5 

Diberikaan                 adalah grup terhadap penjumlahan 

sesuai dengan Contoh 2.3.5 Didefinisikan pemetaan           , 

sedemikian sehingga: 

     {
              

              
 

untuk setiap    .  

Akan ditunjukkan                                 merupakan 

subgrup fuzzy pada  . 

 

Bukti : 

Untuk menunjukkan    merupakan subgrup fuzzy pada  , terlebih 

dahulu akan ditunjukkan bahwa   merupakan subgrupoid fuzzy pada 

 .  

Berdasarkan Tabel 2.22 diperoleh bahwa                      , 

untuk setiap      .   merupakan subgrupoid fuzzy pada  . 
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Tabel 2.22 Hasil operasi untuk memeriksa subgrupoid fuzzy pada   

                         
 

   
            
            
            
            

 

   

            
            
            
            

 

   

            
            
            
            

 

   

            
            
            
            

 

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa    merupakan subgrup fuzzy 

pada  .  

Tabel 2.23 Hasil pemeriksaan kesamaan      dan        

                  

          
          
          
          

Berdasarkan Tabel 2.23 diperoleh bahwa              untuk 

setiap    . Jadi sesuai dengan Definisi 2.7.4  Terbukti   

merupakan subgrup fuzzy pada  . 

Contoh 2.7.6 

Diberikaan           adalah grup terhadap operasi penjumlahan 

sesuai dengan Contoh 2.3.18 Didefinisikan pemetaan           , 

sedemikian sehingga: 
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     {
             

           
 

untuk setiap    .  

Akan ditunjukkan                     merupakan subgrup fuzzy 

pada  . 

 

Bukti : 

Untuk menunjukkan    merupakan subgrup fuzzy pada  , terlebih 

dahulu akan ditunjukkan bahwa   merupakan subgrupoid fuzzy pada 

 .  

Berdasarkan Tabel 2.24 diperoleh bahwa                      , 

untuk setiap      .   merupakan subgrupoid fuzzy pada  . 

 

Tabel 2.24 Hasil operasi untuk memeriksa subgrupoid fuzzy pada   

                         
                   

                 
                 
               

 

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa    merupakan subgrup fuzzy 

pada  .  

Tabel 2.25 Hasil pemeriksaan kesamaan      dan        

                  

              
          

 

Berdasarkan Tabel 2.25 diperoleh bahwa              untuk 

setiap    . Jadi sesuai dengan Definisi 2.7.4  Terbukti   

merupakan subgrup fuzzy pada  . 
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Definisi 2.7.7 (Ring Fuzzy) 

Misalkan   adalah ring. Himpunan fuzzy   dari   disebut ring fuzzy 

dari   jika  

(i)           (         )             

(ii)          (         )            

 

Contoh 2.7.8 

Diberikan                 adalah ring sesuai dengan Contoh 

2.4.3 Didefinisikan pemetaan           , sedemikian sehingga: 

     {
              

              
 

untuk setiap    . 

Akan ditunjukkan                                  merupakan 

ring fuzzy pada  . 

Bukti : 

Akan ditunjukkan   merupakan ring fuzzy pada  .  

(i)           (         )             

Tabel 2.26 Hasil operasi untuk memeriksa 

          (         )            
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Pada Tabel 2.26 dapat dilihat bahwa           (         ) 

untuk setiap      .  

(ii)          (         )            

Aksioma          (         )            telah 

ditunjukkan pada Contoh 2.7.2. 

Karena (i) dan (ii) terpenuhi maka terbukti bahwa   merupakan ring 

fuzzy pada  . 

 

Contoh 2.7.9 

Diberikaan       ̅   ̅    ̅    ̅    ̅   ̅ adalah ring sesuai dengan Contoh 

2.4.2 Didefinisikan pemetaan            , sedemikian sehingga: 

     {

 

 
         ̅    ̅    ̅ 

 

 
         ̅   ̅    ̅  

 

untuk setiap     . Akan dibuktikan 

  ,( ̅  
 

 
)  ( ̅  

 

 
)  ( ̅  

 

 
)  ( ̅  

 

 
)  ( ̅  

 

 
)  ( ̅  

 

 
)- merupakan ring 

fuzzy pada   . 

 

Bukti: 

Akan ditunjukkan   merupakan ring fuzzy pada   . 

a.    ̅   ̅     (   ̅     ̅ )       ̅  ̅      

Untuk membuktikan aksioma ini, maka harus ditunjukkan 

berlaku untuk setiap  ̅  ̅    , sehingga harus diuji berlaku 

untuk setiap kemungkiunan yang terjadi. Misalkan  

     ̅   ̅  ̅} dan      ̅   ̅  ̅   kemungkinan-kemungkinan 
yang terjadi sebagai berikut: 

 Untuk sebarang  ̅    dan  ̅   , 

   (   ̅     ̅ )  
 

 
. 

Karena  ̅   ̅    maka,  

   ̅   ̅  
 

 
  

Sehingga    ̅   ̅      (   ̅     ̅ ) terpenuhi. 

 Untuk sebarang  ̅    dan   ̅   , 
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   (   ̅     ̅ )  
 

 
. 

Karena  ̅   ̅    maka,  

   ̅   ̅  
 

 
  

Sehingga    ̅   ̅      (   ̅     ̅ ) terpenuhi. 

 Untuk sebarang  ̅  ̅   , 

   (   ̅     ̅ )  
 

 
. 

Karena ̅   ̅    maka,  

   ̅   ̅  
 

 
  

Sehingga    ̅   ̅      (   ̅     ̅ ) terpenuhi. 

 Untuk sebarang  ̅  ̅   , 

   (   ̅     ̅ )  
 

 
. 

Karena  ̅   ̅    maka,  

   ̅   ̅  
 

 
  

Sehingga    ̅   ̅      (   ̅     ̅ ) terpenuhi. 

Berdasarkan bukti diatas aksioma pertama ring fuzzy terpenuhi. 

b.    ̅ ̅      (   ̅     ̅ ) 

Untuk membuktikan aksioma kedua ini, maka akan  

ditunjukkan berlaku untuk setiap  ̅  ̅    , sehingga akan 
diuji berlaku untuk setiap kemungkiunan yang terjadi. 

Misalkan      ̅   ̅  ̅           ̅   ̅  ̅   kemungkinan-
kemungkinan yang terjadi sebagai berikut: 

 Untuk sebarang  ̅    dan   ̅   , 

   (   ̅     ̅ )  
 

 
. 

Karena  ̅ ̅    maka,  

   ̅ ̅  
 

 
  

Sehingga    ̅ ̅      (   ̅     ̅ ) terpenuhi. 

 Untuk sebarang  ̅    dan  ̅   , 

   (   ̅     ̅ )  
 

 
. 

Karena  ̅ ̅    maka,  

   ̅ ̅  
 

 
  

Sehingga   ̅ ̅     (   ̅     ̅ ) terpenuhi. 
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 Untuk sebarang  ̅  ̅   , 

   (   ̅     ̅ )  
 

 
. 

 

Karena  ̅ ̅    maka,  

   ̅ ̅  
 

 
  

Sehingga    ̅ ̅      (   ̅     ̅ ) terpenuhi. 

 Untuk sebarang  ̅  ̅   , 

   (   ̅     ̅ )  
 

 
. 

Karena  ̅ ̅    maka,  

   ̅ ̅  
 

 
  

Sehingga    ̅ ̅      (   ̅     ̅ ) terpenuhi. 

Berdasarkan bukti diatas aksioma kedua ring fuzzy juga 

terpenuhi. 

Karena aksioma pertama dan kedua terpenuhi maka terbukti   

merupakan ring fuzzy dari   . 

 

Definisi 2.7.10 (Anti Ring Fuzzy) 

Misalkan   adalah ring. Himpunan fuzzy   dari   disebut anti ring 

fuzzy dari   jika  

(i)            (         )             

(ii)           (         )            

 

Contoh. 2.7.11 

Diberikaan                 adalah ring. Didefinisikan pemetaan 

          , sedemikian sehingga: 

     {
              

              
 

untuk setiap    .  

Akan ditunjukkan                                 merupakan 

anti ring fuzzy pada  . 

Bukti : 

Akan ditunjukkan   merupakan anti ring fuzzy pada  .  

(i)            (         )             
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Pada Tabel 2.27 dapat dilihat bahwa untuk setiap         

          (         ).  

Tabel 2.27 Hasil operasi untuk memeriksa 

           (         )            

                         
 

   
            
            
            
            

 

   

            
            
            
            

 

   

            
            
            
            

 

   

            
            
            
            

 

(ii)           (         )            

Pada Tabel 2.18 dapat dilihat bahwa untuk setiap       

         (         ).  

 

Karena (i) dan (ii) terpenuhi maka terbukti bahwa   merupakan anti 

ring fuzzy pada  . 

 

Contoh 2.7.12 

Diberikaan       ̅   ̅    ̅    ̅    ̅   ̅  adalah ring sesuai dengan 

Contoh 2.4.2. Didefinisikan pemetaan             , sedemikian 

sehingga: 
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     {

 

 
         ̅     ̅    ̅ 

 

 
         ̅   ̅     ̅   

 

untuk setiap     . Akan dibuktikan 

  ,( ̅  
 

 
)  ( ̅  

 

 
)  ( ̅ 

 

 
)  ( ̅  

 

 
)  ( ̅  

 

 
)  ( ̅  

 

 
)-  merupakan anti 

ring fuzzy pada   . 

 

Tabel 2.28 Hasil operasi untuk memeriksa 

           (         )            

 

                         
 

   

            
            
            
            

 

   

            
            
            
            

 

   
            
            
            
            

 

   

            
            
            
            

 

Bukti: 

Akan ditunjukkan   merupakan anti ring fuzzy pada   . 

(a)           (   ̅     ̅ )       ̅  ̅      

Untuk membuktikan aksioma ini, maka akan  ditunjukkan 

berlaku untuk setiap  ̅  ̅    , sehingga akan diuji berlaku 
untuk setiap kemungkiunan yang terjadi.  
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Misalkan      ̅   ̅  ̅           ̅   ̅  ̅   kemungkinan-

kemungkinan yang terjadi sebagai berikut: 

 Untuk sebarang  ̅    dan  ̅   , 

   (   ̅     ̅ )  
 

 
. 

Karena  ̅   ̅    maka,  

   ̅   ̅  
 

 
  

Sehingga    ̅   ̅      (   ̅     ̅ ) terpenuhi. 

 Untuk sebarang  ̅    dan  ̅   , 

   (   ̅     ̅ )  
 

 
. 

Karena  ̅   ̅    maka,  

   ̅   ̅  
 

 
  

Sehingga     ̅   ̅      (   ̅     ̅ ) terpenuhi. 

 Untuk sebarang  ̅  ̅   , 

   (   ̅     ̅ )  
 

 
. 

Karena  ̅   ̅    maka,  

   ̅   ̅  
 

 
  

Sehingga     ̅   ̅     (   ̅     ̅ ) terpenuhi. 

 Untuk sebarang  ̅  ̅   , 

   (   ̅     ̅ )  
 

 
. 

Karena  ̅   ̅    maka,  

   ̅   ̅  
 

 
  

Sehingga    ̅   ̅     (   ̅     ̅ ) terpenuhi. 

Berdasarkan bukti diatas aksioma pertama anti ring fuzzy 
terpenuhi. 

(b)    ̅ ̅       (   ̅     ̅ ). 

Untuk membuktikan aksioma kedua ini, maka akan  ditunjukkan 

berlaku untuk setiap  ̅  ̅    , sehingga akan diuji berlaku untuk 

setiap kemungkiunan yang terjadi. Misalkan      ̅   ̅  ̅} dan 

     ̅   ̅  ̅    kemungkinan-kemungkinan yang terjadi sebagai 
berikut: 

 Untuk sebarang  ̅    dan  ̅   , 

   (   ̅     ̅ )  
 

 
. 
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Karena  ̅ ̅    maka,  

   ̅ ̅  
 

 
  

Sehingga     ̅ ̅      (   ̅     ̅ ) terpenuhi. 

 Untuk sebarang  ̅    dan  ̅   , 

   (   ̅     ̅ )  
 

 
. 

Karena  ̅ ̅    maka,  

   ̅ ̅  
 

 
  

Sehingga    ̅ ̅     (   ̅     ̅ ) terpenuhi. 

 Untuk sebarang  ̅  ̅   , 

   (   ̅     ̅ )  
 

 
. 

Karena  ̅ ̅    maka,  

   ̅ ̅  
 

 
  

Sehingga    ̅ ̅      (   ̅     ̅ ) terpenuhi. 

 Untuk sebarang  ̅  ̅   , 

   (   ̅     ̅ )  
 

 
. 

Karena  ̅ ̅    maka,  

   ̅ ̅  
 

 
  

Sehingga    ̅ ̅      (   ̅     ̅ ) terpenuhi. 

Berdasarkan bukti diatas aksioma kedua anti ring fuzzy juga 

terpenuhi. 

Karena aksioma pertama dan kedua terpenuhi maka terbukti   

merupakan anti ring fuzzy dari   . 

 

Definisi 2.7.13 (Subring Fuzzy) 

Misalkan   adalah ring. Himpunan fuzzy   dari   disebut subring 

fuzzy dari   jika   merupakan subgrup fuzzy terhadap     dan   

merupakan subgrupoid fuzzy terhadap    .  
 

Contoh 2.7.15 

Diberikaan                 adalah ring sesuai dengan Contoh 

2.4.3 Didefinisikan pemetaan           , sedemikian sehingga: 
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     {
              

              
 

untuk setiap    .  

Akan ditunjukkan                                 merupakan 

subring fuzzy pada  . 

 

Bukti : 

Pada Contoh 2.7.4 telah ditunjukkan bahwa   merupakan subgrup 

fuzzy pada   terhadap operasi penjumlahan dan pada Contoh 2.7.2 

telah ditunjukkan bahwa   merupakan subgrupoid fuzzy pada   

terhadap operasi pergandaan. 

Terbukti   merupakan subring fuzzy pada  . 

 

Contoh 2.7.16 

Diberikaan           adalah ring sesuai dengan Contoh 2.4.6 

Didefinisikan pemetaan           , sedemikian sehingga: 

     {
             

           
 

untuk setiap    .  

Akan ditunjukkan                      merupakan subring fuzzy 

pada  . 
 

Bukti : 

Pada Contoh 2.7.6 telah ditunjukkan bahwa   merupakan subgrup 

fuzzy pada   terhadap operasi penjumlahan dan pada Contoh 2.7.3 

telah ditunjukkan bahwa   merupakan subgrupoid fuzzy pada   

terhadap operasi pergandaan. 

Terbukti   merupakan subring fuzzy pada  . 

 

Definisi 2.7.16 (Ideal Fuzzy) 

Misalkan R adalah ring. Subring  fuzzy    disebut ideal kiri fuzzy 

dari R jika                  , ideal kanan fuzzy dari R jika 

                 , dan disebut ideal fuzzy dari R jika   

merupakan ideal kiri dan kanan fuzzy.  
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Contoh 2.7.17 

Diberikaan           adalah ring sesuai dengan Contoh 2.4.6 

Didefinisikan pemetaan           , sedemikian sehingga: 

     {
             

           
 

untuk setiap    . Akan ditunjukkan   merupakan ideal fuzzy pada 

 . 
 

Bukti : 

Perhatikan Tabel 2.21 pada Contoh 2.7.3. Dapat dilihat pada Tabel 

2.21 bahwa                   dan                  . 

Sehingga   merupakan ideal fuzzy dari   karena   merupakan ideal 

kiri dan kanan fuzzy. 

 

Contoh 2.7.18 

Diberikaan                 adalah ring sesuai dengan Contoh 

2.4.3 Didefinisikan pemetaan           , sedemikian sehingga: 

     {
              

              
 

untuk setiap    .  

Akan ditunjukkan                                 bukan 

merupakan ideal fuzzy pada  . 

 

Bukti : 
Perhatikan Tabel 2.20 pada Contoh 2.7.2. Dapat dilihat pada Tabel 

2.20 bahwa untuk        dan      ,           . Sehingga   

bukan merupakan ideal kanan fuzzy dari   . 
    bukan merupakan ideal fuzzy dari  . 
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55 
 

BAB III 

PEMBAHASAN 

Pada bab ini akan dibahas diberikan definisi dari ring fuzzy 
dengan operator,  anti ring fuzzy dengan operator beserta contoh dan 

juga sifat-sifatnya.  

 

3.1 Ring Fuzzy dengan Operator dan Anti Subring Fuzzy 

dengan Operator 

Pada subbab ini akan diberikan definisi dari ring fuzzy dengan 

operator dan anti ring fuzzy dengan operator beserta contohnya.  
 

Definisi 3.1.1 (Ring Fuzzy dengan Operator) 

Misalkan   adalah ring dengan operator dan   adalah ring fuzzy dari 

 .   disebut ring fuzzy dengan operator (M-ring fuzzy) jika untuk 

setiap         ,      adalah ring dengan operator dari R (M-ring dari 

R),        .  

                 
M-ring fuzzy bisa disebut juga sebagai M-subring fuzzy. Namun, 
dalam skripsi ini hanya akan digunakan istilah M-ring fuzzy.  

 

Contoh 3.1.2 

Diberikan ring    dan    merupakan ring fuzzy dari    berdasarkan 

Contoh 2.7.7. Akan dibuktikan 

  ,( ̅  
 

 
)  ( ̅  

 

 
)  ( ̅  

 

 
)  ( ̅  

 

 
)  ( ̅  

 

 
)  ( ̅  

 

 
)-  adalah  ring 

fuzzy dengan operator dari   . 

 

Bukti: 

Akan ditunjukkan    adalah  ring fuzzy dengan operator dari   . 

Untuk membuktikannya akan ditunjukkan terlebih dahulu      untuk 

setiap          merupakan ring dengan operator.  

Berdasarkan Contoh 2.7.7 diperoleh  

     {

 

 
         ̅    ̅    ̅ 

 

 
         ̅   ̅    ̅  

 

selanjutnya interval       dibagi menjadi 3 subinterval, yaitu 

*  
 

 
)  *

 

 
 
 

 
) dan *

 

 
  +, sehingga terdapat 3 kasus berikut. 
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Kasus 1. Untuk setiap   *  
 

 
) diperoleh 

                      ̅   ̅    ̅    ̅    ̅   ̅ . 

Kasus 2. Untuk setiap   *
 

 
 
 

 
) diperoleh 

                      ̅   ̅    ̅    ̅    ̅   ̅ . 

Kasus 3. Untuk setiap   *
 

 
  +, diperoleh 

                          ̅    ̅    ̅ . 

 

Karena              ̅   ̅    ̅    ̅    ̅   ̅  dan         ̅   ̅    ̅  adalah 

ring dengan operator sesuai dengan Contoh 2.5.2  maka diperoleh     

adalah ring dengan operator untuk setiap         .  
Jadi, terbukti   adalah  ring fuzzy dengan operator dari   . 

 

Definisi 3.1.3 (Ideal Fuzzy dengan Operator) 

Misalkan   adalah ring dengan operator dan   adalah M – ring fuzzy 

dari  .   disebut M – ideal fuzzy dari  , jika     memenuhi kondisi 

berikut 

(i)               

(ii)            

(iii)                    

untuk setiap         . 
 

Contoh 3.1.4 

Diberikan   ,( ̅  
 

 
)  ( ̅  

 

 
)  ( ̅  

 

 
)  ( ̅  

 

 
)  ( ̅  

 

 
)  ( ̅  

 

 
)-  

merupakan ring fuzzy dengan operator pada    sesuai dengan 

Contoh 3.1.2. Akan dibuktikan   merupakan ideal fuzzy dengan 
operator. 

 

Bukti: 

Akan ditunjukkan   adalah ideal fuzzy dengan operator dari   . 

Berdasarkan Contoh 3.1.2 diperoleh  

    ̅   ̅   ̅     ̅  

Karena  ̅  ̅ merupakan elemen dari ring    maka 

    ̅   ̅   ̅     ̅  untuk setiap  ̅  ̅        
 

    ̅  ̅     ̅  
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Untuk membuktikan aksioma ini, maka harus ditunjukkan 

berlaku untuk setiap  ̅  ̅    , sehingga harus diuji berlaku 

untuk setiap kemungkiunan yang terjadi.  

Misalkan      ̅   ̅   ̅} dan      ̅   ̅   ̅   kemungkinan-

kemungkinan yang terjadi sebagai berikut: 
 

o Untuk sebarang  ̅    dan  ̅    maka  ̅ ̅   . 

   ̅  ̅  
 

 
 dan     ̅  

 

 
 sehingga    ̅  ̅     ̅ . 

 

o Untuk sebarang  ̅    dan   ̅    maka  ̅ ̅   . 

sehingga    ̅  ̅     ̅  
 

 
. 

 

o Untuk sebarang   ̅  ̅    maka  ̅ ̅   . 

sehingga    ̅  ̅     ̅  
 

 
. 

o Untuk sebarang   ̅  ̅    maka  ̅ ̅   . 

sehingga    ̅  ̅     ̅  
 

 
. 

 

     ̅   ̅  ̅    ̅  ̅     ̅  
Untuk membuktikan aksioma ini, maka harus ditunjukkan 

berlaku untuk setiap  ̅  ̅    , sehingga harus diuji berlaku 
untuk setiap kemungkiunan yang terjadi.  

Misalkan      ̅   ̅   ̅} dan      ̅   ̅   ̅   kemungkinan-
kemungkinan yang terjadi sebagai berikut: 

o Untuk sebarang   ̅   ̅   ̅    maka 

    ̅   ̅  ̅    ̅  ̅   . 

Sehingga  (  ̅   ̅  ̅    ̅  ̅)     ̅  
 

 
. 

 

o Untuk sebarang   ̅   ̅     dan  ̅    maka 

    ̅   ̅  ̅    ̅  ̅   . 

 (  ̅   ̅  ̅    ̅  ̅)  
 

 
 dan    ̅  

 

 
. 

Sehingga     ̅   ̅  ̅    ̅  ̅     ̅  

 

o Untuk sebarang   ̅   ̅     dan  ̅    maka 

    ̅   ̅  ̅    ̅  ̅   . 

Sehingga  (  ̅   ̅  ̅    ̅  ̅)     ̅  
 

 
. 
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o Untuk sebarang   ̅   ̅     dan  ̅    maka 

    ̅   ̅  ̅    ̅  ̅   . 

Sehingga  (  ̅   ̅  ̅    ̅  ̅)     ̅  
 

 
. 

o Untuk sebarang  ̅  ̅   ̅    maka 

    ̅   ̅  ̅    ̅  ̅   . 

Sehingga  (  ̅   ̅  ̅    ̅  ̅)     ̅  
 

 
. 

o Untuk sebarang   ̅   ̅     dan  ̅    maka 

    ̅   ̅  ̅    ̅  ̅   . 

Sehingga     ̅   ̅  ̅    ̅  ̅     ̅  
 

 
. 

 

o Untuk sebarang   ̅   ̅     dan  ̅    maka 

    ̅   ̅  ̅    ̅  ̅   . 

 (  ̅   ̅  ̅    ̅  ̅)  
 

 
 dan    ̅  

 

 
. 

Sehingga     ̅   ̅  ̅    ̅  ̅     ̅  

 

o Untuk sebarang   ̅   ̅     dan  ̅    maka 

    ̅   ̅  ̅    ̅  ̅   . 

Sehingga  (  ̅   ̅  ̅    ̅  ̅)     ̅  
 

 
. 

 

Karena ketiga aksioma terpenuhi maka terbukti   merupakan ideal 

fuzzy dengan operator. 

Definisi 3.1.5 (Anti Ring Fuzzy dengan Operator) 

Misalkan   adalah ring dan   adalah anti ring fuzzy dari  .   

disebut anti ring fuzzy dengan operator (anti M-ring fuzzy) jika 

untuk setiap         ,     adalah ring dengan operator dari   (M-

ring dari R),     .  

                 
Anti M-ring fuzzy bisa disebut juga sebagai anti M-subring fuzzy. 

Namun, dalam skripsi ini hanya akan digunakan istilah anti M-ring 

fuzzy.  
 

Contoh 3.1.6 

Diberikan ring    dan   merupakan anti ring fuzzy dari    
berdasarkan Contoh 2.7.10. Akan dibuktikan 
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  ,( ̅  
 

 
)  ( ̅  

 

 
)  ( ̅ 

 

 
)  ( ̅  

 

 
)  ( ̅  

 

 
)  ( ̅  

 

 
)-   adalah  anti 

ring fuzzy dengan operator dari   . 
 

Bukti: 

Akan ditunjukkan   adalah  anti ring fuzzy dengan operator dari   . 

Untuk membuktikannya akan ditunjukkan terlebih dahulu     

merupakan ring dengan operator. 

Berdasarkan Contoh 2.7.10 diperoleh  

     {

 

 
         ̅     ̅    ̅ 

 

 
         ̅    ̅    ̅  

 

selanjutnya interval       dibagi menjadi 3 subinterval, yaitu 

*  
 

 
+   (

 

 
 
 

 
+ dan (

 

 
  +  sehingga terdapat 3 kasus berikut. 

 

Kasus 1. Untuk setiap   *  
 

 
+ diperoleh 

                         ̅   ̅    ̅ .. 

Kasus 2. Untuk setiap   (
 

 
 
 

 
+ diperoleh 

                      ̅   ̅    ̅    ̅    ̅   ̅ . 

Kasus 3. Untuk setiap   (
 

 
  + diperoleh 

                      ̅   ̅    ̅    ̅    ̅   ̅ . 

 

Karena              ̅   ̅    ̅    ̅    ̅   ̅  dan         ̅   ̅    ̅  adalah 

ring dengan operator sesuai dengan Contoh 2.5.2  maka diperoleh     

adalah ring dengan operator untuk setiap         .  
Jadi, terbukti   adalah  anti ring fuzzy dengan operator dari   . 

 

Definisi 3.1.7 (Anti Ideal Fuzzy dengan Operator) 

Misalkan   adalah ring dan   adalah anti M-ring fuzzy dari  .   

disebut anti M-ideal fuzzy dari  , jika     memenuhi kondisi berikut 

(i)               

(ii)            

(iii)                    

Untuk setiap         . 
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Contoh 3.1.8 

Diberikan   ,( ̅  
 

 
)  ( ̅  

 

 
)  ( ̅  

 

 
)  ( ̅  

 

 
)  ( ̅  

 

 
)  ( ̅  

 

 
)-  

merupakan anti ring fuzzy dengan operator pada    sesuai dengan 

Contoh 3.1.6. Akan dibuktikan   merupakan ideal fuzzy dengan 

operator. 
 

Bukti: 

Akan ditunjukkan   adalah ideal fuzzy dengan operator dari   . 

Berdasarkan Contoh 3.1.6 diperoleh  
 

    ̅   ̅   ̅     ̅  

Karena  ̅  ̅ merupakan elemen dari ring    maka 

    ̅   ̅   ̅     ̅  untuk setiap  ̅  ̅        

    ̅  ̅     ̅  
Untuk membuktikan aksioma ini, maka harus ditunjukkan 

berlaku untuk setiap  ̅  ̅    , sehingga harus diuji berlaku 
untuk setiap kemungkiunan yang terjadi. 

 Misalkan      ̅   ̅   ̅} dan      ̅   ̅  ̅   kemungkinan-
kemungkinan yang terjadi sebagai berikut: 

o Untuk sebarang  ̅    dan  ̅    maka  ̅ ̅   . 

   ̅  ̅  
 

 
 dan     ̅  

 

 
 sehingga    ̅  ̅     ̅ . 

 

o Untuk sebarang  ̅    dan   ̅    maka  ̅ ̅   . 

sehingga    ̅  ̅     ̅  
 

 
. 

 

o Untuk sebarang   ̅  ̅    maka  ̅ ̅   . 

sehingga    ̅  ̅     ̅  
 

 
. 

o Untuk sebarang   ̅  ̅    maka  ̅ ̅   . 

sehingga    ̅  ̅     ̅  
 

 
. 

     ̅   ̅  ̅    ̅  ̅     ̅  
Untuk membuktikan aksioma ini, maka harus ditunjukkan 

berlaku untuk setiap  ̅  ̅    , sehingga harus diuji berlaku 

untuk setiap kemungkiunan yang terjadi.  

Misalkan      ̅   ̅   ̅} dan      ̅   ̅  ̅   kemungkinan-

kemungkinan yang terjadi sebagai berikut: 
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o Untuk sebarang   ̅   ̅   ̅    maka 

    ̅   ̅  ̅    ̅  ̅   . 

Sehingga  (  ̅   ̅  ̅    ̅  ̅)     ̅  
 

 
. 

 

o Untuk sebarang   ̅   ̅     dan  ̅    maka 

    ̅   ̅  ̅    ̅  ̅   . 

 (  ̅   ̅  ̅    ̅  ̅)  
 

 
 dan    ̅  

 

 
. 

Sehingga     ̅   ̅  ̅    ̅  ̅     ̅  

 

o Untuk sebarang   ̅   ̅     dan  ̅    maka 

    ̅   ̅  ̅    ̅  ̅   . 

Sehingga  (  ̅   ̅  ̅    ̅  ̅)     ̅  
 

 
. 

 

o Untuk sebarang   ̅   ̅     dan  ̅    maka 

    ̅   ̅  ̅    ̅  ̅   . 

Sehingga  (  ̅   ̅  ̅    ̅  ̅)     ̅  
 

 
. 

o Untuk sebarang  ̅  ̅   ̅    maka 

    ̅   ̅  ̅    ̅  ̅   . 

Sehingga  (  ̅   ̅  ̅    ̅  ̅)     ̅  
 

 
. 

o Untuk sebarang   ̅   ̅     dan  ̅    maka 

    ̅   ̅  ̅    ̅  ̅   . 

Sehingga     ̅   ̅  ̅    ̅  ̅     ̅  
 

 
. 

 

o Untuk sebarang   ̅   ̅     dan  ̅    maka 

    ̅   ̅  ̅    ̅  ̅   . 

 (  ̅   ̅  ̅    ̅  ̅)  
 

 
 dan    ̅  

 

 
. 

Sehingga     ̅   ̅  ̅    ̅  ̅     ̅  

 

o Untuk sebarang   ̅   ̅     dan  ̅    maka 

 (  ̅   ̅  ̅    ̅  ̅)     

Sehingga  (  ̅   ̅  ̅    ̅  ̅)     ̅  
 

 
. 

 

Karena ketiga aksioma terpenuhi maka terbukti   merupakan ideal 

fuzzy dengan operator. 
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3.2 Sifat-sifat Ring Fuzzy dengan Operator dan Anti Subring 

Fuzzy dengan Operator 

Pada subbab ini akan dibahas sifat-sifat dari ring fuzzy 
dengan operator dan anti ring fuzzy dengan operator .  

 

Teorema 3.2.1  

Misal   adalah M-ring dan   adalah himpunan fuzzy pada  .   

adalah anti M-ring fuzzy di   jika dan hanya jika    adalah M-ring 

fuzzy di  . 

 

Bukti: 

Misalkan   adalah anti M-ring fuzzy di  . Akan ditunjukkan bahwa 

   adalah M-ring fuzzy di  . 

   Karena diketahui bahwa   adalah anti M-ring fuzzy di   maka 

                       dan                      . 
 Ambil sebarang       . Diperoleh 

  

                                
                               
                            

                                   
                                   
                                . 

 Ambil sebarang       . Diperoleh 

                             
                            

                         

                               
                         
                       

Terbukti,    adalah M-ring fuzzy di  . 

 

Sebaliknya, misalkan    adalah anti M-ring fuzzy di  , maka akan 

ditunjukkan bahwa   adalah M-ring fuzzy di  .  

   Karena diketahui bahwa    adalah anti M-ring fuzzy di   maka 

                            
dan 
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 Ambil sebarang       . Diperoleh  

                                 
                                    

                                     
                                   

                                      
                         

 

 Ambil sebarang       . Diperoleh 

                            
                                        

                             
                            

                      
                 

Terbukti  ,   adalah M-ring fuzzy di  . 

 

Teorema 3.2.2 

Misal   adalah M-ring dan   adalah M-ring fuzzy di  .   adalah anti 

M-ideal fuzzy di   jika dan hanya jika    adalah M-ideal fuzzy di  . 

 

Bukti : 

   Misalkan bahwa   adalah anti M-ideal fuzzy di  , akan 

ditunjukkan bahwa    adalah M-ideal fuzzy di  . 

Ambil sebarang       . Berdasarkan Definisi 3.1.7 diperoleh. 

 Diketahui               dengan 

                            
Akan ditunjukkan bahwa                     

                    

                 

                               

                    
 

 Diketahui              dan akan ditunjukkan bahwa  
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 Diketahui                   dan akan ditunjukkan 

  (         )          
                  

  (         )        

            (         )         

                    

 

 Karena semua kondisi dipenuhi, maka terbukti    adalah M-ideal 

fuzzy di  . 

   Sebaliknya, misalkan bahwa    adalah M-ideal fuzzy di  , akan 

ditunjukkan bahwa   adalah anti M-ideal fuzzy di  .  

Ambil sebarang       . Berdasarkan Definisi 3.1.7 diperoleh. 

 Diketahui                 dengan  

                          
Akan ditunjukkan bahwa                

                

                  

                    

               
 

 Diketahui bahwa               
Akan ditunjukkan bahwa             

             
               

                 
           

 Diketahui bahwa                    . 
Akan ditunjukkan bahwa                  . 

                    

   (         )         

    (         )          
                  

 

  Karena semua kondisi dipenuhi, maka terbukti    adalah anti         

M-ideal fuzzy di  . 
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Definisi 3.2.3  

Misal   adalah M-ring dan          adalah keluarga dari M-ideal 

fuzzy dari R, irisan ⋂       dari M-ideal fuzzy dari   didefinisikan 

dengan 

(⋂  

   

)                         

 

Teorema 3.2.4 

Jika   adalah M-ring,          adalah keluarga dari M-ideal fuzzy 

dari  , maka irisan ⋂       adalah M-ideal fuzzy dari  . 

 

Bukti: 

Misalkan ,          adalah keluarga dari  M-ideal fuzzy dari  . 

Akan ditunjukkan ⋂       adalah ring fuzzy dari  . 

Ambil sebarang      , sehingga diperoleh. 

  ⋂                              

Berdasarkan Definisi 2.7.7,           (         ) 

diperoleh 

(⋂  

   

)           {   (           ) |   } 

                                        
         ⋂             ⋂             . 
 

  ⋂                              

Berdasarkan Definisi 2.7.7,          (         ) 

diperoleh 

 

(⋂  

   

)           {   (           ) |   } 

                                               
      ⋂             ⋂                     
 

Karena terbukti  ⋂       adalah ring fuzzy dan diketahui   adalah M-

ring maka  ⋂       M-ring fuzzy dari  . 

Selanjutnya akan ditunjukkan ⋂       adalah M-ideal fuzzy dari  . 

Untuk sembarang        , diperoleh. 
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  ⋂                                  

Berdasarkan Definisi 3.1.3,                 diperoleh 

              ⋂                               
                                                  ⋂            
 

  ⋂                            
Berdasarkan Definisi 3.1.3 ,              diperoleh 

 

                ⋂                             
                                         ⋂            

  ⋂       (         )     {  (         )    } 

Berdasarkan Definisi 3.1.3,    (         )        
diperoleh 

 

  ⋂       (         )                  

                                                           ⋂            

Terbukti ⋂       adalah M-ideal fuzzy dari  . 

 

Definisi 3.2.5  

Misal   adalah M-ring,           adalah keluarga dari anti M-ideal 

fuzzy dari R, gabungan ⋃       dari anti M-ideal fuzzy dari   

didefinisikan dengan  

(⋃  

   

)                          

 

 

Teorema 3.2.6 

Jika   adalah M-ring,          adalah keluarga dari anti M-ideal 

fuzzy dari  , maka gabungan ⋃       adalah anti M-ideal fuzzy dari 

 . 

 

Bukti: 

Misalkan ,          adalah keluarga dari anti M-ideal fuzzy dari  . 

Akan ditunjukkan ⋃       merupakan anti ring fuzzy dai R.  

Ambil      , sehingga diperoleh. 

  ⋃                              
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Berdasarkan Definisi 3.1.5           (         ) 

diperoleh 

   (⋃  

   

)         {   (           ) |   } 

                                          
            ⋃             ⋃              

  ⋃                              

Berdasarkan Definisi 3.1.5,          (         ) 

diperoleh 
 

(⋃  

   

)           {   (           ) |   } 

                                     
      ⋃             ⋃                     
 

Karena terbukti   ⋃        adalah anti ring fuzzy dan diketahui   

adalah M-ring maka   ⋃        M-ring fuzzy dari  . 

Selanjutnya akan ditunjukkan ⋃       adalah anti M-ideal fuzzy dari 

 . 

Untuk sembarang        , diperoleh 

  ⋃                                  
Berdasarkan Definisi 3.1.7               diperoleh 

(⋃  

   

)                         

                                                           ⋃            

  ⋃                            
Berdasarkan  Definisi 3.1.7,            diperoleh 

(⋃  

   

)                         

                                                           ⋃           
  ⋃       (         )     {  (         )    } 

Berdasarkan Definisi 3.1.7,  (         )       

diperoleh 
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(⋃  

   

)(         )                  

                                                                       ⋃           

Terbukti ⋃       adalah anti M-ideal fuzzy dari  . 

Definisi 3.2.7 

Misal   dan   keduanya adalah M-ring dan   adalah fungsi dari   ke 

  

(i) Jika   adalah M-ring fuzzy di  , maka pre-image dari   pada 

  adalah M-ring fuzzy di  , didefinisikan dengan  

           (    )      

(ii) Jika   adalah M-ring fuzzy di  , maka image dari   pada   

adalah M-ring fuzzy di  , didefinisikan dengan 

 

        {

       

         
                   

                                            

 

untuk setiap    . 

 

Contoh 3.2.8 

Diberikan    adalah M-ring dengan pemetaan, 

               

                                                                                                   
                          

                                                                                   
 
 

                  
 

dan  

     {

 

 
         ̅    ̅    ̅ 

 

 
         ̅   ̅     ̅   

 

     {

 

 
         ̅     ̅    ̅ 

 

 
         ̅   ̅     ̅   
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masing–masing merupakan M-ring fuzzy di   . Akan ditentukan 

pre-image dari   dan image dari  .  
 

Jawab: 

Akan ditentukan pre-image dari  . Berdasarkan definisi pre-image 

diperoleh 

           (    )        
Karena diketahui       ,  maka 

                     

               {

 

 
         ̅    ̅    ̅ 

 

 
         ̅    ̅     ̅   

 

Selanjutnya akan ditentukan image dari  . Berdasarkan definisi 

image diperoleh. 

         {

        

         
                   

                                            

,       

 Saat     . 

         
        

        
  

           

 
 

 
  

 

 Saat     . 

         
        

        
  

           

 
 

 
  

 Saat     . 

         
        

        
  

           

 
 

 
  

 Saat     . 
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 Saat     . 

         
        

        
  

           

 
 

 
  

 Saat     . 

         
        

        
  

           

 
 

 
  

Jadi , image dari    adalah {

 

 
         ̅    ̅    ̅ 

 

 
         ̅   ̅     ̅   

 

Teorema 3.2.8 

Misal   dan   keduanya adalah M-ring dan       adalah  

M-homomorfisma dari   ke     

(i) Jika   adalah M-ring fuzzy dari  , maka        adalah  

M-ring fuzzy dari  . 

(ii) Jika   adalah M-ring fuzzy dari  , maka      adalah  

M-ring fuzzy dari  . 

Bukti: 

i. Akan ditunjukkan Jika   adalah M-ring fuzzy dari  , maka 

       adalah M-ring fuzzy dari  . 

Misalkan        , diperoleh. 

                                
Karena   merupakan M-ring fuzzy maka 

                                       

             (      )  
             

 

                            

Karena   merupakan M-ring fuzzy maka 

                 { (     )  (     )}  
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          (      )  
            

Sehingga,        adalah M-ring fuzzy dari     
ii. Akan ditunjukkan Jika   adalah M-ring fuzzy dari  , maka 

     adalah M-ring fuzzy dari  . 
 

 Misalkan        , diperoleh 
                                                  . 
 

Sehingga 
                                        
                                            

 
 

Karena   merupakan M-ring fuzzy maka 
                 {   (           )                         }  

                                                      
                                                          
                          . 

 

 Misalkan        , diperoleh 
                                                   

 
                                        

                                            

 

Karena   merupakan M-ring fuzzy maka 
                 {   (           )                         }  

                                                      
                                                          
                            

Sehingga,      adalah M-ring fuzzy dari      
 

Teorema 3.2.9 

Misal   dan   keduanya adalah M-ring dan       adalah  

M-homomorfisma dari   ke   dan  

(i) Jika   adalah M-ideal fuzzy dari  , maka        adalah  

M-ideal fuzzy dari  . 

(ii) Jika   adalah M-ideal fuzzy dari  , maka      adalah  

M-ideal fuzzy dari  . 
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Bukti: 

 

I. Akan ditunjukkan jika    adalah M-ideal fuzzy dari  , maka 

       merupakan M-ring fuzzy dari   sesuai dengan 

Teorema 3.2.8 (i). 

Misal           , diperoleh. 

                                         

Karena   merupakan M-ideal fuzzy maka 
                                

             
 

                           

Karena   merupakan M-ideal fuzzy maka 
                            

             
 

                                              
               

Karena   merupakan M-ideal fuzzy maka 

 
                              

 
    

                              
Sehingga        adalah M-ideal fuzzy dari  . 

 

II. Jika    adalah M-ideal fuzzy dari  , maka      merupakan 

M-ring fuzzy dari   berdasarkan Teorema 3.2.8 (ii). 

 

Karena   merupakan M-ideal fuzzy maka untuk           , 

diperoleh. 
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Sehingga       adalah M-ideal fuzzy dari  . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                             } 
                             
              
   

                                          

             
 

  
  

                          
                                          } 
                             
            . 

                                                    

                                                   
                                       

                      } 
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BAB IV 

PENUTUP 

4.1 Kesimpulan  
Sifat-sifat dari M-ring fuzzy dan anti M-ring fuzzy saling 

berkaitan satu sama lain. Seperti misalnya,   adalah anti M-ring 

fuzzy di   jika    adalah M-ring fuzzy di  , dan begitu pula 

sebaliknya. Selanjutnya, jika   adalah anti M-ideal fuzzy di   maka 

   adalah M-ideal fuzzy di  , begitu pula sebaliknya. Sifat M-ring 

fuzzy dan M-ideal fuzzy juga saling terkait. Misal   dan   keduanya 

adalah  M-ring dan       adalah M-homomorfisma dari   ke  , 

(i) Jika   adalah M-ring fuzzy dari  , maka        adalah  

M-ring fuzzy dari  . 

(ii) Jika   adalah M-ring fuzzy dari  , maka      adalah  

M-ring fuzzy dari  . 

Sifat tersebut berlaku juga pada M-ideal fuzzy .  
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