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ANALISIS DINAMIK MODEL EPIDEMI KOLERA DENGAN
MIGRASI ANTAR DUA WILAYAH

ABSTRAK

Pada skripsi ini dibahas konstruksi dan analisis model epidemi kolera
dengan adanya pengaruh migrasi antar dua wilayah. Pada model ini
hanya individu rentan dan sembuh saja yang dapat bermigrasi ke
daerah lain, karena penderita kolera yang parah akan mengalami diare
dan muntah, sehingga dianggap tidak mungkin melakukan perjalanan.
Analisis dinamik yang dilakukan meliputi penentuan titik
kesetimbangan, syarat eksistensi titik kesetimbangan, penentuan
angka reproduksi dasar R0, dan analisis kestabilan titik
kesetimbangan. Hasil analisis dinamik menunjukkan bahwa model
memiliki empat titik kesetimbangan. Salah satunya adalah titik
kesetimbangan bebas penyakit. Pada model terdapat dua angka
reproduksi dasar, yaitu R

(1)
0 dan R

(2)
0 . Titik kesetimbangan bebas

penyakit selalu eksis, sedangkan tiga titik lainnya eksis dengan syarat
tertentu. Kestabilan keempat titik kesetimbangan bergantung pada
angka reproduksi dasar R

(1)
0 dan R

(2)
0 . Simulasi numerik yang

dilakukan mendukung hasil analisis dinamik yang diperoleh.

Kata kunci: kolera, migrasi dua wilayah, titik kesetimbangan, angka
reproduksi dasar, analisis kestabilan.
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DYNAMIC ANALYSIS OF MODEL EPIDEMI KOLERA WITH
MIGRATION BETWEEN TWO REGIONS

ABSTRACT

This final project discusses the construction and analysis of an
epidemic model of cholera with the possibility of migration between
two regions. In this model only susceptible and recovered individuals
who can migrate, as the cholera sufferers will experience severe
diarrhea and vomiting such that they are impossible to travel.
Dynamical analysis involves determination the equilibrium point,
existence condition of equilibrium point, finding the basic
reproduction number R0, and stability analysis of equilibrium point.
Dynamical analysis shows that there are four equilibrium points. One
of some is the disease-free equilibrium point. Moreover there are two
basic reproduction numbers, namely R

(1)
0 and R

(2)
0 . Disease-free

point always exists, while the other three point exist under some
certain conditions. The stability of all four equilibrium points depends
on the basic reproduction rate R(1)

0 and R(2)
0 . The result of numerical

simulation supports the result of dynamical analysis.

Keywords: cholera, two-region migration, equilibrium point, basic
reproduction rate, stability analysis.
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Ē . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

xix

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



xx

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



BAB I
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Model epidemi merupakan hasil penelitian matematikawan yang
digunakan untuk mengetahui dinamika penyebaran penyakit menular
seperti HIV/AIDS, demam berdarah, kolera, infeksi rotavirus, dan
lain-lain. Model matematika penyebaran penyakit pertama diusulkan
oleh Kermack dan McKendrick pada tahun 1927. Dalam model
tersebut populasi dibagi menjadi tiga kelas, yaitu susceptible (S),
infected (I), dan recovered (R). Selanjutnya, model SIR ini
dikembangkan untuk memodelkan berbagai macam penyakit.

Salah satu penyakit yang penyebarannya dimodelkan secara
matematika adalah kolera. Kolera merupakan penyakit infeksi saluran
usus akut yang menimbulkan ancaman serius bagi penduduk,
khususnya di negara berkembang dengan sanitasi yang buruk, rentan
peperangan, dan kelaparan. Di Indonesia wabah kolera pernah terjadi
pada tahun 1961 di Sulawesi Selatan dan Irian Jaya karena mayoritas
penduduk kurang memperhatikan kebersihan lingkungannya.
Beberapa negara di dunia juga melaporkan kasus kolera ke World
Health Organization (WHO). Sebagai contoh pada tahun 2012 total
kasus kolera mencapai 245.393 kasus, termasuk 3.034 kasus kematian
karena penyakit tersebut. Data tersebut melibatkan 48 negara di
belahan dunia, yaitu 27 di Afrika, 12 di Asia, 6 di Amerika, dan 3 di
Eropa dan Osenia. Penyakit kolera disebabkan oleh bakteri Vibrio
Cholerae yang biasanya masuk ke tubuh manusia melalui makanan
atau minuman yang terkontaminasi. Gejala yang dialami penderita
adalah diare disertai perut kram, mual, muntah, dan dehidrasi. Jika
tidak segera dilakukan pengobatan, penderita akan mengalami
dehidrasi terus menerus dan dalam kasus yang parah dapat terjadi
kematian. Pemberian air biasa tidak akan banyak membantu dalam
penyembuhan sehingga penderita kolera membutuhkan infus cairan
gula (Dextrose) dan garam (Normal Saline) atau bentuk cairan infus
yang dicampur keduanya (Dextrose Saline).

Penelitian tentang penyakit kolera telah banyak dilakukan. Pada
tahun 2001, Codeco membahas model epidemi kolera SIB dengan
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faktor lingkungan yang berpengaruh pada kehidupan bakteri di
waduk. Jin Wang dan Shu Liao (2012) membahas model epidemi
kolera SIBR yang menggabungkan model umum penyebaran penyakit
SIR dan konsentrasi bakteri untuk menganalisis penyebaran kolera.
Eisenberg, dkk., (2013) melakukan penelitian tentang cara
mengurangi penyebaran kolera berdasarkan aliran air yang
terkontaminasi bakteri dan perpindahan manusia. Dalam penelitian
tersebut aliran air yang terkontaminasi sulit untuk diperhitungkan
jumlah bakterinya, sehingga model ini dinilai kurang realistis.
Baru-baru ini dilakukan penelitian model epidemi kolera dengan
perpindahan individu antar dua wilayah. Njagarah dan Nyabadza
(2014) membahas model epidemi kolera di dua daerah yang berbeda
dengan adanya migrasi individu rentan, terinfeksi, dan sembuh ke
daerah lain. Asumsi model Njagarah dan Nyabadza (2014) dianggap
kurang sesuai dengan realita. Penderita kolera biasanya tidak dapat
bermigrasi karena diare dan muntah yang parah serta membutuhkan
pengobatan yang intensif. Dengan melihat kekurangan tersebut,
Berge, dkk. (2015) membahas model epidemi kolera di dua daerah
dengan adanya migrasi individu rentan dan sembuh saja. Penelitian
Berge, dkk. (2015) ini berbeda dari penelitian Njagarah dan
Nyabadza (2014) karena individu terinfeksi tidak melakukan migrasi
ke daerah lain.

Pada skripsi ini dibahas konstruksi dan analisis dinamik model
epidemi kolera SIBR dengan pengaruh migrasi individu antar dua
wilayah berbeda yang merujuk pada artikel Berge, dkk. (2015).
Analisis dinamik yang dilakukan pada model meliputi penentuan titik
kesetimbangan, syarat eksistensi titik kesetimbangan, angka
reproduksi dasar, analisis kestabilan lokal dan global titik
kesetimbangan. Untuk mendukung hasil analisis dinamik, dilakukan
simulasi numerik dengan menggunakan metode Runge Kutta orde
empat.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang yang telah diuraikan, pokok
permasalahan yang dikaji dalam skripsi ini adalah sebagai berikut.

1. Bagaimana konstruksi model epidemi kolera dengan adanya
migrasi?
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2. Bagaimana titik kesetimbangan model dan kestabilannya?

3. Bagaimana interpretasi hasil simulasi numerik model?

1.3 Tujuan

Tujuan penulisan skripsi ini adalah sebagai berikut.

1. Menjelaskan konstruksi model epidemi kolera dengan adanya
migrasi.

2. Menentukan titik kesetimbangan model dan kestabilannya.

3. Melakukan simulasi numerik dan menginterpretasikan hasilnya,
serta membandingkan hasil simulasi numerik dengan hasil
analisis model.

3

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



4

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



BAB II
DASAR TEORI

Pada skripsi ini dibahas analisis dinamik model epidemi kolera
dengan migrasi antar dua wilayah. Oleh karena itu, teori mengenai
sistem dinamik, sistem autonomous, kriteria Routh Hurwitz, fungsi
Lyapunov, angka reproduksi dasar, dan matriks partisi diperlukan
untuk membantu memahami persoalan yang dibahas dalam skripsi
ini.

2.1 Sistem Dinamik

Sistem dinamik adalah suatu sistem yang selalu berubah dan
dapat diketahui kondisinya di masa yang akan datang jika diketahui
kondisi saat ini atau masa lampau (Nagle, dkk., 2012). Sistem
dinamik dibedakan menjadi dua, yaitu sistem dinamik diskret dengan
bentuk umum

~xt+1 = ~f(~xt), t ∈ Z atau N, ~x ∈ Rn,

dan sistem dinamik kontinu dengan bentuk umum
d~x
dt = ~f(~x, t), t ∈ R, ~x ∈ Rn.

(Alligood, dkk., 2000)

Sistem dinamik kontinu dapat dibedakan menjadi sistem
autonomous dan sistem nonautonomous. Dalam skripsi ini model
yang dibahas merupakan sistem autonomous.

2.1.1 Sistem Autonomous

Sistem autonomous adalah suatu sistem persamaan diferensial
biasa yang berbentuk

d~x

dt
= ~f(~x), ~x ∈ Rn, (2.1)

dengan fungsi ~f(~x) adalah fungsi kontinu yang tidak bergantung
secara eksplisit terhadap variabel bebas t.

(Boyce dan DiPrima, 2012)
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Definisi 2.1.1 (Titik Kesetimbangan Sistem Autonomous).
Titik ~x∗ disebut titik kritis sistem autonomous (2.1) jika

memenuhi ~f(~x) = 0. Titik kristis ~x∗ merupakan solusi sistem
persamaan (2.1) yang bernilai konstan, karena d~x

dt = 0. Keadaan yang
menyebabkan d~x

dt = 0 disebut keadaan setimbang dan titik kritis
adalah titik yang memenuhinya, sehingga titik kritis disebut sebagai
titik kesetimbangan.

(Boyce dan DiPrima, 2012)

Definisi 2.1.2 (Kestabilan titik kesetimbangan).
Titik kesetimbangan ~x∗ sistem autonomous (2.1) dikatakan

1. stabil, jika untuk setiap ε > 0 terdapat δ > 0 sedemikian
sehingga untuk setiap solusi ~x(t) sistem (2.1) yang memenuhi

‖~x(0)− ~x∗‖ < δ

ada untuk setiap t > 0 dan memenuhi

‖~x(t)− ~x∗‖ < ε,∀t ≥ 0,

2. stabil asimtotik, jika titik kesetimbangan ~x∗ stabil dan terdapat
δ0 > 0 sedemikian sehingga jika suatu solusi ~x(t) sistem (2.1)
yang memenuhi

‖~x(0)− ~x∗‖ < δ0,

maka berlaku

lim
t→∞

~x(t) = ~x∗,

3. tidak stabil, jika tidak memenuhi kriteria stabil.

(Boyce dan DiPrima, 2012)
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2.1.2 Sistem Autonomous Linear

Secara umum sistem autonomous linear n persamaan dinyatakan
dalam bentuk

dx1

dt
= a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn

dx2

dt
= a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn

...
dxn
dt

= an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn

. (2.2)

Sistem persamaan (2.2) dapat dinyatakan dalam bentuk

d~x

dt
= A~x, (2.3)

dengan

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann

 dan ~x =


x1

x2
...

xn

 .

Jika det(A) 6= 0 , maka ~x∗ = 0 adalah satu-satunya titik
kesetimbangan (2.2). Penentuan tipe kestabilan titik kesetimbangan
pada sistem autonomous linear bergantung pada nilai eigen matriks A.

Teorema 2.1.2 Kestabilan Titik Kesetimbangan Sistem
Autonomous Linear.

Misalkan λ1, λ2, λ3, · · · , λn adalah nilai eigen matriks A. Titik
kesetimbangan ~x∗ = ~0 sistem (2.2) bersifat,

1. stabil asimtotik, jika semua nilai eigen memiliki bagian real
negatif,

2. stabil, jika semua nilai eigen memiliki bagian real tak positif,

3. tidak stabil, jika sedikitnya terdapat satu nilai eigen yang
memiliki bagian real positif.

(Finizio dan Ladas, 1982)
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2.1.3 Kriteria Routh Hurwitz

Kestabilan titik kesetimbangan sistem linear bergantung pada
tanda akar persamaan karakteristik atau nilai eigen matriks
koefisiennya. Jika suatu sistem linear berderajat n mempunyai
persamaan karakteristik

λn + a1λ
n−1 + a2λ

n−2 + · · ·+ an = 0, (2.4)

maka titik kesetimbangan pada sistem tersebut bersifat stabil
asimtotik jika akar-akar persamaan karakteristiknya memiliki bagian
real negatif. Dalam beberapa kasus tertentu, tidak mudah untuk
menentukan akar-akar persamaan (2.4). Salah satu cara mengetahui
kestabilan titik kesetimbangan tanpa harus menentukan akar-akar
persamaan karakteristiknya dengan memanfaatkan kriteria Routh
Hurwitz.

Akar-akar persamaan karakteristik (2.4) memiliki bagian real
negatif jika dan hanya jika

D1 = |a1| > 0, D2 =

∣∣∣∣ a1 a3

1 a2

∣∣∣∣ > 0, D3 =

∣∣∣∣∣∣
a1 a3 a5

1 a2 a4

0 a1 a3

∣∣∣∣∣∣ > 0,

D4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a3 a5 a7

1 a2 a4 a6

0 a1 a3 a5

0 1 a2 a4

∣∣∣∣∣∣∣∣ > 0, Dk =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a3 a5 · · · a2n−1

1 a2 a4 · · · a2n−2

0 a1 a3 · · · a2n−3

0 1 a2 · · · a2n−4
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · ak

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
> 0,

dengan k = 1, 2, ..., n.
Misalkan diberikan persamaan karakteristik berderajat empat

λ4 + a1λ
3 + a2λ

2 + a3λ+ a4 = 0. (2.5)

Akar-akar persamaan (2.5) memiliki bagian real negatif jika dan
hanya jika

1. D1 = |a1| = a1 > 0,

2. D2 =

∣∣∣∣ a1 a3

1 a2

∣∣∣∣ = a1a2 − a3 > 0,
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3. D3 =

∣∣∣∣∣∣
a1 a3 a5

1 a2 a4

0 a1 a3

∣∣∣∣∣∣ = a1a2a3 − a2
3 − a2

1 − a4 > 0,

4. D4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a3 a5 a7

1 a2 a4 a6

0 a1 a3 a5

0 1 a2 a4

∣∣∣∣∣∣∣∣ = a1a2a3a4 − a2
3a4 − a2

1a
2
4 > 0,

sehingga a4 > 0.

(Murray, 2002)

2.1.4 Sistem Autonomous Nonlinear

Perhatikan sistem autonomous nonlinear berdimensi n berikut.

dxi
dt

= fi(~x), i = 1, ..., n, ~x ∈ Rn, (2.6)

dengan fungsi fi memiliki turunan parsial yang kontinu di titik
kesetimbangan ~x∗. Sistem (2.6) dapat didekati oleh sistem
autonomous linear dengan cara melakukan ekspansi Taylor fungsi fi
di sekitar titik kesetimbangan ~x∗, sehingga fungsi fi dapat dinyatakan
sebagai

fi(~x) = fi(~x
∗) +

n∑
j=1

∂fi(~x
∗)

∂xj
(xj − x∗j ) + ηi(~x), (2.7)

dengan ηi(~x) adalah suku sisa untuk i = 1, 2, · · · , n. Suku sisa pada
hampiran orde satu terhadap fi memenuhi sifat

lim
~x→~x∗

ηi(~x)

||~p| |
= 0,

dengan ~p = (p1, p2, · · · , pn), dimana pi = xi−x∗i untuk i = 1, · · · , n.
Selanjutnya dengan menerapkan dxi

dt = dpi
dt pada sistem (2.6) maka

9

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



diperoleh

d

dt


p1

p2
...

pn

 =


f1(~x∗)
f2(~x∗)

...
fn(~x∗)



+


∂f1( ~x∗)
∂x1

∂f1( ~x∗)
∂x2

· · · ∂f1( ~x∗)
∂xn

∂f2( ~x∗)
∂x1

∂f2( ~x∗)
∂x2

· · · ∂f2( ~x∗)
∂xn

...
...

. . .
...

∂fn( ~x∗)
∂x1

∂fn( ~x∗)
∂x2

· · · ∂fn( ~x∗)
∂xn




p1

p2
...

pn



+


η1(~x)
η2(~x)

...
ηn(~x)

 .

(2.8)
Karena fi(~x∗) = 0 untuk i = 1, · · · , n maka persamaan (2.8) dapat
dituliskan sebagai

d

dt


p1

p2
...

pn

 =


∂f1( ~x∗)
∂x1

∂f1( ~x∗)
∂x2

· · · ∂f1( ~x∗)
∂xn

∂f2( ~x∗)
∂x1

∂f2( ~x∗)
∂x2

· · · ∂f2( ~x∗)
∂xn

...
...

. . .
...

∂fn( ~x∗)
∂x1

∂fn( ~x∗)
∂x2

· · · ∂fn( ~x∗)
∂xn




p1

p2
...

pn



+


η1(~x)
η2(~x)

...
ηn(~x)

 ,

atau

d~p

dt
= J~p+ ~η, (2.9)

10

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



dengan

J =


∂f1( ~x∗)
∂x1

∂f1( ~x∗)
∂x2

· · · ∂f1( ~x∗)
∂xn

∂f2( ~x∗)
∂x1

∂f2( ~x∗)
∂x2

· · · ∂f2( ~x∗)
∂xn

...
...

. . .
...

∂fn( ~x∗)
∂x1

∂fn( ~x∗)
∂x2

· · · ∂fn( ~x∗)
∂xn


disebut matriks Jacobi. Jika ~x berada dekat dengan ~x∗, maka ~η bernilai
kecil, sehingga ~η → 0. Oleh karena itu, ~η dapat diabaikan dan sistem
nonlinear (2.6) dapat dihampiri oleh sistem linear

d~p

dt
= J~p. (2.10)

Jika ~x = ~x∗, maka diperoleh ~p∗ = ~0 sehingga sistem linear (2.10)
memiliki titik kesetimbangan ~p∗ = ~0 dan J berperan sebagai A pada
sistem autonomous linear (2.3). Proses penghampiran sistem
nonlinear oleh sistem linear dinamakan proses linearisasi. Selanjutnya
kestabilan titik kesetimbangan sistem nonlinear (2.6) akan bergantung
pada kestabilan titik kesetimbangan hasil linearisasi seperti
dinyatakan pada Teorema 2.2

Teorema 2.1.4 Kestabilan Titik Kesetimbangan Sistem
Autonomous Nonlinear.

Titik kesetimbangan sistem autonomous nonlinear bersifat,

1. stabil asimtotik, jika titik kesetimbangan sistem hasil linearisasi
bersifat stabil asimtotik,

2. tidak stabil, jika titik kesetimbangan sistem hasil linearisasi
bersifat tidak stabil.

(Boyce dan DiPrima, 2012)

2.1.5 Kestabilan Global dengan Fungsi Lyapunov

Kestabilan titik kesetimbangan dibedakan menjadi kestabilan
lokal dan global. Kestabilan lokal titik kesetimbangan sistem
autonoumus nonlinear (2.6) dapat ditentukan dengan melakukan
linearisasi seperti yang dijelaskan pada subbab 2.1.4. Sedangkan
salah satu metode yang dapat digunakan untuk menentukan kestabilan
global titik kesetetimbangan adalah dengan menggunakan fungsi
Lyapunov.
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Definisi 2.1.5.1 Fungsi Lyapunov Lemah.
Misalkan ~x∗ adalah suatu titik kesetimbangan sistem persamaan

(2.1). Suatu fungsi L : Rn −→ R disebut fungsi Lyapunov lemah
untuk ~x∗ jika terdapat suatu persekitaran W ⊆ Rn dari ~x∗ yang
memenuhi kondisi,

1. L(~x∗) = 0 dan L(~x) > 0,∀~x 6= ~x∗ ∈W ,

2. L
′
(~x) ≤ 0,∀~x ∈W .

(Alligood dkk, 2000).

Definisi 2.1.5.2 Fungsi Lyapunov Kuat.
Fungsi L disebut fungsi Lyapunov kuat untuk ~x∗ jika terdapat

suatu persekitaran W pada ~x∗ yang memenuhi kondisi,

1. L(~x∗) = 0 dan L(~x) > 0,∀~x 6= ~x∗ ∈W ,

2. L
′
(~x) < 0,∀~x 6= ~x∗, ~x ∈W .

(Alligood dkk, 2000).

Teorema 2.1.5 Kestabilan Global dengan Fungsi Lyapunov.
Misalkan ~x∗ adalah suatu titik kesetimbangan sistem persamaan

(2.1). Titik kesetimbangan ~x∗ bersifat,

1. stabil global, jika terdapat suatu fungsi Lyapunov lemah untuk
~x∗,

2. stabil asimtotik global, jika terdapat suatu fungsi Lyapunov
kuat untuk ~x∗.

(Alligood dkk, 2000).

2.2 Pertaksamaan Rata-rata Aritmatika dan Geometri

Misalkan c1, c2, ..., cn ∈ R. Rata-rata aritmatika dari c1, c2, ..., cn
diberikan oleh

A =
c1 + c2 + ...+ cn

n
=

1

n

n∑
j=1

cj .
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Misalkan c1, c2, ..., cn ∈ R+. Rata-rata geometri dari c1, c2, ..., cn
diberikan oleh

G = ((c1)(c2)...(cn))
1
n = (

n∏
j=1

cj)
1
n .

Teorema 2.2 Pertaksamaan Rata-rata Aritmatika dan Geometri
Misalkan c1, c2, ..., cn ∈ R+, dengan n ≥ 2 maka

c1 + c2 + ...+ cn
n

≥ ((c1)(c2)...(cn))
1
n . (2.11)

Pertidaksamaan (2.11) akan menjadi persamaan jika dan hanya jika
c1 = c2 = ... = cn.

Bukti. Tanpa mengurangi keumuman, dimisalkan 0 < c1 ≤ c2 ≤
... ≤ cn, maka c1 ≤ A ≤ cn dan diperoleh

A(c1 + cn −A)− c1cn = (c1 −A)(A− cn) ≥ 0,

c1 + cn −A ≥
c1cn
A

.
(2.12)

Ketika n = 2, maka A = c1+c2
2 , sehingga diperoleh

c1 + c2 −A ≥
c1c2

A
,

2A−A ≥ c1c2

A
,

A2 ≥ c1c2,
jadi sifat benar untuk n = 2.

Andaikan sifat benar untuk n = k, yaitu
c1+c2+...+ck

k ≥ (c1c2...ck)
1
k . Akan dibuktikan bahwa sifat benar

untuk n = k + 1, yaitu

c1 + c2 + ...+ ck−1 + ck + ck+1

k + 1
≥ (c1c2...ck−1ckck+1)

1
k+1 .

Pertaksamaan Rata-rata Aritmatika A memenuhi
(k + 1)A = c1 + c2 + ...+ ck−1 + ck + ck+1.
Jika nilai c1 = c2 = ... = cn = c maka A = ci = c sehingga A = G.
Jika terdapat beberapa nilai ci 6= A maka harus ada satu bilangan
yang lebih besar dari A dan satu bilangan yang kurang dari A. Tanpa
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mengurangi keumuman sifat, misalkan ck > A > ck+1, sehingga
ck −A > 0, A− ck+1 > 0, dan diperoleh

(ck −A)(A− ck+1) > 0. (2.13)

Didefinisikan y ≡ ck + ck+1 −A ≥ ck −A > 0, sehingga
(k + 1)A = c1 + c2 + ...+ ck−1 + ck + ck+1,

kA = c1 + c2 + ...+ ck−1 + ck + ck+1 −A,
kA = c1 + c2 + ...+ ck−1 + y,

dan diperoleh
Ak+1 = AkA ≥ c1c2...ck−1yA,

Ak+1 ≥ c1c2...ck−1yA.
Berdasarkan persamaan (2.13) diperoleh

(ck + ck+1 −A)A− ckck+1 > 0,

yA > ckck+1,

sehingga diperoleh Ak+1 ≥ c1c2...ck−1ckck+1 dan Teorema 2.2
terbukti.

(Mercer, 2014)

2.3 Angka Reproduksi Dasar

Salah satu hal yang paling penting dalam penyebaran penyakit
adalah kemampuan penyakit untuk menyebar atau mewabah dalam
suatu populasi. Angka reproduksi dasar (R0) adalah angka yang khas
dalam model epidemi yang menyatakan rata-rata banyaknya individu
yang tertular oleh satu individu terinfeksi selama proses penularan
penyakit dalam suatu populasi rentan (Heffernan, dkk., 2005). Dalam
hal ini angka reproduksi dasar (R0) dapat digunakan untuk
menentukan terjadi atau tidaknya wabah penyakit dalam suatu
populasi. Jika R0 < 1, artinya rata-rata banyaknya individu yang
tertular oleh satu individu terinfeksi berjumlah kurang dari satu
individu, sehingga tidak mungkin terjadi penyebaran penyakit.
Sedangkan jika R0 > 1 artinya rata-rata banyaknya individu yang
tertular oleh satu individu terinfeksi berjumlah lebih dari satu
individu, sehingga terjadi wabah.

(Driessche dan Watmough, 2002)
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2.4 Matriks Partisi

2.4.1 Definisi Matriks Partisi

Matriks partisi adalah suatu matriks yang dapat dibagi menjadi
matriks-matriks kecil dengan cara menggambar garis-garis horisontal
dan vertikal di antara baris dan kolom matriks. Matriks-matriks yang
lebih kecil sering kali disebut submatriks / blok. Sebagai contoh,
diberikan

A =


1 −2 4 1 3
2 1 1 1 1
3 3 2 −1 2
4 6 2 2 4

 .

Jika garis-garis digambarkan antara baris kedua dan baris ketiga antara
kolom ketiga dan kolom keempat, maka A akan terbagi menjadi empat
submatriks A11, A12, A21, danA22,

(
A11 A12

A21 A22

)
=


1 −2 4 1 3
2 1 1 1 1

3 3 2 −1 2
4 6 2 2 4

 .

(Leon, 2001)

2.4.2 Operasi Matriks Partisi

Misal A dan B adalah matriks partisi yang berukuran 3 x 2,

A =

 A11 A12

A21 A22

A31 A32

 , B =

 B11 B12

B21 B22

B31 B32

 .

Matriks-matriks partisi yang identik dapat ditambahkan dengan
menjumlahkan blok yang sesuai : A11 A12

A21 A22

A31 A32

+

 B11 B12

B21 B22

B31 B32

 =

 A11 +B11 A12 +B12

A21 +B21 A22 +B22

A31 +B31 A32 +B32

 .
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Perkalian matriks partisi membutuhkan banyak ketentuan dalam
dimensi. Sebagai contoh jika, A11 A12

A21 A22

A31 A32

( B11 B12

B21 B22

)
=

 A11B11 +A12B21 A11B12 +A12B22

A21B11 +A22B21 A21B12 +A22B22

A31B11 +A32B21 A31B12 +A32B22


adalah benar, maka dimensi kolom dari A11, A21 dan A31 harus sama
dengan dimensi baris dari B11 dan B12. Demikian juga, dimensi
kolom dari A12, A22 dan A32 harus sama dengan dimensi baris dari
B21 dan B22.

(Golub dan Loan, 1996)

2.4.3 Determinan Matriks Partisi

Diberikan S adalah matriks dengan ordo N x N , yaitu

S =


S11 S12 · · · S1N

S21 S22 · · · S2N
...

...
. . .

...
SN1 SN2 · · · SNN

.

Matriks S dapat dipartisi menjadi matriks 2 x 2 dengan empat
submatriks A, B, C, dan D dengan submatriks A dan D adalah
matriks bujur sangkar, yaitu

S =

(
A B
C D

)
sehingga A, B, C, dan D masing-masing berordo n x n, n x (N − n),
(N −n) x n, dan (N −n) x (N −n), n < N, n ∈ Z. Determinan dari
S adalah

det(S) = det(A)det(D − CA−1B), jika A matriks nonsingular

atau

det(S) = det(D)det(A−BD−1C), jika D matriks nonsingular.
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Matriks D − CA−1B dan A − BD−1C disebut sebagai Schur
Complements.
Jika matriks B atau C adalah matriks nol maka

det(S) = det(A)det(D).

(Ouellette, 1981)
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BAB III
PEMBAHASAN

Pada bab ini dibahas konstruksi model epidemi kolera dengan
migrasi antar dua wilayah. Selanjutnya, dilakukan analisis dinamik
pada model meliputi penentuan titik kesetimbangan, syarat eksistensi
titik kesetimbangan, angka reproduksi dasar, analisis kestabilan lokal,
dan global titik kesetimbangan. Pada bagian akhir dilakukan beberapa
simulasi numerik untuk mengilustrasikan hasil analisis yang telah
diperoleh.

3.1 Konstruksi Model

Populasi dalam model epidemi kolera SIBR dengan migrasi antar
dua wilayah ini dibagi menjadi delapan subpopulasi, yaitu
subpopulasi rentan (Susceptible) di daerah ke i, subpopulasi terinfeksi
(Infected) di daerah ke i, konsentrasi bakteri (Bacteria) di daerah ke i,
dan subpopulasi sembuh (Recovered) di daerah ke i dengan i = 1, 2.
Selanjutnya, aliran subpopulasi antar kompartemen Si, Ii, Bi, dan Ri,
dengan i = 1, 2, disajikan dalam diagram kompartemen pada Gambar
3.1.

Gambar 3.1: Diagram kompartemen model epidemi kolera dengan
migrasi antar dua wilayah
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3.1.1 Laju perubahan subpopulasi individu rentan

Berdasarkan Gambar 3.1, perubahan jumlah individu pada
subpopulasi rentan (Si) dipengaruhi oleh kelahiran, perubahan
individu rentan menjadi individu terinfeksi, migrasi antar dua
wilayah, dan kematian alami.

Individu yang baru lahir akan masuk ke dalam subpopulasi rentan,
sehingga mengakibatkan bertambahnya jumlah individu pada
subpopulasi rentan dengan laju sebesar Λi.

Setiap individu pada subpopulasi rentan dapat terinfeksi karena
kontak tak langsung dengan air atau melalui makanan dan minuman
yang terkontaminasi bakteri Vibrio Cholerae dengan tingkat αi atau
karena berinteraksi dengan individu terinfeksi dengan tingkat βi. Hal
ini mengakibatkan jumlah individu pada subpopulasi rentan
berkurang dengan laju sebesar αiSiBi dan βiSiIi.

Adanya migrasi individu rentan ke daerah lain dengan tingkat
aiSi mengakibatkan berkurangnya jumlah individu pada subpopulasi
rentan dan adanya migrasi individu rentan dari daerah lain dengan
tingkat ajSj mengakibatkan bertambahnya jumlah individu pada
subpopulasi rentan.

Berkurangnya jumlah individu pada subpopulasi rentan juga
disebabkan karena kematian alami dengan laju sebesar µiSi.

Dengan demikian, laju perubahan subpopulasi rentan (Si) per
satuan waktu dapat dinyatakan sebagai

dSi
dt

= Λi − αiSiBi − βiSiIi − aiSi + ajSj − µiSi, i 6= j,

atau dapat ditulis juga sebagai

dSi
dt

= Λi − αiSiBi − βiSiIi − (ai + µi)Si + ajSj , i 6= j. (3.1)

3.1.2 Laju perubahan subpopulasi terinfeksi

Berdasarkan Gambar 3.1, perubahan jumlah individu pada
subpopulasi terinfeksi (Ii) dipengaruhi oleh perubahan individu
rentan menjadi individu terinfeksi, kematian alami, kematian akibat
penyakit, dan perubahan individu terinfeksi menjadi individu sembuh.

Berkurangnya jumlah individu pada subpopulasi rentan akibat
kontak tak langsung dengan air atau melalui makanan dan minuman
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yang tekontaminasi bakteri Vibrio Cholerae dengan tingkat αi atau
akibat berinteraksi dengan individu terinfeksi dengan tingkat βi
menyebabkan perubahan individu rentan menjadi individu terinfeksi.
Hal ini mengakibatkan jumlah individu pada subpopulasi terinfeksi
(Ii) bertambah dengan laju sebesar αiSiBi dan βiSiIi.

Berkurangnya jumlah individu pada subpopulasi terinfeksi
disebabkan oleh kematian alami dengan laju sebesar µiIi dan
kematian akibat penyakit dengan laju sebesar δiIi. Jumlah individu
pada subpopulasi terinfeksi juga berkurang karena penyembuhan
dengan laju sebesar γiIi.

Dengan demikian, laju perubahan subpopulasi terinfeksi (Ii) per
satuan waktu dapat dinyatakan sebagai

dIi
dt

= αiSiBi + βiSiIi − µiIi − δiIi − γiIi,

atau dapat ditulis juga sebagai

dIi
dt

= αiSiBi + βiSiIi − (µi + δi + γi)Ii. (3.2)

3.1.3 Laju perubahan subpopulasi sembuh

Berdasarkan Gambar 3.1, perubahan jumlah individu pada
subpopulasi sembuh (Ri) dipengaruhi oleh perubahan individu
terinfeksi menjadi individu sembuh, migrasi antar dua wilayah, dan
kematian alami.

Berkurangnya Jumlah individu pada subpopulasi terinfeksi akibat
penyembuhan dengan laju sebesar γi menyebabkan perubahan
individu terinfeksi menjadi individu sembuh. Hal ini mengakibatkan
jumlah individu pada subpopulasi sembuh bertambah dengan laju
sebesar γiIi.

Adanya migrasi individu sembuh ke daerah lain dengan tingkat
biRi mengakibatkan berkurangnya jumlah individu pada subpopulasi
sembuh dan adanya migrasi individu sembuh dari daerah lain dengan
tingkat bjRj mengakibatkan bertambahnya jumlah individu pada
subpopulasi sembuh. Berkurangnya jumlah individu pada subpopulasi
sembuh juga disebabkan oleh kematian alami dengan laju sebesar
µiRi.
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Dengan demikian, laju perubahan subpopulasi sembuh (Ri) per
satuan waktu dapat dinyatakan

dRi
dt

= γiIi + bjRj − (µi + bi)Ri, i 6= j. (3.3)

3.1.4 Laju perubahan konsentrasi bakteri

Berdasarkan Gambar 3.1, perubahan jumlah konsentrasi bakteri
(Bi) dipengaruhi oleh penumpahan bakteri dari individu terinfeksi
dan kematian bakteri.

Individu yang terinfeksi bakteri akan mengalami diare sehingga
fases yang dikeluarkan berupa cairan. Pada saat individu sekresi,
beberapa bakteri juga ikut keluar bersama cairan sehingga terjadi
penumpahan bakteri dari individu terinfeksi ke lingkungan atau
sumber air dengan laju sebesar σi. Hal ini menyebabkan konsentrasi
bakteri bertambah sebesar σiIi namun tidak mengurangi Jumlah
individu pada subpopulasi terinfeksi. Konsentrasi bakteri dapat
berkurang sebesar εiBi karena kematian bakteri.

Dengan demikian, laju perubahan subpopulasi sembuh (Ri) per
satuan waktu dapat dinyatakan

dBi
dt

= σiIi − εiBi. (3.4)

Berdasarkan persamaan (3.1)-(3.4) dengan i = 1, 2. i 6= j
diperoleh sistem persamaan autonomous nonlinear sebagai berikut

dS1

dt
= Λ1 − α1S1B1 − β1S1I1 − (a1 + µ1)S1 + a2S2

dI1
dt

= α1S1B1 + β1S1I1 − (µ1 + δ1 + γ1)I1

dR1

dt
= γ1I1 + b2R2 − (µ1 + b1)R1

dB1

dt
= σ1I1 − ε1B1

dS2

dt
= Λ2 − α2S2B2 − β2S2I2 − (a2 + µ2)S2 + a1S1

dI2
dt

= α2S2B2 + β2S2I2 − (µ2 + δ2 + γ2)I2

dR2

dt
= γ2I2 + b1R1 − (µ2 + b2)R2

dB2

dt
= σ2I2 − ε2B2.

(3.5)
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Perhatikan bahwa dSi
dt ,

dIi
dt , dan dBi

dt tidak bergantung pada Ri
sehingga dalam melakukan analisis cukup hanya dibahas sistem
persamaan autonomous nonlinear

dS1

dt
= Λ1 − α1S1B1 − β1S1I1 − (a1 + µ1)S1 + a2S2

dI1

dt
= α1S1B1 + β1S1I1 − (µ1 + δ1 + γ1)I1

dB1

dt
= σ1I1 − ε1B1

dS2

dt
= Λ2 − α2S2B2 − β2S2I2 − (a2 + µ2)S2 + a1S1

dI2

dt
= α2S2B2 + β2S2I2 − (µ2 + δ2 + γ2)I2

dB2

dt
= σ2I2 − ε2B2,

(3.6)

yang terdefinisi pada

Ω = {(S1, I1, B1, S2, I2, B2) ∈ R6
+|Ni ≤

Λi
µ0
, i = 1, 2},

denganNi = Si+Ii+Ri dan µ0 = min{µ1, µ2}. Informasi mengenai
R1 dan R2 dapat diperoleh dari solusi I1 dan I2.

3.2 Titik Kesetimbangan Model

Berdasarkan definisi, titik kesetimbangan sistem persamaan (3.6)
diperoleh apabila dS1

dt = dI1
dt = dB1

dt = dS2
dt = dI2

dt = dB2
dt = 0, yaitu

Λ1 − α1S1B1 − β1S1I1 − (µ1 + a1)S1 + a2S2 = 0, (3.7a)

α1S1B1 + β1S1I1 − (µ1 + δ1 + γ1)I1 = 0, (3.7b)

σ1I1 − ε1B1 = 0, (3.7c)

Λ2 − α2S2B2 − β2S2I2 − (µ2 + a2)S2 + a1S1 = 0, (3.7d)

α2S2B2 + β2S2I2 − (µ2 + δ2 + γ2)I2 = 0, (3.7e)

σ2I2 − ε2B2 = 0. (3.7f)

Misalkan θ1 = µ1 + δ1 + γ1 dan θ2 = µ2 + δ2 + γ2, maka persamaan
(3.7b) dan (3.7e) menjadi

α1S1B1 + β1S1I1 − θ1I1 = 0, (3.8)

α2S2B2 + β2S2I2 − θ2I2 = 0. (3.9)
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Dari persamaan (3.7c) dan (3.7f) diperoleh

B1 =
σ1I1

ε1
, (3.10)

B2 =
σ2I2

ε2
. (3.11)

Selanjutnya dengan mensubstitusikan persamaan (3.10) ke
persamaan (3.8) dan mensubstitusikan persamaan (3.11) ke
persamaan (3.9) diperoleh

α1σ1S1I1

ε1
+ β1S1I1 − θ1I1 = 0

(
α1σ1S1

ε1
+ β1S1 − θ1)I1 = 0,

(3.12)

dan
α2σ2S2I2

ε2
+ β2S2I2 − θ2I2 = 0

(
α2σ2S2

ε2
+ β2S2 − θ2)I2 = 0.

(3.13)

Berdasarkan persamaan (3.12) diperoleh dua kemungkinan, yaitu

I1 = 0 atau α1σ1S1
ε1

+ β1S1 − θ1 = 0.

Berdasarkan persamaan (3.13) diperoleh juga dua kemungkinan, yaitu

I2 = 0 atau α2σ2S2
ε2

+ β2S2 − θ2 = 0.

Jika I1 = 0 dan I2 = 0 maka persamaan (3.10) dan (3.11) menjadi

B1 = 0 dan B2 = 0.

Dengan mensubstitusikan I1 = 0, I2 = 0, B1 = 0, dan B2 = 0 ke
persamaan (3.7a) dan (3.7d) diperoleh

Λ1 − (µ1 + a1)S1 + a2S2 = 0, (3.14)

Λ2 − (µ2 + a2)S2 + a1S1 = 0. (3.15)

Eliminasi persamaan (3.14) dan (3.15) diperoleh

S1 = (µ2+a2)Λ1+a2Λ2

µ1µ2+a2µ1+a1µ2
dan S2 = (µ1+a1)Λ2+a1Λ1

µ1µ2+a2µ1+a1µ2
.
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Dari perhitungan di atas maka diperoleh titik kesetimbangan yang
pertama, yaitu E0 = (S0

1 , 0, 0, S
0
2 , 0, 0), dengan

S0
1 =

(µ2 + a2)Λ1 + a2Λ2

µ1µ2 + a2µ1 + a1µ2

S0
2 =

(µ1 + a1)Λ2 + a1Λ1

µ1µ2 + a2µ1 + a1µ2
.

Titik ini disebut titik kesetimbangan bebas penyakit karena tidak ada
individu yang terinfeksi.

Jika persamaan (3.8) I1 6= 0 maka α1σ1S1
ε1

+ β1S1 − θ1 = 0,
sehingga diperoleh

S1 =
θ1ε1

α1σ1 + ε1β1
. (3.16)

Jika persamaan (3.13) I2 = 0 maka persamaan (3.11) menjadiB2 = 0.
Dengan mensubstitusikan I2 = 0, B2 = 0, dan persamaan (3.16) ke
persamaan (3.7d) diperoleh

S2 =
Λ2(α1σ1 + ε1β1) + a1θ1ε1

(µ2 + a2)(α1σ1 + ε1β1)
. (3.17)

Selanjutnya dengan mensubstitusikan persamaan (3.16), (3.10), dan
(3.17) ke persamaan (3.7a) diperoleh

I1 =
(α1σ1 + ε1β1)((µ2 + a2)Λ1 + a2Λ2)− (µ1µ2 + a2µ1 + a1µ2)θ1ε1

(µ2 + a2)(α1σ1 + ε1β1)θ1

Karena I1 6= 0 maka I1 terdefinisi pada Ω jika I1 > 0, sehingga
diperoleh

(α1σ1 + ε1β1)((µ2 + a2)Λ1 + a2Λ2)− (µ1µ2 + a2µ1 + a1µ2)θ1ε1 > 0

atau
(α1σ1 + ε1β1)((µ2 + a2)Λ1 + a2Λ2

(µ1µ2 + a2µ1 + a1µ2)θ1ε1
> 1

Untuk selanjutnya dimisalkan bahwa

(α1σ1 + ε1β1)((µ2 + a2)Λ1 + a2Λ2)

(µ1µ2 + a2µ1 + a1µ2)θ1ε1
= R

(1)
0 (3.18)
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Berdasarkan persamaan (3.18) dan penurunan I1 maka diperoleh

I1 =
ε1(µ1µ2 + a2µ1 + a1µ2)(R

(1)
0 − 1)

(µ2 + a2)(α1σ1 + ε1β1)
(3.19)

Dengan mensubstitusikan persamaan (3.19) ke persamaan (3.10)
diperoleh

B1 =
σ1(µ1µ2 + a2µ1 + a1µ2)(R

(1)
0 − 1)

(µ2 + a2)(α1σ1 + ε1β1)
(3.20)

Dari persamaan (3.16), (3.17), (3.19), dan (3.20) diperoleh titik
kesetimbangan kedua, yaitu E∗ = (S∗1 , I

∗
1 , B

∗
1 , S

∗
2 , 0, 0), dengan

S∗1 =
θ1ε1

α1σ1 + ε1β1

I1∗ =
ε1(µ1µ2 + a2µ1 + a1µ2)(R

(1)
0 − 1)

(µ2 + a2)(α1σ1 + ε1β1)

B∗1 =
σ1(µ1µ2 + a2µ1 + a1µ2)(R

(1)
0 − 1)

(µ2 + a2)(α1σ1 + ε1β1)

S∗2 =
Λ2(α1σ1 + ε1β1) + a1θ1ε1

(µ2 + a2)(α1σ1 + ε1β1)
,

yang eksis ketika R(1)
0 > 1.

Jika persamaan (3.12) I2 6= 0 maka α2σ2S2
ε2

+ β2S2 − θ2 = 0,
sehingga diperoleh

S2 =
θ2ε2

α2σ2 + ε2β2
. (3.21)

Jika persamaan (3.8) I1 = 0 maka persamaan (3.10) menjadi B1 = 0.
Dengan mensubstitusikan I1 = 0, B1 = 0, dan persamaan (3.21) ke
persamaan (3.7a) diperoleh

S1 =
Λ1(α2σ2 + ε2β2) + a2θ2ε2

(µ1 + a1)(α2σ2 + ε2β2)
. (3.22)

Selanjutnya dengan mensubstitusikan persamaan (3.21), (3.11), dan
(3.22) ke persamaan (3.7d) diperoleh

I2 =
(α2σ2 + ε2β2)((µ1 + a1)Λ2 + a1Λ1)− (µ2µ1 + a1µ2 + a2µ1)θ2ε2

(µ1 + a1)(α2σ2 + ε2β2)θ2
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Karena I2 6= 0 maka I2 terdefinisi pada Ω jika I2 > 0, sehingga
diperoleh

(α2σ2 +ε2β2)((µ1 +a1)Λ2 +a1Λ1)−(µ2µ1 +a1µ2 +a2µ1)θ2ε2 > 0

atau
(α2σ2 + ε2β2)((µ1 + a1)Λ2 + a1Λ1)

(µ2µ1 + a1µ2 + a2µ1)θ2ε2
> 1

untuk selanjutnya akan dimisalkan bahwa

(α2σ2 + ε2β2)((µ1 + a1)Λ2 + a1Λ1)

(µ2µ1 + a1µ2 + a2µ1)θ2ε2
= R

(2)
0 (3.23)

Berdasarkan persamaan (3.23) dan penurunan I2 maka diperoleh

I2 =
ε2(µ2µ1 + a1µ2 + a2µ1)(R

(2)
0 − 1)

(µ1 + a1)(α2σ2 + ε2β2)
(3.24)

Dengan mensubstitusikan persamaan (3.24) ke persamaan (3.11)
diperoleh

B2 =
σ2(µ2µ1 + a1µ2 + a2µ1)(R

(2)
0 − 1)

(µ1 + a1)(α2σ2 + ε2β2)
(3.25)

Dari persamaan (3.22), (3.21), (3.24), dan (3.25) diperoleh titik
kesetimbangan ketiga, yaitu E∗∗ = (S∗∗1 , 0, 0, S∗∗2 , I∗∗2 , B∗∗2 ), dengan

S∗∗1 =
Λ1(α2σ2 + ε2β2) + a2θ2ε2

(µ1 + a1)(α2σ2 + ε2β2)

S∗∗2 =
θ2ε2

α2σ2 + ε2β2

I∗∗2 =
ε2(µ2µ1 + a1µ2 + a2µ1)(R

(2)
0 − 1)

(µ1 + a1)(α2σ2 + ε2β2)

B∗∗2 =
σ2(µ2µ1 + a1µ2 + a2µ1)(R

(2)
0 − 1)

(µ1 + a1)(α2σ2 + ε2β2)

yang eksis ketika R(2)
0 > 1.

Jika persamaan (3.8) I1 6= 0 maka α1σ1S1
ε1

+ β1S1 − θ1 = 0,
sehingga diperoleh

S1 =
θ1ε1

α1σ1 + ε1β1
. (3.26)
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Jika persamaan (3.12) I2 6= 0 maka α2σ2S2
ε2

+β2S2− θ2 = 0, sehingga
diperoleh

S2 =
θ2ε2

α2σ2 + ε2β2
. (3.27)

Dengan mensubstitusikan persamaan (3.10), (3.26), dan (3.27) ke
persamaan (3.7a) diperoleh

I1 =
(α1σ1 + ε1β1)(Λ1(α2σ2 + ε2β2) + a2θ2ε2)

θ1(α1σ1 + ε1β1)(α2σ2 + ε2β2)

− θ1ε1(µ1 + a1)(α2σ2 + ε2β2)

θ1(α1σ1 + ε1β1)(α2σ2 + ε2β2)
.

Karena I1 6= 0 maka I1 terdefinisi pada Ω jika I1 > 0, sehingga
diperoleh

(α1σ1+ε1β1)(Λ1(α2σ2+ε2β2)+a2θ2ε2)−θ1ε1(µ1+a1)(α2σ2+ε2β2) > 0

atau
(α1σ1 + ε1β1)(Λ1(α2σ2 + ε2β2) + a2θ2ε2)

θ1ε1(µ1 + a1)(α2σ2 + ε2β2)
> 1

untuk selanjutnya dimisalkan bahwa

(α1σ1 + ε1β1)(Λ1(α2σ2 + ε2β2) + a2θ2ε2)

θ1ε1(µ1 + a1)(α2σ2 + ε2β2)
= T1 (3.28)

Berdasarkan persamaan (3.28) dan penurunan I1 maka diperoleh

I1 =
ε1(µ1 + a1)(T1 − 1)

α1σ1 + ε1β1
(3.29)

Dengan menstubstitusikan persamaan (3.29) ke persamaan (3.10)
diperoleh

B1 =
σ1(µ1 + a1)(T1 − 1)

α1σ1 + ε1β1
(3.30)

Selanjutnya dengan mensubstitusikan persamaan (3.11), (3.26),
dan (3.27) ke persamaan (3.7d) diperoleh

I2 =
(α2σ2 + ε2β2)(Λ2(α1σ1 + ε1β1) + a1θ1ε1)

θ2(α2σ2 + ε2β2)(α1σ1 + ε1β1)

− θ2ε2(µ2 + a2)(α1σ1 + ε1β1)

θ2(α2σ2 + ε2β2)(α1σ1 + ε1β1)
.
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Karena I2 6= 0 maka I2 terdefinisi pada Ω jika I2 > 0, sehingga
diperoleh

(α2σ2+ε2β2)(Λ2(α1σ1+ε1β1)+a1θ1ε1)−θ2ε2(µ2+a2)(α1σ1+ε1β1) > 0

atau
(α2σ2 + ε2β2)(Λ2(α1σ1 + ε1β1) + a1θ1ε1)

θ2ε2(µ2 + a2)(α1σ1 + ε1β1)
> 1

untuk selanjutnya dimisalkan bahwa

(α2σ2 + ε2β2)(Λ2(α1σ1 + ε1β1) + a1θ1ε1)

θ2ε2(µ2 + a2)(α1σ1 + ε1β1)
= T2 (3.31)

Berdasarkan persamaan (3.31) dan penurunan I2 maka diperoleh

I2 =
ε2(µ2 + a2)(T2 − 1)

α2σ2 + ε2β2
(3.32)

Dengan mensubstitusikan persamaan (3.32) ke persamaan (3.11)
diperoleh

B2 =
σ2(µ2 + a2)(T2 − 1)

α2σ2 + ε2β2
(3.33)

Dari persamaan (3.26), (3.29), (3.30), (3.26), (3.32), dan (3.33)
diperoleh titik kesetimbangan yang keempat, yaitu
Ē = (S̄1, Ī1, B̄1, S̄2, Ī2, B̄2), dengan

S̄1 =
θ1ε1

α1σ1 + ε1β1

Ī1 =
ε1(µ1 + a1)(T1 − 1)

α1σ1 + ε1β1

B̄1 =
σ1(µ1 + a1)(T1 − 1)

α1σ1 + ε1β1

S̄2 =
θ2ε2

α2σ2 + ε2β2

Ī2 =
ε2(µ2 + a2)(T2 − 1)

α2σ2 + ε2β2

B̄2 =
σ2(µ2 + a2)(T2 − 1)

α2σ2 + ε2β2

yang eksis ketika T1 > 1 dan T2 > 1.
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Teorema 3.1 Jika T1 > 1 dan T2 > 1 maka R(1)
0 > 1 dan R(2)

0 > 1.
Bukti. Diketahui bahwa T1 = (α1σ1+ε1β1)(Λ1(α2σ2+ε2β2)+a2θ2ε2)

θ1ε1(µ1+a1)(α2σ2+ε2β2) dan

T2 = (α2σ2+ε2β2)(Λ2(α1σ1+ε1β1)+a1θ1ε1)
θ2ε2(µ2+a2)(α1σ1+ε1β1) . T1 > 1 maka

(α1σ1 + ε1β1)(Λ1(α2σ2 + ε2β2) + a2θ2ε2)

θ1ε1(µ1 + a1)(α2σ2 + ε2β2)
>1

(α1σ1 + ε1β1)(Λ1(α2σ2 + ε2β2) + a2θ2ε2)

−θ1ε1(µ1 + a1)(α2σ2 + ε2β2) >0

Λ1(α2σ2 + ε2β2) + a2θ2ε2 −
θ1ε1(µ1 + a1)(α2σ2 + ε2β2)

α1σ1 + ε1β1
>0

Λ1 +
a2θ2ε2

α2σ2 + ε2β2
− (µ1 + a1)θ1ε1

α1σ1 + ε1β1
>0

Λ1 +
a2( (µ1+a1)Λ2+a1Λ1

µ1µ2+a2µ1+a1µ2
)

(α2σ2+ε2β2)((µ1+a1)Λ2+a1Λ1)
(µ1µ2+a2µ1+a1µ2)θ2ε2

−
(µ1 + a1)( (µ2+a2)Λ1+a2Λ2

µ1µ2+a2µ1+a1µ2
)

(α1σ1+ε1β1)((µ2+a2)Λ1+a2Λ2)
(µ1µ2+a2µ1+a1µ2)θ1ε1

>0

Λ1 +
a2S

0
2

R
(2)
0

− (µ1 + a1)S0
1

R
(1)
0

>0.

Misalkan Λ1 +
a2S0

2

R
(2)
0

− (µ1+a1)S0
1

R
(1)
0

= K1, maka K1 > 0. Dengan Cara

yang sama untuk T2 > 1 diperoleh K2 = Λ2 +
a1S0

1

R
(1)
0

− (µ2+a2)S0
2

R
(2)
0

> 0.

Selanjutnya, karena K1 > 0 dan K2 > 0 maka

(µ1 + a2)K1 + a2K2 >0 (3.34a)

(µ1 + a1)K2 + a1K1 >0. (3.34b)

Dengan menggantikan K1 dan K2 terhadap pertidaksamaan di atas,
maka perhitungan secara langsung sesuai yang dipaparkan pada
Lampiran 1 menunjukkan bahwa pertidaksamaan (3.34a) dan (3.34b)
sama dengan R(1)

0 > 1 dan R(2)
0 > 1. Dengan demikian terbukti jika

T1 > 1 dan T2 > 1 maka R(1)
0 > 1 dan R(2)

0 > 1.

3.3 Analisis Kestabilan Lokal Titik Kesetimbangan

Sifat kestabilan lokal titik kesetimbangan model dapat diperoleh
dengan melakukan linearisasi sistem autonomous nonlinear (3.6) di
sekitar titik kesetimbangan. Berdasarkan proses linearisasi sistem
(3.6), diperoleh matriks Jacobi sebagai berikut

30

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



J =



j11 j12 j13 j14 0 0
j21 j22 j23 0 0 0
0 j32 j33 0 0 0
j41 0 0 j44 j45 j46

0 0 0 j54 j55 j56

0 0 0 0 j65 j66


dengan

j11 =− α1B1 − β1I1 − (µ1 + a1)

j12 =− β1S1

j13 =− α1S1

j14 =a2

j21 =α1B1 + β1I1

j22 =β1S1 − θ1
j23 =α1S1

j32 =σ1

j33 =− ε1

j41 =a1

j44 =− α2B2 − β2I2 − (µ2 + a2)

j45 =− β2S2

j46 =− α2S2

j54 =α2B2 + β2I2

j55 =β2S2 − θ2
j56 =α2S2

j65 =σ2

j66 =− ε2

3.3.1 Kestabilan lokal titik kesetimbangan bebas penyakit (E0)

Matriks Jacobi pada titik kesetimbangan E0 dipaparkan pada
Lampiran 2. Persamaan karakteristik matriks J(E0) dapat diperoleh
dengan menyelesaikan persamaan |J(E0) − Iλ| = 0. Untuk
mempermudah menentukan akar-akar karakteristik, maka matriks
dapat dipartisi menjadi

|J(E0)− Iλ| =
∣∣∣∣ J1(E0)− Iλ J2(E0)− Iλ

0 J3(E0)− Iλ

∣∣∣∣
dengan

J1(E0)− Iλ =
−(µ1 + a1)− λ −β1S

0
1 −α1S

0
1 a2

0 β1S
0
1 − θ1 − λ α1S

0
1 0

0 σ1 −ε1 − λ 0
a1 0 0 −(µ2 + a2)− λ

 ,

J2(E0)− Iλ =


0 0
0 0
0 0

−β2S
0
2 −α2S

0
2

 ,
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dan

J3(E0)− Iλ =

(
β2S

0
2 − θ2 − λ α2S

0
2

σ2 −ε2 − λ

)
.

Berdasarkan definisi determinan matriks partisi maka

|J(E0)− Iλ| = |J1(E0)− Iλ||J3(E0)− Iλ|.

|J1(E0)−Iλ| = P0(λ)P1(λ) dimana P0(λ) = λ2+cλ+d, dengan
c = µ1 +a1 +µ2 +a2 dan d = µ1µ2 +a2µ1 +a1µ2 sehingga diperoleh

λ1 =
−c+

√
c2 − 4d

2
< 0

λ2 =
−c−

√
c2 − 4d

2
< 0

dan P1(λ) = λ2 + u1λ + u2, dengan u1 = θ1 + ε1 − β1S
0
1 dan

u2 = ε1θ1 − ε1β1S
0
1 − σ1α1S

0
1 . Berdasarkan kriteria Routh Hurwitz

akar-akar persamaan P1(λ) = 0 memiliki bagian real negatif jika dan
jika u1 > 0 dan u2 > 0. Jika R(1)

0 < 1 maka

u2 = ε1θ1 − ε1β1S
0
1 − σ1α1S

0
1

u2 = ε1θ1(1− ε1β1S
0
1 + σ1α1S

0
1

ε1θ1
)

u2 = ε1θ1(1−R(1)
0 ),

u2 > 0. Selanjutnya dibuktikan u1 > 0. Jika R(1)
0 < 1 maka

u1 = θ1 + ε1 − β1S
0
1

u1 ≥ θ1 + ε1 − β1S
0
1 −

σ1α1S
0
1

ε1

u1 ≥ ε1 + θ1(1− ε1β1S
0
1 + σ1α1S

0
1

ε1θ1
)

u1 ≥ ε1 + θ1(1−R(1)
0 ),

u1 > 0. Akar-akar persamaan P1(λ) memiliki bagian real negatif jika
R

(1)
0 < 1.
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|J3(E0)− Iλ| = λ2 + v1λ+ v2 dengan v1 = θ2 + ε2 − β2S
0
2 dan

v2 = ε2θ2 − ε2β2S
0
2 − σ2α2S

0
2 . Berdasarkan kriteria Routh Hutwitz

akar-akar persamaan |J3(E0) − Iλ| = 0 memiliki bagian real negatif
jika dan hanya jika v1 > 0 dan v2 > 0. Jika R(2)

0 < 1 maka

v2 = ε2θ2 − ε2β2S
0
2 − σ2α2S

0
2

v2 = ε2θ2(1− ε2β2S
0
2 + σ2αS

0
2

ε2θ2
)

v2 = ε2θ2(1−R(2)
0 ),

v2 > 0. Selanjutnya dibuktikan v1 > 0. Jika R(2)
0 < 1 maka

v1 = θ2 + ε2 − β1S
0
2

v1 ≥ θ2 + ε2 − β2S
0
2 −

σ2α2S
0
2

ε2

v1 ≥ ε2 + θ2(1− ε2β2S
0
2 + σ2α2S

0
2

ε2θ2
)

v1 ≥ ε2 + θ2(1−R(2)
0 ),

v1 > 0. Akar-akar persamaan karakteristik |J3(E0) − Iλ| = 0

memiliki bagian real negatif jika R(2)
0 < 1.

Berdasarkan uraian di atas maka titik kesetimbangan bebas
penyakit (E0) bersifat stabil asimtotik lokal jika R

(1)
0 < 1 dan

R
(2)
0 < 1.

3.3.2 Kestabilan lokal titik kesetimbangan (E∗)

Matriks Jacobi pada titik kesetimbangan E∗ ditunjukkan pada
Lampiran 3. Persamaan karakteristik matriks J(E∗) dapat diperoleh
dengan menyelesaikan persamaan |J(E∗) − Iλ| = 0. Untuk
mempermudah menentukan akar-akar karakteristik, maka matriks
dapat dipartisi menjadi

|J(E∗)− Iλ| =
∣∣∣∣ J1(E∗)− Iλ J2(E∗)− Iλ

0 J3(E∗)− Iλ

∣∣∣∣
dengan
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J1(E
∗)− Iλ =

α1B
∗
1 − β1I

∗
1 − (µ1 + a1)− λ −β1S

∗
1 −α1S

∗
1 a2

α1B
∗
1 + β1I

∗
1 β1S

∗
1 − θ1 − λ α1S

∗
1 0

0 σ1 −ε1 − λ 0
a1 0 0 −(µ2 + a2)− λ

 ,

J2(E
∗)− Iλ =


0 0
0 0
0 0

−β2S
∗
2 −α2S

∗
2

 ,

dan

J3(E∗)− Iλ =

(
β2S

∗
2 − θ2 − λ α2S

∗
2

σ2 −ε2 − λ

)
.

Berdasarkan definisi determinan matriks partisi maka

|J(E∗)− Iλ| = |J1(E∗)− Iλ||J3(E∗)− Iλ|.

|J1(E∗)− Iλ| = λ4 + h1λ
3 + h2λ

2 + h3λ+ h4 dengan

h1 = α1B
∗
1 − β1S

∗
1 + β1I

∗
1 + a1 + a2 + µ1 + µ2 + θ1 + ε1

h2 = α1a2B
∗
1 + α1µ2B

∗
1 + α1θ1B

∗
1 + α1ε1B

∗
1 − a1β1S

∗
1 − a2β1S

∗
1

− α1σ1S
∗
1 − β1µ1S

∗
1 − β1µ2S

∗
1 − β1ε1S

∗
1 + β1a2I

∗
1 + β1µ2I

∗
1

+ β1θ1I
∗
1 + β1ε1I

∗
1 + a1µ2 + a1θ1 + a1ε1 + a2µ1 + a2θ1

+ a2ε1 + µ1µ2 + µ1θ1 + µ1ε1 + µ2θ1 + µ2ε1 + θ1ε1

h3 = a2α1θ1B
∗
1 + α1µ2θ1B

∗
1 + α1µ2ε1B

∗
1 + α1θ1ε1B

∗
1 − a1α1σ1S

∗
1

− a1β1µ2S
∗
1 − a1β1ε1S

∗
1 − a2α1σ1S

∗
1 − a2β1µ1S

∗
1 − a2β1ε1S

∗
1

− α1µ1σ1S
∗
1 − α1µ1σ1S

∗
1 − β1µ1µ2S

∗
1 − β1µ1ε1S

∗
1 − β1µ1ε1S

∗
1

+ a1β1θ1I
∗
1 + a2β1ε1I

∗
1 + β1µ2θ1I

∗
1 + β1µ2ε1I

∗
1 + β1θ1ε1I

∗
1

+ a1µ2θ1 + a1µ2ε1 + a1θ1ε1 + a2µ1θ1 + a2µ1ε1 + a2θ1ε1

+ µ1µ2θ1 + µ1µ2ε1 + µ1θ1ε1 + µ2θ1ε1

h4 = a2α1θ1ε1B
∗
1 + α1µ2θ1ε1B

∗
1 − a1α1µ2σ1S

∗
1 − a1β1µ2ε1S

∗
1

− a2α1µ1σ1S
∗
1 − a2β1µ1ε1S

∗
1 − α1µ1µ2σ1S

∗
1 − β1µ1µ2ε1S

∗
1

+ a2β1θ1ε1I
∗
1 + β1µ2θ1ε1I

∗
1 + a1µ2θ1ε1 + a2µ1θ1ε1 + µ1µ2θ1ε1.

Berdasarkan kriteria Routh Hurwitz akar-akar persamaan karakteristik
|J1(E∗)− Iλ| = 0 memiliki bagian real negatif karena memenuhi

1. h1 > 0 dan h4 > 0
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2. h1h2 − h3 > 0

3. h1h2h3 − h2
3 − h2

1h4 > 0.
Karena rumitnya membuktikan secara analitik bahwa
h1h2h3 − h2

3 − h2
1h4 > 0, maka kondisi tersebut disimulasikan

secara numerik.

Pembuktian kriteria di atas dijelaskan pada Lampiran 4.
|J3(E∗)− Iλ| = λ2 + x1λ+ x2 dengan x1 = θ2 + ε2− β2S

∗
2 dan

x2 = ε2θ2 − ε2β2S
∗
2 − σ2α2S

∗
2 . Berdasarkan kriteria Routh Hurwitz

akar-akar persamaan |J3(E∗) − Iλ| = 0 memiliki bagian real negatif
jika dan hanya jika x1 > 0 dan x2 > 0. Jika T2 < 1 maka

x2 = ε2θ2 − ε2β2S
∗
2 − σ2α2S

∗
2

x2 = ε2θ2(1− ε2β2S
∗
2 + σ2αS

∗
2

ε2θ2
)

x2 = ε2θ2(1− T2),

x2 > 0. Selanjutnya dibuktikan x1 > 0. Jika T2 < 1 maka

x1 = θ2 + ε2 − β1S
∗
2

x1 ≥ θ2 + ε2 − β2S
∗
2 −

σ2α2S
∗
2

ε2

x1 ≥ ε2 + θ2(1− ε2β2S
∗
2 + σ2α2S

∗
2

ε2θ2
)

x1 ≥ ε2 + θ2(1− T2),

x1 > 0. Akar-akar persamaan karakteristik |J3(E∗) − Iλ| = 0
memiliki bagian real negatif jika T2 < 1.

Berdasarkan uraian di atas maka titik kesetimbangan (E∗) bersifat
stabil asimtotik lokal jika T2 < 1.

3.3.3 Kestabilan lokal titik kesetimbangan (E∗∗)

Matriks Jacobi pada titik kesetimbangan E∗∗ ditunjukkan pada
Lampiran 5. Persamaan karakteristik matriks J(E∗∗) dapat diperoleh
dengan menyelesaikan persamaan |J(E∗∗) − Iλ| = 0. Untuk
mempermudah menentukan akar-akar karakteristik, maka matriks
dapat dipartisi menjadi
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|J(E∗∗)− Iλ| =
∣∣∣∣ J1(E∗∗)− Iλ J2(E∗∗)− Iλ

0 J3(E∗∗)− Iλ

∣∣∣∣
dengan

J1(E∗∗)− Iλ = α2B∗∗2 − β2I∗∗2 − (µ2 + a2)− λ −β2S∗∗2 −α2S∗∗2 a2

α2B∗∗2 + β2I∗∗2 β2S∗∗2 − θ2 − λ α2S∗∗2 0
0 σ2 −ε2 − λ 0
a2 0 0 −(µ2 + a2)− λ

 ,

J2(E∗∗)− Iλ =

 0 0
0 0
0 0

−β1S
∗∗
1 −α1S

∗∗
1

 ,

dan

J3(E
∗∗)− Iλ =

(
β1S

∗∗
1 − θ1 − λ α1S

∗∗
1

σ1 −ε1 − λ

)
.

Berdasarkan definisi determinan matriks partisi maka

|J(E∗∗)− Iλ| = |J1(E∗∗)− Iλ||J3(E∗∗)− Iλ|.

|J1(E∗∗)− Iλ| = λ4 + r1λ
3 + r2λ

2 + r3λ+ r4 dengan

r1 = α2B
∗∗
2 − β2S

∗∗
2 + β2I

∗∗
1 + a2 + a1 + µ2 + µ1 + θ2 + ε2

r2 = α2a1B
∗∗
2 + α2µ1B

∗∗
2 + α2θ2B

∗∗
2 + α2ε2B

∗∗
2 − a2β2S

∗∗
2

− a1β2S
∗∗
2 − α2σ2S

∗∗
2 − β2µ2S

∗∗
2 − β2µ1S

∗∗
2 − β2ε2S

∗∗
2

+ β2a2I
∗∗
2 + β2µ2I

∗∗
2 + β2θ2I

∗∗
2 + β2ε2I

∗∗
2 + a2µ1 + a2θ2

+ a2ε2 + a1µ2 + a1θ2 + a1ε2 + µ2µ1 + µ2θ2 + µ2ε2 + µ1θ2

+ µ1ε2 + θ2ε2

r3 = a1α2θ2B
∗∗
2 + α2µ1θ2B

∗∗
2 + α2µ1ε2B

∗∗
2 + α2θ2ε2B

∗∗
2

− a2α2σ2S
∗∗
2 − a2β2µ1S

∗∗
2 − a2β2ε2S

∗∗
2 − a1α2σ2S

∗∗
2

− a1β2µ2S
∗∗
2 − a1β2ε2S

∗∗
2 − α2µ2σ2S

∗∗
2 − α2µ2σ2S

∗∗
2 − β2µ2µ1S

∗∗
2

− β2µ2ε2S
∗∗
2 − β2µ2ε2S

∗∗
2 + a2β2θ2I

∗∗
2 + a1β2ε2I

∗∗
2 + β2µ1θ2I

∗∗
2

+ β2µ1ε2I
∗∗
2 + β2θ2ε2I

∗∗
2 + a2µ1θ2 + a2µ1ε2 + a2θ2ε2 + a1µ2θ2

+ a1µ2ε2 + a1θ2ε2 + µ2µ1θ2 + µ2µ1ε2 + µ2θ2ε2 + µ1θ2ε2

r4 = a1α2θ2ε2B
∗∗
2 + α2µ1θ2ε2B

∗∗
2 − a2α2µ1σ2S

∗∗
2 − a2β2µ1ε2S

∗∗
2

− a1α2µ2σ2S
∗∗
2 − a1β2µ2ε2S

∗∗
2 − α2µ2µ1σ2S

∗∗
2 − β2µ2µ1ε2S

∗∗
2

+ a1β2θ2ε2I
∗∗
2 + β2µ1θ2ε2I

∗∗
2 + a2µ1θ2ε2 + a1µ2θ2ε2 + µ2µ1θ2ε2
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Berdasarkan kriteria Routh Hurwitz akar-akar persamaan karakteristik
|J1(E∗∗)− Iλ| = 0 memiliki bagian real negatif karena memenuhi

1. r1 > 0 dan r4 > 0

2. r1r2 − r3 > 0

3. r1r2r3 − r2
3 − r2

1r4 > 0.
Karena rumitnya membuktikan secara analitik bahwa
r1r2r3 − r2

3 − r2
1r4 > 0, maka kondisi tersebut disimulasikan

secara numerik.

Pembuktian kriteria di atas dijelaskan pada Lampiran 6.
|J3(E∗∗) − Iλ| = λ2 + y1λ + y2 dengan y1 = θ1 + ε1 − β1S

∗∗
1

dan y2 = ε1θ1 − ε1β1S
∗∗
1 − σ1α1S

∗∗
1 . Berdasarkan kriteria Routh

Hurwitz akar-akar persamaan |J3(E∗∗)− Iλ| = 0 mempunyai bagian
real negatif jika dan hanya jika y1 > 0 dan y2 > 0. Jika T1 < 1 maka

y2 = ε1θ1 − ε1β1S
∗∗
1 − σ1α1S

∗∗
1

y2 = ε1θ1(1− ε1β1S
∗∗ + σ1α1S

∗∗
1

ε1θ1
)

y2 = ε1θ1(1− T1)

y2 > 0. Selanjutnya dibuktikan y1 > 0. Jika T1 < 1 maka

y1 = θ1 + ε1 − β1S
∗∗
1

y1 ≥ θ1 + ε1 − β1S
∗∗
1 −

σ1α1S
∗∗
1

ε1

y1 ≥ ε1 + θ1(1− ε1β1S
∗∗
1 + σ1α1S

∗∗
1

ε1θ1
)

y1 ≥ ε1 + θ1(1− T1)

y1 > 0. Akar-akar persamaan karakteristik |J3(E∗∗) − Iλ| = 0
memiliki bagian real negatif jika T1 < 1.

Berdasarkan uraian di atas maka titik kesetimbangan (E∗∗) bersifat
stabil asimtotik lokal jika T1 < 1.
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3.4 Analisis Kestabilan Global Titik Kesetimbangan (Ē)

Sifat kestabilan global titik kesetimbangan dapat diketahui dengan
mengkonstruksi fungsi Lyapunov. Didefinisikan fungsi Lyapunov

L(S1, I1, B1, S2, I2, B2) = k1[(S1 − S̄1 − S̄1ln
S1

S̄1
) + (I1 − Ī1 − Ī1ln

I1
Ī1

)

+
α1S̄1

ε1
(B1 − B̄1 − Ī1ln

B1

B̄1
)]

+ k2[(S2 − S̄2 − S̄2ln
S2

S̄2
) + (I2 − Ī2 − Ī2ln

I2
Ī2

)

+
α2S̄2

ε2
(B2 − B̄2 − Ī2ln

B2

B̄2
)],

dengan k1, k2 > 0 yang terdefinisi pada Ω. Diketahui
Ē = (S̄1, Ī1, B̄1, S̄2, Ī2, B̄2). Perlu dibuktikan bahwa
L(S1, I1, B1, S2, I2, B2) merupakan fungsi Lyapunov kuat untuk Ē
yang memenuhi kondisi berikut

a. L(Ē) = 0, Ē ∈ Ω.

L(Ē) = k1[(S̄1 − S̄1 − S̄1ln
S̄1

S̄1
) + (Ī1 − Ī1 − Ī1ln

Ī1
Ī1

)

+
α1S̄1

ε1
(B̄1 − B̄1 − Ī1ln

B̄1

B̄1
)]

+ k2[(S̄2 − S̄2 − S̄2ln
S̄2

S̄2
) + (Ī2 − Ī2 − Ī2ln

Ī2
Ī2

)

+
α2S̄2

ε2
(B̄2 − B̄2 − Ī2ln

B̄2

B̄2
)]

= k1[(0− S̄1ln(1)) + (0− Ī1ln(1)) +
α1S̄1

ε1
(0− Ī1ln(1))]

+ k2[(0− S̄2ln(1)) + (0− Ī2ln(1)) +
α2S̄2

ε2
(0− Ī2ln(1))]

= 0.

Terbukti bahwa L(Ē) = 0.

b. L(S1, I1, B1, S2, I2, B2) > 0, ∀(S1, I1, B1, S2, I2, B2) 6= Ē ∈ Ω.
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L(S1, I1, B1, S2, I2, B2) = k1[(S1 − S̄1, S̄1ln
S1

S̄1
) + (I1 − Ī1, Ī1ln

I1
Ī1

)

+
α1S̄1

ε1
(B1 − B̄1 − Ī1ln

B1

B̄1
)]

+ k2[(S2 − S̄2, S̄2ln
S2

S̄2
) + (I2 − Ī2, Ī2ln

I2
Ī2

)

+
α2S̄2

ε2
(B2 − B̄2 − Ī2ln

B2

B̄2
)].

Misalkan f(Si) = Si − S̄i − S̄iln
Si
S̄i
, i = 1, 2 dan f(Si)

terdefinisi pada domain Si ∈ R+ sehingga turunan pertama
f(Si) terhadap Si dapat dinyatakan sebagai berikut

f ′(Si) = 1− S̄i
Si
, Si ∈ (0,∞).

Titik stasioner diperoleh ketika f ′(Si) = 0. Nilai S yang
memenuhi f ′(Si) = 0 adalah Si = S̄i, sehingga f ′(S̄i) = 0.
Jika Si ∈ (0, S̄i) maka berlaku f ′(S̄i) < 0. Dilain pihak, jika
Si ∈ (S̄i,∞) maka berlaku f ′(S̄i) > 0. Oleh karena itu f(Si)
monoton turun pada selang (0, S̄i) dan monoton naik pada
selang (S̄i,∞). Berdasarkan uraian tersebut jelas bahwa (S̄i, 0)
merupakan titik minimum f(Si). Karena 0 merupakan nilai
minumum f(Si) maka pasti berlaku f(Si) > 0,∀Si 6= S̄i ∈ Ω.
Hal ini juga berlaku untuk membuktikan
f(Ii) = Ii − Īi − Īiln IiĪi dan f(Bi) = Bi − B̄i − ĪilnBiB̄i . Jadi
terbukti bahwa L(S1, I1, B1, S2, I2, B2) > 0.

c. dL
dt < 0, ∀(S1, I1, B1, S2, I2, B2) 6= Ē ∈ Ω.

dL

dt
= k1[

dS1

dt
(1− S̄1

S1
) +

I1

dt
(1− Ī1

I1
) +

α1S̄1

ε1

B1

dt
(1− I1

B1
)]

+ k2[
S2

dt
(1− S̄2

S2
) +

I2

dt
(1− Ī2

I2
) +

α2S̄2

ε2

B2

dt
(1− I2

B2
)],

dengan diuraikan kembali seperti yang dipaparkan pada
Lampiran 7, maka dapat dipeoleh bentuk paling sederhana
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sebagai berikut

dL

dt
= −a1S̄1(Λ1 − α1S̄1Ī1)(

S̄1

S1
+
S1

S̄1
− 2)− a1S̄1α1S̄1Ī1(

S1B1

I1S̄1

+
σ1I1

ε1B1
+
ε1S̄1

σ1S1
− 3)− a2S̄2(Λ2 − α2S̄2Ī2)(

S̄2

S2
+
S2

S̄2
− 2)

− a2S̄2α2S̄2Ī2(
S2B2

I2S̄2
+
σ2I2

ε2B2
+
ε2S̄2

σ2S2
− 3)

− a1a2S̄1S̄2(
S2S̄1

S1S̄2
+
S1S̄2

S2S̄1
− 2)

Perhatikan bahwa

S̄1

S1
+
S1

S̄1
− 2 =

S̄2
1 + S2

1 − 2S1S̄1

S1S̄1

=
(S̄1 − S1)2

S1S̄1
≥ 0,

sehingga diperoleh ( S̄1
S1

+ S1

S̄1
− 2) ≥ 0. Dengan cara yang sama

maka diperoleh ( S̄2
S2

+ S2

S̄2
− 2) ≥ 0 dan (S2S̄1

S1S̄2
+ S1S̄2

S2S̄1
− 2) ≥ 0.

Selanjutnya akan dibuktikan (S1B1

I1S̄1
+ σ1I1

ε1B1
+ ε1S̄1

σ1S1
− 3) ≥ 0

dengan menggunakan pertaksamaan rata-rata aritmatika dan
geometri yang dijelaskan pada teorema 2.2.
Misalkan c1 = S1B1

I1S̄1
, c2 = σ1I1

ε1B1
, c3 = ε1S̄1

σ1S1
, maka berlaku

c1+c2+c3
3 ≥ 3

√
c1c2c3

S1B1
I1S̄1

+
σ1I1
ε1B1

+
ε1S̄1
σ1S1

3 ≥ 3

√
S1B1

I1S̄1

σ1I1
ε1B1

ε1S̄1
σ1S1

S1B1

I1S̄1
+ σ1I1

ε1B1
+ ε1S̄1

σ1S1
≥ 3.

Sehingga jelas terbukti (S1B1

I1S̄1
+ σ1I1

ε1B1
+ ε1S̄1

σ1S1
− 3) ≥ 0. Dengan

cara yang sama maka diperoleh (S2B2

I2S̄2
+ σ2I2

ε2B2
+ ε2S̄2

σ2S2
− 3) ≥ 0

Dengan demikian, jika (Λ1 − α1S̄1Ī1) ≥ 0 dan
(Λ2 − α2S̄2Ī2) ≥ 0, maka dL

dt < 0.
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Sehingga dapat disimpulkan bahwa titik kesetimbangan (Ē)
bersifat stabil asimtotik global jika (Λ1 − α1S̄1Ī1) ≥ 0 dan
(Λ2 − α2S̄2Ī2) ≥ 0.

Syarat eksistensi dan jenis kestabilan titik kesetimbangan sistem
persamaan (3.6) dirangkum pada Tabel (3.1).

Tabel 3.1: Titik kesetimbangan, syarat eksistensi, dan kestabilan
Titik Syarat Jenis Syarat

Kesetimbangan Eksistensi Kestabilan Kestabilan
E0 Tidak ada Stabil Asimtotik R

(1)
0 < 1 dan

Lokal R
(2)
0 < 1

E∗ R
(1)
0 > 1 Stabil Asimtotik T2 < 1

Lokal
E∗∗ R

(2)
0 > 1 Stabil Asimtotik T1 < 1

Lokal
Ē T1 > 1 dan Stabil Asimtotik (Λ1 − α1S̄1Ī1) ≥ 0

T2 > 1 Global (Λ2 − α2S̄2Ī2) ≥ 0

3.5 Simulasi Numerik dan Interpretasi Hasil Analisis

Pada subbab ini ditunjukkan simulasi numerik solusi sistem (3.6)
untuk mengilustrasikan hasil analisis pada subbab sebelumnya.
Simulasi dilakukan dengan menggunakan metode Rungge-Kutta orde
empat dan software Matlab. Berdasarkan Tabel (3.1) terdapat empat
titik kesetimbangan dengan syarat kestabilan tertentu. Untuk
memperlihatkan kestabilan semua titik kesetimbangan beberapa nilai
parameter diambil tetap untuk semua simulasi, sedangkan nilai
parameter α1 dan α2 diubah-ubah sehingga memenuhi empat kondisi
yang berbeda sesuai Tabel (3.1). Beberapa nilai parameter yang tetap
disajikan dalam Tabel (3.2) sebagai berikut
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Tabel 3.2: Nilai parameter
Parameter Nilai

Λ1 40

Λ2 45

µ1 0.09

µ2 0.06

β1 0.000022

β2 0.000025

γ1 0.33

γ2 0.35

a1 0.032

a2 0.025

σ1 50

σ2 52

δ1 0.03

δ2 0.034

ε1 0.8

ε2 0.7

Hasil simulasi ditunjukkan dengan potret fase pada ruang ruang
S1I1B1 dan S2I2B2 dengan beberapa nilai awal yang berbeda. Garis-
garis orbit menujuk ke titik kesetimbangan tertentu berdasarkan syarat
eksistensi dan kestabilan titik kesetimbangan sesuai Tabel (3.1).

3.5.1 Simulasi untuk R(1)
0 < 1 dan R(2)

0 < 1

Pada simulasi ini diambil nilai parameter α1 = 0.0000024 dan
α2 = 0.0000016, sehingga diperoleh R(1)

0 = 0.1807 < 1 dan R(2)
0 =

0.2292 < 1. Berdasarkan nilai-nilai parameter tersebut, maka hanya
titik E0 = (472.8, 0, 0, 707.4, 0, 0) yang eksis. Perilaku solusi dengan
empat nilai awal yang berbeda, yaitu

Na1 = (10, 30, 15, 10, 30, 15),
Na2 = (40, 5, 20, 40, 5, 20),
Na3 = (200, 50, 150, 200, 50, 150), dan
Na4 = (800, 80, 120, 800, 80, 120)

dapat dilihat pada Gambar 3.2.
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Gambar 3.2: Potret fase untuk R(1)
0 < 1 dan R(2)

0 < 1

Gambar 3.2 menunjukkan bahwa dengan beberapa nilai awal yang
diberikan, orbit-orbit menuju ke titik kesetimbangan E0. Oleh karena
itu, jika R(1)

0 < 1 dan R(2)
0 < 1 maka titik kesetimbangan E0 bersifat

stabil asimtotik lokal.

3.5.2 Simulasi untuk R(1)
0 > 1 dan R(2)

0 < 1

Pada simulasi ini diambil nilai parameter α1 = 0.000024 dan
α2 = 0.0000016, sehingga diperoleh R

(1)
0 = 1.5992 > 1 dan

R
(2)
0 = 0.0588 < 1 serta T1 = 9.4516 > 1 dan T2 = 0.0532 < 1.

Berdasarkan nilai-nilai parameter tersebut, maka terdapat dua titik
kesetimbangan yang eksis, yaitu titik

E0 = (472.8, 0, 0, 707.4, 0, 0) dan
E∗ = (295.7, 44.3, 2770.4, 640.7, 0, 0).

Berdasarkan Tabel (3.1) titik kesetimbangan E0 bersifat tidak stabil
karena R(1)

0 > 1, sedangkan titik kesetimbangan E∗ memenuhi syarat
kestabilan lokal yaitu T2 = 0.0532 < 1. Perilaku solusi dengan empat
nilai awal yang berbeda, yaitu

Na1 = (10, 30, 15, 10, 30, 15),
Na2 = (40, 5, 20, 40, 5, 20),
Na3 = (200, 50, 150, 200, 50, 150), dan
Na4 = (670, 50, 100, 670, 50, 100)
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Gambar 3.3: Potret fase untuk R(1)
0 > 1 dan R(2)

0 < 1

dapat dilihat pada Gambar 3.3.
Gambar 3.3 yang menunjukkan bahwa dengan beberapa nilai awal

yang diberikan, orbit-orbit menuju ke titik kesetimbangan E∗. Oleh
karena itu, jika R(1)

0 > 1 dan R(2)
0 < 1 maka titik kesetimbangan E∗

bersifat stabil asimtotik lokal.

3.5.3 Simulasi untuk R(1)
0 < 1 dan R(2)

0 > 1

Pada simulasi ini diambil nilai parameter α1 = 0.0000024 dan
α2 = 0.000016, sehingga diperoleh R

(1)
0 = 0.1807 < 1 dan

R
(2)
0 = 1.9336 > 1 serta T1 = 0.1540 < 1 dan T2 = 4.1392 > 1.

Berdasarkan nilai-nilai parameter tersebut, maka terdapat dua titik
kesetimbangan yang eksis, yaitu titik

E0 = (472.8, 0, 0, 707.4, 0, 0) dan
E∗∗ = (402.8, 0, 0, 365.9, 60.3, 4482.7).

Berdasarkan Tabel (3.1) titik kesetimbangan E0 bersifat tidak stabil
karenaR(2)

0 > 1, sedangkan titik kesetimbanganE∗∗ memenuhi syarat
kestabilan lokal yaitu T1 = 0.1540 < 1. Perilaku solusi dengan empat
nilai awal yang berbeda, yaitu

Na1 = (10, 30, 15, 10, 30, 15),
Na2 = (40, 5, 20, 40, 5, 20),
Na3 = (200, 50, 150, 200, 50, 150), dan
Na4 = (570, 40, 100, 570, 40, 100)
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dapat dilihat pada Gambar 3.4.

Gambar 3.4: Potret fase untuk R(1)
0 < 1 dan R(2)

0 > 1

Gambar 3.4 yang menunjukkan bahwa dengan beberapa nilai awal
yang diberikan, orbit-orbit menuju ke titik kesetimbangan E∗∗. Oleh
karena itu, jika R(1)

0 < 1 dan R(2)
0 > 1 maka titik kesetimbangan E∗∗

bersifat stabil asimtotik lokal.

3.5.4 Simulasi untuk R(1)
0 > 1 dan R(2)

0 > 1

Pada simulasi ini diambil nilai parameter α1 = 0.000024, dan
α2 = 0.000016, sehingga diperoleh R

(1)
0 = 1.5992 > 1 dan

R
(2)
0 = 1.9336 > 1 serta T1 = 1.3625 > 1 dan T2 = 1.7513 > 1.

Berdasarkan nilai-nilai parameter tersebut, maka semua titik
kesetimbangan eksis, yaitu titik

E0 = (472.8, 0, 0, 707.4, 0, 0),
E∗ = (295.7, 44.3, 2770.4, 640.7, 0, 0),
E∗∗ = (402.8, 0, 0, 365.9, 60.3, 4482.7), dan
Ē = (295.7, 29.1, 1816.1, 365.9, 52.6, 3908.9).

Nilai parameter yang diberikan memenuhi syarat kestabilan global
titik kesetimbangan Ē, yaitu Λ1 − α1S̄1Ī1 = 39.79348312 ≥ 0 dan
Λ2 − α2S̄2Ī2 = 44.69205856 ≥ 0 sesuai Tabel (3.1), sehingga titik
kesetimbangan Ē bersifat stabil asimtotik global. Perilaku solusi
dengan empat nilai awal yang berbeda, yaitu
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Na1 = (10, 30, 15, 10, 30, 15),
Na2 = (40, 5, 20, 40, 5, 20),
Na3 = (200, 50, 150, 200, 50, 150), dan
Na4 = (580, 4, 10, 580, 4, 10)

dapat dilihat pada Gambar 3.5.

Gambar 3.5: Potret fase untuk R(1)
0 > 1 dan R(2)

0 > 1

Gambar 3.5 yang menunjukkan bahwa dengan beberapa nilai awal
yang diberikan, orbit-orbit menuju ke titik kesetimbangan Ē. Oleh
karena itu, jika R(1)

0 > 1 dan R(2)
0 > 1 titik kesetimbangan Ē bersifat

stabil asimtotik global.
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BAB IV
KESIMPULAN DAN SARAN

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan bab sebelumnya dapat ditarik kesimpulan sebagai
berikut

1. Model epidemi kolera dengan migrasi antar dua wilayah
berbentuk sistem autonomous nonlinear enam dimensi yang
menyatakan perubahan populasi individu rentan, populasi
individu terinfeksi, dan konsentrasi bakteri di kedua wilayah
tersebut.

2. Model tersebut memiliki empat titik kesetimbangan. Salah
satunya adalah titik kesetimbangan bebas penyakit. Titik
kesetimbangan bebas penyakit selalu eksis, sedangkan tiga titik
lainnya eksis dengan syarat tertentu.

3. Terdapat dua angka reproduksi dasar, yaitu R(1)
0 dan R(2)

0 . Jika
R

(1)
0 < 1 dan R(2)

0 < 1 maka hanya titik E0 yang eksis dan
bersifat stabil asimtotik lokal. Jika R(1)

0 > 1 dan R(2)
0 < 1 maka

titik E0 eksis namun tidak stabil, sedangkan titik E∗ eksis dan
bersifat stabil asimtotik lokal. Jika R(1)

0 < 1 dan R(2)
0 > 1 maka

titik E0 eksis namun tidak stabil, sedangkan titik E∗∗ eksis dan
bersifat stabil asimtotik lokal. Jika T (1) > 1 dan T (2) > 1 maka
R

(1)
0 > 1 dan R(2)

0 > 1 sehingga semua titik kesetimbangan
eksis namun hanya hanya satu titik yang stabil, yaitu titik Ē yang
bersifat stabil asimtotik global.

4. Simulasi numerik yang dilakukan menunjukkan hasil yang
sesuai dengan hasil analisis.

4.2 Saran

Pada penelitian berikutnya disarankan untuk memodifikasi model
dengan mengasumsikan bahwa individu yang sembuh dapat menjadi
individu rentan kembali.
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