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ANALISIS DINAMIK MODEL PENYEBARAN PENYAKIT
TOXOPLASMOSIS PADA KUCING DAN MANUSIA

DENGAN JUMLAH POPULASI BERVARIASI

ABSTRAK

Pada skripsi ini dibahas model penyebaran penyakit Toxoplasmosis
pada kucing dan manusia dengan jumlah populasi manusia bervariasi.
Model tersebut dinyatakan dalam sistem otonomus nonlinear lima
dimensi yang terdiri dari dua populasi, yaitu populasi manusia dan
populasi kucing. Populasi manusia dibagi menjadi tiga subpopulasi,
yaitu manusia rentan, manusia terinfeksi, dan manusia terkendali
sedangkan populasi kucing dibagi menjadi dua subpopulasi, yaitu
kucing rentan dan kucing terinfeksi. Sistem tersebut disederhanakan
dalam bentuk sistem otonomus nonlinear tiga dimensi yang ekuivalen
sehingga mudah dianalisis. Pada sistem tiga dimensi tersebut cukup
dipandang tiga variabel yang menyatakan proporsi manusia rentan,
proporsi manusia terinfeksi, dan proporsi kucing rentan. Berdasarkan
hasil analisis diperoleh titik kesetimbangan bebas penyakit dan titik
kesetimbangan endemik dengan syarat eksistensinya. Kestabilan
global titik kesetimbangan dianalisis menggunakan fungsi Lyapunov.
Syarat eksistensi, kestabilan lokal, dan kestabilan global titik
kesetimbangan bergantung pada bilangan reproduksi dasar (R0).
Titik kesetimbangan bebas penyakit selalu eksis, sedangkan titik
kesetimbangan endemik eksis jika R0 > 1. Jika R0 < 1 titik
kesetimbangan bebas penyakit bersifat stabil asimtotik global,
sebaliknya jika R0 > 1 titik kesetimbangan endemik bersifat stabil
asimtotik global. Simulasi numerik yang dilakukan mendukung hasil
analisis yang diperoleh.

Kata kunci: penyakit Toxoplasmosis, populasi manusia bervariasi,
kestabilan global, fungsi Lyapunov, angka reproduksi dasar.
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DYNAMICAL ANALYSIS OF A MODEL OF
TOXOPLASMOSIS DISEASE IN CAT AND HUMAN

WITH VARYING SIZE POPULATIONS

ABSTRACT

This final project discusses a dynamical analysis on a model of
toxoplasmosis disease in cat and human with varying population size.
The model is described by a nonlinear autonomous system of five
dimensions consist of two populations, human population and cat
population. Human population is divided into three subpopulations,
susceptible, infected, and controlled, while the cat population into
two subpopulations, susceptible and infected. This system has
simplified to the equivalent nonlinear autonomous system of three
dimensions so that easy to analyzed. The system of three dimensions
is observed on three variables consist of proportion of susceptible
human, proportion of infected human, and proportion of susceptible
cat. Analysis of the model shows that there are disease free
equilibrium and endemic equilibrium points. Global stability have
been analized by Lyapunov function. Existence, local stability and
global stability of the equilibrium points depend on the basic
reproduction number (R0). The disease free equilibrium point always
exist, the endemic equilibrium point exist if R0 > 1. If R0 < 1 the
disease free equilibrium point is global asymptotically stable,
otherwise the endemic equilibrium point is global asymptotically
stable. Numerical solution results agree with the theoretical results.

Keywords: toxoplasmosis disease, varying human population, global
stability, Lyapunov function, basic reproduction number.
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BAB I
PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang

Toxoplasmosis merupakan salah satu penyakit yang pada
umumnya menginfeksi manusia dan hewan berdarah panas seperti
domba, sapi, babi, mamalia laut, unggas, dan kuda. Penyakit
Toxoplasmosis disebabkan oleh parasit Toxoplasma Gondii (T.
Gondii). Kucing merupakan inang definitif T. Gondii, yaitu makhluk
hidup yang berperan sebagai tempat parasit hidup dan berkembang.
Manusia atau hewan berdarah panas merupakan inang perantara T.
Gondii, yaitu makhluk hidup yang menjadi perantara penularan
penyakit Toxoplasmosis. Pada tahun 1908, parasit T. Gondii
ditemukan pertama kali oleh Nicole dan Manceaux pada organ limfa
dan hati hewan pengerat Ctenodactylus Gundi di Tunisia, Afrika, dan
pada kelinci di Brazil (Dubey, 2010).

Penyakit Toxoplasmosis tersebar ke seluruh dunia termasuk ke
Indonesia. Di beberapa daerah di Indonesia angka kejadian penyakit
ini bervariasi antara 2% hingga 63% (Gandahusada, 1991). Penyakit
Toxoplasmosis bukanlah suatu penyakit yang fatal, tetapi bila tidak
ditanggulangi dengan baik dapat menimbulkan masalah. Penyakit
Toxoplasmosis tetap harus diwaspadai karena terbukti dapat
menimbulkan kelainan yang nyata pada penderita dengan status imun
yang rendah (Palgunadi, 2011). Berdasarkan fakta tersebut,
dibutuhkan model matematika untuk mempelajari dan mengetahui
faktor yang mempengaruhi penyebaran penyakit Toxoplasmosis di
masa depan.

Pada tahun 2002, Mateus-Pinilla dkk. melakukan simulasi
numerik yang menggambarkan penyebaran parasit Toxoplasma
Gondii pada populasi kucing. Kemudian Aranda dkk. (2008),
mengkonstruksi model SIC untuk mengkaji penyebaran penyakit
Toxoplasmosis pada manusia. Model tersebut membagi populasi
manusia menjadi tiga subpopulasi, yaitu subpopulasi rentan
(Susceptible), subpopulasi terinfeksi (Infected), dan subpopulasi
terkendali (Controlled). Model tersebut hanya membahas transmisi
vertikal yang terjadi pada manusia.

Pada tahun 2009, Gonzalez-Parra dkk. mengembangkan dan
menganalisis model penyebaran penyakit Toxoplasmosis pada
populasi manusia dan kucing. Pada model tersebut, dipandang lima
subpopulasi, yaitu tiga subpopulasi manusia dan dua subpopulasi
kucing. Subpopulasi manusia terdiri dari subpopulasi rentan
(Susceptible), subpopulasi terinfeksi (Infected), dan subpopulasi
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terkendali (Controlled), sedangkan subpopulasi kucing terdiri dari
subpopulasi rentan (Susceptible) dan subpopulasi terinfeksi
(Infected). Diasumsikan bahwa laju kelahiran pada populasi manusia
dan kucing sama dengan laju kematiannya. Transmisi vertikal terjadi
pada manusia dan kucing dan transmisi horizontal penyakit
Toxoplasmosis hanya terjadi pada manusia jika terjadi kontak antara
manusia rentan dengan kucing terinfeksi.

Kemudian Yongzhen dkk. (2017) memodifikasi model yang telah
dibahas oleh Gonzalez-Parra dkk. Berbeda dari penelitian
sebelumnya, Yongzhen dkk. mempertimbangkan adanya
pertumbuhan pada populasi manusia karena kelahiran dan kematian,
dan tidak mempertimbangkan adanya pertumbuhan pada populasi
kucing.

Skripsi ini mengkaji ulang model penyebaran penyakit
Toxoplasmosis pada manusia dan kucing dengan adanya variasi
jumlah populasi manusia yang telah dibahas oleh Yongzhen dkk.
(2017). Analisis yang dilakukan pada model meliputi penentuan titik
kesetimbangan dan eksistensi titik kesetimbangan, analisis kestabilan
lokal dan global titik kesetimbangan, dan penentuan angka
reproduksi dasar. Selain itu juga dilakukan simulasi numerik untuk
mengilustrasikan hasil analisis yang diperoleh.

1.2. Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang tersebut, pokok permasalahan yang
dikaji dalam skripsi ini adalah sebagai berikut.
1. Bagaimana konstruksi model penyebaran Toxoplasmosis pada

kucing dan manusia dengan jumlah populasi manusia bervariasi?
2. Bagaimana titik kesetimbangan dan syarat eksistensi titik

kesetimbangan model?
3. Bagaimana hasil analisis kestabilan model?
4. Bagaimana hasil simulasi numerik dan interpretasi solusi model?

1.3. Tujuan Penulisan

Berdasarkan rumusan masalah yang diuraikan tersebut, tujuan
penulisan skripsi ini adalah sebagai berikut.
1. Mengkonstruksi model penyebaran Toxoplasmosis pada kucing

dan manusia dengan jumlah populasi manusia bervariasi.
2. Menentukan titik kesetimbangan dan syarat eksistensi titik

kesetimbangan model.
3. Menganalisis kestabilan titik kesetimbangan model.
4. Menginterpretasikan hasil simulasi model.
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1.4. Batasan Masalah

Model yang dikonstruksi dibatasi oleh asumsi-asumsi berikut.
1. Jumlah populasi kucing konstan.
2. Jumlah populasi manusia bervariasi.
3. Laju kelahiran manusia lebih besar dari laju kematian.
4. Transmisi horizontal pada manusia hanya terjadi karena adanya

kontak antara kucing terinfeksi dengan manusia rentan.
5. Transmisi vertikal terjadi pada manusia dan kucing.
6. Subpopulasi manusia pada kelas terkendali tidak akan terinfeksi

kembali.
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BAB II
DASAR TEORI

Pada bab ini diberikan teori-teori yang digunakan sebagai acuan
dalam pembahasan.

2.1. Sistem Dinamik

Menurut Nagle, dkk. (2012) sistem dinamik adalah suatu sistem
yang kondisinya dapat diketahui di masa yang akan datang apabila
diberikan kondisi di masa sekarang atau masa lalu. Terdapat dua jenis
sistem dinamik, yaitu sistem dinamik diskret dan sistem dinamik
kontinu. Sistem dinamik diskret memiliki bentuk umum

~xt+1 = ~f(~xt), t ∈ Z ∨ t ∈ N, ~x ∈ Rn,

sedangkan sistem dinamik kontinu memiliki bentuk umum

d~x

dt
= ~f(~x, t), t ∈ R, ~x ∈ Rn.

Suatu sistem persamaan diferensial biasa yang berbentuk

dx1
dt

= F1(x1, x2, x3),

dx2
dt

= F2(x1, x2, x3), (2.1)

dx3
dt

= F3(x1, x2, x3),

dengan fungsi F1,F2, dan F3 tidak bergantung secara eksplisit pada t,
disebut sistem otonomus berdimensi tiga.

(Finizio dan Ladas, 1982)

Definisi 2.1.1 (Titik kesetimbangan sistem otonomus)

Titik ~x∗ = (x∗1, x
∗
2, x
∗
3) merupakan titik kesetimbangan sistem

otonomus (2.1) jika F1(~x
∗) = F2(~x

∗) = F3(~x
∗) = 0.

(Meiss, 2007)
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Definisi 2.1.2 (Kestabilan titik kesetimbangan sistem otonomus)

Titik kesetimbangan ~x∗ bersifat
1. stabil, jika ∀ε > 0,∃δ > 0 sedemikian sehingga untuk setiap solusi

sistem ~x = ~x(t) yang memenuhi

‖~x(0)− ~x∗‖ < δ

maka berlaku
‖~x(t)− ~x∗‖ < ε,∀t ≥ 0,

2. stabil asimtotik, jika titik kesetimbangan bersifat stabil dan
∃δ0 > 0 sedemikian sehingga sebuah solusi sistem ~x = ~x(t) yang
memenuhi

‖~x(0)− ~x∗‖ < δ0

bersifat
lim
t→∞

~x(t) = ~x∗,

3. tidak stabil, jika titik kesetimbangan tersebut tidak memenuhi
kriteria stabil.

(Boyce dan Diprima, 2012)

2.1.1. Sistem otonomus linear

Perhatikan sistem otonomus linear tiga dimensi

dx1
dt

= a11x1 + a12x2 + a13x3,

dx2
dt

= a21x1 + a22x2 + a23x3, (2.2)

dx3
dt

= a31x1 + a32x2 + a33x3.

Sistem (2.2) dapat dinyatakan dalam bentuk matriks sebagai

d~x

dt
= A~x, (2.3)
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dengan

~x =

[
x1
x2
x3

]
dan A =

[
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

]
.

Titik kesetimbangan sistem otonomus (2.2) ditentukan dengan
cara menyelesaikan persamaan A~x = ~0. Apabila |A| 6= 0, maka
~x∗ = ~0 adalah satu-satunya titik kesetimbangan sistem tersebut. Sifat
kestabilan titik kesetimbangan ditentukan berdasarkan nilai eigen
atau akar-akar persamaan karakteristik |A− λI| = 0.

(Boyce dan Diprima, 2012)

Teorema 2.1.3 (Kestabilan titik kesetimbangan sistem otonomus
linear)

Misalkan λn dengan n = 1, 2, 3, adalah nilai eigen matriks
koefisien A sistem (2.2), dengan |A| 6= 0. Titik kesetimbangan
~x∗ = ~0 bersifat
1. stabil asimtotik, jika dan hanya jika seluruh nilai eigen memiliki

bagian riil negatif,
2. stabil, jika dan hanya jika seluruh nilai eigen memiliki bagian riil

tak positif,
3. tidak stabil, jika terdapat nilai eigen yang memiliki bagian riil

positif.

(Finizio dan Ladas, 1982)

Perhatikan sistem otonomus linear dua dimensi

dx

dt
= ax+ by

dy

dt
= cx+ dy.

(2.4)

Sistem tersebut dinyatakan dalam bentuk matriks, yaitu

d~x

dt
= H~x,

dengan
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H =

(
a b
c d

)
dan ~x =

(
x
y

)
.

Titik kesetimbangan sistem otonomus (2.4) ditentukan dengan cara
menyelesaikan persamaan H~x = ~0. Apabila |H| 6= 0, maka ~x∗ = ~0
adalah satu-satunya titik kesetimbangan sistem tersebut. Sifat
kestabilan titik kesetimbangan ditentukan berdasarkan nilai eigen
atau akar-akar persamaan karakteristik

|H − λI| =
∣∣∣∣ a− λ b

c d− λ

∣∣∣∣ = 0,

yaitu
λ2 − λ(a+ d) + (ad− bc) = 0.

Persamaan karakteristik tersebut dapat dinyatakan sebagai

λ2 − tr(H)λ+ |H| = 0, (2.5)

dengan tr(H) = a+d dan |H| = ad−bc. Dari persamaan (2.5) dapat
ditentukan nilai eigen matriks H , yaitu

λ1,2 =
tr(H)±

√
D

2
, dengan D = (tr(H))2 − 4|H|.

Nilai λ1, λ2 bergantung pada nilai trace dan determinan matriks H .
Sifat kestabilan titik kesetimbangan sistem otonomus (2.4)
berdasarkan nilai trace dan determinan matriks H ditunjukkan pada
Tabel 2.1.
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Tabel 2.1 Kestabilan titik kesetimbangan sistem dua dimensi berdasarkan trace
dan determinan matriks koefisien

|H| tr(H) D Nilai eigen Jenis Kestabilan

> 0

> 0 ≥ 0 λ1, λ2 > 0
Tidak Stabil

< 0
λ1,2 = α+ iβ,

α > 0

= 0 < 0 λ1,2 = ±iβ Stabil

< 0
≥ 0 λ1, λ2 < 0

Stabil Asimtotik
< 0

λ1,2 = α+ iβ,
α < 0

< 0 bebas > 0
λ1 < 0, λ2 > 0 Tidak Stabil
λ1 > 0, λ2 < 0

(Panfilov, 2004)

2.1.2. Sistem otonomus nonlinear

Sistem otonomus (2.1) dengan F1, F2, F3 merupakan fungsi
nonlinear disebut sistem otonomus nonlinear tiga dimensi. Sistem
(2.1) dapat didekati oleh sistem otonomus linear di sekitar titik
kesetimbangan ~x∗ = (x∗1, x

∗
2, x
∗
3). Hal tersebut dapat ditunjukkan

dengan melakukan ekspansi deret Taylor di sekitar titik
kesetimbangan ~x∗ sehingga fungsi F1, F2, F3 dapat dinyatakan
sebagai berikut.

Fi(~x) =Fi(~x
∗) +

∂Fi(~x
∗)

∂x1
(x1 − x∗1) +

∂Fi(~x
∗)

∂x2
(x2 − x∗2)

+
∂Fi(~x

∗)

∂x3
(x3 − x∗3) + ηi(~x)

dengan ηi(~x) adalah suku sisa, i = 1, 2, 3. Hampiran orde satu
terhadap Fi menghasilkan suku sisa yang memenuhi sifat

lim
~x→~x∗

ηi(~x)

‖~w‖
= 0,

dengan ~w = (x1 − x∗1, x2 − x∗2, x3 − x∗3)T .
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Selanjutnya, diterapkan

dx1
dt

=
d

dt
(x1 − x∗1),

dx2
dt

=
d

dt
(x2 − x∗2),

dx3
dt

=
d

dt
(x3 − x∗3)

terhadap sistem otonomus nonlinear (2.1), maka sistem tersebut dapat
ditulis dalam bentuk matriks sebagai berikut.

d

dt

[
x1 − x∗1
x2 − x∗2
x3 − x∗3

]
=

[
F1(~x

∗)
F2(~x

∗)
F3(~x

∗)

]

+


∂F1(~x

∗)

∂x1

∂F1(~x
∗)

∂x2

∂F1(~x
∗)

∂x3
∂F2(~x

∗)

∂x1

∂F2(~x
∗)

∂x2

∂F2(~x
∗)

∂x3
∂F3(~x

∗)

∂x1

∂F3(~x
∗)

∂x2

∂F3(~x
∗)

∂x3


[
x1 − x∗1
x2 − x∗2
x3 − x∗3

]

+

[
η1(~x)
η2(~x)
η3(~x)

]
. (2.6)

Misalkan u1 = x1 − x∗1, u2 = x2 − x∗2, u3 = x3 − x∗3, maka
~w = (u1, u2, u3)

T . Oleh karena Fi(~x
∗) = 0, maka persamaan (2.6)

dapat dituliskan sebagai

d

dt

[
u1
u2
u3

]
=


∂F1(~x

∗)

∂x1

∂F1(~x
∗)

∂x2

∂F1(~x
∗)

∂x3
∂F2(~x

∗)

∂x1

∂F2(~x
∗)

∂x2

∂F2(~x
∗)

∂x3
∂F3(~x

∗)

∂x1

∂F3(~x
∗)

∂x2

∂F3(~x
∗)

∂x3


[
u1
u2
u3

]
+

[
η1(~x)
η2(~x)
η3(~x)

]

atau
d~w

dt
= J ~w + ~η.

Matriks

J =


∂F1(~x

∗)

∂x1

∂F1(~x
∗)

∂x2

∂F1(~x
∗)

∂x3
∂F2(~x

∗)

∂x1

∂F2(~x
∗)

∂x2

∂F2(~x
∗)

∂x3
∂F3(~x

∗)

∂x1

∂F3(~x
∗)

∂x2

∂F3(~x
∗)

∂x3


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disebut matriks Jacobi di ~x∗.
Nilai (u1, u2, u3) sangat kecil untuk (x1, x2, x3) yang berada

cukup dekat dengan (x∗1, x
∗
2, x
∗
3), sehingga ‖~η‖ � ‖~w‖. Oleh karena

itu, nilai ~η dapat diabaikan dan sistem otonomus nonlinear (2.1)
dapat dihampiri oleh sistem linear

d~w

dt
= J ~w. (2.7)

Jika ~x = ~x∗, maka ~w∗ = ~0, sehingga sistem otonomus linear (2.7)
memiliki titik kesetimbangan ~w∗ = ~0. Proses menghampiri
persamaan (2.1) dengan sistem (2.7) dinamakan proses linearisasi.
Sifat kestabilan titik kesetimbangan sistem nonlinear dapat
ditentukan dengan melihat sifat kestabilan titik kesetimbangan
~w∗ = ~0 sistem hasil linearisasi (2.7), seperti dinyatakan pada
Teorema 2.1.4 berikut.

(Boyce dan Diprima, 2012)

Teorema 2.1.4 (Kestabilan sistem otonomus nonlinear)

Titik kesetimbangan ~x∗ sistem otonomus nonlinear (2.1) bersifat
1. stabil asimtotik, jika titik kesetimbangan sistem hasil linearisasi

(2.7) bersifat stabil asimtotik,
2. tidak stabil, jika titik kesetimbangan sistem hasil linearisasi (2.7)

bersifat tidak stabil.

(Finizio dan Ladas, 1982)

Oleh karena titik kesetimbangan stabil atau stabil asimtotik hanya
pada suatu daerah tertentu dalam lingkungan solusi sistem, maka titik
kesetimbangan tersebut dikatakan stabil lokal atau stabil asimtotik
lokal.

2.1.3. Analisis kestabilan global

Selain sifat kestabilan lokal, kestabilan global titik
kesetimbangan juga dapat dianalisis. Titik kesetimbangan dikatakan
stabil global atau stabil asimtotik global jika titik kesetimbangan
tersebut stabil atau stabil asimtotik pada setiap lingkungan solusi
sistem. Untuk menentukan sifat kestabilan global titik
kesetimbangan, digunakan definisi dan teorema berikut.
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Definisi 2.1.5 (Fungsi Lyapunov lemah)

Misalkan ~x∗ adalah titik kesetimbangan suatu persamaan

diferensial
d~x

dt
= ~f(~x). Suatu fungsi L : Rn → R disebut fungsi

Lyapunov lemah untuk ~x∗ jika terdapat suatu persekitaran W ⊆ Rn

pada ~x∗ yang memenuhi kondisi
1. L(~x∗) = 0 dan L(~x) > 0, ∀~x 6= ~x∗ ∈W,
2. L̇(~x) ≤ 0, ∀~x ∈W .

(Alligood dkk., 2000)

Definisi 2.1.6 (Fungsi Lyapunov kuat)

Fungsi L disebut fungsi Lyapunov kuat untuk ~x∗ jika terdapat
persekitaran W ⊆ Rn pada ~x∗ yang memenuhi kondisi (1) pada
Definisi 2.1.5 dan

L̇(~x) < 0, ∀~x 6= ~x∗ ∈W.

(Alligood dkk., 2000)

Contoh
Perhatikan persamaan satu dimensi berikut ẋ = ax dengan a < 0

dengan titik kesetimbangan x = 0. Didefinisikan suatu fungsi
Lyapunov, yaitu

L(x) = x2.

Jelas bahwa L(0) = 0 dan L(x) > 0,∀x 6= 0 memenuhi kondisi (1)
pada Definisi 2.1.5. Selanjutnya ditunjukkan L̇(x) < 0,∀x 6= 0, yaitu

L̇(x) =
dL

dx
· dx
dt

= (2x)(ax) = 2ax2 < 0.

Oleh karena itu, fungsi Lyapunov L(x) merupakan fungsi Lyapunov
kuat.

Teorema 2.1.7 (Kestabilan global titik kesetimbangan dengan
fungsi Lyapunov)

Misalkan ~x∗ adalah titik kesetimbangan suatu persamaan

diferensial
d~x

dt
= ~f(~x). Titik kesetimbangan ~x∗ bersifat

1. stabil asimtotik global, jika terdapat suatu fungsi Lyapunov kuat
untuk ~x∗,
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2. stabil global, jika terdapat suatu fungsi Lyapunov lemah untuk ~x∗.

(Alligood dkk., 2000)

2.2. Toxoplasmosis

Toxoplasmosis adalah infeksi yang disebabkan oleh parasit
obligat intraseluler Toxoplasma Gondii (T. Gondii). Sebagian besar
orang dewasa yang terinfeksi tidak menunjukkan gejala sakit atau
mengeluh sakit, tetapi sebagian yang lain mengalami pembesaran
kelenjar limfe, sakit kepala atau nyeri otot. Ibu hamil yang terinfeksi
penyakit Toxoplasmosis dapat menimbulkan keguguran, lahir mati
atau kecacatan jasmani, kemunduran mental, dan kebutaan pada bayi
yang dilahirkannya. Banyak bayi yang terinfeksi pada waktu masih
berada di dalam kandungan ibunya tidak menunjukkan gejala atau
kelainan pada saat dilahirkan, tetapi baru tampak gejala klinisnya
beberapa waktu setelah dilahirkan. Sekali terinfeksi Toxoplasmosis,
manusia atau hewan akan membentuk antibodi protektif yang
berperan seumur hidup, kecuali manusia atau hewan mengalami
gangguan sistem imun yang berat dan tidak mampu membentuk
respon imun humoral. (Soedarto, 2012)

Parasit Toxoplasma Gondii dibagi dalam tiga bentuk yaitu
Oocysts, Tachyzoites, dan Bradyzoites. Oocysts hanya terbentuk
dalam usus kucing yang berperan sebagai inang definitif. Oocysts
dikeluarkan dari tubuh kucing melalui feces. Selanjutnya Oocysts
berkembang pada tubuh inang perantara menjadi bentuk Tachyzoites.
Tachyzoites yang menempati jaringan otot dan sistem syaraf pada
inang perantara kemudian berubah menjadi bentuk Bradyzoites.
(Dubey, 2010)

Manusia dapat terinfeksi penyakit Toxoplasmosis dengan
berbagai cara. Toxoplasmosis tidak menular melalui interaksi antar
manusia, namun wanita hamil yang terinfeksi dapat menularkan
penyakit ini kepada janin yang dikandungnya. Selain itu manusia
juga dapat terinfeksi karena adanya kontak dengan feces kucing yang
mengandung parasit T. Gondii. Makanan yang dikonsumsi manusia,
dapat menjadi perantara penyebaran parasit T. Gondii. Hal ini terjadi,
apabila sayuran dan daging yang terkontaminasi parasit tersebut tidak
dicuci dengan bersih dan tidak dimasak dengan sempurna.
Transplantasi organ yang mengandung parasit T. Gondii juga dapat
menjadi perantara penyebaran antar manusia. (Dubey, 2010)
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2.3. Model Penyebaran Penyakit Toxoplasmosis pada Manusia
dan Kucing dengan Jumlah Populasi Konstan

Model penyebaran penyakit Toxoplasmosis pada manusia dan
kucing dibahas oleh Gonzalez-Parra dkk. pada tahun 2009. Model
tersebut terdiri dari dua populasi, yaitu populasi manusia dan
populasi kucing. Populasi manusia dibagi menjadi tiga subpopulasi,
yaitu subpopulasi rentan (Sh), subpopulasi terinfeksi (Ih), dan
subpopulasi terkendali (Ch). Populasi kucing dibagi menjadi dua
subpopulasi, yaitu subpopulasi rentan (Sc) dan subpopulasi terinfeksi
(Ic). Namun pada model ini diasumsikan bahwa jumlah populasi
manusia dan kucing konstan. Diagram kompartemen dari model
Gonzalez-Parra dkk. ditunjukkan pada gambar (2.1).

Gambar 2.1 Diagram kompartemen penyakit Toxoplasmosis pada kucing dan
manusia dengan populasi konstan

Individu rentan dan individu terkendali dapat melahirkan individu
baru yang rentan terinfeksi penyakit Toxoplasmosis dengan laju
µh(Sh + Ch). Individu rentan dapat terinfeksi penyakit
Toxoplasmosis karena melakukan kontak langsung dengan kucing

terinfeksi dengan laju βhSh
Ic
Nc

. Hal tersebut menyebabkan jumlah

individu rentan berkurang dan menambah jumlah individu terinfeksi.
Individu terinfeksi dapat melahirkan individu baru yang juga
terinfeksi dengan laju µhIh. Proses pengobatan individu terinfeksi
penyakit Toxoplasmosis mengurangi jumlah individu terinfeksi dan
menambah jumlah individu terkendali dengan laju γIh. Jumlah
populasi manusia berkurang karena setiap individu memiliki masa
hidup yang terbatas dengan laju µh.
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Induk kucing yang rentan terhadap penyakit Toxoplasmosis dapat
melahirkan kucing rentan dengan laju µcSc. Induk kucing yang
terinfeksi, kemungkinan dapat melahirkan kucing yang rentan
dengan laju µcpcIc dan kemungkinan dapat melahirkan kucing yang
terinfeksi pula dengan laju µc(1 − pc)Ic. Kucing rentan yang
melakukan kontak langsung dengan kucing terinfeksi dapat terinfeksi

penyakit Toxoplasmosis dengan laju βcSc
Ic
Nc

. Jumlah populasi

kucing berkurang karena setiap kucing memiliki masa hidup yang
terbatas dengan laju µc. Berdasarkan uraian tersebut diperoleh model
penyebaran penyakit Toxoplasmosis dinyatakan dalam bentuk sistem
otonomus nonlinear, yaitu

dSh(t)

dt
= µhCh − βhSh

Ic
Nc
,

dIh(t)

dt
= βhSh

Ic
Nc
− γIh(t),

dCh(t)

dt
= γIh(t)− µhCh,

dSc(t)

dt
= µcIcpc − βcSc

Ic
Nc
,

dIc(t)

dt
= βcSc

Ic
Nc
− µcIcpc.

2.4. Angka Reproduksi Dasar

Angka reproduksi dasar (R0) didefinisikan sebagai nilai rata-rata
banyaknya individu baru terinfeksi, akibat individu yang telah
terinfeksi sebelumnya selama masa infeksi berlangsung. Angka
reproduksi dasar ini digunakan untuk menentukan ada atau tidaknya
penyakit dalam suatu populasi tertentu.

Penyebaran penyakit pada populasi tertentu terjadi jika R0 > 1,
artinya setiap individu terinfeksi menghasilkan rata-rata lebih dari
satu individu baru terinfeksi. Jika R0 < 1, artinya rata-rata individu
yang terinfeksi menghasilkan kurang dari satu individu baru
terinfeksi selama periode menularnya.

(Driessche dan Watmough,2002)
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BAB III
HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada bab ini dibahas konstruksi model penyebaran penyakit
Toxoplasmosis pada kucing dan manusia dengan jumlah populasi
bervariasi. Selanjutnya, dilakukan analisis dinamik pada model, yang
meliputi penentuan titik kesetimbangan, penentuan syarat eksistensi
titik kesetimbangan, dan kestabilan lokal maupun global titik
kesetimbangan. Selain itu, dilakukan pula simulasi numerik untuk
mendukung hasil analisis yang diperoleh.

3.1. Konstruksi Model

Pada bagian ini dibahas konstruksi model penyebaran penyakit
Toxoplasmosis yang terjadi pada populasi kucing dan manusia.
Populasi manusia dibagi menjadi tiga subpopulasi, yaitu subpopulasi
rentan (S1), subpopulasi terinfeksi (I1), dan subpopulasi terkendali
(C). Individu yang rentan terhadap penyakit Toxoplasmosis dapat
menjadi individu yang terinfeksi karena melakukan kontak langsung
dengan kucing yang terinfeksi. Individu yang terinfeksi dapat
melakukan pengobatan, sehingga memiliki daya imun yang baik
menjadi individu terkendali. Individu terkendali yang memiliki daya
imun yang rendah dapat menjadi individu terinfeksi, namun pada
model diasumsikan bahwa individu terkendali tidak akan menjadi
individu terinfeksi. Berbeda dari model Gonzales-Parra dkk. (2009),
pada model ini populasi manusia mengalami pertumbuhan karena
adanya perbedaan antara laju kelahiran dan laju kematian. Total
populasi manusia pada waktu t dinyatakan sebagai

N1(t) = S1(t) + I1(t) + C(t). (3.1)

Populasi kucing dibagi menjadi dua subpopulasi yaitu
subpopulasi rentan (S2) dan subpopulasi terinfeksi (I2). Kucing
rentan dapat terinfeksi penyakit Toxoplasmosis karena melakukan
kontak dengan kucing terinfeksi. Kucing terinfeksi tidak akan
sembuh, karena parasit Toxoplasma Gondii hidup dan berkembang
pada usus kucing. Total populasi kucing pada waktu t dinyatakan
sebagai

N2(t) = S2(t) + I2(t). (3.2)

Alur penyebaran penyakit Toxoplasmosis pada kucing dan
manusia dengan populasi bervariasi digambarkan sebagai model
kompartemen yang diperlihatkan pada Gambar 3.1
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Gambar 3.1 Diagram kompartemen penyakit Toxoplasmosis

Individu yang rentan, terinfeksi, dan terkendali penyakit
Toxoplasmosis dapat melahirkan individu baru yang rentan dengan
laju µ1N1(t). Penyebaran penyakit Toxoplasmosis dapat terjadi
melalui transmisi vertikal, yaitu wanita hamil yang terinfeksi
penyakit Toxoplasmosis dapat melahirkan keturunannya dengan dua
kemungkinan. Kemungkinan pertama, yaitu melahirkan individu
yang terinfeksi penyakit Toxoplasmosis dengan angka kemungkinan
(1 − p1). Kemungkinan kedua, yaitu melahirkan individu yang tidak
terinfeksi penyakit Toxoplasmosis dengan angka kemungkinan p1.
Hal tersebut menjadikan jumlah populasi rentan berkurang dengan
laju µ1(1 − p1)I1(t). Secara alami, individu yang rentan terinfeksi
penyakit Toxoplasmosis memiliki masa hidup yang terbatas sehingga
populasi rentan berkurang akibat kematian alami dengan laju dS1(t).
Penyakit Toxoplasmosis dapat menular karena adanya kontak
langsung antara kucing terinfeksi dengan individu rentan. Hal
tersebut mengakibatkan jumlah individu rentan berkurang yang
berbanding lurus dengan proporsi kucing yang terinfeksi, yaitu

sebesar β1S1(t)
I2(t)

N2(t)
. Jadi, laju perubahan jumlah populasi yang

rentan terinfeksi penyakit Toxoplasmosis adalah

Ṡ1(t) =µ1N1(t)− µ1(1− p1)I1(t)− dS1(t)− β1S1(t)
I2(t)

N2(t)
. (3.3)
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Jika individu rentan melakukan kontak langsung dengan kucing
terinfeksi maka populasi individu terinfeksi bertambah dengan laju

β1S1(t)
I2(t)

N2(t)
. Wanita hamil yang terinfeksi penyakit Toxoplasmosis

dapat melahirkan individu yang terinfeksi penyakit Toxoplasmosis
dengan angka kemungkinan (1 − p1). Laju perubahan populasi
terinfeksi akibat transmisi vertikal adalah µ1(1 − p1)I1(t). Individu
yang terinfeksi penyakit Toxoplasmosis memiliki masa hidup yang
terbatas sehingga mengurangi jumlah populasi individu terinfeksi
dengan laju kematian dI1(t). Proses pengobatan individu yang
terinfeksi penyakit Toxoplasmosis dapat mengurangi jumlah populasi
terinfeksi dengan laju γI1(t). Jadi, laju perubahan jumlah populasi
manusia yang terinfeksi penyakit Toxoplasmosis adalah

İ1(t) =β1S1(t)
I2(t)

N2(t)
+ µ1(1− p1)I1(t)− dI1(t)− γI1(t). (3.4)

Proses pengobatan individu yang terinfeksi penyakit
Toxoplasmosis dapat menambah jumlah populasi individu terkendali
dengan laju γI1(t). Individu yang terkendali penyakit Toxoplasmosis
memiliki masa hidup yang terbatas, sehingga jumlah populasi
terkendali berkurang dengan laju kematian dC(t). Jadi, laju
perubahan jumlah populasi manusia yang terkendali penyakit
Toxoplasmosis adalah

Ċ(t) = γI1(t)− dC(t). (3.5)

Induk kucing yang rentan terhadap penyakit Toxoplasmosis dapat
melahirkan kucing rentan dengan laju perubahan populasi µ2S2(t).
Induk kucing yang terinfeksi penyakit Toxoplasmosis dapat
melahirkan kucing yang rentan dengan angka kemungkinan p2.
Dalam hal ini diperoleh laju perubahan populasi kucing rentan yang
berbanding lurus dengan populasi kucing terinfeksi, yaitu sebesar
µ2p2I2(t). Kucing rentan dapat tertular penyakit Toxoplasmosis
karena melakukan kontak langsung dengan kucing terinfeksi. Hal ini
mengakibatkan jumlah populasi kucing rentan berkurang yang
berbanding lurus dengan proporsi kucing terinfeksi, yaitu sebesar

β2S2(t)
I2(t)

N2(t)
. Kucing yang rentan terinfeksi penyakit

Toxoplasmosis dapat mengalami kematian karena memiliki masa
hidup yang terbatas dengan laju µ2S2(t). Jadi, laju perubahan jumlah
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populasi kucing yang rentan penyakit Toxoplasmosis adalah

Ṡ2(t) = µ2p2I2(t)− β2S2(t)
I2(t)

N2(t)
(3.6)

Penyebaran penyakit Toxoplasmosis dapat terjadi melalui
transmisi vertikal. Induk kucing yang terinfeksi penyakit
Toxoplasmosis dapat melahirkan kucing yang juga terinfeksi dengan
kemungkinan (1 − p2). Laju perubahan populasi kucing adalah
µ2(1 − p2)I2(t). Kucing rentan yang melakukan kontak langsung
dengan kucing yang terinfeksi penyakit Toxoplasmosis akan
menambah jumlah populai kucing yang terinfeksi dengan laju

β2S2(t)
I2(t)

N2(t)
. Secara alami, kucing yang terinfeksi penyakit

Toxoplasmosis dapat mengalami kematian karena memiliki masa
hidup yang terbatas sehingga mengurangi jumlah populasi kucing
terinfeksi dengan laju µ2I2(t). Jadi, laju perubahan jumlah populasi
kucing yang terinfeksi penyakit Toxoplasmosis adalah

İ2(t) = β2S2(t)
I2(t)

N2(t)
− µ2p2I2(t) (3.7)

Berdasarkan uraian yang telah dijelaskan tersebut dari persamaan
(3.3)-(3.7), diperoleh model penyebaran penyakit Toxoplasmosis
dalam bentuk sistem otonomus nonlinear

Ṡ1(t) = µ1N1(t)− µ1(1− p1)I1(t)− dS1(t)− β1S1(t)
I2(t)

N2(t)
,

İ1(t) = β1S1(t)
I2(t)

N2(t)
+ µ1(1− p1)I1(t)− dI1(t)− γI1(t),

Ċ(t) = γI1(t)− dC(t),

Ṡ2(t) = µ2p2I2(t)− β2S2(t)
I2(t)

N2(t)
,

İ2(t) = β2S2(t)
I2(t)

N2(t)
− µ2p2I2(t)

(3.8)

dengan
µ1 : Laju kelahiran individu
p1 : Kemungkinan individu terinfeksi melahirkan individu rentan
β1 : Laju kontak langsung antara kucing terinfeksi dan individu rentan
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γ : Laju penyembuhan individu terinfeksi
d : Laju kematian alami individu
µ2 : Laju kelahiran dan laju kematian alami kucing
p2 : Kemungkinan kucing terinfeksi melahirkan kucing rentan
β2 : Laju kontak langsung antara kucing terinfeksi dan kucing rentan

Total populasi manusia yang dinyatakan pada persamaan (3.1)
mengalami pertumbuhan karena adanya perbedaan laju kelahiran dan
kematian. Berdasarkan persamaan (3.8) maka

Ṅ1(t) = Ṡ1(t) + İ1(t) + Ċ(t)

= (µ1 − d)N1(t)

dan

Ṅ2(t) = Ṡ2(t) + İ2(t) = 0.

Sistem otonomus (3.8) dapat disederhanakan dengan melakukan
penskalaan. Misalkan

x(t) =
S1(t)

N1(t)
, y(t) =

I1(t)

N1(t)
, z(t) =

C(t)

N1(t)
, u(t) =

S2(t)

N2(t)
, v(t) =

I2(t)

N2(t)

Penskalaan tersebut menghasilkan model yang lebih sederhana
sehingga mudah dianalisis. Penyederhanaan model dilakukan sebagai
berikut

ẋ(t) =
Ṡ1(t)N1(t)− S1(t)Ṅ1(t)

N2
1

=
Ṡ1(t)

N1(t)
− S1(t)

N1(t)
· Ṅ1(t)

N1(t)

=
Ṡ1(t)

N1(t)
− x(t)(µ1 − d)

=µ1 − µ1(1− p1)
I1(t)

N1(t)
− d S1(t)

N1(t)
− β1

S1(t)

N1(t)
· I2(t)
N2(t)

− x(t)(µ1 − d)

=µ1 − µ1(1− p1)y(t)− dx(t)− β1x(t)v(t)− µ1x(t) + dx(t)

ẋ(t) =µ1 − µ1(1− p1)y(t)− x(t)(µ1 + β1v(t))
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ẏ(t) =
İ1(t)N1(t)− I1(t)Ṅ1(t)

N2
1

=
İ1(t)

N1(t)
− I1(t)

N1(t)
· Ṅ1(t)

N1(t)

=
İ1(t)

N1(t)
− y(t)(µ1 − d)

=β1
S1(t)

N1(t)
· I2(t)
N2(t)

+ µ1(1− p1)
I1(t)

N1(t)
− d I1(t)

N1(t)
− γ I1(t)

N1(t)

− y(t)(µ1 − d)

=β1x(t)v(t) + µ1(1− p1)y(t)− dy(t)− γy(t)− µ1y(t) + dy(t)

ẏ(t) =β1x(t)v(t) + µ1(1− p1)y(t)− γy(t)− µ1y(t)

ż(t) =
Ċ(t)N1(t)− C(t)Ṅ1(t)

N2
1

=
Ċ(t)

N1(t)
− C(t)

N1(t)
· Ṅ1(t)

N1(t)

=
Ċ(t)

N1(t)
− z(t)(µ1 − d)

=γ
I1(t)

N1(t)
− d C(t)

N1(t)
− z(t)(µ1 − d)

=γy(t)− dz(t)− µ1z(t) + dz(t)

ż(t) =γy(t)− µ1z(t)
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u̇(t) =
Ṡ2(t)N2(t)− S2(t)Ṅ2(t)

N2
2

=
Ṡ2(t)

N2(t)

=µ2p2
I2(t)

N2(t)
− β2

S2(t)

N2(t)
· I2(t)
N2(t)

u̇(t) =µ2p2v(t)− β2u(t)v(t)

v̇(t) =
İ2(t)N2(t)− I2(t)Ṅ2(t)

N2
2

=
İ2(t)

N2(t)

=β2
S2(t)

N2(t)
· I2(t)
N2(t)

− µ2p2
I2(t)

N2(t)

v̇(t) =β2u(t)v(t)− µ2p2v(t)

Diperoleh sistem hasil penskalaan

ẋ(t) =µ1 − µ1(1− p1)y(t)− x(t)(µ1 + β1v(t))

ẏ(t) =β1x(t)v(t) + µ1(1− p1)y(t)− γy(t)− µ1y(t)

ż(t) =γy(t)− µ1z(t)
u̇(t) =µ2p2v(t)− β2u(t)v(t)

v̇(t) =β2u(t)v(t)− µ2p2v(t)

(3.9)

Jelas bahwa x(t) + y(t) + z(t) = 1 dan u(t) + v(t) = 1, sehingga
z(t) = 1 − x(t) − y(t) dan v(t) = 1 − u(t). Dengan demikian,
persamaan (3.9) dapat direduksi menjadi

ẋ(t) = µ1 − µ1(1− p1)y(t)− x(t)[µ1 + β1(1− u(t))],

ẏ(t) = µ1(1− p1)y(t) + β1x(t)(1− u(t))− y(t)(γ + µ1),

u̇(t) = µ2p2(1− u(t))− β2u(t)(1− u(t)).

(3.10)

Analisis titik kesetimbangan dilakukan menggunakan sistem (3.10).
Sistem dibatasi pada daerah invarian positif Ω ⊂ R3

+ yang
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didefinisikan sebagai

Ω = {(x, y, u) ∈ R3
+|0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ u ≤ 1}.

3.2. Titik Kesetimbangan

Berdasarkan Definisi (2.1.1), titik kesetimbangan sistem

persamaan (3.10) diperoleh ketika
dx

dt
=
dy

dt
=
du

dt
= 0, yaitu

µ1 − µ1(1− p1)y − x[µ1 + β1(1− u)] = 0 (3.11a)
µ1(1− p1)y + β1x(1− u)− y(γ + µ1) = 0 (3.11b)

µ2p2(1− u)− β2u(1− u) = 0. (3.11c)

Dari persamaan (3.11c) diperoleh (1 − u)(µ2p2 − β2u) = 0,
sehingga

u = 1 atau u =
µ2p2
β2

.

Jika u = 1 maka dari persamaan (3.11b) diperoleh

µ1(1− p1)y − (γ + µ1)y =0

−y(p1µ1 + γ) =0.

Karena (p1µ1 + γ) 6= 0 maka y = 0. Kemudian u = 1 dan y = 0
disubstitusikan ke persamaan (3.11a) sehingga diperoleh x = 1.

Berdasarkan uraian tersebut diperoleh titik

E0 = (1, 0, 1).

Titik kesetimbangan E0 dikatakan sebagai titik kesetimbangan bebas
penyakit, karena proporsi populasi manusia yang terinfeksi bernilai
nol dan proporsi populasi manusia rentan maupun kucing rentan
bernilai satu (maksimum). Hal tersebut menunjukkan bahwa tidak
ada populasi kucing terinfeksi karena populasi kucing rentan bernilai
maksimum dan tidak ada populasi manusia yang terinfeksi. Artinya,
kemungkinan tidak terjadi kontak langsung antara manusia rentan
dan kucing terinfeksi.

Jika u 6= 1 maka u =
µ2p2
β2

, sehingga berdasarkan persamaan
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(3.11b) diperoleh

−y(p1µ1 + γ) + β1x (1− u) = 0

y =
xβ1(1− u)

γ + p1µ1
(3.12)

Kemudian substitusikan (3.12) ke persamaan (3.11a) diperoleh

x =
µ1(γ + p1µ1)

β1(1− u)(γ + µ1) + µ1(γ + p1µ1)

Selanjutnya, diperoleh y dengan cara mensubstitusikan x ke (3.12)
sehingga

y =
β1µ1(1− u)

β1(1− u)(γ + µ1) + µ1(γ + p1µ1)

Berdasarkan hasil perhitungan tersebut, diperoleh titik
E∗ = (x∗, y∗, u∗) dengan

x∗ =
µ1(γ + p1µ1)

β1(1− u∗)(γ + µ1) + µ1(γ + p1µ1)
,

y∗ =
β1µ1(1− u∗)

β1(1− u∗)(γ + µ1) + µ1(γ + p1µ1)
, u∗ =

µ2p2
β2

.

Proporsi populasi kucing rentan tidak bernilai maksimum, artinya
terdapat populasi kucing yang terinfeksi. Selain itu, proporsi populasi
manusia terinfeksi lebih dari nol, artinya terdapat populasi manusia
yang terinfeksi. Hal tersebut, menunjukkan terjadinya penularan
penyakit Toxoplasmosis akibat manusia rentan melakukan kontak
langsung dengan kucing terinfeksi. Maka dari itu, titik
kesetimbangan E∗ dikatakan titik kesetimbangan endemik, karena
terdapat populasi manusia yang terinfeksi.

3.3. Analisis Kestabilan Lokal Titik Kesetimbangan

Model (3.10) merupakan sistem dinamik otonomus nonlinear,
sehingga dilakukan linearisasi di sekitar titik kesetimbangan untuk
mengetahui kestabilannya. Berdasarkan proses linearisasi model
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(3.10) diperoleh matriks Jacobi

J =

[ −µ1 − β1(1− u) −µ1(1− p1) β1x
β1(1− u) −(µ1p1 + γ) −β1x

0 0 −µ2p2 − β2(1− 2u)

]
.

3.3.1. Kestabilan lokal titik kesetimbangan bebas penyakit

Matriks Jacobi di E0 = (1, 0, 1) adalah

J(E0) =

[ −µ1 −µ1(1− p1) β1
0 −(γ + p1µ1) −β1
0 0 −µ2p2 + β2

]
.

Karena matriks J(E0) adalah matriks segitiga atas maka nilai eigen
J(E0) adalah

λ1 = −µ1 < 0, λ2 = −(γ + p1µ1) < 0, dan λ3 = −µ2p2 + β2

Berdasarkan Teorema (2.1.3), titik kesetimbangan E0 bersifat
stabil asimtotik jika ketiga nilai eigen bernilai negatif. Jelas bahwa
λ1, λ2 bernilai negatif. Sementara itu, λ3 bernilai negatif jika

β2 < µ2p2 atau
β2
µ2p2

< 1. Jika dimisalkan R0 =
β2
µ2p2

, maka titik

kesetimbangan E0 bersifat stabil asimtotik lokal apabila R0 < 1.

3.3.2. Kestabilan lokal titik kesetimbangan endemik

Dalam subbab sebelumnya, sistem (3.10) mempunyai titik
kesetimbangan endemik E∗ = (x∗, y∗, u∗). Titik kesetimbangan

endemik E∗ dapat dinyatakan dalam R0 =
β2
µ2p2

, yaitu

u∗ =
µ2p2
β2

=
1

R0

x∗ =
µ1(γ + p1µ1)

β1(1− u∗)(γ + µ1) + µ1(γ + p1µ1)
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x∗ =
µ1(γ + p1µ1)

β1

(
1− 1

R0

)
(γ + µ1) + µ1(γ + p1µ1)

=
R0µ1(γ + p1µ1)

β1(R0 − 1)(γ + µ1) +R0µ1(γ + p1µ1)

y∗ =
β1µ1(1− u∗)

β1(1− u∗)(γ + µ1) + µ1(γ + p1µ1)

=

β1µ1

(
1− 1

R0

)
β1

(
1− 1

R0

)
(γ + µ1) + µ1(γ + p1µ1)

=
β1µ1(R0 − 1)

β1(R0 − 1)(γ + µ1) + µ1R0(γ + p1µ1)

Titik kesetimbangan endemik eksis saat x∗ > 0, y∗ > 0, dan u∗ > 0.
x∗ > 0, y∗ > 0, dan u∗ > 0 jikaR0 > 1, sehingga titik kesetimbangan
endemik eksis.

Untuk menentukan kestabilan titik kesetimbangan endemik,
dibentuk matriks Jacobi di E∗ adalah

J(E∗) =

[ −µ1 − β1(1− u∗) −µ1(1− p1) β1x
∗

β1(1− u∗) −(γ + p1µ1) −β1x∗
0 0 −µ2p2 − β2 + 2β2u

∗

]
.

Nilai eigen dari matriks J(E∗) dapat diperoleh dengan cara
menyelesaikan |J(E∗) − λI| = 0 menggunakan metode ekspansi
kofaktor sepanjang baris ketiga, yaitu

∣∣∣∣∣∣
−µ1 − β1(1− u∗)− λ −µ1(1− p1) β1x

∗

β1(1− u∗) −(γ + p1µ1)− λ −β1x∗
0 0 −µ2p2 − β2 + 2β2u

∗ − λ

∣∣∣∣∣∣ = 0

(−µ2p2−β2+2β2u
∗−λ)

∣∣∣∣ −µ1 − β1(1− u∗)− λ −µ1(1− p1)
β1(1− u∗) −(γ + p1µ1)− λ

∣∣∣∣ = 0

(−µ2p2 − β2 + 2β2u
∗ − λ)|H − λI| = 0
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dengan

H =

(
−µ1 − β1(1− u∗) −µ1(1− p1)

β1(1− u∗) −(γ + p1µ1)

)
maka persamaan karakteristik matriks Jacobi J(E∗) adalah

(−µ2p2 − β2 + 2β2u
∗ − λ)(λ2 − tr(H)λ+ |H|) = 0 (3.13)

dengan

tr(H) = (−µ1 − β1(1− u∗)) + (−(γ + p1µ1))

= −(γ + p1µ1 + µ1 + β1 − β1u∗)
= −(γ + µ1(p1 + 1) + β1(1− u∗))

= −
(
γ + µ1(p1 + 1) + β1

(
1− 1

R0

))
= −(γ + µ1(p1 + 1) + β1(R0 − 1)) < 0

|H| = (−µ1 − β1(1− u∗))(−(γ + p1µ1))− (−µ1(1− p1))(β1(1− u∗))
= µ1γ + p1µ

2
1 + β1γ − β1γu∗ + β1µ1 − β1µ1u∗

= µ1(γ + p1µ1) + β1(1− u∗)(γ + µ1)

= µ1(γ + p1µ1) + β1

(
1− 1

R0

)
(γ + µ1)

= µ1(γ + p1µ1) + β1(R0 − 1)(γ + µ1) > 0

sebabR0 > 1. Dari persamaan (3.13) diperoleh (−µ2p2−β2+2β2u
∗−

λ) = 0 dan (λ2−tr(H)λ+|H|) = 0.Dari (−µ2p2−β2+2β2u
∗−λ) =

0 diperoleh satu nilai eigen, yaitu

λ1 =− µ2p2 − β2 + 2β2u
∗ = −µ2p2 − β2 + 2β2

(
µ2p2
β2

)
=µ2p2 − β2 = 1−

(
β2
µ2p2

)
= 1−R0 < 0

sebab R0 > 1. Dari (λ2 − tr(H)λ + |H|) = 0 diperoleh dua nilai
eigen, yaitu

λ2,3 =
tr(H)±

√
D

2
.
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Perhatikan bahwa

D =(tr(H))2 − 4|H|
=[−(γ + µ1(p1 + 1) + β1(1− u∗))]2 − 4[µ1(γ + p1µ1)

+ β1(1− u∗)(γ + µ1)]

=γ2 + 2µ1p1γ − 2µ1γ − 2β1γ + 2β1γ + 2β1γu
∗ + µ21p

2
1 − 2µ21p1

+ 2µ1p1β1 − 2µ1p1β1u
∗ + µ21 − 2β1µ1 + 2β1µ1u

∗ + β21

− 2β21u
∗ + β21u

∗2

=γ2 + 2µ1p1γ − 2µ1γ − 2β1γ + 2β1γ + 2β1γu
∗ + µ21p

2
1 − 2µ21p1

+ 2µ1p1β1 − 2µ1p1β1u
∗ + µ21 − 2β1µ1 + 2β1µ1u

∗ + β21

− 2β21u
∗ + β21u

∗2 − 4(−µ1p1β1u∗ + β1µ1u
∗ − µ1β1 + µ1p1β1)

+ 4(−µ1p1β1u∗ + β1µ1u
∗ − µ1β1 + µ1p1β1)

=γ2 + 2µ1p1γ − 2µ1γ − 2β1γ + 2β1γ + 2β1γu
∗ + µ21p

2
1 − 2µ21p1

− 2µ1p1β1 + 2µ1p1β1u
∗ + µ21 + 2β1µ1 − 2β1µ1u

∗ + β21

− 2β21u
∗ + β21u

∗2 + 4(−µ1p1β1u∗ + β1µ1u
∗ − µ1β1 + µ1p1β1)

=[γ + µ1p1 − µ1 − β1 + β1u
∗]2 + 4β1µ1(−p1u∗ + u∗ − 1 + p1)

=[γ + µ1(p1 − 1)− β1
R0

(R0 − 1)]2

+ 4β1µ1

(
− p1
R0

+
1

R0
− R0

R0
+
p1R0

R0

)
=[γ + µ1(p1 − 1)− β1

R0
(R0 − 1)]2 + 4

β1µ1
R0

(p1[R0 − 1]− [R0 − 1])

=[γ + µ1(p1 − 1)− β1
R0

(R0 − 1)]2 + 4
β1µ1
R0

([p1 − 1]− [R0 − 1]) > 0

sebab R0 > 1. Oleh karena nilai D > 0 dan tr(H) < 0, |H| > 0,
maka berdasarkan Tabel 2.1 nilai eigen λ2, λ3 ∈ R dan λ2, λ3 < 0.

Dari uraian yang telah dijelaskan diperoleh λ1, λ2, λ3 < 0,
sehingga dapat disimpulkan bahwa titik kesetimbangan endemik E∗
bersifat stabil asimtotik lokal.
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3.4. Analisis Kestabilan Global Titik Kesetimbangan

3.4.1. Kestabilan global titik kesetimbangan bebas penyakit

Pada subbab (3.3.1.) telah ditunjukkan bahwa titik kesetimbangan
E0 bersifat stabil asimtotik lokal. Selanjutnya diperiksa apakah
kestabilan titik kesetimbangan E0 juga bersifat global. Pandang
fungsi Lyapunov L0 : Ω→ R+, yaitu

L0 = L0(x, y, u) =
1− u
µ2p2

.

Jelas bahwa L0(1, 0, 1) = 0 dan L0(x, y, u) > 0,
∀(x, y, u) 6= (1, 0, 1). Oleh karena itu, L0(x, y, u) memenuhi kondisi
(1) pada Definisi (2.1.5).

Selanjutnya, akan diperiksa apakah fungsi Lyapunov L0(x, y, u)
memenuhi kondisi (2) pada Definisi (2.1.5) atau memenuhi Definisi
(2.1.6).

L̇0(x, y, u) =
dL0

dx
· dx
dt

+
dL0

dy
· dy
dt

+
dL0

du
· du
dt

= (− 1

µ2p2
)(µ2p2(1− u)− β2u(1− u))

= −(1− u) +
β2
µ2p2

u(1− u)

= −(1− u) +R0u(1− u)

= −(1−R0u)(1− u)

Untuk R0 < 1 dan u ≤ 1 nilai L̇0(x, y, u) ≤ 0. Nilai L̇0(x, y, u) = 0
jika u = 1 yang merupakan titik kesetimbangan bebas penyakit E0.
Dengan demikian L̇0(x, y, u) < 0,∀(x, y, u) 6= E0. Jadi, fungsi
L0(x, y, u) memenuhi Definisi (2.1.6), sehingga fungsi L0(x, y, u)
merupakan fungsi Lyapunov kuat dan titik kesetimbangan bebas
penyakit E0 bersifat stabil asimtotik global jika R0 < 1.
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3.4.2. Kestabilan global titik kesetimbangan endemik

Pada subbab (3.3.2.) telah ditunjukkan bahwa titik kesetimbangan
E∗ bersifat stabil asimtotik lokal. Selanjutnya diperiksa apakah
kestabilan titik kesetimbangan E∗ juga bersifat global. Pandang
fungsi Lyapunov L1 : Ω→ R+, yaitu

L1 = L1(x, y, u) = u− u∗ − u∗ ln
u

u∗
.

Akan diperiksa apakah fungsi tersebut memenuhi kondisi (1) pada
Definisi (2.1.5), yaitu L1(E

∗) = 0 dan L(x, y, u) > 0,
∀(x, y, u) 6= E∗.

Jelas bahwa L1(E
∗) = u∗ − u∗ − u∗ ln

u∗

u∗
= 0. Selanjutnya

dibuktikanL1(x, y, u) > 0, ∀(x, y, u) 6= E∗. Oleh karena dalam kasus
ini dibahas titik kesetimbangan endemik, maka pasti terdapat kucing
terinfeksi. Dengan demikian nilai u yang menyatakan proporsi kucing
rentan tidak akan bernilai maksimum atau dengan kata lain nilai u 6=
1. Misalkan

L1(u) = u− u∗ − u∗ ln
u

u∗
dan u ∈ (0, 1).

Turunan pertama dan kedua L1(u) terhadap u berturut-turut, yaitu

L′1(u) = 1− u∗

u
dan L′′1(u) =

u∗

u2
.

Titik stasioner L1(u) diperoleh jika L′1(u) = 0. Nilai u yang
memenuhi L′1(u) = 0 yaitu ketika u = u∗, maka L′1(u

∗) = 0. Karena

L′′1(u∗) =
1

u∗
> 0, maka L1(u

∗) adalah nilai ekstrim minimum L1.

Oleh karena itu, pasti berlaku L1(u) > 0 untuk ∀u 6= u∗. Terbukti
bahwa L1(x, y, u) > 0,∀(x, y, u) 6= E∗. Jadi, fungsi Lyapunov
L1(x, y, u) memenuhi kondisi (1) pada Definisi (2.1.5).

Selanjutnya, akan diperiksa apakah fungsi Lyapunov L1(x, y, u)
memenuhi kondisi (2) pada Definisi (2.1.5) atau memenuhi Definisi
(2.1.6).
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L̇1(x, y, u) =
dL1

dx
· dx
dt

+
dL1

dy
· dy
dt

+
dL1

du
· du
dt

=

(
1− u∗

u

)
(µ2p2(1− u)− β2(1− u))

=

(
u− u∗

u

)
(µ2p2 − β2u)(1− u)

=

u−
1

R0

u

( β2
R0
− β2u

)
(1− u)

= −
β2(1− u)

(
u− 1

R0

)2

u

= −β2(1− u) (u− u∗)2

u

Nilai 1 − u > 0 karena 0 < u < 1 dan (u − u∗)2 > 0 karena
merupakan persamaan kuadrat yang tidak akan bernilai negatif. Oleh
karena itu, disimpulkan bahwa L̇1(x, y, u) < 0,
∀(x, y, u) 6= (x∗, y∗, u∗) yang merupakan titik kesetimbangan
endemik E∗. Jadi, fungsi L1(x, y, u) memenuhi Definisi (2.1.6),
sehingga fungsi L1(x, y, u) merupakan fungsi Lyapunov kuat dan
titik kesetimbangan endemik E∗ bersifat stabil asimtotik global jika
R0 > 1.

3.5. Angka Reproduksi Dasar

Dari analisis kestabilan titik kesetimbangan bebas penyakit E0

dan titik kesetimbangan endemik E∗, dapat disimpulkan bahwa pada
saat R0 < 1, populasi bebas dari penyakit, artinya rata-rata kucing
yang terinfeksi menghasilkan kurang dari satu kucing baru terinfeksi,
dengan demikian penyakit akan hilang. Pada saat R0 > 1 dalam
populasi akan terjadi penyebaran penyakit, artinya setiap kucing yang
terinfeksi menghasilkan rata-rata lebih dari satu kucing terinfeksi,
dengan demikian infeksi akan terus menyebar. Oleh karena itu, R0

dapat disebut sebagai angka reproduksi dasar, yaitu suatu nilai yang
menunjukkan adanya penularan penyakit dalam populasi tertentu.
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Nilai R0 =
β2
µ2p2

menunjukkan bahwa parameter yang dapat

mengontrol tingkat penyebaran penyakit Toxoplasmosis adalah laju
kontak langsung antara kucing terinfeksi dan kucing rentan (β2) dan
laju kelahiran kucing rentan dari induk kucing yang terinfeksi (µ2p2).
Dengan demikian adanya transmisi vertikal pada manusia dan laju
kontak langsung antara kucing terinfeksi dan manusia rentan (β1)
tidak berpengaruh secara langsung terhadap tingkat penyebaran
penyakit Toxoplasmosis. Titik kesetimbangan bebas penyakit E0

akan stabil asimtotik jika R0 < 1, yaitu β2 < µ2p2.

3.6. Simulasi Numerik

Simulasi numerik dilakukan menggunakan metode Runge-Kutta
orde empat. Nilai awal variabel dalam skripsi ini diambil dari
(Gonzales-Parra dkk., 2009), yaitu

x(0) = 0.5253, y(0) = 0.47, u(0) = 0.45.

Nilai parameter diambil dari (Yongzhen dkk., 2017) yang ditunjukkan
pada Tabel 3.1 berikut.

Tabel 3.1 Nilai parameter

Parameter Nilai
µ1 0.233
p1 0.9898
β1 0.0206
d 0.00601
γ 0.000232
µ2 0.066

3.6.1. Simulasi numerik untuk R0 < 1

Pada simulasi ini, digunakan nilai parameter pada Tabel 3.1 dan
diambil nilai parameter β2 = 0.01 dan p2 = 0.3 sehingga diperoleh
nilai R0, yaitu

R0 =
β2
µ2p2

=
(0.01)

(0.066)(0.3)
= 0.505 < 1
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Gambar 3.2 Solusi numerik untuk R0 = 0.505 < 1

Gambar 3.2 menunjukkan bahwa dengan nilai awal tersebut
solusi proporsi manusia rentan, proporsi manusia terinfeksi, dan
proporsi kucing rentan menuju ke titik kesetimbangan bebas penyakit
E0 = (1, 0, 1). Hasil simulasi numerik tersebut sesuai dengan hasil
analisis pada subbab sebelumnya bahwa jika R0 < 1 titik
kesetimbangan bebas penyakit E0 bersifat stabil asimtotik lokal.

Semakin besar kemungkinan kelahiran kucing rentan dari induk
kucing yang terinfeksi maka semakin besar jumlah proporsi populasi
kucing rentan. Dengan demikian, jumlah proporsi kucing terinfeksi
semakin kecil. Jika jumlah kucing terinfeksi semakin kecil,
kemungkinan kontak langsung antara manusia rentan dan kucing
terinfeksi semakin kecil pula, hal ini akan menyebabkan jumlah
populasi manusia yang terinfeksi penyakit Toxoplasmosis semakin
kecil.

Selanjutnya, diperlihatkan bahwa titik kesetimbangan bebas
penyakit E0 bersifat stabil asimtotik global. Pada simulasi ini diambil
tiga nilai awal, yaitu NA1(0.4569, 0.4812, 0.71), NA2(0.6563,
0.289, 0.32), dan NA3(0.8711, 0.12, 0.52).
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Gambar 3.3 Potret fase untuk R0 = 0.505 < 1

Berdasarkan Gambar 3.3, dapat dilihat trayektori yang bermula
dari tiga nilai awal menuju ke titik kesetimbangan bebas penyakit
E0 = (1, 0, 1). Hasil simulasi numerik yang diperoleh sesuai dengan
hasil analisis pada subbab sebelumnya bahwa jika R0 < 1 titik
kesetimbangan bebas penyakit E0 bersifat stabil asimtotik global.
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3.6.2. Simulasi numerik untuk R0 > 1

Pada simulasi ini, digunakan nilai parameter pada Tabel 3.1 dan
diambil nilai parameter β2 = 0.03 dan p2 = 0.3 sehingga diperoleh
nilai R0, yaitu

R0 =
β2
µ2p2

=
(0.03)

(0.066)(0.3)
= 1.5152 > 1.

Gambar 3.4 Solusi numerik untuk R0 = 1.5152 > 1 dengan β2 = 0.03 dan
p2 = 0.3

Selain itu, juga diambil nilai parameter β2 = 0.03 dan p2 = 0.01
sehingga diperoleh nilai R0, yaitu

R0 =
β2
µ2p2

=
(0.03)

(0.066)(0.01)
= 45.4545 > 1.

Gambar 3.5 Solusi numerik untuk R0 = 45.4545 > 1 dengan β2 = 0.03 dan
p2 = 0.01
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Gambar 3.4 dan Gambar 3.5 menunjukkan bahwa dengan nilai
awal tersebut solusi proporsi manusia rentan, proporsi manusia
terinfeksi, dan proporsi kucing rentan menuju ke titik kesetimbangan
endemik masing-masing yaitu E∗ = (0.970526, 0.0294451, 0.66)
dan E∗ = (0.919661, 0.080259, 0.022). Hasil simulasi numerik
tersebut sesuai dengan hasil analisis pada subbab sebelumnya bahwa
jika R0 > 1 titik kesetimbangan endemik E∗ bersifat stabil asimtotik
lokal.

Apabila laju kelahiran kucing dan laju kontak langsung antara
kucing terinfeksi dan kucing rentan sama pada kedua simulasi, maka
penyebaran penyakit Toxoplasmosis hanya dipengaruhi kemungkinan
kelahiran kucing rentan dari induk kucing yang terinfeksi.
Berdasarkan Gambar 3.4 dan Gambar 3.5, semakin kecil
kemungkinan induk kucing terinfeksi melahirkan kucing rentan maka
semakin kecil pula jumlah proporsi kucing rentan sehingga proporsi
kucing terinfeksi semakin besar. Jika jumlah proporsi kucing
terinfeksi semakin besar, kemungkinan kontak langsung antara
manusia rentan dan kucing terinfeksi semakin besar pula. Hal ini
akan menyebabkan jumlah proporsi manusia yang terinfeksi penyakit
Toxoplasmosis akan semakin besar.

Selanjutnya, diperlihatkan bahwa titik kesetimbangan endemikE∗
bersifat stabil asimtotik global. Pada simulasi ini diambil tiga nilai
awal, yaitu NA1(0.5268, 0.3184, 0.8), NA2(0.4888, 0.3222, 0.52),
dan NA3(0.8632, 0.11, 0.45).

Gambar 3.6 Potret fase untuk R0 = 1.5152 > 1
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Berdasarkan Gambar 3.6, dapat dilihat trayektori yang bermula dari
tiga nilai awal menuju ke titik kesetimbangan endemik
E∗ = (0.970526, 0.0294451, 0.66). Hasil simulasi numerik yang
diperoleh sesuai dengan hasil analisis pada subbab sebelumnya
bahwa jika R0 > 1 titik kesetimbangan endemik E∗ bersifat stabil
asimtotik global.
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BAB IV
PENUTUP

4.1. Kesimpulan

Berdasarkan tujuan penulisan skripsi dan pembahasan pada bab
sebelumnya, dapat disimpulkan sebagai berikut.

1. Telah diperoleh model penyebaran penyakit Toxoplasmosis dalam
bentuk sistem otonomus nonlinear lima dimensi yang
disederhanakan dalam bentuk sistem otonomus tiga dimensi yang
ekuivalen.

2. Terdapat dua titik kesetimbangan, yaitu titik kesetimbangan bebas
penyakit dan titik kesetimbangan endemik. Titik kesetimbangan
bebas penyakit selalu eksis sedangkan titik kesetimbangan
endemik eksis jika R0 > 1.

3. Dari hasil analisis yang diperoleh, titik kesetimbangan bebas
penyakit bersifat stabil asimtotik lokal dan global untuk R0 < 1
sedangkan titik kesetimbangan endemik bersifat stabil asimtotik
lokal dan global untuk R0 > 1.

4. Hasil simulasi numerik menujukkan bahwa perhitungan secara
analisis sesuai dengan numerik. Penyebaran penyakit
Toxoplasmosis tidak dipengaruhi adanya transmisi vertikal pada
manusia. Penyebaran penyakit dipengaruhi oleh laju kontak
langsung antara kucing terinfeksi dan kucing rentan dan transmisi
vertikal pada kucing seperti dinyatakan pada angka reproduksi
dasar.

4.2. Saran

Pada skripsi selanjutnya, disarankan membahas mengenai
analisis dinamik model yang mempertimbangkan adanya vaksinasi.
Selain itu dapat pula dipertimbangkan beberapa faktor pada model,
seperti kelahiran musiman pada kucing atau waktu bertahan hidup
parasit dalam tubuh kucing.
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