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KONTROL OPTIMAL MODEL EPIDEMI SIR
DENGAN LAJU INFEKSI TERSATURASI

ABSTRAK

Pada skripsi ini, dibahas kontrol optimal pada model epidemi SIR
(Susceptible-Infectious-Recovered) dengan laju infeksi tersaturasi.
Terdapat inhibitor dalam laju tersebut yang dapat menghambat
penyebaran penyakit. Strategi pengendalian penyakit yang digunakan
berupa vaksinasi dan pengobatan dengan tetap mempertahankan laju
penyembuhan alami. Strategi tersebut bertujuan untuk
meminimumkan individu yang rentan dan terinfeksi penyakit, serta
memaksimumkan jumlah individu sembuh. Kontrol yang optimal
diperoleh dengan menggunakan Prinsip Minimum Pontryagin. Hasil
simulasi numerik yang dilakukan menggunakan Metode Sweep Maju
Mundur menunjukkan bahwa pemberian kontrol vaksinasi dan
pengobatan yang dilakukan secara terpisah dapat mempengaruhi
jumlah subpopulasi rentan, terinfeksi, maupun sembuh. Selain itu,
kontrol yang optimal juga dipengaruhi oleh bobot biaya. Pengaruh
yang lebih signifikan diperoleh bila kedua kontrol dikombinasikan
dengan bobot biaya sama maupun berbeda. Namun, hasil yang paling
optimal diperoleh saat bobot biaya yang diberikan sama.

Kata kunci: model epidemi SIR, tersaturasi, kontrol optimal,
vaksinasi, pengobatan.
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OPTIMAL CONTROL OF A SIR EPIDEMIC MODEL WITH
SATURATED INCIDENT RATE

ABSTRACT

This final project discusses an optimal control applied to SIR
(Susceptible-InfectiousRecovered) model with saturated incident rate.
There is inhibitor reducing the disease spread. The disease control
strategies which used are vaccination and treatment while natural
recovery is maintaned. The objective of the strategies are to minimize
the susceptible and infectious individuals and to maximize the
recovered individuals. Optimal control is obtained by using the
Pontryagin Minimum Principle. The result of numerical simulation
using Forward-Backward Sweep Method shows that vaccination and
treatment given separately affects the number of susceptible,
infectious, or recovered subpopulations. Furthermore, the optimal
control is also affected by weighting costs. More significant effect is
obtained when both controls are combined with the same or different
weighting costs. However, the most optimal result is obtained when
the same weighting cost are applied.

Keywords: SIR epidemic model, saturated, optimal control,
vaccination, treatment.
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BAB I
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Epidemi adalah penyakit menular yang terjadi pada suatu
populasi dalam waktu tertentu. Penyakit dapat menular melalui
kontak langsung dengan penderita. Karena mudah menular maka
menjadi masalah yang sangat diperhatikan di semua negara, namun
penyebaran penyakit tersebut dapat dikendalikan dengan mempelajari
dinamika penyebaran penyakit. Oleh karena itu, diperlukan
pemodelan matematika untuk menggambarkan dinamika penyebaran
penyakit pada suatu populasi di masa yang akan datang dengan
melihat kondisi masa sekarang atau masa lalu yang disebut dengan
model epidemi. Salah satu model yang dibentuk adalah model
epidemi SIR. SIR merupakan singkatan dari Susceptible (subpopulasi
individu rentan terhadap penyakit), Infectious (subpopulasi individu
terinfeksi penyakit), dan Recovered (subpopulasi individu sembuh
dari penyakit). Model tersebut menyatakan bahwa subpopulasi
individu rentan dapat terinfeksi oleh suatu penyakit, kemudian
sembuh dan memperoleh kekebalan terhadap penyakit tersebut
sehingga tidak kembali menjadi individu rentan.

Jumlah individu yang terinfeksi penyakit akibat kontak
langsung antara individu rentan dan terinfeksi disebut laju infeksi.
Laju infeksi pada model epidemi SIR biasanya berupa fungsi linear,
tetapi juga dapat berupa nonlinear karena ketika individu yang
terinfeksi banyak, laju infeksi dapat lebih kecil atau sebaliknya. Laju
infeksi yang lebih kecil disebabkan adanya perubahan perilaku
individu yang menjadi inhibitor (hambatan) pada laju infeksi
(Hethcote dan Driessche, 1990). Inhibitor pada laju infeksi tersebut
dapat ditimbulkan oleh meningkatnya subpopulasi rentan maupun
terinfeksi. Laju infeksi oleh fungsi nonlinear ini disebut laju infeksi
tersaturasi.

Upaya pengendalian penyakit dapat dilakukan dengan melihat
pola penyebaran yang diketahui melalui analisis kestabilan titik
kesetimbangan model epidemi SIR. Strategi pengendalian penyakit
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yang biasa digunakan berupa vaksinasi dan pengobatan karena dapat
lebih efektif untuk pencegahan dan penyembuhan. Vaksinasi dan
pengobatan merupakan alat untuk kontrol optimal. Secara ekonomi,
pemberian vaksin atau pengobatan sering terkendala oleh biaya
sehingga belum tentu optimal. Oleh karena itu, pemberian vaksin dan
pengobatan yang optimal perlu ditentukan agar biaya yang
dibutuhkan minimum namun tetap dapat bekerja secara efektif.
Contoh penyakit model SIR yang dapat diberi vaksinasi dan
pengobatan adalah cacar air dan campak. Perilaku yang menjadi
inhibitor pada penyakit cacar air dan campak adalah menghindari
sentuhan dengan penderita dan menggunakan masker.

Analisis dinamik dan kontrol optimal pada model epidemi SIR
dengan laju infeksi tersaturasi telah dibahas oleh banyak peneliti.
Kaddar (2010) membahas analisis kestabilan lokal menggunakan
metode Routh-Hurwitz pada model epidemi SIR dengan waktu tunda.
Waktu tunda yang digunakan adalah masa inkubasi yang terjadi pada
laju infeksi tersaturasi dalam subpopulasi individu terinfeksi dan
inhibitor timbul pada jumlah populasi individu rentan maupun
terinfeksi. Rihan dan Anwar (2012) membahas analisis kestabilan
model epidemi SIR menggunakan Bifurkasi Hopf. Pertumbuhan
subpopulasi rentan dalam model pada artikel tersebut diasumsikan
dapat terhambat karena faktor kepadatan penduduk dan inhibitor
hanya timbul pada subpopulasi individu rentan. Laraabi dkk. (2012)
membahas kontrol optimal model epidemi SIR dengan kontrol
vaksinasi. Model tersebut merupakan modifikasi dari model Kaddar
(2010) yang dikontrol dengan pemberian vaksin pada subpopulasi
individu rentan, namun tidak menggunakan waktu tunda. Kemudian
Bashier dan Patidar (2017) membahas kontrol optimal model epidemi
SIR dengan vaksinasi dan pengobatan. Model ini merupakan
modifikasi dari model Laraabi dkk. (2012) dengan penambahan
kontrol pengobatan pada subpopulasi individu terinfeksi.

Skripsi ini mengacu kepada penelitian Bashier dan Patidar
(2017) yang membahas kontrol optimal pada model epidemi SIR
dengan dua variabel kontrol yaitu vaksinasi dan pengobatan, model
ini memiliki laju infeksi tersaturasi. Laju pemulihan alami dalam
model ini juga tetap dipertahankan sehingga kontrol pengobatan tidak
menggantikan laju pemulihan alami. Model epdemi SIR ini
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menggunakan inhibitor pada laju infeksi tersaturasi yang ditimbulkan
oleh jumlah populasi individu rentan dan terinfeksi. Tujuan kontrol
optimal pada model ini adalah meminimumkan subpopulasi individu
terinfeksi dan memaksimumkan subpopulasi individu sembuh dengan
biaya kontrol seminimum mungkin. Masalah kontrol optimal
diselesaikan dengan prinsip minimum Pontryagin, kemudian
disimulasikan dengan metode Sweep Maju-Mundur menggunakan
software MATLAB.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang yang telah diuraikan, pokok
permasalahan dalam skripsi ini adalah sebagai berikut.

1. Bagaimana konstruksi model epidemi SIR dengan laju infeksi
tersaturasi menggunakan dua kontrol?

2. Bagaimana penyelesaian masalah kontrol optimal pada model
epidemi SIR dengan laju infeksi tersaturasi?

3. Bagaimana hasil simulasi numerik model epidemi SIR tanpa dan
dengan kontrol?

1.3 Pembatasan Kajian

Pembahasan skripsi ini difokuskan pada pembahasan dengan
batasan kajian sebagai berikut.

1. Penularan penyakit hanya terjadi secara horizontal, yaitu tidak
diturunkan dari orang tua ke anak.

2. Vaksinasi hanya diberikan pada subpopulasi individu rentan dan
pengobatan diberikan pada subpopulasi individu terinfeksi.

3. Pemberian vaksin dan pengobatan mengakibatkan kekebalan
bersifat permanen.

1.4 Tujuan

Tujuan penulisan skripsi ini adalah sebagai berikut.

1. Mengkonstruksi model epidemi SIR dengan laju infeksi
tersaturasi menggunakan dua kontrol.
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2. Menyelesaikan masalah kontrol optimal pada model epidemi
SIR dengan laju infeksi tersaturasi.

3. Menyelidiki pengaruh kontrol pada model epidemi SIR
berdasarkan hasil simulasi numerik.

4



BAB II
DASAR TEORI

Dalam skripsi ini dibahas kontrol optimal model epidemi SIR
dengan dua kontrol dan laju infeksi tersaturasi. Oleh karena itu, teori
mengenai sistem dinamik, angka reproduksi dasar, teori kontrol
optimal, metode Sweep Maju-Mundur, dan metode Runge-Kutta orde
4 diperlukan untuk membantu memahami persoalan dalam penulisan
skripsi ini.

2.1 Sistem Dinamik

Sistem dinamik adalah suatu sistem yang dapat diketahui
kondisinya pada masa yang akan datang jika diberikan suatu kondisi
pada keadaan sekarang atau masa lampau. Sistem dinamik dibedakan
menjadi dua, yaitu sistem dinamik diskret dan sistem dinamik
kontinu. Sistem dinamik diskret berupa persamaan beda dengan
bentuk umum

~xt+1 = ~f(~xt), t ∈ Z ∨N,~x ∈ Rn,

sedangkan sistem dinamik kontinu berupa persamaan diferensial
dengan bentuk umum

d~x
dt = ~f(~x, t), t ∈ R, ~x ∈ Rn,

dengan ~x(t) menyatakan kondisi sistem pada waktu t. Jika x(t0) = x0

dan masalah nilai awal tersebut memiliki solusi, maka dapat ditentukan
kondisi sistem pada waktu t > t0.

(Nagle dkk., 2012)

Sistem dinamik kontinu dibedakan menjadi sistem autonomous
dan sistem nonautonomous. Dalam skripsi ini, model yang dibahas
adalah sistem autonomous.
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2.1.1 Sistem autonomous

Sistem autonomous adalah suatu sistem persamaan diferensial
dengan ~f tidak bergantung secara eksplisit terhadap variabel bebas t,
namun hanya bergantung pada variabel ~x. Misalnya diberikan sistem
autonomous tiga dimensi berikut.

dx

dt
= F (x, y, z),

dy

dt
= G(x, y, z),

dz

dt
= H(x, y, z),

(2.1)

Berdasarkan persamaan (2.1), dapat dilihat bahwa fungsi
~f = (F,G,H) tidak bergantung secara eksplisit terhadap variabel
bebas t.

(Boyce dan DiPrima, 2012)

Definisi 2.1 Titik kesetimbangan sistem autonomous
Suatu titik ~x∗ = (x∗,y∗,z∗) disebut titik kritis sistem persamaan

(2.1) jika memenuhi F (~x∗) = G(~x∗) = H(~x∗) = 0. Titik kritis ~x∗

merupakan solusi sistem persamaan (2.1) yang bernilai konstan
karena d~x

dt = 0. Keadaan yang menyebabkan d~x
dt = 0 disebut keadaan

setimbang dan titik yang memenuhinya adalah titik kritis, sehingga
titik kritis disebut juga sebagai titik kesetimbangan.

Definisi 2.2 Kestabilan titik kesetimbangan.
Titik kesetimbangan ~x∗ sistem autonomous (2.1) dikatakan

1. stabil, jika ∀ε > 0,∃δ > 0 sedemikian sehingga untuk setiap
solusi ~x(t) sistem (2.1) pada t = 0 memenuhi

‖~x(0)− ~x∗‖ < δ

ada untuk semua t > 0 dan memenuhi

‖~x(t)− ~x∗‖ < ε,

untuk ∀t ≥ 0,
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2. stabil asimtotik, jika ~x∗ stabil dan ∃δ0 > 0 sedemikian
sehingga jika suatu solusi ~x(t) sitem (2.1) memenuhi

‖~x(0)− ~x∗‖ < δ0,

maka
lim
t→∞

~x(t) = ~x∗,

3. tidak stabil, jika tidak memenuhi kriteria pertama.

(Boyce dan DiPrima, 2012)

2.1.2 Sistem autonomous linear

Jika fungsi ~f = (F,G,H) pada sistem persamaan (2.1)
berbentuk linear, maka diperoleh sistem autonomous linear. Namun,
jika fungsi ~f = (F,G,H) pada sistem persamaan (2.1) berbentuk
nonlinear, maka diperoleh sistem autonomous nonlinear.

Bentuk sistem autonomous linear berdimensi tiga adalah

dx

dt
= a11x+ a12y + a13z,

dy

dt
= a21x+ a22y + a23z,

dz

dt
= a31x+ a32y + a33z.

(2.2)

Sistem persamaan (2.2) dapat dinyatakan sebagai

d~x

dt
= A~x, (2.3)

dengan A =

 a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 dan ~x =

 x
y
z

.

Jika detA 6= 0, maka titik ~x∗ = ~0 adalah satu-satunya titik
kesetimbangan sistem persamaan (2.2). Persamaan karakteristik
| A − rI | menghasilkan nilai eigen yang merupakan akar persamaan
karakteristik. Nilai eigen dapat digunakan untuk menentukan jenis
kestabilan titik kesetimbangan sistem (2.2).

(Boyce dan DiPrima, 2012)
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Teorema 2.1 Kestabilan sistem persamaan linear
Misalkan r1, r2, dan r3 adalah nilai eigen matriksA pada sistem

persamaan (2.2). Titik kesetimbangan ~x∗ = ~0 bersifat

1. stabil asimtotik, jika semua nilai eigen memiliki bagian real
negatif,

2. stabil, jika semua nilai eigen memiliki bagian real tak positif,
3. tidak stabil, jika sedikitnya terdapat satu nilai eigen yang

memiliki bagian real positif.

(Finizio dan Ladas, 1982)

2.1.3 Sistem autonomous nonlinear

Misalkan fungsi ~f = (F,G,H) pada sistem persamaan (2.1)
adalah fungsi nonlinear yang memiliki turunan parsial kontinu di titik
kesetimbangan ~x∗ = (x∗, y∗, z∗). Sistem persamaan (2.1) dapat
didekati oleh sistem autonomous linear dengan melakukan ekspansi
deret Taylor di sekitar titik kesetimbangan ~x∗ sehingga fungsi F , G,
dan H dapat dinyatakan sebagai

F (~x) =F (~x∗) + Fx(~x∗)(x− x∗) + Fy(~x
∗)(y − y∗)

+ Fz(~x
∗)(z − z∗) + η1(~x),

G(~x) =G(~x∗) +Gx(~x∗)(x− x∗) +Gy(~x
∗)(y − y∗)

+Gz(~x
∗)(z − z∗) + η2(~x),

H(~x) =H(~x∗) +Hx(~x∗)(x− x∗) +Hy(~x
∗)(y − y∗)

+Hz(~x
∗)(z − z∗) + η3(~x),

(2.4)

dengan η1(x, y, z), η2(x, y, z), η3(x, y, z) adalah suku sisa.
Berdasarkan hampiran orde satu fungsi F , G, dan H , suku sisa sistem
persamaan (2.4) memenuhi sifat

lim
~x→~x∗

η1 (~x)

‖~w‖ = 0,

lim
~x→~x∗

η2 (~x)

‖~w‖ = 0,

lim
~x→~x∗

η3 (~x)

‖~w‖ = 0,

8



dengan ~w = (x− x∗, y − y∗, z − z∗).
Karena dx

dt = d(x−x∗)
dt , dydt = d(y−y∗)

dt , dan dz
dt = d(z−z∗)

dt , maka
persamaan (2.4) dapat ditulis dalam bentuk

d

dt

 x− x∗
y − y∗
z − z∗

 =

 F (~x∗)
G(~x∗)
H(~x∗)

+

 Fx(~x∗) Fy(~x
∗) Fz(~x

∗)
Gx(~x∗) Gy(~x

∗) Gz(~x
∗)

Hx(~x∗) Hy(~x
∗) Hz(~x

∗)

 x− x∗
y − y∗
z − z∗

+

 η1(~x)
η2(~x)
η3(~x)

 .
(2.5)

Karena F (~x∗) = G(~x∗) = H(~x∗) = 0, maka sistem persamaan (2.5)
menjadi

d

dt

 x− x∗
y − y∗
z − z∗

 =

 Fx(~x∗) Fy(~x
∗) Fz(~x

∗)
Gx(~x∗) Gy(~x

∗) Gz(~x
∗)

Hx(~x∗) Hy(~x
∗) Hz(~x

∗)

 x− x∗
y − y∗
z − z∗

+

 η1(~x)
η2(~x)
η3(~x)


atau

d~w

dt
= J ~w + ~η, (2.6)

dengan ~η = (η1 , η2 , η3)T dan

J =

 Fx(~x∗) Fy(~x
∗) Fz(~x

∗)
Gx(~x∗) Gy(~x

∗) Gz(~x
∗)

Hx(~x∗) Hy(~x
∗) Hz(~x

∗)

 .
Jika ~x berada cukup dekat dengan ~x∗, maka ~η bernilai kecil sehingga
~η → 0. Oleh karena itu, ~η diabaikan dan sistem persamaan nonlinear
(2.1) dapat dihampiri oleh sistem persamaan linear

d~w

dt
= J ~w. (2.7)
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Jika x = x∗, y = y∗, dan z = z∗ maka diperoleh ~w = ~0 yang
merupakan titik kesetimbangan sistem persamaan (2.7). Matriks J
berperan sebagai matriks A pada sistem autonomous linear (2.3).
Proses penghampiran sistem persamaan nonlinear oleh sistem
persamaan linear disebut linearisasi.

(Boyce dan DiPrima, 2012)

Kestabilan titik kesetimbangan sistem persamaan nonlinear
akan bergantung kepada kestabilan titik kesetimbangan hasil
linearisasi.

Teorema 2.2 Kestabilan sistem persamaan nonlinear.
Titik kesetimbangan sistem auotonomous nonlinear bersifat

1. stabil asimtotik, jika titik kesetimbangan sistem hasil linearisasi
bersifat stabil asimtotik,

2. tidak stabil, jika titik kesetimbangan sistem hasil linearisasi
bersifat tidak stabil.

(Finizio dan Ladas, 1982)

2.2 Angka Reproduksi Dasar

Angka reproduksi dasar (R0) adalah angka rata-rata banyaknya
individu terinfeksi baru yang disebabkan oleh satu individu terinfeksi
dalam populasi rentan. R0 digunakan untuk memahami dinamika
penyebaran suatu penyakit dan memperkirakan suatu populasi dapat
mewabah atau tidak. Jika R0 < 1, artinya individu terinfeksi dapat
menularkan penyakit rata-rata kurang dari satu individu terinfeksi
baru, sehingga dapat diprediksi infeksi akan hilang dan tidak akan
terjadi penyebaran penyakit atau disebut bebas penyakit. Jika R0 > 1,
artinya individu terinfeksi dapat menularkan penyakit rata-rata lebih
dari satu individu terinfeksi baru, sehingga menyebabkan mudah
terjadi penyebaran penyakit.

(Heffernan dkk., 2005)
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2.3 Teori Kontrol Optimal

Masalah kontrol optimal adalah masalah penentuan kondisi
yang sesuai sebagai upaya memaksimumkan atau meminimumkan
suatu fungsi tujuan. Pada masalah kontrol optimal dengan sistem
persamaan diferensial biasa, variabel kontrol dinotasikan ~u(t) dan
variabel state dinotasikan ~x(t). State suatu sistem kontinu pada waktu
t disebut fungsi kendala dan dinyatakan dalam bentuk

d~x

dt
= ~g(t, ~x(t), ~u(t)) (2.8)

Fungsi tujuan dipengaruhi oleh ~u(t) dan ~x(t) dengan bentuk umum
sebagai berikut

Z(~u) =

∫ T

t0

f(t, ~x(t), ~u(t))dt, (2.9)

dengan kondisi batas ~x(t0) = ~x0 dan ~x(T ) bebas.
Variabel kontrol yang mengoptimalkan Z dinotasikan ~u∗(t).

Selanjutnya ~u∗(t) disubstitusikan ke dalam persamaan state ~x(t)
sehingga diperoleh state yang optimal yang dinotasikan ~x∗(t).
Masalah kontrol optimal ini dapat diselesaikan dengan menggunakan
Prinsip Minimum Pontryagin.

(Neilan dan Lenhart, 2010)

2.3.1 Syarat Perlu Kontrol Optimal

Berdasarkan masalah kontrol optimal, maka diturunkan syarat
perlu dari masalah kontrol optimal. Misalkan variabel kontrol dan
state optimal dinotasikan u∗ dan x∗. Didefinisikan variabel kontrol
lain dengan bentuk

u = u∗(t) + εh(t)

dengan h(t) sebagai fungsi variasi dan ε ∈ R. Misalkan x(t, ε) adalah
state yang sesuai untuk u = u∗(t) + εh(t), kemudian substitusikan ke
dalam persamaan (2.8) sehingga menjadi

dx(t, ε)

dt
= g(t, x(t, ε), u∗(t) + εh(t)). (2.10)
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Jika t = t0 maka x(t0, ε) = x0. Jika ε = 0 maka x(t, 0) = x∗,
sehingga diperoleh kontrol u∗(t). Dari fungsi variasi dan kontrol yang
diperoleh, fungsi tujuan menjadi

Z(u∗(t) + εh(t)) =

∫ T

t0

f(t, x(t, ε), u∗(t) + εh(t))dt. (2.11)

Nilai maksimum dari Z terjadi saat ε = 0 yang diberikan oleh

dZ

dε

∣∣∣∣
ε=0

= 0. (2.12)

Setelah itu, diberikan variabel costate yang dinotasikan λ(t) sehingga
diperoleh∫ T

t0

d

dt
(λ(t)x(t, ε))dt = λ(T )x(T, ε)− λ(t0)x(t0, ε). (2.13)

Persamaan (2.13) dapat ditulis sebagai berikut.∫ T

t0

d

dt
(λ(t)x(t, ε))dt+ λ(t0)x(t0, ε)− λ(T )x(T, ε) = 0. (2.14)

Selanjutnya persamaan (2.14) ditambahkan pada persamaan (2.11)
sehingga bentuk fungsi tujuan menjadi

Z(u∗(t) + εh(t)) =

∫ T

t0

[f(t, x(t, ε), u∗(t) + εh(t)) +
d

dt
(λ(t)x(t, ε))]dt+

λ(t0)x(t0, ε)− λ(T )x(T, ε)

=

∫ T

t0

[f(t, x(t, ε), u∗(t) + εh(t)) + λ
′
(t)x(t, ε)+

λ(t)g(t, x(t, ε), u∗(t) + εh(t))]dt+ λ(t0)x(t0, ε)−
λ(T )x(T, ε)

=

∫ T

t0

[f(t, x(t, ε), u∗(t) + εh(t)) + λ
′
(t)x(t, ε)+

λ(t)g(t, x(t, ε), u∗(t) + εh(t))]dt+ λ(t0)x0−
λ(T )x(T, ε).

Kemudian Z diturunkan sehingga
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dZ

dε
(u∗(t) + εh(t)) =

∫ T

t0

[fx
∂x

∂ε
+ fu

∂(u∗(t) + εh(t))

∂ε
+

λ
′
(t)
∂x

∂ε
+ λ(t)(gx

∂x

∂ε
+ gu

∂(u∗(t) + εh(t))

∂ε
)]dt

− λ(T )
∂x

∂ε
(T, ε).

Berdasarkan persamaan (2.12) maka diperoleh

0 =
dZ

dε

∣∣∣∣
ε=0

=

∫ T

t0

[(fx + λgx + λ
′
)
∂~x

∂ε

∣∣∣∣
ε

+ (fu + λgu)
∂(u∗(t) + εh(t))

∂ε
]dt

− λ(T )
∂x

∂ε
(T, 0)

=

∫ T

t0

[(fx + λgx + λ
′
)
∂x

∂ε

∣∣∣∣
ε

+ (fu + λgu)h]dt− λ(T )
∂x

∂ε
(T, 0)

dengan f dan g adalah (t, x∗(t), u∗(t)).
Berdasarkan uraian tersebut, diambil

λ
′
(t) = −[fx(t, x∗(t), u∗(t)) + λ(t)gx(t, x∗(t), u∗(t)) (2.15)

dan

λ(T ) = 0, (2.16)

sehingga diperoleh ∫ T

t0

[(fu + λgu)h(t)]dt = 0, (2.17)

untuk sembarang h(t).

Persamaan (2.17) yang ditunjukkan oleh (fu(t, x∗(t), u∗(t)) +
λgu(t, x∗(t), u∗(t)))h(t) untuk semua t0 ≤ t ≤ T disebut kondisi
optimal. Persamaan (2.15) disebut persamaan costate dan persamaan
(2.16) disebut kondisi transversal.

(Neilan dan Lenhart, 2010)
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2.3.2 Prinsip Minimum Pontryagin

Prinsip minimum Pontryagin merupakan prinsip penting dalam
menyelesaikan masalah kontrol optimal. Prinsip ini menyatakan
kondisi yang diperlukan agar diperoleh kontrol ~u(t) yang dapat
mengoptimalkan fungsi tujuan. Untuk menentukan kondisi tersebut,
dibangun suatu fungsi yang disebut fungsi Hamilton dengan
memperkenalkan suatu variabel baru yang disebut variabel costate
dan dinotasikan dengan ~λ(t). Fungsi Hamilton didefinisikan sebagai

H = f(t, ~x(t), ~u(t)) +

n∑
i=1

λi(t)gi(t, ~x(t), ~u(t))

= H(t, ~u(t), ~x(t), ~λ(t)),

(2.18)

dengan f adalah integran pada fungsi tujuan persamaan (2.9) dan ~g
adalah ruas kanan persamaan state, i = 1, 2, ..., n.

Jika ~u∗(t) dan ~x∗(t) adalah nilai yang mengoptimalkan masalah
(2.9) dan (2.8), maka variabel costate ~λ(t) akan eksis jika

H(t, ~x∗(t), ~u(t), ~λ(t)) ≥ H(t, ~x∗(t), ~u∗(t), ~λ(t)). (2.19)

Kondisi tersebut menyatakan bahwa harus ditentukan kontrol optimal
~u∗(t) yang meminimumkan fungsi Hamilton H pada saat t.
Selanjutnya jika fungsi Hamilton dapat diturunkan terhadap ~u(t),
maka kondisi (2.19) terpenuhi jika

∂H
∂~u = 0.

Untuk mengetahui apakah kontrol yang diperoleh merupakan
kontrol minimum atau maksimum, dapat dilakukan dengan cara
memeriksa turunan kedua fungsi Hamilton terhadap ~u(t). Jika

∂2H
∂~u2

> 0,

maka masalah kontrol yang diselesaikan adalah masalah kontrol
minimum, dan sebaliknya.

Selain variabel kontrol ~u(t), fungsi Hamilton juga memuat
variabel state ~x(t) dan costate ~λ(t). Berdasarkan persamaan (2.18),
persamaan state dapat dinyatakan sebagai

~x′ = ∂H
∂λi

= gi(t, ~x(t), ~u(t)),
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dan persamaan costate dapat dinyatakan sebagai

~λ′ = dλi
dt = − ∂H

∂xi
.

Jika nilai awal ~x(0) dan nilai akhir ~x(T ) diberikan, maka dapat
langsung ditentukan nilai turunan ~x′ dan ~λ′. Namun jika tidak
diberikan kondisi akhir ~x(T ), maka digunakan suatu kondisi yang
disebut kondisi transversal, yaitu ~λ(T ) = 0 sebagai kondisi akhir.

Berdasarkan uraian tersebut, prinsip minimum Pontryagin
meliputi beberapa syarat berikut.

a. H(t, ~x∗, ~u∗, ~λ) ≤ H(t, ~x∗, ~u,~λ) untuk setiap t ∈ [0, T ],

b. d~x
dt = ∂H

∂~λ
(persamaan state),

c. d~λ
dt = −∂H

∂~x (persamaan costate),

d. ~λ(T ) = 0 (kondisi transversal).

Jika diberikan batasan a ≤ ~u ≤ b pada variabel kontrol ~u(t),
maka kondisi ∂H∂~u = 0 berubah menjadi persamaan karakteristik

~u∗ =


~u = a, jika ∂H

∂~u < 0,

a ≤ ~u ≤ b, jika ∂H
∂~u = 0,

~u = b, jika ∂H
∂~u > 0.

(Lenhart dan Workman, 2007)

2.4 Metode Sweep Maju-Mundur

Ada banyak metode numerik yang dapat digunakan untuk
menyelesaikan kontrol optimal, salah satunya adalah metode Sweep
Maju-Mundur. Secara umum, algoritma metode Sweep Maju-Mundur
sebagai berikut.

Langkah 1 : Membuat dugaan awal untuk nilai ~u.
Langkah 2 : Menggunakan kondisi awal ~x(0) = ~x0 dan nilai ~u untuk

menyelesaikan persamaan state ~x dengan Metode Runge-
Kutta orde 4 langkah maju.
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Langkah 3 : Menggunakan kondisi transversal ~λ(T ), nilai awal ~u dan
~x untuk menyelesaikan persamaan costate ~λ dengan
Metode Runge-Kutta orde 4 langkah mundur.

Langkah 4 : Memperbarui nilai ~u dengan memasukkan nilai ~x dan ~λ
yang baru ke dalam karakteristik kontrol optimal.

Langkah 5 : Memeriksa konvergensi, jika nilai eror dari iterasi saat
ini dan sebelumnya sangat kecil maka cetak nilai-nilai
saat ini, namun jika nilai erornya tidak kecil maka proses
kembali ke langkah 2.

(Lenhart dan Workman, 2007)

2.5 Metode Runge-Kutta Orde 4

Metode Runge-Kutta merupakan metode satu langkah karena
hanya membutuhkan satu titik sebelumnya untuk menentukan nilai
yang baru. Diberikan suatu langkah (h), x(t), dan x′ = f(t, x(t))
dapat membentuk aproksimasi x(t + h) sehingga diperoleh rumus
rekursi sebagai berikut

x(t+ h) = x(t) + h
6 (k1 + 2k2 + 2k3 + k4),

dengan

k1 = f(t, x(t)),

k2 = f(t+
1

2
h, x(t) +

1

2
hk1),

k3 = f(t+
1

2
h, x(t) +

1

2
hk2),

k4 = f(t+
1

2
h, x(t) + hk3).

(Lenhart dan Workman, 2007)

2.6 Model Epidemi SIR

Pada skripsi ini dibahas proses penyebaran penyakit model SIR
dari persamaan diferensial nonlinear. SIR adalah singkatan dari
Susceptibles (subpopulasi individu yang rentan terhadap penyakit),
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Infectious (subpopulasi individu yang terinfeksi penyakit), dan
Recovered (subpopulasi individu yang sembuh dari penyakit). Pada
subpopulasi rentan, penambahan individu disimbolkan Ω. Selain
penambahan individu, perubahan jumlah subpopulasi rentan
dipengaruhi oleh kematian alami (µ) yang mengakibatkan jumlah
subpopulasi berkurang. Subpopulasi rentan juga dapat berkurang
karena terjadi infeksi penyakit. Laju infeksi pada subpopulasi rentan
dipengaruhi oleh inhibitor yang disebut laju infeksi tersaturasi.
Fungsi βSI

1+α1S+α2I
merupakan inhibitor atau hambatan yang

ditimbulkan oleh perubahan perilaku individu saat individu rentan dan
individu terinfeksi meningkat. Jumlah subpopulasi terinfeksi dapat
berkurang karena adanya kematian akibat penyakit (α) dan kematian
alami. Individu yang telah terinfeksi penyakit dapat sembuh secara
alami (γ). Individu yang sudah sembuh, tidak akan kembali menjadi
individu rentan. Subpopulasi sembuh dari penyakit hanya dapat
berkurang karena kematian alami.

Diagram kompartemen yang menggambarkan aliran individu
antar subpopulasi dapat dilihat pada Gambar 2.1 berikut.

Gambar 2.1: Diagram kompartemen SIR

Sistem persamaan dari Gambar 2.1 sebagai berikut.

dS

dt
= Ω− βSI

1 + α1S + α2I
− µS,

dI

dt
=

βSI

1 + α1S + α2I
− (µ+ α+ γ)I,

dR

dt
= γI − µR,

(2.20)
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dengan
S = subpopulasi individu rentan,
I = subpopulasi individu terinfeksi,
R = subpopulasi individu sembuh,
Ω = laju penambahan populasi,
β = laju kontak antara individu rentan dengan terinfeksi,
µ = laju kematian alami,
α = laju kematian karena penyakit,
α1, α2 = inhibitor,
γ = laju penyembuhan.

Dari sistem persamaan (2.20), diperoleh titik kesetimbangan
bebas penyakit

E0 = (Ω
µ , 0, 0),

dan titik kesetimbangan endemik

E∗ = (S∗, I∗, R∗)

dengan

S∗ =
Ω((µ+ α+ γ) + α2Ω)

µ((µ+ α+ γ)R0 + α2Ω)
,

I∗ =
Ω(R0 − 1)

(µ+ α+ γ)R0 + α2Ω
,

R∗ =
Ω(R0 − 1)

µ((µ+ α+ γ)R0 + α2Ω)
,

dan

R0 = Ω(β−α1(µ+α+γ))
µ(µ+α+γ) = Ωβ

(µ+α+γ)(α1Ω+µ) .

R0 adalah angka reproduksi dasar yang digunakan untuk
mengecek kestabilan. Kesetimbangan bebas penyakit dikatakan stabil
asimtotik jika R0 < 1 dan tidak stabil jika R0 > 1. Kesetimbangan
endemik dikatakan stabil asimtotik jika R0 > 1.

(Bashier dan Patidar, 2017)
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BAB III
PEMBAHASAN

Pada bab ini, dibahas formulasi model epidemi SIR dengan laju
infeksi tersaturasi dan pemberian variabel kontrol optimal berupa
vaksinasi dan pengobatan. Untuk menyelesaikan kontrol optimal,
pembahasan dalam skripsi menerapkan prinsip minimum Pontryagin.
Kemudian dilakukan simulasi numerik menggunakan metode Sweep
Maju-Mundur untuk melihat ilustrasi model epidemi SIR dengan dan
tanpa kontrol.

3.1 Formulasi Model Epidemi SIR dengan Kontrol

Pada bab sebelumnya telah diuraikan model epidemi SIR yang
sederhana, sedangkan model matematika yang dibahas pada skripsi
ini adalah modifikasi model epidemi SIR dengan memberikan
vaksinasi dan pengobatan. Untuk mencegah individu terinfeksi
penyakit, dapat dilakukan pemberian vaksinasi kepada individu yang
rentan terhadap penyakit sehingga menambah jumlah subpopulasi
sembuh. Individu yang telah terinfeksi penyakit dapat sembuh karena
diberikan pengobatan. Pada model ini, penyembuhan secara alami
juga masih tetap dipertahankan. Berikut diagram kompartemen model
SIR dengan vaksinasi dan pengobatan.

Gambar 3.1: Diagram kompartemen SIR dengan kontrol vaksinasi dan
pengobatan
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Dari diagram kompartemen tersebut, diperoleh model epidemi
SIR berupa sistem persamaan diferensial biasa nonlinear dengan laju
infeksi tersaturasi dan pemberian kontrol berupa vaksinasi dan
pengobatan namun tetap mempertahankan penyembuhan alami
sebagai berikut.

dS(t)

dt
= Ω− βS(t)I(t)

1 + α1S(t) + α2I(t)
− µS(t)− u(t)S(t),

dI(t)

dt
=

βS(t)I(t)

1 + α1S(t) + α2I(t)
− (µ+ α+ γ)I(t)− v(t)I(t),

dR(t)

dt
= γI(t) + u(t)S(t) + v(t)I(t)− µR(t),

(3.1)
dengan u(t) adalah vaksinasi dan v(t) adalah pengobatan.

3.2 Penyelesaian Masalah Kontrol Optimal

Pemberian vaksinasi dan pengobatan dibutuhkan suatu biaya.
Penyelesaian masalah kontrol optimal adalah untuk mendapatkan
kontrol vaksinasi dan pengobatan yang optimal sehingga dapat
meminimumkan kedua kontrol, meminimumkan jumlah subpopulasi
rentan dan terinfeksi, serta memaksimumkan jumlah subpopulasi
sembuh dengan membentuk fungsi tujuan. Fungsi tujuan yang
digunakan adalah sebagai berikut.

Z(u(t), v(t)) =

∫ T

t0

(C1u
2 + C2v

2 + S(t) + I(t)−R(t))dt, (3.2)

dengan C1 adalah bobot biaya vaksinasi dan C2 adalah bobot biaya
pengobatan. T adalah waktu akhir serta u dan v adalah kontrol yang
akan diminimumkan dengan fungsi kendala pada sistem persamaan
(3.1). Fungsi biaya dimodelkan nonlinear dan dipilih fungsi kuadrat
yaitu u2 dan v2.

Akan ditentukan Z(u∗(t), v∗(t)) sedemikian sehingga

Z(u∗(t), v∗(t)) = min
(u,v)∈U

Z(u(t), v(t)),

dengan U = {(u, v) : umin ≤ u(t) ≤ umax, vmin ≤ v(t) ≤ vmax}.
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3.2.1 Fungsi Hamilton

Langkah pertama untuk menyelesaikan masalah kontrol
optimal adalah membentuk fungsi Hamilton. Dalam prinsip minimum
Pontryagin, Hamilton dibentuk berdasarkan fungsi tujuan dan
persamaan state sebagai berikut.

H = H(~u(t), ~x(t), ~λ(t))

= f(~u(t), ~x(t)) + ~λT ~̇x(t)

= C1u
2 + C2v

2 + S(t) + I(t)−R(t)

+ λ1

(
Ω− βS(t)I(t)

1 + α1S(t) + α2I(t)
− µS(t)− u(t)S(t)

)
+ λ2

(
βS(t)I(t)

1 + α1S(t) + α2I(t)
− (µ+ α+ γ)I(t)− v(t)I(t)

)
+ λ3

(
γI(t) + u(t)S(t) + v(t)I(t)− µR(t)

)
.

(3.3)

3.2.2 Persamaan state

Berdasarkan prinsip minimum Pontryagin, persamaan state
adalah turunan fungsi Hamilton sistem persamaan (3.3) terhadap
masing-masing λ1, λ2, dan λ3 sehingga diperoleh

dS

dt
=
∂H

∂λ1
= Ω− βS(t)I(t)

1 + α1S(t) + α2I(t)
− µS(t)− u(t)S(t),

dI

dt
=
∂H

∂λ2
=

βS(t)I(t)

1 + α1S(t) + α2I(t)
− (µ+ α+ γ)I(t)− v(t)I(t),

dR

dt
=
∂H

∂λ3
= γI(t) + u(t)S(t) + v(t)I(t)− µR(t),

(3.4)
dengan kondisi awal S(0) = S0, I(0) = I0, dan R(0) = R0.

3.2.3 Persamaan costate

Persamaan costate dan kondisi transversal merupakan
komponen dalam Prinsip minimum Pontryagin. Persamaan costate
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dapat diperoleh dari turunan fungsi Hamilton (3.3) terhadap S, I , dan
R sehingga diperoleh

dλ1

dt
= −∂H

∂S

= −
[
1−

(
βI(t)(1 + α2I(t))

(1 + α1S(t) + α2I(t))2
+ µ+ u

)
λ1(t)+

βI(t)(1 + α2I(t))

(1 + α1S(t) + α2I(t))2
λ2(t) + u(t)λ3(t)

]
= −1 +

βI(t)(1 + α2I(t))

(1 + α1S(t) + α2I(t))2
(λ1(t)− λ2(t))+

(µ+ u(t))λ1(t)− u(t)λ3(t),

dλ2

dt
= −∂H

∂I

= −
[
1− βS(t)(1 + α1S(t))

(1 + α1S(t) + α2I(t))2
λ1(t) +

(
βI(t)(1 + α2I(t))

(1 + α1S(t) + α2I(t))2

− µ− λ− γ − v(t)

)
λ2(t) + (γ + v(t))λ3(t)

]
= −1 +

βS(t)(1 + α1S(t))

(1 + α1S(t) + α2I(t))2
(λ1(t)− λ2(t))+

(µ+ α+ γ + v(t))λ2(t)− (γ + v(t))λ3(t),
dλ3

dt
= −∂H

∂R
= −[−1− µλ3(t)]

= 1 + µλ3(t),

dengan kondisi transversal λ1(T ) = λ2(T ) = λ3(T ) = 0.

3.2.4 Kondisi stasioner

Kontrol yang optimal diperoleh jika ∂H
∂u = 0 dan ∂H

∂v = 0.
Kondisi tersebut disebut kondisi stasioner. Kontrol yang optimal
dimisalkan u∗(t) dan v∗(t) sehingga diperoleh
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∂H

∂u
= 0

∂H

∂u
= 2C1u

∗(t)− λ1(t)S(t) + λ3(t)S(t) = 0

u∗(t) =
(λ1(t)− λ3(t))S(t)

2C1
,

dan

∂H

∂v
= 0

∂H

∂v
= 2C2v

∗(t)− λ2(t)I(t) + λ3(t)I(t) = 0

v∗(t) =
(λ2(t)− λ3(t))I(t)

2C2
.

Variabel kontrol pada model epidemi SIR dengan vaksinasi dan
pengobatan didefinisikan umin ≤ u(t) ≤ umax dan vmin ≤ v(t) ≤
vmax, sehingga diperoleh solusi

u∗ =


umin,

(λ1(t)−λ3(t))S(t)
2C1

< 0,
(λ1(t)−λ3(t))S(t)

2C1
, (λ1(t)−λ3(t))S(t)

2C1
= 0,

umax,
(λ1(t)−λ3(t))S(t)

2C1
> 0,

(3.5)

dan

v∗ =


vmin,

(λ2(t)−λ3(t))I(t)
2C2

< 0,
(λ2(t)−λ3(t))I(t)

2C2
, (λ2(t)−λ3(t))I(t)

2C2
= 0,

vmax,
(λ2(t)−λ3(t))I(t)

2C2
> 0.

(3.6)

Kontrol optimal u∗(t) dan v∗(t) persamaan (3.5) dan (3.6) juga dapat
dinyatakan sebagai

u∗(t) = min

[
umax,max

[
umin,

(λ1(t)− λ3(t))S(t)

2C1

]]
(3.7)

dan

v∗(t) = min

[
vmax,max

[
vmin,

(λ2(t)− λ3(t))I(t)

2C2

]]
. (3.8)

Turunan kedua fungsi Hamilton pada persamaan (3.3) terhadap
u∗(t) dan v∗(t) adalah
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∂2H

∂2u
= 2C1 (3.9)

dan
∂2H

∂2v
= 2C2 (3.10)

dengan C1 dan C2 merupakan bilangan positif sehingga nilai turunan
kedua adalah bilangan positif. Oleh karena itu, jenis kontrol u∗(t) dan
v∗(t) adalah minimum.

Sistem yang optimal diperoleh dengan mensubstitusikan (3.7)
dan (3.8) dalam sistem persamaan state dan persamaan costate
sehingga diperoleh sistem yang optimal sebagai berikut.

dS

dt
= Ω− βS(t)I(t)

1 + α1S(t) + α2I(t)
− µS(t)− u∗(t)S(t),

dI

dt
=

βS(t)I(t)

1 + α1S(t) + α2I(t)
− (µ+ α+ γ)I(t)− v∗(t)I(t),

dR

dt
= γI(t) + u∗(t)S(t) + v∗(t)I(t)− µR(t),

dλ1

dt
= −1 +

βI(t)(1 + α2I(t))

(1 + α1S(t) + α2I(t))2
(λ1(t)− λ2(t))+

(µ+ u∗(t))λ1(t)− u∗(t)λ3(t),

dλ2

dt
= −1 +

βS(t)(1 + α1S(t))

(1 + α1S(t) + α2I(t))2
(λ1(t)− λ2(t))+

(µ+ α+ γ + v∗(t))λ2(t)− (γ + v∗(t))λ3(t),

dλ3

dt
= 1 + µλ3(t).

3.3 Simulasi Numerik

Hasil solusi numerik dari penyelesain kontrol optimal diperoleh
menggunakan metode Sweep Maju-Mundur dengan bantuan software
MATLAB. Pada metode ini, dilakukan diskritisasi interval [0, T ] di
titik-titik ti = t0 + ih dengan i = 1, 2, ..., n dan h merupakan ukuran
langkah waktu. Variabel-variabel yang digunakan adalah S, I , R, u,
v, λ1, λ2, dan λ3. Kemudian pada setiap node, variabel tersebut
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dinyatakan sebagai S(i), I(i), R(i), u(i), v(i), λ1(i), λ2(i), dan
λ3(i).

Nilai hampiran variabel state S, I , R didekati dengan metode
Runge-Kutta orde 4 maju dengan nilai awal S(0) = S0, I(0) = I0,
dan R(0) = R0, sedangkan variabel costate didekati dengan metode
Runge-Kutta orde 4 mundur dengan nilai akhir λ1(T ) = λ2(T ) =
λ3(T ) = 0.

Langkah-langkah algoritma metode sweep Maju Mundur
dijelaskan sebagai berikut.

Langkah 1
Membuat dugaan nilai awal untuk S, Sold, I , Iold, R, Rold, u,

uold, v, vold, λ1, λ1old, λ2, λ2old, λ3, λ3old. Kemudian mengganti nilai
Sold, Iold, Rold, uold, vold, λ1old, λ2old, λ3old dengan S, I , R, u, v, λ1,
λ2, dan λ3.

Langkah 2
Menggunakan kondisi awal S(0) = S0, I(0) = I0, R(0) = R0,

u(t), v(t) untuk menyelesaikan persamaan state S, I , R dengan
Metode Runge-Kutta orde 4 langkah maju.

Langkah 3
Menggunakan kondisi transversal λ1(T ) = λ2(T ) = λ3(T )

= 0, serta nilai S, I , R, u, v untuk menyelesaikan persamaan costate
~λ dengan Metode Runge-Kutta orde 4 langkah mundur.

Langkah 4
Memperbarui nilai kontrol u dan v dengan memasukkan nilai

S, I , R, λ1, λ2, dan λ3 yang baru ke dalam karakteristik kontrol
optimal.

Langkah 5
Jika nilai eror pada variabel state, costate, dan kontrol dari

iterasi saat ini dengan sebelumnya lebih kecil 10−4 maka cetak
nilai-nilai saat ini, namun jika nilai erornya lebih dari 10−4 maka
proses kembali ke langkah 2.
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Simulasi numerik dilakukan untuk memberikan gambaran
pengaruh pemberian kontrol vaksinasi dan pengobatan terhadap
model. Kontrol u menyatakan vaksinasi dan kontrol v menyatakan
pengobatan. Simulasi dilakukan pada waktu t0 = 0 hingga waktu
akhir T = 180 (hari) dengan h = 0.1. Kondisi awal yang digunakan
yaitu S0 = 50, I0 = 10, R0 = 0. Pada simulasi ini, digunakan nilai
parameter seperti yang digunakan oleh Bashier dan Patidar (2017),
yaitu

Ω = 0.95, α1 = α2 = 0.25,

β = 0.08, α = 0.1,

µ = 0.01, γ = 0.005.

Berdasarkan nilai parameter tersebut, diperoleh angka
reproduksi dasar R0 = Ωβ

(µ+α+γ)(λ1Ω+µ) = 2.6702 > 1 sehingga
terjadi endemi. Oleh karena itu, diperlukan suatu kontrol untuk
mengurangi jumlah individu yang terinfeksi.

3.3.1 Simulasi I

Pada simulasi I diterapkan kontrol vaksinasi (u(t)) saja tanpa
pengobatan (v(t)). Vaksinasi diberikan dengan bobot biaya
C1 = 1500 dengan batas 0 ≤ v(t) ≤ 1. Hasil simulasi numerik dapat
dilihat pada Gambar 3.2.

Gambar 3.2(a) menunjukkan grafik subpopulasi rentan.
Sebelum diberi kontrol, jumlah subpopulasi rentan turun hingga
S = 5 individu dalam rentan waktu t = 0 hingga t = 30 (hari),
kemudian meningkat pada selang waktu antara t = 30 dan t = 75
(hari). Subpopulasi rentan mencapai kondisi stabil setelah t = 75
(hari) dengan jumlah S = 6.6. Setelah diberi kontrol, jumlah
subpopulasi rentan turun hingga mencapai S = 3.65 individu dalam
rentan waktu t = 0 hingga t = 16 (hari). Lalu sedikit meningkat
hingga waktu akhir T = 180 (hari) mencapai S = 6.6. Pemberian
kontrol vaksinasi yang telah dilakukan dapat menurunkan jumlah
subpopulasi rentan dalam waktu 14 hari lebih cepat daripada yang
tanpa kontrol karena individu yang sudah divaksinasi tidak akan
terinfeksi dan langsung masuk ke subpopulasi sembuh.
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(a)

(b)

(c)

Gambar 3.2: Dinamika model SIR dengan kontrol vaksinasi
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Grafik subpopulasi terinfeksi ditunjukkan oleh Gambar 3.2(b).
Sebelum diberi kontrol, jumlah subpopulasi terinfeksi naik mencapai
I = 24.42 pada selang waktu antara t = 0 dan t = 12.8 (hari).
Kemudian grafik tersebut turun hingga t = 60 (hari), lalu naik sedikit
sampai t = 98 (hari) dan setelah itu mencapai kondisi stabil hingga
waktu akhir saat jumlah subpopulasi I = 7.7. Setelah diberi kontrol
vaksinasi, jumlah subpopulasi terinfeksi hanya naik hingga I = 13.3
dalam rentan waktu t = 0 hingga t = 4.5 (hari), kemudian turun
hingga t = 64 (hari) saat mencapai jumlah subpopulasi I = 4.4.
Setelah itu naik secara perlahan hingga waktu akhir T = 180 (hari)
dengan jumlah subpopulasi terinfeksi mencapai I = 6. Pemberian
kontrol vaksinasi mengakibatkan individu rentan tidak dapat
terinfeksi penyakit sehingga jumlah individu yang terinfeksi sedikit.
Pemberian kontrol vaksinasi saja tanpa ada pengobatan dapat
menurunkan jumlah subpopulasi terinfeksi lebih cepat daripada tanpa
kontrol karena individu rentan yang sudah divaksinasi tidak dapat
terinfeksi penyakit sehingga jumlah individu terinfeksi menjadi lebih
sedikit.

Grafik subpopulasi pulih atau sembuh ditunjukkan oleh
Gambar 3.2(c). Sebelum diberi kontrol, jumlah subpopulasi sembuh
meningkat dari nol individu hingga mencapai R = 2.8 individu dalam
rentan waktu antara t = 0 dan t = 40 (hari) karena terjadi
penyembuhan alami. Grafik meningkat secara perlahan setelah t = 40
hingga T = 180 (hari) dengan jumlah subpopulasi I = 3.6. Setelah
diberi kontrol, jumlah subpopulasi sembuh meningkat secara
signifikan dari nol individu hingga mencapai R = 36 individu selama
10 hari. Kemudian, grafik perlahan turun hingga saat t = 27 (hari)
dan akan terus naik hingga R = 37 saat t = 110 (hari). Setelah itu,
jumlah subpopulasi rentan turun hingga waktu akhir dengan
R = 33.3. Individu rentan yang telah diberi vaksinasi tidak dapat
terinfeksi penyakit, sehingga individu tersebut langsung menjadi
individu sembuh. Oleh karena itu, pemberian kontrol vaksinasi saja
tanpa ada pengobatan dapat meningkatkan jumlah subpolasi sembuh
secara signifikan.

Gambar 3.3 menunjukkan profil kontrol vaksinasi selama 180
hari atau 6 bulan. Dari gambar tersebut, dapat dilihat bahwa vaksinasi
diberikan mulai dari 0.35 lalu turun menjadi 0.068 pada 18 hari
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pertama. Kemudian pemberian vaksinasi sedikit naik lalu turun secara
perlahan sampai waktu akhir.

Gambar 3.3: Profil kontrol vaksinasi (u(t))

3.3.2 Simulasi II

Pada simulasi II diterapkan kontrol pengobatan (v(t)) tanpa
vaksinasi. Bobot biaya kontrol pengobatan diberikan sebesar
C2 = 1500 dengan batas 0 ≤ v(t) ≤ 1. Hasil simulasi numerik dapat
dilihat pada Gambar 3.4.

Gambar 3.4(a) menunjukkan grafik subpopulasi rentan.
Sebelum diberi kontrol, jumlah subpopulasi rentan turun hingga
S = 5 individu dalam rentan waktu t = 0 hingga t = 30 (hari),
kemudian meningkat pada selang waktu antara t = 30 dan t = 75
(hari). Subpopulasi rentan mencapai kondisi stabil setelah t = 75
(hari) dengan jumlah S = 6.6. Setelah diberi kontrol, jumlah
subpopulasi rentan turun hingga mencapai jumlah subpopulasi
S = 9.8 individu dalam rentan waktu t = 0 hingga t = 45 (hari),
kemudian sedikit meningkat pada selang waktu antara t = 45 dan
t = 65 (hari) dengan S = 10. Subpopulasi rentan turun lagi secara
perlahan hingga waktu akhir dengan jumlah subpopulasi S = 8.7.
Pemberian kontrol pengobatan saja tidak dapat menurunkan jumlah
subpopulasi rentan lebih cepat daripada tanpa kontrol karena tidak
diberikan vaksinasi sehingga membutuhkan waktu lebih lama untuk
menurunkan individu rentan.
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(a)

(b)

(c)

Gambar 3.4: Dinamika model SIR dengan kontrol pengobatan
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Grafik subpopulasi terinfeksi ditunjukkan oleh Gambar 3.4(b).
Sebelum diberi kontrol, jumlah subpopulasi terinfeksi naik mencapai
I = 24.42 dalam rentan waktu t = 0 hingga t = 12.8 (hari).
Kemudian grafik tersebut turun hingga t = 60 (hari), lalu naik sedikit
sampai t = 98 (hari) dan mencapai kondisi stabil saat jumlah
subpopulasi I = 7.7. Setelah diberi kontrol, jumlah subpopulasi
terinfeksi naik hanya mencapai I = 13.3 pada selang waktu antara
t = 0 dan t = 6.5 (hari), kemudian turun hingga t = 50 (hari) dengan
jumlah subpopulasi I = 5 dan naik lagi secara perlahan hingga waktu
akhir dengan jumlah subpopulasi I = 6.7. Pemberian kontrol
pengobatan kepada individu yang terinfeksi mengakibatkan individu
dapat langsung sembuh sehingga menurunkan jumlah subpopulasi
terinfeksi. Selain kontrol pengobatan, terdapat penyembuhan alami
yang juga dapat menurunkan jumlah subpopulasi terinfeksi.
Pemberian kontrol pengobatan saja tanpa vaksinasi dapat menurunkan
jumlah subpopulasi terinfeksi lebih cepat daripada tanpa kontrol
karena individu terinfeksi diberi pengobatan dan juga terdapat
penyembuhan alami.

Grafik subpopulasi sembuh ditunjukkan oleh Gambar 3.4(c).
Sebelum diberi kontrol, jumlah subpopulasi sembuh meningkat dari
nol hingga mencapai R = 2.8 dalam rentang waktu t = 0 hingga
t = 40 (hari) karena terjadi penyembuhan alami. Grafik meningkat
secara perlahan setelah t = 40 hingga t = 180 (hari) dengan jumlah
subpopulasi I = 3.6. Setelah diberi kontrol, jumlah subpopulasi
sembuh meningkat secara signifikan dari nol individu hingga
mencapai R = 27.5 selama 50 hari, kemudian turun secara perlahan
hingga waktu akhir dengan R = 24.4. Individu yang terinfeksi dapat
sembuh lebih cepat karena terdapat kontrol pengobatan dan
penyembuhan alami. Oleh karena itu, pemberian kontrol pengobatan
saja tanpa ada vaksinasi dapat meningkatkan jumlah subpopulasi
sembuh secara signifikan.

Gambar 3.5 menunjukkan profil kontrol pengobatan selama 180
hari atau 6 bulan. Dari gambar tersebut dapat dilihat bahwa pengobatan
dimulai dari 0.037. Kemudian naik hingga batas 0.109 pada selang
waktu antara t = 0 dan t = 11 (hari) dan turun secara perlahan hingga
waktu akhir.
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Gambar 3.5: Profil kontrol pengobatan (v(t))

3.3.3 Simulasi III

Pada simulasi III diterapkan kombinasi kontrol vaksinasi (u(t))
dan kontrol pengobatan (v(t)). Kontrol vaksinasi dan pengobatan
diberikan biaya masing-masing sebesar 1500 dengan batas
0 ≤ v(t) ≤ 1. Hasil simulasi numerik dapat dilihat pada Gambar 3.6.

Gambar 3.6(a) menunjukkan grafik subpopulasi rentan.
Sebelum diberi kontrol, jumlah subpopulasi rentan turun hingga
S = 5 individu dalam rentan waktu t = 0 hingga t = 30 (hari),
kemudian meningkat pada selang waktu antara t = 30 dan t = 75
(hari). Subpopulasi rentan mencapai kondisi stabil setelah t = 75
(hari) hingga waktu akhir dengan jumlah S = 6.6. Setelah diberi
kontrol, jumlah subpopulasi rentan turun hingga mencapai S = 6
individu dalam rentan waktu t = 0 hingga t = 16 (hari), kemudian
sedikit meningkat pada selang waktu antara t = 16 dan t = 65 (hari)
dengan S = 7. Subpopulasi rentan mencapai kondisi stabil dan
hampir mendekati grafik tanpa kontrol pada selang waktu antara
t = 65 dan t = 165 (hari), lalu naik secara perlahan hingga waktu
akhir dengan jumlah subpopulasi S = 7.68. Pemberian kombinasi
kontrol vaksinasi dan pengobatan dapat menurunkan jumlah
subpopulasi rentan dalam waktu yang lebih cepat daripada tanpa
kontrol karena individu rentan yang sudah divaksinasi tidak dapat
terinfeksi penyakit dan langsung masuk ke subpopulasi sembuh.
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(a)

(b)

(c)

Gambar 3.6: Dinamika model SIR dengan kontrol vaksinasi dan
pengobatan

Grafik subpopulasi terinfeksi ditunjukkan oleh Gambar 3.6(b).
Setelah diberi kontrol, jumlah subpopulasi terinfeksi naik mencapai
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I = 24.42 dalam rentan waktu t = 0 hingga t = 12.8 (hari).
Kemudian grafik tersebut turun hingga t = 60 (hari), lalu naik sedikit
sampai t = 98 (hari) dan setelah itu mencapai kondisi stabil saat
jumlah subpopulasi I = 7.7. Setelah diberi kontrol, jumlah
subpopulasi terinfeksi turun mencapai jumlah I = 1.5 pada selang
waktu antara t = 0 dan t = 48 (hari), kemudian naik secara perlahan
hingga waktu akhir dengan jumlah subpopulasi I = 5, namun tidak
sampai melewati grafik tanpa kontrol. Pemberian vaksinasi kepada
individu rentan dan pengobatan kepada individu yang terinfeksi
mengakibatkan jumlah subpopulasi terinfeksi tidak meningkat.
Pemberian kombinasi kontrol vaksinasi dan pengobatan langsung
dapat menurunkan jumlah subpopulasi terinfeksi lebih cepat daripada
tanpa kontrol karena terdapat pengobatan dan penyembuhan alami
sehingga individu terinfeksi lebih cepat sembuh.

Grafik subpopulasi sembuh ditunjukkan oleh Gambar 3.6(c).
Sebelum diberi kontrol, jumlah subpopulasi sembuh meningkat dari
nol hingga mencapai R = 2.8 dalam rentan waktu t = 0 hingga
t = 40 (hari) karena terjadi penyembuhan alami. Grafik meningkat
secara perlahan hingga t = 180 (hari) dengan jumlah subpopulasi
I = 3.6. Setelah diberi kontrol, jumlah subpopulasi sembuh
meningkat secara signifikan hanya dalam waktu 15 hari dari nol
individu hingga mencapai R = 47, 1, kemudian naik secara perlahan
hingga t = 125 dengan jumlah subpopulasi R = 60.5. Subpopulasi
rentan turun secara perlahan hingga waktu akhir sehingga mencapai
R = 53.3. Individu rentan yang telah diberi kontrol vaksinasi dapat
menjadi individu sembuh dan individu terinfeksi dapat sembuh karena
penyembuhan alami dan kontrol pengobatan sehingga mengakibatkan
jumlah subpopulasi sembuh lebih banyak. Oleh karena itu, pemberian
kombinasi kontrol vaksinasi dan pengobatan dapat meningkatkan
jumlah subpolasi sembuh secara signifikan.

Gambar 3.7 menunjukkan profil kontrol vaksinasi dan
pengobatan selama 180 hari. Dari gambar tersebut, dapat dilihat
bahwa vaksinasi dimulai dari 0.3 lalu turun selama t = 0 hingga
t = 18 (hari) dengan laju 0.083 dan sedikit meningkat hingga t = 55
(hari). Setelah itu, laju vaksinasi turun hingga waktu akhir yaitu
t = 180 (hari). Laju pengobatan dimulai dari 0.19 lalu turun terus
secara perlahan hingga waktu akhir.
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Gambar 3.7: Profil kontrol vaksinasi u(t) dan pengobatan v(t)

Disimulasikan juga saat bobot biaya pengobatan lebih besar
daripada vaksinasi yaitu C1 = 1500 dan C2 = 2500. Hasil simulasi
ketika C1 = C2 dan C1 < C2 ditunjukkan pada Gambar 3.8.

Grafik 3.8(a) menunjukkan bahwa setelah diberi kontrol,
jumlah subpopulasi rentan saat C1 < C2 turun hingga waktu t = 16
(hari) dengan jumlah S = 5.3. Kemudian naik sedikit dan konstan
hingga t = 160 (hari), lalu naik hingga waktu akhir dengan t = 7.3.
Grafik 3.8(b) menunjukkan bahwa jumlah subpopulasi terinfeksi saat
C1 < C2 turun menjadi I = 2.08 dalam rentan waktu t = 0 hingga
t = 48, lalu naik secara perlahan hingga waktu akhir dengan jumlah
subpopulasi I = 5.3. Grafik 3.8(c) menunjukkan bahwa jumlah
subpopulasi sembuh saat C1 < C2 mencapai R = 45.5 pada selang
waktu antara t = 0 dan t = 10, kemudian naik perlahan hingga
R = 56.2 dalam rentan waktu t = 10 hingga t = 120, lalu turun juga
secara perlahan hingga waktu akhir dengan R = 49. Pemberian kedua
kontrol dengan bobot biaya yang berbeda memberikan pengaruh yang
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kurang maksimal bila dibandingkan dengan bobot biaya C1 = C2.

(a)

(b)

(c)

Gambar 3.8: Dinamika model SIR dengan kontrol vaksinasi dan
pengobatan saat C1 < C2
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Gambar 3.9: Profil kontrol vaksinasi u(t) dan pengobatan v(t) saat
C1 < C2

Pemberian bobot biaya yang berbeda dapat mempengaruhi laju
kontrol keduanya. Saat bobot biaya pengobatan yang diberikan besar
maka v(t) cukup kecil, sedangkan saat bobot biaya pengobatan yang
diberikan kecil maka pemberian kontrol v(t) cukup besar. Begitu pula
untuk vaksinasi, saat bobot biaya vaksinasi yang diberikan besar
maka u(t) cukup kecil, sedangkan saat bobot biaya vaksinasi yang
diberikan kecil maka pemberian kontrol u(t) cukup besar. Hasil
simulasi numerik yang ditunjukkan oleh Gambar 3.9 menunjukkan
bahwa saat C1 < C2, vaksinasi dimulai dari 0.32 dan pengobatan
dimulai dari 0.135.

Berdasarkan simulasi yang telah dilakukan, pemberian kontrol
vaksinasi dan pengobatan dapat mempengaruhi dinamika penyebaran
penyakit. Pemberian kontrol vaksinasi dan pengobatan secara terpisah
dapat menurunkan jumlah subpopulasi rentan dan terinfeksi, serta
meningkatkan jumlah subpopulasi sembuh secara signifikan.
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Pemberian kombinasi kontrol antara vaksinasi dan pengobatan
dengan bobot biaya yang sama memberikan hasil yang lebih efektif
karena dapat menurunkan jumlah subpopulasi individu rentan dan
terinfeksi serta meningkatkan jumlah subpopulasi sembuh dengan
waktu yang lebih cepat jika dibandingkan dengan pemberian kontrol
secara terpisah. Pemberian kombinasi kontrol antara vaksinasi dan
pengobatan dengan bobot biaya yang berbeda juga dapat menurunkan
jumlah subpopulasi individu rentan dan terinfeksi serta meningkatkan
jumlah subpopulasi sembuh dengan waktu yang lebih cepat jika
dibandingkan dengan pemberian kontrol secara terpisah, namun
belum optimal jika dibandingkan dengan biaya kedua kontrol sama.
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BAB IV
PENUTUP

4.1 Kesimpulan

1. Telah dikonstruksi model epidemi SIR dengan laju infeksi
tersaturasi yang dikendalikan dengan pemberian kontrol berupa
vaksinasi dan pengobatan. Vaksinasi diberikan untuk individu
rentan dan pengobatan diberikan untuk individu yang terinfeksi
penyakit dengan tetap mempertahankan penyembuhan alami.

2. Telah diperoleh kontrol yang optimal yaitu u∗ dan v∗ pada
model epidemi SIR dengan tujuan untuk meminimumkan
jumlah subpopulasi rentan dan terinfeksi, memaksimumkan
jumlah subpopulasi sembuh, serta meminimumkan vaksinasi
dan pengobatan. Kontrol vaksinasi dan pengobatan yang
optimal dipengaruhi oleh bobot biaya kedua kontrol tersebut
yaitu C1 dan C2. Jika bobot biaya vaksinasi atau pengobatan
lebih besar, maka nilai u∗ atau v∗ cukup kecil, dan sebaliknya.

3. Hasil simulasi numerik menggunakan metode Sweep
Maju-Mundur menunjukkan bahwa pemberian kontrol
vaksinasi dan pengobatan yang dilakukan secara terpisah dapat
mempengaruhi jumlah subpopulasi rentan, terinfeksi, maupun
sembuh. Hasil yang lebih efektif diperoleh bila kedua kontrol
dikombinasikan dengan bobot biaya sama maupun berbeda.
Pemberian bobot biaya yang berbeda dapat menurunkan jumlah
subpopulasi rentan dan terinfeksi serta meningkatkan jumlah
subpopulasi sembuh dengan waktu yang cepat. Namun, jika
bobot biaya yang diberikan sama dapat diperoleh hasil yang
lebih optimal karena waktu yang dibutuhkan lebih cepat
dibandingkan saat bobot biaya yang diberikan berbeda.

4.2 Saran

Pada penelitian selanjutnya, dapat dilakukan pengembangan
model SIR menggunakan waktu tunda berupa masa inkubasi.
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