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ANALISIS DINAMIK MODEL INFEKSI HIV
ANTARA WANITA PEKERJA SEKS DAN PRIA DEWASA

ABSTRAK

Pada skripsi ini dibahas model infeksi HIV antara wanita
pekerja seks dan pria dewasa. Analisis dinamik pada model
dilakukan dengan menentukan titik kesetimbangan dan kestabilan
titik kesetimbangan. Pada model yang dibahas terdapat dua titik
kesetimbangan, yaitu titik kesetimbangan bebas penyakit dan titik
kesetimbangan endemik. Titik kesetimbangan bebas penyakit selalu
eksis, sedangkan titik kesetimbangan endemik eksis jika angka
reproduksi dasar R0 > 1. Analisis kestabilan menunjukkan bahwa
titik kesetimbangan bebas penyakit stabil asimtotik global jika
R0 < 1, sedangkan jika R0 > 1 titik kesetimbangan endemik stabil
asimtotik global. Hasil simulasi numerik menunjukkan hasil yang
sesuai dengan hasil analisis analitiknya.

Kata kunci: HIV, kestabilan titik kesetimbangan, angka reproduksi
dasar, stabil asimtotik global.
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DYNAMICS ANALYSIS OF HIV INFECTION MODEL
AMONG FEMALE SEX WORKERS AND SENIOR MALE

ABSTRACT

This final project concern with an HIV infection model among
female sex workers and senior male clients. Dynamical analysis of
this model is done by determining the equilibrium point and stability
of the equibrilium point. There are two equlibrium points, namely
disease free equilibrium point and endemic equilibrium point. The
disease free equilibrium point always exist, while the endemic
equilibrium exist when basic reproduction number R0 > 1. Stability
analysis shows that the disease free equilibrium point is global
asymtotically stable if R0 < 1, while if R0 > 1 the endemic
equilibrium point will be global asymtotically stable. Numerical
solutions agree with the analytical results.

Key words: HIV, stability of equilibrium point, basic reproduction
number, global stability.
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang
Acquired Immune Deficiency Syndrome (AIDS) adalah

sekumpulan gejala dan infeksi yang timbul karena rusaknya sistem
kekebalan tubuh manusia akibat infeksi Human Immunodeficiency
Virus (HIV). Menurut WHO (World Health Organization), kasus
HIV di dunia pada tahun 2012 mencapai 2,3 juta kasus, sebanyak 1,6
juta penderita meninggal karena AIDS (Acquired Immunodeficiency
Syndrome) dan 647.000 penderita berusia di bawah 15 tahun
(UNAIDS, 2013).

Human Immunodeficiency Virus (HIV) dapat ditularkan
melalui tiga cara, yaitu secara vertikal (dari ibu ke anak), secara
transeksual (homoseksual maupun heteroseksual), dan secara
horizontal yaitu kontak antar darah (pemakaian jarum suntik
bersama-sama secara bergantian, tato tindik, transfusi darah,
transplantasi organ, dan lain-lain) (Neferi, 2016).

Meningkatnya jumlah kasus HIV melanda dunia didorong
oleh adanya industri seks komersial. Meskipun tingkat penggunaan
kondom meningkat, seks tanpa pelindung tetap umum terjadi pada
pekerja seks komersial dan klien mereka. Pekerja seks sering kali
bersedia melakukan hubungan seks tanpa kondom jika klien mereka
membayar ekstra (Yang, dkk., 2017).

Model matematika merupakan suatu alat yang dapat
mempermudah penyelesaian masalah dalam kehidupan nyata.
Masalah-masalah tersebut dapat dibentuk ke dalam model
matematika dengan adanya asumsi-asumsi tertentu. Sebagai contoh,
model matematika telah diterapkan untuk mempelajari strategi
pencegahan dan pengendalian penyebaran HIV/AIDS pada populasi
tertentu. Pada tahun 2006, Bacaer, dkk. mengkonstruksi model
matematika HIV/AIDS di kalangan pengguna narkoba suntik dan
pekerja seks. Model tersebut terdapat tiga kompartemen, yaitu rentan
(S), terinfeksi HIV tetapi tidak terinfeksi AIDS (I), individu dengan
AIDS sepenuhnya (A). Diasumsikan individu AIDS tidak
berinteraksi dengan orang lain, adanya kematian alami, dan
penyebaran HIV hanya melalui kontak secara acak. Naresh dan
Sharma (2011) mengkonstruksi model epidemi HIV dengan
penularan secara vertikal dari ibu ke anak. Pada model tersebut
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terdapat tiga kompartemen yaitu individu rentan (S), individu
terinfeksi HIV-postif (I), dan individu yang terinfeksi AIDS (A).
Selanjutnya, Huo dan Chen (2015) mengkonstruksi model matematis
HIV menjadi dua tahap yaitu individu yang teinfeksi HIV-positif
pada tahap asimtomatis dan individu yang terinfeksi HIV-positif pada
saat simtomatis. Model tersebut terdiri dari enam kompartemen, yaitu
individu rentan (S), individu terinfeksi HIV-positif pada tahap
asimtomatis (H), individu terinfeksi HIV-positif pada tahap simtotis
tidak menerima perawatan (P ), individu yang terinfeksi AIDS yang
tidak tertular dan tidak melakukan perawatan (A), individu yang
menerima pengobatan ARV (T ), dan individu yang mengubah
kebiasaan seksual mereka untuk mempertahankan hidupnya (R).

Berdasarkan penelitian-penelitian sebelumnya, Yang, dkk.
(2017) mengkontruksi model infeksi HIV antara wanita pekerja seks
dan pria dewasa. Model tersebut terdiri dari dua populasi, yaitu
wanita pekerja dan pria dewasa. Pada wanita pekerja seks terdapat
tiga subpopulasi, yaitu individu rentan (Sf ), individu terinfeksi yang
tidak terdiagnosis HIV-positif (If ), dan individu yang terdiagnosis
HIV-positif (Df ). Sedangkan pada pria dewasa terdapat dua
subpopulasi, yaitu individu rentan (Sm) dan individu terinfeksi yang
tidak terdiagnosis HIV-positif (Im). Semua yang masuk ke dalam
populasi wanita pekerja seks dan pria dewasa masing-masing
diasumsikan rentan. Skripsi ini mengkaji ulang model infeksi HIV
yang dibahas oleh Yang, dkk. (2017). Analisis dinamik yang
dilakukan pada model meliputi penentuan titik kesetimbangan,
penentuan kestabilan lokal dan global. Selanjutnya juga dilakukan
simulasi numerik untuk mendukung hasil analisis dinamik yang
diperoleh.

1.2. Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang yang telah diuraikan, pokok

permasalahan yang dikaji pada skripsi ini sebagai berikut.

1. Bagaimana konstruksi model infeksi HIV antara wanita pekerja
seks dan pria dewasa?

2. Bagaimana titik kesetimbangan dan kestabilan titik
kesetimbangan model tersebut?

3. Bagaimana hasil simulasi numerik dan interpretasi solusi model
tersebut?

2

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



1.3. Batasan Masalah
Batasan masalah dalam model infeksi HIV antara wanita

pekerja seks dan pria dewasa adalah.

1. Kompartemen AIDS tidak dipertimbangkan.
2. Tidak terjadi penularan secara vertikal.
3. Interaksi hanya dilakukan antara wanita pekerja seks dan pria

dewasa.
4. Tidak adanya kematian alami.

1.4. Tujuan
Tujuan yang ingin diperoleh pada skripsi ini sebagai berikut.

1. Mengkontruksi model infeksi HIV antara wanita pekerja seks
dan pria dewasa.

2. Menentukan titik kesetimbangan dan kestabilan titik
kesetimbangan model tersebut.

3. Menginterpretasikan hasil simulasi numerik model tersebut.

3
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BAB II

DASAR TEORI

2.1. Sistem Persamaan Diferensial Biasa
Sistem persamaan diferensial biasa berdimensi n adalah

suatu sistem yang terdiri dari n persamaan diferensial biasa dan n
fungsi yang tidak diketahui dengan n ≥ 2, n ∈ Z.

Bentuk umum sistem persamaan diferensial orde satu
berdimensi n sebagai berikut

dx1

dt
=F1(t, x1, x2, · · · , xn),

dx2

dt
=F2(t, x1, x2, · · · , xn),

...
dxn
dt

=Fn(t, x1, x2, · · · , xn),

dengan Fi adalah fungsi yang bergantung pada variabel xi, · · · , xn
untuk i = 1, 2, · · · , n,

(Boyce dan DiPrima, 2012).

2.2. Sistem Dinamik
Sistem dinamik merupakan suatu sistem yang selalu

berubah dan dapat diketahui kondisi di masa yang akan datang
bergantung pada kondisi saat ini atau di masa lalu (Palm, 2014).

Sistem dinamik dibedakan menjadi dua, yaitu sistem dinamik
diskret dengan bentuk umum

~xt+1 = ~f(~xt), t ∈ Z atau N, ~x ∈ Rn

dan sistem dinamik kontinu dengan bentuk umum

d~x
dt = ~f(~x, t), t ∈ R, ~x ∈ Rn,

(Arrowsmith dan Place, 1994).
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2.3. Sistem Otonomus
Sistem otonomus merupakan suatu sistem persamaan

diferensial biasa yang secara eksplisit tidak bergantung pada t.
Bentuk umum sistem otonomus adalah

dx1

dt
=f1(x1, x2, · · · , xn),

...
dxn
dt

=fn(x1, x2, · · · , xn)

(2.1)

Titik ~x∗=(x∗1, x
∗
2, · · · , x∗n) merupakan titik kesetimbangan

sistem (2.1) jika

fi(x
∗
1, x
∗
2, · · · , x∗n) = 0, i = 1, 2, · · · , n,

(Boyce dan DiPrima, 2012).

Definisi 2.3.1 (Kestabilan Titik Kesetimbangan)
Titik kesetimbangan (x∗1, x

∗
2, · · · , x∗n) pada sistem (2.4) bersifat

1. stabil, jika untuk ∀ε > 0, ∃δ > 0 sedemikian sehingga untuk
setiap sistem ~x = ~x(t) yang memenuhi

‖~x(0)− ~x∗‖< δ,

maka

‖~x(t)− ~x∗‖< ε,∀t > 0

2. stabil asimtotik, jika stabil dan ∃δ0 > 0 sedemikian sehingga
untuk solusi sistem ~x = ~x(t) yang memenuhi

‖~x(t)− ~x∗‖< δ0,

maka

lim
t−→∞

~x(t) = ~x∗,

3. tidak stabil, apabila tidak memenuhi kriteria pertama,

(Boyce dan DiPrima, 2012).
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2.3.1. Sistem otonomus linear
Sistem otonomus linear dengan n persamaan

dx1

dt
=a11(t) + a12(t)x2 + · · ·+ a1n(t)xn,

dx2

dt
=a21(t) + a22(t)x2 + · · ·+ a2n(t)xn,

...
dxn
dt

=an1(t) + an2(t)x2 + · · ·+ ann(t)xn,

(2.2)

dapat dinyatakan dalam bentuk lain

d~x
dt = A~x,

dengan A =

 a11 · · · a1n
...

. . .
...

an1 · · · ann

, aij ∈ R dan ~x =

 x1
...

xn

.

Jika det(A) 6= 0, maka ~x = 0 adalah satu-satunya titik
kesetimbangan sistem (2.2). Kestabilan titik kesetimbangan sistem
(2.2) dapat ditentukan melalui nilai eigen matriks A.

Teorema 2.1 Titik kesetimbangan ~x = 0 sistem (2.2) bersifat
1. stabil, jika dan hanya jika matriks A memiliki nilai eigen

bilangan riil tak positif,
2. stabil asimtotik, jika dan hanya jika matriks A memiliki nilai

eigen bilangan riil negatif,
3. tak stabil, jika dan hanya jika nilai matriks A memiliki nilai

eigen bilangan riil positif,

(Finizio dan Ladas, 1982).

2.3.2. Sistem otonomus nonlinear
Sistem otonomus nolinear dengan n persamaan

dxi
dt

= fi(~x), i = 1, 2, · · · , n, (2.3)

dengan fi merupakan fungsi nonlinear. Misalkan ~x∗ adalah titik
kesetimbangan sistem (2.3). Jika asumsikan fungsi fi mempunyai
turunan yang kontinu dititik ~x∗, maka deret Taylor fungsi fi di sekitar
~x∗ adalah
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fi(~x) = fi(~x
∗) +

∑n
j=1

∂fi(~x
∗)

∂xj
(xj − x∗j ) + ηi(~x

∗),

dengan ηi(~x∗) adalah suku sisa yang memenuhi sifat berikut

lim
~x−→~x∗

ηi(~x)
‖~w‖ = 0, i = 0, 1, · · · , n,

dimana ~w = (w1, w2, · · · , wn) = (~x − ~x∗) dengan catatan bahwa
fi(~x) = 0 untuk i = 0, 1, · · · , n dan

d~w
dt = d(~x−~x∗)

dt = d~x
dt .

Oleh karena itu, (2.3) dapat ditulis sebagai

d

dt

 w1
...

wn

 =


∂f1
∂x1

( ~x∗i ) · · ·
∂f1
∂xn

( ~x∗i )
...

. . .
...

∂fn
∂x1

( ~x∗i ) · · ·
∂fn
∂xn

( ~x∗i )


 w1

...
wn



+

 η1(~x)
...

ηn(~x)

 .
(2.4)

dengan

J =


∂f1
∂x1

( ~x∗i ) · · ·
∂f1
∂xn

( ~x∗i )
...

. . .
...

∂fn
∂x1

( ~x∗i ) · · ·
∂fn
∂xn

( ~x∗i )

 ,
disebut matriks Jacobi. Jika ~x berada dekat dengan ~x∗, maka ~η bernilai
kecil, sehingga ~η dapat diabaikan dan sistem (2.4) menjadi

d~w

dt
= J ~w. (2.5)

Jika ~x = ~x∗, maka diperoleh (w1, w2, · · · , wn) = (0, 0, · · · , 0) yang
merupakan titik kesetimbangan sistem (2.5). Proses menghampiri
persamaan (2.3) dengan sistem (2.5) dinamakan proses linearisasi.
Sifat kestabilan titik kesetimbangan sistem nonlinear dapat
ditentukan dengan melihat sistem kestabilan ~w = ~0 sistem hasil
linearisasi (2.5). Namun, perlu diperhatikan bahwa proses tersebut
bergantung pada asumsi bahwa ~x berada dekat ~x∗. Oleh karena itu,

8

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



sifat kestabilan titik kesetimbangan yang diperoleh melalui linearisasi
tidak bersifat global melainkan lokal (Boyce dan DiPrima, 2012).

Sifat titik kesetimbangan sistem nonlinear (2.3) dibedakan
menjadi dua, yaitu:

1. stabil asimtotik, jika titik kesetimbangan hasil linearisasi (2.5)
bersifat stabil asimtotik,

2. tidak stabil, jika titik kesetimbangan hasil linearisasi (2.5)
bersifat tidak stabil,

(Finizio dan Ladas, 1982).

2.4. Kriteria Routh-Hurwitz
Persamaan karakteristik untuk memperoleh nilai eigen

adalah
|λI − J |= 0, (2.6)

dengan nilai eigen λmatriks Jacobi J . Bentuk umum persamaan (2.6),

λn + a1λ
n−1 + a2λ

n−2 + · · ·+ an = 0, (2.7)

dengan koefisien ai, i = 1, · · · , n merupakan konstanta riil dan
an 6= 0. Kestabilan titik kesetimbangan sistem (2.3) dapat ditentukan
menggunakan kriteria Routh-Hurwitz, tanpa menentukan nilai eigen
terlebih dahulu.

Akar-akar persamaan karakteristik mempunyai bagian riil
negatif jika an > 0 dan

D1 = |a1|> 0, D2 =

 a1 a3

1 a2

∣∣∣∣ > 0, D3 =

 a1 a3 a5

1 a2 a4

0 a1 a3

∣∣∣∣∣ > 0,

Dk =



a1 a3 a5 · · · a2k−1

1 a2 a4 · · · a2k−2

0 a1 a3 · · · a2k−3

0 1 a2 · · · a2k−4
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · ak

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
> 0, k = 0, 2, · · · , n.

Untuk n = 3 persamaan (2.7) menjadi

λ3 + a1λ
2 + a2λ+ a3 = 0. (2.8)

Akar-akar persamaan (2.8) bernilai negatif jika dan hanya jika a1 >
0, a3 > 0, a1a2 − a3 > 0 (Murray 2002).
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2.5. Kestabilan Global
Definisi 2.5.1 Misalkan ~x∗ adalah titik kesetimbangan persamaan
diferensial d~x

dt = f(~x). Suatu fungsi L : Rn → R disebut fungsi
Lyapunov lemah untuk ~x∗ jika terdapat persekitaran W ⊆ Rn pada
~x∗ yang memenuhi kondisi:

1. L(~x∗) = 0 dan L(~x) > 0, ∀~x 6= ~x∗ ∈W ,

2. L(~x) ≤ 0, ∀~x ∈W

Definisi 2.5.2 Fungsi L disebut fungsi Lyapunov kuat untuk ~x∗ jika
terdapat suatu persekitaran W pada ~x∗ yang memenuhi kondisi (1)
pada Definisi 2.5.1 dan L(~x) < 0, ∀~x 6= ~x∗ dengan ~x ∈W .

Teorema 2.2 Misalkan ~x∗ adalah titik kesetimbangan persamaan
diferensial d~xdt = f(~x). Titik kesetimbangan ~x∗ bersifat:

1. stabil global jika terdapat suatu fungsi Lyapunov lemah untuk
~x∗,

2. stabil asimtotik global jika terdapat suatu fungsi Lyapunov kuat
untuk ~x∗,

(Robinson, 2004).

2.6. Angka Reproduksi Dasar
Angka reproduksi dasar pada model epidemi dapat

dinyatakan rata-rata banyaknya individu infektif sekunder akibat
tertular individu infektif primer yang berlangsung di dalam populasi
Susceptible. Jika R0 < 1, maka titik kesetimbangan bebas penyakit
stabil asimtotik lokal, setiap individu terinfeksi menyebabkan
rata-rata kurang dari satu individu terinfeksi baru, dan tidak terjadi
penyebaran penyakit. Sedangkan jika R0 > 1, maka titik
kesetimbangan bebas penyakit tidak stabil, setiap individu terinfeksi
menyebabkan rata-rata lebih dari satu individu terinfeksi baru, dan
terjadi penyebaran penyakit (Driessche dan Watmough, 2002).
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BAB III

HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada bab ini dibahas analisis kestabilan model infeksi HIV
antara wanita pekerja seks dan pria dewasa. Pembahasan pada skripsi
ini adalah penentuan titik kesetimbangan dan penentuan jenis
kestabilan titk kesetimbangan. Pada langkah terakhir dilakukan
simulasi numerik model infeksi HIV antara wanita pekerja seks dan
pria dewasa.

3.1. Konstruksi Model
Model yang dibahas pada skripsi ini adalah model infeksi

HIV antara wanita pekerja seks dan pria dewasa yang terdapat pada
Yang, dkk. (2017). Model tersebut terdiri dari dua populasi, yaitu
wanita pekerja seks dan pria dewasa. Pada wanita pekerja seks
terdapat tiga subpopulasi, yaitu individu rentan (Sf ), individu
terinfeksi yang tidak terdiagnosis HIV-positif (If ), dan individu yang
terdiagnosis HIV-positif (Df ). Sedangkan pada pria dewasa terdapat
dua subpopulasi, yaitu individu rentan (Sm) dan individu terinfeksi
yang tidak terdiagnosis HIV-positif (Im). Total populasi (N) dapat
dinyatakan sebagai

N = Nm +Nf (3.1)

dimana Nm = Sm + Im dan Nf = Sf + If + Df dengan Nm dan
Nf adalah total populasi pada pria dewasa dan total populasi wanita
pekerja seks.

Model infeksi HIV antara wanita pekerja seks dan pria
dewasa dapat digambarkan dalam diagram kompartemen seperti yang
diperlihatkan pada Gambar 3.1.

11

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Gambar 3.1 Diagram kompartemen model infeksi HIV antara wanita pekerja
seks dan pria dewasa

Model infeksi HIV antara wanita pekerja seks dengan pria
dewasa seoerti diberikan pada Gambar 3.1. Terdapat sembilan
parameter yang mempengaruhi laju perubahan subpopulasi, yaitu
Λm, γm, βf , αf , γf ,Λf , η, βm, dan ξf . Parameter Λm
menginterpretasikan laju rekutmen pada populasi pria dewasa.
Parameter γm menginterpretasikan laju perpindahan pada populasi
pria dewasa, βf menginterpretasikan laju penularan secara transmisi
transeksual dan horizontal di antara wanita pekerja seks, αf
menginterpretasikan faktor resiko wanita pekerja seks yang
didiagnosis terinfeksi HIV-positif, γf menginterpretasikan laju
perpindahan pada wanita pekerja seks, Λf menginterpretasikan laju
rekutmen pada populasi wanita pekerja seks, η menginterpretasikan
laju infeksi maksimum yang terinfeksi dari faktor lain, βm
menginterpretasikan laju penularan secara transmisi transeksual dan
horizontal di antara pria dewasa, dan ξf menginterpretasikan laju
diagnosis HIV-positif di antara wanita pekerja seks.
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3.1.1. Laju perubahan subpopulasi individu rentan
Adanya rekutmen pada pria dewasa mengakibatkan

bertambahnya jumlah individu pada subpopulasi Sm dengan laju
sebesar Λm atau dapat dinyatakan Λm.

Penularan HIV terjadi secara transeksual dan horizontal
dipengaruhi dengan adanya faktor resiko wanita pekerja seks yang
didiagnosis terinfeksi HIV-positif. Laju penularan dinyatakan dalam
parameter βf . Laju perubahan kepadatan subpopulasi Sm pada waktu
t berbanding lurus dengan berkurangnya individu rentan pada pria
dewasa yang berinteraksi tidak langsung dengan subpopulasi If dan
Df dapat dinyatakan −βf (If+αfDf )Sm

Nf
.

Banyaknya subpopulasi Sm dapat berkurang karena adanya
perpindahan dengan laju sebesar γm dapat dinyatakan −γmSm.
Dengan demikian, laju perubahan subpopulasi Sm per satuan waktu t
dapat dinyatakan sebagai berikut

dSm
dt

= Λm −
βf (If + αfDf )Sm

Nf
− γmSm. (3.2)

Pada populasi wanita pekerja seks, adanya rekutmen pada
wanita pekerja seks mengakibatkan bertambahnya jumlah individu
pada subpopulasi Sf dengan laju sebesar Λf atau dapat dinyatakan
Λf .

Penularan HIV terjadi secara transeksual dan horizontal pada
pria dewasa dengan laju penularan dinyatakan dalam parameter βm.
Laju perubahan kepadatan subpopulasi Sf pada waktu t berbanding
lurus dengan berkurangnya individu terinfeksi yang tidak terdiagnosis
HIV-positif dapat dinyatakan −βmImSf

Nm
.

Laju berkurangnya jumlah subpopulasi Sf yang disebabkan
oleh terinfeksi faktor lain dapat dinyatakan dalam parameter η. Laju
perubahan kepadatan subpopulasi Sf pada waktu t berbanding lurus
dengan berkurangnya subpopulasi If atau dapat dinyatakan −ηIfSf

1+If
.

Banyaknya subpopulasi Sf dapat berkurang karena adanya
perpindahan dengan laju sebesar γf dapat dinyatakan−γfSf . Dengan
demikian, laju perubahan subpopulasi Sf per satuan waktu t dapat
dinyatakan sebagai berikut

dSf
dt

= Λf −
βmImSf
Nm

−
ηIfSf
1 + If

− γfSf . (3.3)
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3.1.2. Laju perubahan subpopulasi individu terinfeksi yang tidak
terdiagnosis HIV-positif

Penularan HIV terjadi secara transeksual dan horizontal
pada wanita pekerja seks dengan adanya faktor resiko wanita pekerja
seks yang didagnosis HIV-positif. Laju penularan dinyatakan dalam
parameter βf . Laju perubahan kepadatan subpopulasi Sm pada waktu
t berbanding lurus dengan bertambahnya individu rentan pada pria
dewasa yang berinteraksi tidak langsung dengan subpopulasi If dan
Df dapat dinyatakan βf (If+αfDf )Sm

Nf
.

Banyaknya subpopulasi Im dapat berkurang karena adanya
perpindahan dengan laju sebesar γm dapat dinyatakan −γmIm.
Dengan demikian, laju perubahan subpopulasi Im per satuan waktu t
dapat dinyatakan sebagai berikut

dIm
dt

=
βf (If + αfDf )Sm

Nf
− γmIm. (3.4)

Pada populasi wanita pekerja seks, subpopulasi Im dan Sf
berinteraksi secara tidak langsung dengan laju perubahan kepadatan
subpopulasi individu rentan pada wanita pekerja seks berbanding lurus
dengan bertambahnya individu terinfeksi yang tidak terdiagnosis HIV-
positif pada pria dewasa sehingga dapat dinyatakan βmImSf

Nm
.

Laju bertambahnya jumlah subpopulasi If yang disebabkan
oleh terinfeksi faktor lain dapat dinyatakan dalam parameter η. Laju
perubahan kepadatan subpopulasi If pada waktu t berbanding lurus
dengan bertambahnya jumlah subpopulasi If karena kontak dengan
supopulasi Sf atau dapat dinyatakan ηIfSf

1+If
.

Banyaknya subpopulasi If dapat berkurang karena adanya
perpindahan dengan laju sebesar γf dapat dinyatakan −γfIf . Jumlah
individu pada subpopulasi If dapat berkurang seiring perpindahan
individu terifeksi yang tidak terdiagnosis menjadi individu
terdiagnosis. Laju perpindahan tersebut dinyatakan dalam parameter
ξf atau dapat dinyatakan sebagai −ξfIf .

Dengan demikian, laju perubahan subpopulasi If per satuan
waktu t dapat dinyatakan sebagai berikut

dIf
dt

=
βmImSf
Nm

+
ηIfSf
1 + If

− γfIf − ξfIf . (3.5)
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3.1.3. Laju perubahan subpopulasi individu yang terdiagnosis
HIV-positif

Interaksi langsung yang terjadi antara subpopulasi If dan
Df mengakibatkan laju perpindahan kepadatan subpopulasi If yang
didiagnosis HIV-positif pada wanita pekerja seks berbanding lurus
dengan bertambahnya laju sebesar ξf atau dapat dinyatakan ξfIf .

Banyaknya subpopulasi Df dapat berkurang karena adanya
perpindahan dengan laju sebesar γf dapat dinyatakan−γfDf . Dengan
demikian, laju perubahan subpopulasi Df per satuan waktu t dapat
dinyatakan sebagai berikut

dDf

dt
= ξfIf − γfDf . (3.6)

Berdasarkan persamaan (3.2)-(3.6) diperoleh model infeksi
HIV antara wanita pekerja seks dan pria dewasa sebagai berikut

dSm
dt

=Λm −
βf (If + αfDf )Sm

Nf
− γmSm,

dIm
dt

=
βf (If + αfDf )Sm

Nf
− γmIm,

dSf
dt

=Λf −
βmImSf
Nm

−
ηIfSf
1 + If

− γfSf ,

dIf
dt

=
βmImSf
Nm

+
ηIfSf
1 + If

− γfIf − ξfIf ,

dDf

dt
=ξfIf − γfDf .

(3.7)

Total anggota populasi didefinisikan pada persamaan (3.1) sehingga
dapat ditulis

dN

dt
=
dNm

dt
+
dNf

dt

dimana
dNm

dt
=
dSm
dt

+
dIm
dt

=Λm − γm(Sm + Im)

=Λm − γmNm

(3.8)
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dan
dNf

dt
=
dSf
dt

+
dIf
dt

+
dDf

dt
=Λf − γf (Sf + If +Df )

=Λf − γfNf .

(3.9)

Jadi, total populasi bergantung pada t.
Selanjutnya, dari persamaan (3.8) jika populasi terbebas dari

penyakit maka dapat ditulis

dNm

dt
+ γmNm =Λm, (3.10)

penyelesaian persamaan (3.10) adalah

Nm(t) =
Λm
γm

+ Ce−γmt

dan dari persamaan (3.9) dapat ditulis

dNf

dt
+ γfNf =Λf , (3.11)

penyelesaian persamaan (3.11) adalah

Nf (t) =
Λf
γf

+ Ce−γf t.

Jika t membesar maka diperoleh lim
t−→∞

Nm(t) = Λm
γm

dan

lim
t−→∞

Nf (t) =
Λf

γf
. Jadi dapat dijelaskan jumlah populasi wanita

pekerja seks dalam jangka yang panjang menuju kapasitas Λm
γm

dan

jumlah populasi pria dewasa Λf

γf
. Selanjutnya, pada skripsi ini

diasumsikan bahwa jumlah populasi wanita pekerja seks Nm ≤ Λm
γm

dan jumlah pria dewasa Nf ≤
Λf

γf
, untuk setiap t ≥ 0.

Dari uraian yang diberikan, model (3.7) dapat direduksi
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sehingga diperoleh

dIm
dt

=
βfγf
Λf

(If + αfDf )

(
Λm
γm
− Im

)
− γmIm,

dIf
dt

=

(
βmγmIm

Λm
+

ηIf
1 + If

)(
Λf
γf
− If −Df

)
− (γf + ξf )If ,

dDf

dt
=ξfIf − γfDf ,

(3.12)
yang terdefinisi pada
Γ = {(Im, If , Df ) ∈ R3

+ : Im ≥ 0, If ≥ 0, Df ≥ 0, Im ≤ Λm
γm
,

If +Df ≤
Λf

γf
}.

3.2. Analisis Dinamik Model
3.2.1. Titik kesetimbangan bebas penyakit

Titik kesetimbangan sistem (3.12) diperoleh dengan
menyatakan

dIm
dt

=
dIf
dt

=
dDf

dt
= 0,

yaitu

βfγf
Λf

(If + αfDf )

(
Λm
γm
− Im

)
− γfIm =0,(

βmγmIm
Λm

+
ηIf

1 + If

)(
Λf
γf
− If −Df

)
− (γf + ξf )If =0,

ξfIf − γfDf =0.
(3.13)

Dari persamaan (3.13) diperoleh dua kemungkinan, yaitu
Im = 0, If = 0 atau Im 6= 0, If 6= 0. Jika Im = 0, If = 0 maka
diperoleh Df = 0.

Berdasarkan uraian tersebut diperoleh titik kesetimbangan

E0 = (I0
m, I

0
f , D

0
f ) = (0, 0, 0)

yang merupakan titik kesetimbangan bebas penyakit, berarti bahwa
tidak ada individu terinfeksi yang berinteraksi pada kelas rentan.
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3.2.1.1. Kestabilan lokal
Matriks Jacobi pada titik kesetimbangan E0 adalah

J(E0) =

 −γm
βfγfΛm

Λfγm

βfγfΛmαf

Λfγm
βmγmΛf

Λmγf

Λfη
γf
− γf − ξf 0

0 ξf −γf

 . (3.14)

Persamaan karakteristik dari matriks (3.14) adalah
−γm − λ

βfγfΛm

Λfγm

βfγfΛmαf

Λfγm
βmγmΛf

Λmγf

Λfη
γf
− γf − ξf − λ 0

0 ξf −γf − λ

∣∣∣∣∣∣∣ = 0. (3.15)

Persamaan karakteristik (3.15) dijabarkan pada Lampiran 1, dan
diperoleh

λ3 + a1λ
2 + a2λ+ a3 = 0 (3.16)

dengan

a1 =ξf + 2γf + γm −
ηΛf
γf

,

a2 =− βfβm + ξfγf + ξfγm − ηΛf + γ2
f + 2γfγm −

ηΛfγm
γf

,

a3 =− βfβmξfαf − βfβmγf − ηΛfγm + γ2
fγm + ξfγfγm.

Rincian penurunan persamaan karakteristik J(E0) seperti pada
persamaan (3.16) dapat dilihat pada Lampiran 1. Berdasarkan kriteria
Routh-Hurwitz, maka persamaan (3.16) memiliki bagian real negatif
jika

i. a3 > 0
−βfβmξfαf − βfβmγf − ηΛfγm + γ2

fγm + ξfγfγm > 0

ii. a1 > 0

ξf + 2γf + γm −
ηΛf

γf
> 0

iii. a1a2 > a3(
−βfβm + ξfγf + ξfγm − ηΛf + γ2

f + 2γfγm −
ηΛfγm
γf

)
(
ξf + 2γf + γm −

ηΛf

γf

)
>−βfβmξfαf − βfβmγf − ηΛfγm

+ γ2
fγm + ξfγfγm.
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Rincian pembuktian kriteria Routh-Hurwitz dapat dilihat pada
Lampiran 1. Agar titik kesetimbangan E0 stabil, maka a3 harus
bernilai positif sehingga

a3 = −βfβmξfαf − βfβmγf − ηΛfγm + γ2
fγm + ξfγfγm>0.

Jika

−ηΛfγm − βfβm(γf + ξfαf ) + γfγm(ξf + γf ) > 0

maka

−ηΛfγm − βfβm(γf + ξfαf )>−γfγm(ξf + γf )
ηΛfγm + βfβm(γf + ξfαf )<γfγm(ξf + γf )

ηΛfγm+βfβm(γf+ξfαf )
γfγm(ξf+γf ) <1.

Misalkan

R0 =
ηΛfγm+βfβm(γf+ξfαf )

γfγm(ξf+γf ) .

Jika R0 < 1 maka titik E0 bersifat stabil asimtotik lokal.

3.2.1.2. Kestabilan Global
Pada subsubbab 3.2.1.1 telah diperlihatkan bahwa titik E0

bersifat stabil asimtotik jika R0<1. Dari persamaan (3.12) dapat
dibentuk pertaksamaan

dIm
dt
≤
βfγfΛm
Λfγm

If +
βfγfΛmαf

Λfγm
Df − γmIm

dIf
dt
≤
βmγmΛf

Λmγf
Im +

ηΛf
γf

If − (γf + ξf )If .

(3.17)

Untuk itu, titik kesetimbangan bebas penyakit ditentukan
menggunakan fungsi Lyapunov V : (Im, If , Df ) ∈ R3

+ → R sebagai
berikut

V (Im, If , Df ) =
βmΛf

Λmγf
Im + If +

βmβfαf

γfγm
Df

dengan V ≥ 0 dan V = 0 jika dan hanya jika Im = If = Df = 0.
Berdasarkan persamaan (3.17) dapat diperoleh
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dV

dt
=
βmΛf
Λmγf

dIm
dt

+
dIf
dt

+
βmβfαf
γfγm

dDf

dt

≤
βmΛf
Λmγf

(
βfγf
Λf

Λm
γm

If +
βfγf
Λf

Λm
γm

αfDf − γmIm
)

+

[
βmγm

Λm

Λf
γf
Im +

ηΛf
γf

If − (γf + ξf )If

]
+
βmβfαf
γfγm

(ξfIf − γfDf )

=(γf + ξf )(R0 − 1)If .

Rincian perhitungan dV
dt dapat dilihat pada Lampiran 2. Nilai dV

dt <
0 jika R0 < 1. Dengan demikian, bahwa jika R0 < 1 maka titik
kesetimbangan bebas penyakit bersifat stabil asimtotik global.

3.2.2. Titik kesetimbangan endemik
Titik kesetimbangan endemikE∗ = (I∗m, I

∗
f , D

∗
f ) merupakan

titik kesetimbangan dengan I∗m 6= 0, I∗f 6= 0, dan D∗f 6= 0. Jika titik
kesetimbangan E∗ disubtitusikan ke sistem persamaan (3.12), maka
diperoleh

βfγf
Λf

(I∗f + αfD
∗
f )

(
Λm
γm
− I∗m

)
− γfI∗m =0,(

βmγmI
∗
m

Λm
+

ηI∗f
1 + I∗f

)(
Λf
γf
− I∗f −D∗f

)
− (γf + ξf )I∗f =0,

ξfI
∗
f − γfD∗f =0.

(3.18)
Dengan menggunakan pm = βmγm

Λm
, pf =

βfαfγf
Λf

(
1 +

αf ξf
γf

)
, p̂f =

1 +
ξf
γf

diperoleh (perhitungan selengkapnya diberikan pada Lampiran
3)

pfI
∗
f

(
Λm
γm
− I∗m

)
− γmI∗m = 0 (3.19a)(

pmI
∗
m +

ηI∗f
1 + I∗f

)(
Λf
γf
− p̂fI∗f

)
− (γf + ξf )I∗f = 0 (3.19b)

ξfI
∗
f − γfD∗f = 0. (3.19c)
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Dari persamaan (3.19a) diperoleh

I∗m =
pfI
∗
fΛm

γm(pfI
∗
f + γm)

(3.20)

dan dari persamaan (3.19c) diperoleh

D∗f =
ξf
γf
I∗f . (3.21)

Selanjutnya, subtitusikan persaman (3.20) ke persamaan (3.19b),
sehingga diperoleh polinomial I∗f berderajat dua berikut

q2I
∗
f

2 + q1I
∗
f + q0 = 0, (3.22)

dengan

q0 =− Λf (pmpfΛm + ηγ2
m) + γ2

mγf (γf + ξf ),

q1 =− Λf (pmpfΛm + ηγmpf ) + γf p̂(pmpfΛm + ηγ2
m)

+ γmγf (γf + ξf )(γm + pf ),

q2 =γf p̂f (pmpfΛm + ηγmpf ) + γmγfpf (γf + ξf ) > 0.

Jika R0 > 1 dan a3 < 0 maka q0 = a3γm < 0. Akibatnya, I∗f
memiliki solusi tunggal positif. Proses penentuan polinomial I∗f
berderajat dua (3.22) diberikan pada Lampiran 3. Solusi persamaan
(3.22) adalah

I∗f± =
−q1 ±

√
q2

1 − 4q2q0

2q2
.

I∗f haruslah suatu bilangan real positif. I∗f bernilai real jika
q2

1 − 4q2q0 = 0 atau q2
1 − 4q2q0 > 0, sehingga dilakukan analisis

beberapa kasus berikut.

Kasus 1. q2
1 − 4q2q0 = 0.

Dalam kasus ini terdapat dua akar kembar, yaitu

I∗f = − q1

2q2

I∗f > 0 apabila q1 < 0.
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Kasus 2. q2
1 − 4q2q0 > 0.

i. q1 > 0 dan q0 > 0
Perhatikan bahwa −4q2q0 < 0, sehingga

√
q2

1 − 4q2q0 < q1. Hal
ini berakibat I∗f± < 0.

ii. q1 > 0 dan q0 < 0.
Perhatikan bahwa −4q2q0 > 0, sehingga

√
q2

1 − 4q2q0 > q1. Hal
ini berakibat I∗f+

> 0 dan I∗f− < 0.
iii. q1 < 0 dan q0 > 0.

Perhatikan bahwa −q1 > 0, dan
√
q2

1 − 4q2q0 > 0. Hal ini
berakibat I∗f± > 0.

iv. q1 < 0 dan q0 < 0.
Perhatikan bahwa −4q2q0 > 0, sehingga

√
q2

1 − 4q2q0 > −q1.
Hal ini berakibat I∗f+

> 0 dan I∗f− < 0.

Berdasarkan uraian yang telah dijelaskan, dapat diambil kesimpulan
berikut.

1. Jika D = q2
1 − 4q2q0 = 0 dan q1 < 0 (kasus 1), maka terdapat

satu titik kesetimbangan endemik, yaitu

E∗ = (I∗m, I
∗
f , D

∗
f )

2. Jika D > 0, q1 > 0, dan q0 > 0 (kasus (i)), maka tidak terdapat
titik kesetimbangan endemik.

3. Jika D > 0 dan q0 < 0 (kasus (ii) dan (iv)), maka terdapat satu
titik kesetimbangan endemik, yaitu

E∗1 = (I∗m, I
∗
f+, D

∗
f )

4. Jika D > 0, q1 < 0, dan q0 > 0 (kasus (iii)), maka terdapat dua
titik kesetimbangan endemik yang berbeda, yaitu

E∗1 = (I∗m, I
∗
f+, D

∗
f ) dan E∗2 = (I∗m, I

∗
f−, D

∗
f )

dengan

I∗m =
pfI
∗
f±Λm

γm(pfI
∗
f + γm)

I∗f =
−q1

2q2
, I∗f+ =

−q1 +
√
q2

1 − 4q2q0

2q2
, I∗f− =

−q1 −
√
q2

1 − 4q2q0

2q2
,

D∗f =
ξfI
∗
f±
γf

.
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3.2.2.1. Kestabilan Global
Untuk menentukan kestabilan global, terlebih dahulu

dimisalkan β1 =
βfγf
Λf

, β2 =
βfαfγf

Λf
, β3 = βmγm

Λm
dan

g(If , Sf ) =
ηIfSf

1+If
. Berdasarkan pemisalan tersebut, persamaan (3.7)

dapat dituliskan sebagai

dSm
dt

=Λm − β1IfSm − β2DfSm − γfSm,

dIm
dt

=β1IfSm + β2DfSm − γmIm,

dSf
dt

=Λf − β3ImSf − g(If , Sf )− γfSf ,

dIf
dt

=β3ImSf + g(If , Sf )− γfIf − ξfIf ,

dDf

dt
=ξfIf − γfDf .

(3.23)

Kestabilan global titik kesetimbangan endemik dengan
mengkonstruksi fungsi Lyapunov. Didefinisikan fungsi Lyapunov

V =a1

[(
Sm − S∗m − S∗m ln

Sm
S∗m

)
+

(
Im − I∗m − I∗m ln

Im
I∗m

)]
+ a2

[(
Sf − S∗f − S∗f ln

Sf
S∗f

)
+

(
If − I∗f − I∗f ln

If
I∗f

)]

+ a3

(
Df −D∗f −D∗f ln

Df

D∗f

)

pada
Γ={(Sm, Im, Sf , If , Df )|Sm, Sf>0, Im, If , Df≥0,
Im + If +Df > 0}.

Selanjutnya, untuk memeriksa apakah fungsi tersebut
merupakan fungsi Lyapunov kuat atau lemah, perlu diperiksa apakah
fungsi V (Sm, Im, Sf , If , Df ) memenuhi kondisi 1 pada Definisi
2.5.2, yaitu V (~x∗) = 0 dan V (~x) > 0, ∀~x 6= ~x∗ ∈W .
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1. Pembuktian V (E∗) = 0

V (E∗) =V (S∗m, I
∗
m, S

∗
f , I
∗
f , D

∗
f )

=a1

[(
S∗m − S∗m − S∗m ln

S∗m
S∗m

)
+

(
I∗m − I∗m − I∗m ln

I∗m
I∗m

)]
+ a2

[(
S∗f − S∗f − S∗f ln

S∗f
S∗f

)
+

(
I∗f − I∗f − I∗f ln

I∗f
I∗f

)]

+ a3

(
D∗f −D∗f −D∗f ln

D∗f
D∗f

)
=a1[(0− S∗m ln(1)) + (0− I∗m ln(1))]

+ a2[(0− S∗f ln(1)) + (0− I∗f ln(1))] + a3(0−D∗f ln(1)).

=0.

2. Pembuktian V ( ~E)> 0, ∀ ~E ∈ Γ /
{
~E∗
}

Diketahui
V (Sm, Im, Sf , If , Df )

=a1

[(
S∗m − S∗m − S∗m ln

S∗m
S∗m

)
+

(
I∗m − I∗m − I∗m ln

I∗m
I∗m

)]
+ a2

[(
S∗f − S∗f − S∗f ln

S∗f
S∗f

)
+

(
I∗f − I∗f − I∗f ln

I∗f
I∗f

)]

+ a3

(
D∗f −D∗f −D∗f ln

D∗f
D∗f

)

Misal f(Sm) = Sm − S∗m − S∗m ln Sm
S∗m

dan f(Sm) terdefinisi
pada domain Sm ∈ R+. Turunan pertama f(Sm) terhadap Sm, yaitu

f ′(Sm) = 1− S∗m
Sm

dengan Sm ∈ (0,∞).

Titik stasioner f(Sm) diperoleh ketika f ′(Sm) = 0. Nilai x
yang memenuhi f ′(Sm) = 0 adalah ketika Sm = S∗m, atau f(S∗m) =
0. Jika S ∈ (0, S∗m) maka berlaku f ′(Sm) < 0. Di lain pihak, jika
Sm ∈ (S∗m,∞) maka berlaku f ′(Sm) > 0. Oleh karena itu, f(Sm)
monoton turun pada selang (0, S∗m) dan monoton naik pada selang
(S∗m,∞).
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Berdasarkan uraian tersebut, jelas bahwa (S∗m, 0) merupakan
titik minimum f(Sm). Oleh karena 0 merupakan nilai minimum
f(Sm) maka pasti berlaku f(Sm) > 0 untuk Sm 6= S∗m ∈ W . Dalam
hal ini juga berlaku f(Im)=Im − I∗m − I∗m ln Im

I∗m
,

f(Sf )=Sf − S∗f − S∗f ln
Sf

S∗f
, f(If )=If − I∗f − I∗f ln

If
I∗f

, dan

f(Df )=Df − D∗f − D∗f ln
Df

I∗f
. Jadi terbukti bahwa

V (Sm, Im, Sf , If , Df ) > 0.

Selanjutnya, akan dibuktikan bahwa
V ′(Sm, Im, Sf , If , Df )<0. Dengan menggunakan aturan rantai
dilakukan penurunan terhadap fungsi V (Sm, Im, Sf , If , Df ),
sehingga diperoleh

V ′(Sm, Im, Sf , If , Df ) =a1

[(
1− S∗m

Sm

)
S′m +

(
1− I∗m

Im

)
I ′m

]
+ a2

[(
1−

S∗f
Sf

)
S′f +

(
1−

I∗f
If

)
I ′f

]
+ a3

(
1−

D∗f
Df

)
D′f ,

atau dapat dinyatakan ke dalam bentuk

V ′(Sm, Im, Sf , If , Df ) = P1 + P2 + P3 + P4 + P5,

dimana

P1 = a1

(
1− S∗m

Sm

)
S′m, (3.24a)

P2 = a1

(
1− I∗m

Im

)
I ′m, (3.24b)

P3 = a2

(
1−

S∗f
Sf

)
S′f , (3.24c)

P4 = a2

(
1−

I∗f
If

)
I ′f , (3.24d)

P5 = a3

(
1−

D∗f
Df

)
D′f . (3.24e)

Selanjutnya S′m, I
′
m, S

′
f , I ′f dan D′f disubtitusikan ke dalam

persamaan P1, P2, P3, P4, dan P5. Dengan menggunakan
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Λm =β1I
∗
fS
∗
m + β2D

∗
fS
∗
m + γmS

∗
m,

γmI
∗
m =β1I

∗
fS
∗
m + β2D

∗
fS
∗
m,

Λf =β3I
∗
mS
∗
f + g(I∗f , S

∗
f ) + γfS

∗
f ,

γfI
∗
f + ξfI

∗
f =β3I

∗
mS
∗
f + g(I∗f , S

∗
f ),

γfD
∗
f =ξfI

∗
f ,

diperoleh

P1 =a1

(
1− S∗m

Sm

)
S′m

=a1

(
1− S∗m

Sm

)
(Λm − β1IfSm − γfSm) ,

=a1[
−γm(S∗m − Sm)2

Sm
+ β1S

∗
mI
∗
f

(
1−

IfSm
I∗fS

∗
m

− S∗m
Sm

+
If
I∗f

)

+ β2D
∗
fS
∗
m

(
1−

DfSm
D∗fS

∗
m

− S∗m
Sm

+
Df

D∗f

)
]

P2 =a1

(
1− I∗m

Im

)
I ′m

=a1

(
1− I∗m

Im

)
(β1IfSm + β2DfSm − γmIm)

=a1[β1S
∗
mI
∗
f

(
1−

IfSm
I∗fS

∗
m

−
IfSmI

∗
m

I∗fS
∗
mIm

− Im
I∗m

)

+ β2D
∗
fS
∗
m

(
1 +

DfSm
D∗fSm

−
DfSmI

∗
m

D∗fS
∗
mIm

− Im
I∗m

)
].

Selanjutnya dari persamaan (3.24a) dan (3.24b) dapat dibentuk

P1 + P2 ≤a1

[
β1S

∗
mI
∗
f

(
If
I∗f
− ln

If
I∗f
− Im
I∗m

+ ln
Im
I∗m

)]

+ a1

[
β2D

∗
fS
∗
m

(
Df

D∗f
− ln

Df

D∗f
− Im
I∗m

+ ln
Im
I∗m

)]
.
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Berdasarkan persamaan (3.24c), diperoleh

P3 =a2

(
1−

S∗f
Sf
S′f

)
=a2

(
1−

S∗f
Sf
S′f

)
[Λf − β3ImSf − g (If , Sf )− γfSf ]

=a2

−γf
(
S∗f − Sf

)2

Sf
+ β3S

∗
fI
∗
m

(
1−

ImSf
I∗mS

∗
f

−
S∗f
Sf

+
Im
I∗m

)
+ a2g

(
I∗f , S

∗
f

)1−
g (If , Sf )

g
(
I∗f , S

∗
f

) − S∗f
Sf

+
g (If , Sf )S∗f

g
(
I∗f , S

∗
f

)
Sf


dan dari persamaan (3.24d) diperoleh

P4 =a2

(
1−

I∗f
If

)
I ′f

=a2

(
1−

I∗f
If

)
[β3ImSf + g (If , Sf )− γfIf − ξfIf ]

=a2β3S
∗
fI
∗
m

(
ImSf
I∗mS

∗
f

−
ImSfI

∗
f

I∗mS
∗
fIf
−
If
I∗f

+ 1

)

+ a2g
(
I∗f , S

∗
f

)1 +
g (If , Sf )

g
(
I∗f , S

∗
f

) − If
I∗f
−

g (If , Df )

g
(
I∗f , D

∗
f

)
 .

Dengan demikian berdasarkan persamaan (3.24c) dan (3.24d) dapat
dibentuk

P3 + P4 ≤ a2β3S
∗
fI
∗
m

(
Im
I∗m
− ln

Im
I∗m
−
If
I∗f

+ ln
If
I∗f

)
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Dari persamaan (3.19e) diperoleh

P5 =a3

(
1−

D∗f
Df

)
D′f

=a3

(
1−

D∗f
Df

)(
γfD

∗
fIf

I∗f
− γfDf

)

=a3

(
γfD

∗
fIf

I∗f
− γfDf −

D∗f
Df

γfD
∗
fIf

I∗f
+ γfD

∗
f

)

=a3γfD
∗
f

(
1−

D∗fIf

DfI
∗
f

+
If
I∗f
−
Df

D∗f

)

≤a3γfD
∗
f

(
If
I∗f
− ln

If
I∗f
−
Df

D∗f
+ ln

Df

D∗f

)
.

Dengan demikian diperoleh

V ′ =P1 + P2 + P3 + P4 + P5

≤a1β1S
∗
mI
∗
f

(
If
I∗f
− ln

If
I∗f
− Im
I∗m

+ ln
Im
I∗m

)

+ a1β2D
∗
fS
∗
m

(
Df

D∗f
− ln

Df

D∗f
− Im
I∗m

+ ln
Im
I∗m

)

+ a2β2S
∗
fI
∗
m

(
Im
I∗m
− ln

Im
I∗m
−
If
I∗f

+ ln
If
I∗f

)

+ a3γfD
∗
f

(
If
I∗f
− ln

If
I∗f
−
Df

D∗f
+ ln

Df

D∗f

)
.

Sesuai dengan perhitungan pada Lampiran 3 diperoleh

V ′ = b1

(
If
I∗f
− ln

If
I∗f

)
+ b2

(
Im
I∗m
− ln

Im
I∗m

)
+ b3

(
Df

D∗f
− ln

Df

D∗f

)
.

Dari uraian tersebut diketahui V ′ ≤ 0 jika a1, a2, a3 ≥ 0 dimana nilai
a1, a2, a3 sesuai pada permisalan b1, b2, b3 dan V ′ = 0 jika
b1 = b2 = b3 = 0. Dengan demikian V ′(Sm, Im, Sf , If , Df ) < 0
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∀ {Sm, Im, Sf , If , Df} 6=
{
S∗m, I

∗
m, S

∗
f , I
∗
f , D

∗
f

}
dengan

{Sm, Im, Sf , If , Df} ∈ Γ, sehingga V memenuhi Definisi 2.5.2.
Oleh karena itu, berdasarkan Teorema 2.2, E∗ bersifat stabil
asimtotik global.
Rincian perhitungan P1, P2, P3, P4, dan P5 serta V ′ diberikan pada
Lampiran 4.

3.3. Solusi Numerik
Pada subbab ini ditunjukkan simulasi numerik model infeksi

HIV antara wanita pekerja seks dan pria dewasa. Metode Runga Kutta
orde empat digunakan untuk menyimulasikan hasil analisis.

3.3.1. Simulasi numerik untuk R0 < 1

Pada simulasi ini digunakan nilai parameter berdasarkan
Yang., dkk (2017) seperti diberikan pada Tabel 3.1.

Tabel 3.1 Nilai parameter untuk R0 < 1

Parameter Nilai Parameter Nilai Parameter Nilai
βf 8× 10−5 γf 6× 10−3 Λf 24
αf 0.2 γm 5× 10−3 Λm 22
η 8× 10−5 ξf 0.35 βm 7× 10−5

Berdasarkan hasil analisis hanya terdapat satu titik
kesetimbangan yang eksis yaitu titik kesetimbangan bebas penyakit
E0 = (0, 0, 0), sedangkan titik kesetimbangan E∗ tidak eksis. Jika
digunakan nilai parameter sesuai Tabel 3.1 maka diperoleh nilai
R0 = 0.8989 < 1. Pada simulasi ini diambil lima nilai awal
w1 = (100, 300, 200), w2 = (300, 200, 400), w3 = (800, 400, 600),
w4 = (600, 800, 700), dan w5 = (1200, 1000, 800).
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Gambar 3.2 Potret fase untuk R0 < 1

Gambar 3.2 menunjukkan bahwa dengan beberapa nilai awal
yang diberikan, orbit-orbit pada ruang Im, If , Df menuju titik
kesetimbangan E0 = (0, 0, 0). Hasil simulasi numerik yang
diperoleh mendukung hasil analisis subbab sebelumnya bahwa jika
R0 < 1 titik kesetimbangan bebas penyakit (I0

m, I
0
f , D

0
f ) = (0, 0, 0)

bersifat stabil asimtotik lokal. Hal ini menunjukkan bahwa tidak
terjadi penyebaran infeksi HIV dalam jangka waktu yang lama.

3.3.2. Simulasi numerik untuk R0 > 1

Pada simulasi ini digunakan nilai parameter seperti diberikan
pada Tabel 3.2.

Tabel 3.2 Nilai parameter untuk R0 > 1

Parameter Nilai Parameter Nilai Parameter Nilai
βf 4× 10−3 γf 5× 10−3 Λf 24
αf 0.2 γm 8× 10−2 Λm 22
η 1× 10−4 ξf 0.08 βm 6× 10−3
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Jika digunakan nilai parameter sesuai Tabel 3.2 diperoleh
nilai R0 = 5.6619 > 1. Pada simulasi ini diambil lima nilai awal
w1 = (400, 500, 600), w2 = (200, 300, 400), w3 = (400, 600, 800),
w4 = (200, 400, 650), dan w5 = (500, 300, 750). Titik
kesetimbangan endemik eksis, yaitu E∗=(4.6365, 0.0558, 74.1839).

Gambar 3.3 Potret fase untuk R0 > 1

Hasil simulasi numerik yang diperoleh mendukung hasil
analisis pada subbab sebelumnya bahwa untuk R0 > 1 terdapat titik
kesetimbangan endemik eksis E∗ = (I∗m, I

∗
f , D

∗
f ) yang bersifat stabil

asimtotik global. Hal ini menunjukkan bahwa bahwa infeksi HIV
akan selalu ada di dalam populasi.
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BAB IV

PENUTUP

4.1. Kesimpulan
Berdasarkan hasil dan pembahasan pada skripsi ini, dapat

diambil kesimpulan sebagai berikut:

1. Model infeksi HIV antara wanita pekerja seks dan pria dewasa
berbentuk persamaan diferensial nonlinear derajat tiga. Model
tersebut terdiri dari dua populasi, yaitu wanita pekerja seks dan
pria dewasa. Pada wanita pekerja seks terdapat tiga
subpopulasi, yaitu individu rentan (Sf ), individu terinfeksi
yang tidak terdiagnosis HIV-positif (If ), dan individu yang
terdiagnosis HIV-positif (Df ). Sedangkan pada pria dewasa
terdapat dua subpopulasi, yaitu individu rentan (Sm) dan
individu terinfeksi yang tidak terdiagnosis HIV-positif (Im).

2. Terdapat dua titik kesetimbangan pada model HIV ini, yaitu
titik kesetimbangan bebas penyakit E0 dan titik kesetimbangan
endemik E∗. Analisis kestabilan menunjukan bahwa titik
kesetimbangan bebas penyakit akan stabil asimtotik lokal jika
R0 < 1 dan akan stabil asimtotik global jika R0 < 1. Titik
kesetimbangan endemik akan stabil asimtotik global jika
R0 > 1.

3. Hasil simulasi numerik yang dilakukan sesuai dengan hasil
analisis dinamik.

4.2. Saran
Untuk penelitian selanjutnya, penulis menyarankan untuk

dapat menambahkan individu yang terdiagnosis HIV-positif pada pria
dewasa (Dm) ke dalam model atau menambahkan laju kematian
alami untuk masing-masing individu atau dapat dilakukan kontrol
pengobatan.
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