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SKEMA PREDIKTOR-KOREKTOR UNTUK
SOLUSI NUMERIK PERSAMAAN GOOD BOUSSINESQ

ABSTRAK

Pada skripsi ini dibahas solusi numerik persamaan good Boussinesq
nonlinear. Persamaan good Boussinesq merupakan persamaan
diferensial parsial nonlinear yang umumnya sulit untuk ditentukan
solusi analitiknya, sehingga perlu dilakukan pendekatan numerik.
Konstruksi skema numerik yang dihasilkan merupakan skema beda
hingga implisit nonlinear. Berdasarkan hasil dan pembahasan, skema
beda hingga stabil dengan syarat dan memiliki kesalahan pemotongan
orde empat terhadap waktu dan orde dua terhadap ruang. Untuk
mendapatkan solusi numerik dari persamaan beda hingga implisit
nonlinear diperlukan metode iterasi, dalam skripsi ini digunakan
skema prediktor-korektor. Berdasarkan analisis kestabilan von
Neumann, skema prediktor-korektor stabil bersyarat dengan rentang
kestabilan lebih lebar daripada skema beda hingga. Dengan
melakukan beberapa simulasi menggunakan nilai ukuran langkah
spasial dan langkah temporal tertentu dapat ditunjukkan bahwa
metode yang diusulkan cukup akurat.

Kata kunci: persamaan good Boussinesq, skema prediktor-korektor
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PREDICTOR-CORRECTOR SCHEME FOR THE
NUMERICAL SOLUTION OF GOOD BOUSSINESQ

EQUATION

ABSTRACT

This final project discusses numerical solutions of nonlinear good
Boussinesq equation. Good Boussinesq equation is a nonlinear partial
differential equation which is generally difficult to determine its
analytical solution, so numerical approximation is needed. The result
of numerical scheme construction is a nonlinear implicitly finite
difference scheme. Based on the results and discussion, the proposed
finite difference scheme is conditionally stable and the truncation
error is fourth order accurate to time and second order accurate to
space. Iteration method is needed to get the solution of nonlinear
implicity finite difference. In this final project a predictor-corrector
scheme is implemented. From the results of von Neumann stability
analysis, the predictor-corrector scheme is conditionally stable with
the stability range is wider than finite difference scheme. By take
some simulations using the spatial step size and temporal step size it
can be shown that the proposed method is quite accurate.

Keywords: Boussinesq equations, predictor-corrector schemes.
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BAB I
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Gelombang pertama kali diteliti oleh John Scott Russel pada
tahun 1834 secara eksperimental. Beberapa tahun kemudian J.
Boussinesq berhasil menurunkan secara matematis persamaan
gelombang yang diteliti oleh John Scott Russel. Persamaan
Boussinesq pertama kali diperkenalkan oleh J. Boussinesq pada tahun
1870. Persamaan Boussinesq merupakan persamaan yang
menggambarkan perambatan gelombang air dangkal dua arah
(Whitham, 1999). Persamaan Boussinesq nonlinear ditulis sebagai

∂2u

∂t2
=
∂2g(u)

∂x2
+ q

∂4u

∂x4
, (1.1)

dimana g(u) = u(1 + u) dan |q| = 1. Dengan mengambil q = −1
persamaan (1.1) menjadi persamaan Good Boussinesq (GB)
nonlinear, sementara dengan mengambil q = 1 persamaan (1.1)
menjadi persamaan Bad Boussinesq (BB) nonlinear (Ismail dan
Bratsos, 2003).

Model Boussinesq (1.1) merupakan persamaan diferensial
parsial nonlinear yang umumnya sangat sulit untuk ditentukan solusi
analitiknya, sehingga diperlukan suatu metode numerik untuk
menyelesaikan model tersebut. Metode numerik yang telah digunakan
untuk menyelesaikan persamaan Boussinesq adalah method of line
oleh Bratsos (1998). Selain itu, Febrian (2014) dalam skripsinya
melakukan kaji ulang tentang persamaan Boussinesq yang telah
diselesaikan oleh Ismail dan Mosally pada tahun 2014. Pada
penelitian tersebut, Febrian menggunakan skema beda hingga orde
empat untuk mendapatkan solusi numerik dari persamaan Good
Boussinesq.

Dalam skripsi ini akan dilakukan kaji ulang tentang persamaan
good Boussinesq yang telah diselesaikan oleh Ismail dan Bratsos
(2003), yang mana penyelesaian persamaan good Boussinesq
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menggunakan skema prediktor-korektor. Selanjutnya pembahasan
akan dilakukan bagaimana mengonstruksi skema, kestabilan, dan
kesalahan pemotongan dari persamaan good Boussinesq. Pada bagian
akhir dilakukan simulasi numerik dengan menggunakan software
Matlab untuk mengetahui keakuratan metode prediktor-korektor
dalam penyelesaian persamaan good Boussinesq.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang yang telah diuraikan, pokok
permasalahan yang dibahas dalam skripsi ini adalah sebagai berikut.

1. Bagaimana konstruksi skema numerik persamaan good
Boussinesq?

2. Bagaimana kestabilan dari skema numerik persamaan good
Boussinesq?

3. Bagaimana kesalahan pemotongan dari skema numerik
persamaan good Boussinesq?

4. Bagaimana hasil simulasi pada skema numerik persamaan good
Boussinesq?

1.3 Tujuan

Tujuan penulisan skripsi ini adalah sebagai berikut.

1. Mengkonstruksi skema numerik persamaan good Boussinesq.

2. Menentukan kestabilan dari skema numerik persamaan good
Boussinesq.

3. Menentukan kesalahan pemotongan dari skema numerik
persamaan good Boussinesq.

4. Menginterpretasikan simulasi dari skema numerik persamaan
good Boussinesq.

2

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



BAB II
DASAR TEORI

Pada bab ini disajikan teori-teori dasar secara umum yang
digunakan untuk menjawab masalah yang telah diuraikan pada bab
sebelumnya. Persamaan diferensial, persamaan diferensial parsial,
deret Taylor, kesalahan pemotongan, metode beda hingga, metode
prediktor-korektor, dan analisis kestabilan von Neumann merupakan
konsep-konsep dasar yang diperlukan untuk memahami persoalan
yang dibahas pada skripsi ini.

2.1 Persamaan Diferensial

Persamaan diferensial adalah persamaan yang melibatkan
turunan dari beberapa variabel yang tidak diketahui. Beberapa contoh
persamaan diferensial adalah sebagai berikut.

y′ + xy = 3 (2.1)
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂t2
= 0 (2.2)

Pada persamaan (2.1), fungsi yang tidak diketahui diwakili oleh
y dan diasumsikan sebagai fungsi dari satu variabel bebas x, yaitu
y = y(x). Sedangkan pada persamaan (2.2), fungsi yang tidak
diketahui diwakili oleh u dan diasumsikan sebagai fungsi dari dua
variabel bebas t dan x, yaitu u(x, t). Persamaan (2.1) merupakan
persamaan diferensial biasa karena melibatkan turunan biasa dan
persamaan (2.2) merupakan persamaan diferensial parsial karena
melibatkan turunan parsial (Finizio dan Ladas, 1982).

Suatu persamaan diferensial disebut memiliki tingkat atau orde
ke-m apabila orde dari turunan tertinggi yang muncul merupakan
turunan ke-m (Boyce dan DiPrima, 2012). Persamaan (2.1)
merupakan contoh persamaan diferensial orde satu dan persamaan
(2.2) merupakan contoh dari persamaan diferensial orde dua.
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2.2 Persamaan Diferensial Parsial

Persamaan diferensial parsial untuk fungsi u(x, y, ...) adalah
hubungan antara u dan turunan parsialnya ux, uy, uxx, uxy, uyy, ...,
dan dapat ditulis sebagai berikut.

F (x, y, ..., u, ux, uy, uxx, uxy, uyy, ...) = 0 (2.3)

dimana F adalah beberapa fungsi, x, y, ... adalah variabel bebas dan
u(x, y, ...) disebut variabel tak bebas. Berikut adalah contoh dari
persamaan diferensial parsial

uxx+ 2xuyy + u = 1 (2.4)

u3xxx + xuuy = x (2.5)

Orde dari persamaan diferensial parsial adalah orde turunan
tertinggi dari turunan parsial yang muncul dalam suatu persamaan.
Orde dari persamaan (2.4) adalah orde dua dan orde dari persamaan
(2.5) adalah orde tiga.

Suatu persamaan diferensial parsial dikatakan linear jika fungsi
yang tidak diketahui dan semua turunannya dalam keadaan linear,
dengan koefisien hanya bergantung pada variabel bebas. Sedangkan
suatu persamaan yang tidak linear disebut persamaan nonlinear.
Persamaan (2.4) merupakan persamaan diferensial parsial linear,
sedangkan persamaan (2.5) merupakan persamaan diferensial parsial
nonlinear.

(Debnath, 2012)

2.3 Deret Taylor

Deret Taylor merupakan deret yang salah satunya mendasari
perhitungan numerik. Secara umum deret Taylor satu variabel
dituliskan sebagai berikut.

f(xj + ∆x) = f(xj) + ∆xf ′(xj) +
f ′′(xj)

2!
(∆x)2

+
f ′′′(xj)

3!
(∆x)3 + ...+

f (i)(xj)

i!
(∆x)i +Ri

(2.6)
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dengan suku sisa

Ri =
f (i+1)(x)

(i+ 1)!
(∆x)i+1, xj < x < xj + ∆x. (2.7)

(Chapra dan Canale, 2010)

Deret Taylor satu variabel (2.6) dapat diperluas menjadi deret
Tayor dua variabel yang dituliskan Cheney dan Kincaid (2012) sebagai
berikut.

f(xj + ∆x, yj + ∆x) =
∞∑
i=0

1

i!
(∆x

∂

∂x
+ ∆y

∂

∂y
)if(xj , yj). (2.8)

2.4 Kesalahan Pemotongan

Kesalahan pemotongan adalah kesalahan yang dihasilkan dari
penggunaan suatu hampiran dalam mencari nilai eksak suatu fungsi.
Secara matematis kesalahan pemotongan dapat dicari menggunakan
deret Taylor, yaitu dengan memperhatikan suku sisa dari deret tersebut.
Misal suku sisa (2.7) ditulis sebagai berikut.

Ri = O(∆xi+1),

dengan O(∆xi+1) adalah kesalahan pemotongan dengan order ∆xi+1

(Chapra dan Canale, 2010).

2.5 Metode Beda Hingga

Metode beda hingga adalah suatu metode numerik yang
digunakan untuk menentukan solusi hampiran dari persamaan
diferensial. Konsep dasar dari metode beda hingga adalah membagi
domain dari penyelesaian persamaan diferensial menjadi sejumlah
berhingga grid, kemudian dengan memanfaatkan prinsip deret Taylor
pada masing-masing titik grid diperoleh rumusan beda hingga
(Lapidus dan Pinder, 1999).
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2.5.1 Pendekatan beda hingga dimensi satu

Suatu fungsi u(x) di titik xm dapat dinotasikan dengan um.
Jika um+1 dan um−1 diekspansikan ke dalam deret Taylor disekitar
um maka diperoleh

um+1 = um + ∆x
dum
dx

+
(∆x)2

2!

d2um
dx2

+
(∆x)3

3!

d3um
dx3

+
(∆x)4

4!

d4um
dx4

+ ...

(2.9)

um−1 = um −∆x
dum
dx

+
(∆x)2

2!

d2um
dx2

− (∆x)3

3!

d3um
dx3

+
(∆x)4

4!

d4um
dx4

+ ...

(2.10)

Selanjutnya dengan memanipulasi persamaan (2.9) diperoleh beda
maju sebagai berikut.

dum
dx

=
um+1 − um

∆x
+O(∆x) (2.11)

Dengan cara yang sama, dari persamaan (2.10) diperoleh beda mundur
sebagai berikut.

dum
dx

=
um − um−1

∆x
+O(∆x) (2.12)

Beda pusat diperoleh dengan mengurangkan persamaan (2.9) terhadap
persamaan (2.10) sebagai berikut.

dum
dx

=
um+1 − um−1

2∆x
+O(∆x2) (2.13)

Beda pusat untuk turunan kedua diperoleh dengan menjumlahkan
persamaan (2.9) dan (2.10) sebagai berikut.

d2um
dx2

=
um+1 − 2um + um−1

∆x2
+O(∆x2). (2.14)

(Chung, 2010)
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2.5.2 Pendekatan beda hingga dimensi dua

Pendekatan beda hingga dimensi dua merupakan perluasan
konsep pendekatan beda hingga dimensi satu. Hasil yang diperoleh
pada pendekatan beda hingga dimensi satu dapat dimanfaatkan secara
langsung untuk menurunkan pendekatan beda hingga suatu fungsi
u(x, t) di titik grid (xm, tn) dengan notasi yang digunakan adalah unm
(Noye, 1982).

Pada turunan parsial terdapat konsep bahwa untuk menurunkan
fungsi u(x,t) terhadap x, variabel t dianggap sebagai konstanta dan
sebaliknya. Menggunakan konsep turunan parsial pada persamaan
(2.11) maka pendekatan beda maju turunan parsial pertama terhadap
x dan t secara berturut-turut dituliskan sebagai berikut.

∂unm
∂x

=
unm+1 − unm

∆x
+O(∆x) (2.15a)

∂unm
∂t

=
un+1
m − unm

∆t
+O(∆t) (2.15b)

Secara sama, dari persamaan (2.12) diperoleh pendekatan beda
mundur untuk turunan parsial pertama terhadap x dan t secara berturut-
turut dituliskan sebagai berikut.

∂unm
∂x

=
unm − unm−1

∆x
+O(∆x) (2.16a)

∂unm
∂t

=
unm − un−1m

∆t
+O(∆t) (2.16b)

Secara sama pula, dari persamaan (2.13) diperoleh pendekatan
beda pusat untuk turunan parsial pertama terhadap x dan t secara
berturut-turut dituliskan sebagai berikut.

∂unm
∂x

=
unm+1 − unm−1

2∆x
+O(∆x2) (2.17a)

∂unm
∂t

=
un+1
m − un−1m

2∆t
+O(∆t2) (2.17b)
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Demikian pula, dari persamaan (2.14) diperoleh hasil
pendekatan beda pusat turunan parsial kedua terhadap x yaitu

∂2unm
∂x2

=
unm+1 − 2unm + unm−1

∆x2
+O(∆x2). (2.18)

(Lapidus dan Pinder, 1999)

2.6 Metode Prediktor-Korektor

Metode yang dikembangkan untuk menyelesaikan persamaan
diferensial secara numerik, terbagi atas dua yaitu metode satu langkah
(one-step) dan metode banyak langkah (multi-step). Metode satu
langkah membutuhkan satu nilai awal untuk mendapatkan nilai
sekarang, dengan kata lain hanya dibutuhkan nilai yr untuk
mendapatkan nilai yr+1 sedangkan metode banyak langkah
membutuhkan dua atau lebih nilai sebelumnya untuk mendapatkan
nilai sekarang, dengan kata lain dibutuhkan nilai y0, y1, ..., yr dengan
r = 0, 1, 2, . . . , n − 1 untuk menghitung nilai yr+1. Nilai-nilai awal
tersebut diperoleh dari metode satu langkah. Metode banyak langkah
disebut metode prediktor-korektor, karena dalam penyelesaiannya
digunakan persamaan prediktor dan persamaan korektor. Metode
prediktor-korektor menggunakan skema eksplisit untuk
memperkirakan perkiraan awal untuk yr+1 dan kemudian
menggunakan skema implisit untuk memperbaiki yr+1.

(Ralston dan Rabinowitz, 2001)

2.7 Analisis Kestabilan von Neumann

Salah satu metode yang digunakan untuk mementukan
kestabilan suatu metode beda hingga adalah analisi kestabilan von
Neumann. Kesalahan pemotongan yang terdapat pada titik grid saat
langkah waktu ke-n pada metode von Neumann dinyatakan sebagai
kombinasi linear dari deret Fourier berhingga yaitu

ε(xm, tn) =

N∑
j=0

aj exp i(βjxm + γjtn),
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atau dapat ditulis ulang sebagai berikut:

ε(xm, tn) =

N∑
j=0

aj exp(iγjtn) exp(iβjxm) (2.19)

dengan N adalah jumlah grid pada garis x, dan aj adalah koefisien
Fourier yang bernilai konstan, dan diasumsikan bahwa βj bernilai real.
Sifat-sifat moda Fourier adalah sama sehingga untuk analisis cukup
dilihat salah satu komponen saja, yaitu

εnm ≈ exp(iγtn) exp(iβxm).

Oleh karena xm = m∆x dan tn = n∆t, maka

εnm ≈ exp(iγ(n∆t)) exp(iβ(m∆x))

εnm = (λ)n exp(iβ(m∆x)) (2.20)

dengan λ = exp(iγ(n∆t)). Agar kesalahan dari persamaan (2.20)
tidak meningkat, maka nilai λ harus memenuhi:

|λ| ≤ 1.

Kondisi tersebut merupakan kondisi kestabilan von Neumann (Morton
dan Mayers, 2005).

Syarat kestabilan yaitu λ dipengaruhi oleh ukuran langkah
spasial ∆x dan temporal ∆t. Berikut adalah suatu kriteria skema
numerik dikatakan stabil, stabil bersyarat maupun tidak stabil. Suatu
skema dikatakan

1. stabil tanpa syarat, jika semua nilai dari ∆x dan ∆t
mengakibatkan |λ| ≤ 1,

2. stabil bersyarat, jika ada nilai tertentu dari ∆x dan/atau ∆t
mengakibatkan |λ| ≤ 1,

3. tidak stabil, jika tidak dapat ditemukan nilai dari ∆x dan ∆t
mengakibatkan |λ| ≤ 1.
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2.8 Persamaan Good Boussinesq

Persamaan good Boussinesq nonlinear yang menggambarkan
perambatan gelombang air dangkal dua arah, diberikan sebagai
berikut

∂2u

∂t2
=
∂2g(u)

∂x2
− ∂4u

∂x4
, (2.21)

dimana g(u) = u(1 + u).

Kondisi awal persamaan good Boussinesq nonlinear adalah

u(x, t0) = f(x);L0 ≤ x ≤ L1,

dan kondisi batas

u(L0, t) = δ1, u(L1, t) = δ2; t > t0,

∂u(L0, t)

∂x
= 0,

∂u(L1, t)

∂x
= 0; t > t0.

Menurut Manoranjan dkk. (1984), solusi eksak dari persamaan
good Boussinesq adalah

u(x, t) = −Asech2
[√

A

6
(x− ct+ x0)

]
+

(
b+

1

2

)
, (2.22)

dengan A adalah amplitudo gelombang dan c adalah kecepatan
gelombang. Solusi dari persamaan (2.22) merupakan soliton, yaitu
gelombang nonlinear yang menjalar dengan bentuk tak berubah.
Selanjutnya, solusi double-soliton dapat dinyatakan sebagai

u(x, t) = Σ2
i=1 −Aisech2

[√
Ai
6

(x− cit+ x0i )

]
+

(
b+

1

2

)
(2.23)

dengan c1 adalah kecepatan gelombang yang merambat ke arah kanan
dan c2 adalah kecepatan gelombang yang merambat ke arah kiri. Ai
adalah amplitudo gelombang dan x0i adalah posisi awal gelombang.
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BAB III
PEMBAHASAN

Pada bab ini dibahas penyelesaian numerik persamaan good
Boussinesq. Pertama, dengan menggunakan metode beda hingga,
ditentukan skema prediktor-korektor dari persamaan good
Boussinesq. Kemudian dilakukan analisis kestabilan dengan
menggunakan metode kestabilan von Neumann. Selanjutnya,
dilakukan ekspansi deret Taylor untuk mengetahui orde kesalahan
dari skema numerik. Pada bagian terakhir, dilakukan simulasi
numerik untuk memperlihatkan akurasi dari skema numerik.

3.1 Konstruksi Skema Numerik

Beda pusat untuk turunan kedua u terhadap t di titik (xm, tn)
dapat ditulis sebagai

∂2unm
∂t2

=
1

k2
δ2t u

n
m (3.1)

dengan k = ∆t dan

δ2t u
n
m = un+1

m − 2unm + un−1m . (3.2)

Jika persamaan (3.2) dilakukan ekspansi Taylor di sekitar unm, maka

δ2t u
n
m =unm + k

∂unm
∂t

+
k2

2!

∂2unm
∂t2

+
k3

3!

∂3unm
∂t3

+
k4

4!

∂4unm
∂t4

+ ...− 2unm

+ unm − k
∂unm
∂t

+
k2

2!

∂2unm
∂t2

− k3

3!

∂3unm
∂t3

+
k4

4!

∂4unm
∂t4

+ ...

=k2
∂2unm
∂t2

+
k4

12

∂4unm
∂t4

+O(k6)
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= k2
(

1 +
k2

12

∂2

∂t2

)
∂2unm
∂t2

+O(k6) (3.3)

Dengan menerapkan persamaan (3.1) maka persamaan (3.3) dapat
ditulis menjadi

δ2t u
n
m = k2

(
1 +

k2

12

∂2

∂t2

)
∂2unm
∂t2

+O(k6)

δ2t u
n
m +O(k6) = k2

(
1 +

1

12
δ2t

)
∂2unm
∂t2

∂2unm
∂t2

=
1

k2

(
1 +

1

12
δ2t

)−1
(δ2t u

n
m +O(k6))

∂2unm
∂t2

=
1

k2

(
1 +

1

12
δ2t

)−1
δ2t u

n
m +O(k4) (3.4)

Turunan terhadap ruang (x) jika didekati dengan beda pusat adalah
sebagai berikut

∂2unm
∂x2

=
1

h2
(unm+1 − 2unm + unm−1) +O(h2)

=
1

h2
δ2xu

n
m +O(h2),

(3.5)

∂2(unm)2

∂x2
=

1

h2
((unm+1)

2 − 2(unm)2 + (unm−1)
2) +O(h2)

=
1

h2
δ2x(unm)2 +O(h2),

(3.6)

dan

∂4unm
∂x4

=
1

h4
(unm+2 − 4unm+1 + 6unm − 4unm−1 + unm−2)

+O(h2)

=
1

h4
δ4xu

n
m +O(h2)

(3.7)

dengan h = ∆x.
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Dengan mensubstitusi persamaan (3.4)-(3.7) ke persamaan good
Boussinesq (1.1), diperoleh

1

k2

(
1 +

1

12
δ2t

)−1
δ2tU

n
m =

1

h2
δ2x [g(Unm)]− 1

h4
δ4xU

n
m

δ2tU
n
m =

(
1 +

1

12
δ2t

){
k2

h2
δ2x [g(Unm)]− k2

h4
δ4xU

n
m

}
δ2tU

n
m =

(
1 +

1

12
δ2t

){
r2δ2x [g(Unm)]− p2δ4xUnm

}
δ2tU

n
m =r2δ2x [g(Unm)]− p2δ4xUnm +

r2

12
δ2x
(
δ2t [g(Unm)]

)
− 1

12
p2δ4x

(
δ2tU

n
m

) (3.8)

untuk m = 1, 2, ...N dengan g(U) = U(1 + U), r = k
h dan

p = k
h2

.

Selanjutnya, dengan menerapkan persamaan (3.2) ke persamaan (3.8)
diperoleh skema beda hingga nonlinear sebagai berikut

Un+1
m − 2Unm + Un−1m

=r2δ2x [g(Unm)]− p2δ4xUnm

+
r2

12
δ2x
[
g(Un+1

m )− 2g(Unm) + g(Un−1m )
]

− 1

12
p2δ4x

[
Un+1
m − 2Unm + Un−1m

]
=
r2

12
{δ2x

[
g(Un+1

m ) + 10g(Unm) + g(Un−1m )
]
}

− p2

12
δ4x
[
Un+1
m + 10Unm + Un−1m

] (3.9)

untuk m = 1, 2, ..., N .

Persamaan (3.9) merupakan skema implisit nonlinear yang sulit
didapat solusinya, sehingga perlu digunakan metode iterasi. Dalam
skripsi ini digunakan skema prediktor-korektor, yang akan dipaparkan
pada bagian selanjutnya. Namun sebelumnya akan dibahas mengenai
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analisis kestabilan dan kesalahan pemotongan dari skema beda hingga
nonlinear (3.9).

3.2 Analisis Kestabilan Skema Beda Hingga

Dengan mengingat bahwa analisis kestabilan von Neumann
hanya dapat diterapkan untuk persamaan linear, maka pada skripsi ini
dilakukan analisis kestabilan von Neumann pada persamaan (3.9)
linear berikut

Un+1
m − 2Unm + Un−1m =

r2

12
Ū{δ2x

[
Un+1
m + 10Unm + Un−1m

]
}

− p2

12
δ4x
[
Un+1
m + 10Unm + Un−1m

]
=
r2

12
Ū [(Un+1

m+1 + 10Unm+1 + Un−1m+1)

− 2(Un+1
m + 10Unm + Un−1m )

+ (Un+1
m−1 + 10Unm−1 + Un−1m−1)]

− 1

12
p2[(Un+1

m+2 + 10Unm+2 + Un−1m+2)

− 4(Un+1
m+1 + 10Unm+1 + Un−1m+1)

+ 6(Un+1
m + 10Unm + Un−1m )

− 4(Un+1
m−1 + 10Unm−1 + Un−1m−1)

+ (Un+1
m−2 + 10Unm−2 + Un−1m−2)]

(3.10)
dengan Ū = 1 + UB dan UB = maxm=1,2,...,N{Un+1

m , Unm, U
n−1
m }.

Pada analisis kestabilan von Neumann, diasumsikan
Unm = λneiβmh, sehingga persamaan (3.10) dapat ditulis menjadi

λn+1eiβ(m)h − 2λneiβ(m)h + λn−1eiβ(m)h

=
r2

12
Ū [(λn+1eiβ(m+1)h + 10λneiβ(m+1)h + λn−1eiβ(m+1)h)

− 2(λn+1eiβ(m)h + 10λneiβ(m)h + λn−1eiβ(m)h)

+ (λn+1eiβ(m−1)h + 10λneiβ(m−1)h + λn−1eiβ(m−1)h)]

− 1

12
p2[(λn+1eiβ(m+2)h + 10λneiβ(m+2)h + λn−1eiβ(m+2)h)
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− 4(λn+1eiβ(m+1)h + 10λneiβ(m+1)h + λn−1eiβ(m+1)h)

+ 6(λn+1eiβ(m)h + 10λneiβ(m)h + λn−1eiβ(m)h)

− 4(λn+1eiβ(m−1)h + 10λneiβ(m−1)h + λn−1eiβ(m−1)h)

+ (λn+1eiβ(m−2)h + λneiβ(m−2)h + λn−1eiβ(m−2)h)]

(3.11)

Selanjutnya, jika persamaan (3.11) dibagi dengan λneiβmh, maka

λ

[
1− r2

12
Ū(eiβh − 2 + e−iβh)

+
1

12
p2(e2iβh − 4eiβh + 6− 4e−iβh + e−2iβh)

]
−
[
2 +

r2

12
Ū(10eiβh − 20 + 10e−iβh)

− 1

12
p2(10e2iβh − 40eiβh + 60− 40e−iβh + 10e−2iβh)

]
+ λ−1

[
1− r2

12
Ū(eiβh − 2 + e−iβh)

+
1

12
p2(e2iβh − 4eiβh + 6− 4e−iβh + e−2iβh)

]
= 0

(3.12)

Perlu diketahui bahwa eiβh + e−iβh = 2cosβh, e2iβh + e−2iβh =
2cos2βh, cosβh − 1 = sin2 βh2 dan cos2βh = 2cos2βh − 1, maka
persamaan (3.12) dapat disederhanakan menjadi

λ

[
1 +

r2

3
Ūsin2

βh

2
+

4

3
p2sin4

βh

2

]
−
[
2− 10

3
r2Ūsin2

βh

2
− 40

3
p2sin4

βh

2

]
λ−1

[
1 +

r2

3
Ūsin2

βh

2
+

4

3
p2sin4

βh

2

]
= 0

(3.13)
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Jika persamaan (3.13) dikalikan dengan λ maka diperoleh[
1 +

r2

3
Ūsin2

βh

2
+

4

3
p2sin4

βh

2

]
λ2

−2

[
1− 5

3
r2Ūsin2

βh

2
− 20

3
p2sin4

βh

2

]
λ[

1 +
r2

3
Ūsin2

βh

2
+

4

3
p2sin4

βh

2

]
= 0

(3.14)

Persamaan (3.14) dapat ditulis dalam bentuk

Γλ2 − 2∆λ+ Γ = 0 (3.15)

dengan Γ = 1 + r2

3 Ūsin
2 βh

2 + 4
3p

2sin4 βh2 ,
∆ = 1 − 5

3r
2Ūsin2 βh2 −

20
3 p

2sin4 βh2 , Γ,∆ ∈ R. Kondisi yang
diperlukan agar memenuhi kondisi kestabilan von Neumann adalah

|λ| ≤ 1 (3.16)

Berdasarkan pertidaksamaan (3.16), persamaan (3.15) dapat
dinyatakan sebagai

|∆| ≤ |Γ| (3.17)

sehingga,

−
(

1 +
r2

3
Ūsin2

βh

2
+

4

3
p2sin4

βh

2

)
≤ 1− 5

3
r2Ūsin2

βh

2
− 20

3
p2sin4

βh

2

≤ 1 +
r2

3
Ūsin2

βh

2
+

4

3
p2sin4

βh

2
.

(3.18)

Berdasarkan pertidaksamaan (3.18) dapat diperoleh bahwa

1− 5

3
r2Ūsin2

βh

2
− 20

3
p2sin4

βh

2
≤ 1 +

r2

3
Ūsin2

βh

2
+

4

3
p2sin4

βh

2

3− 5r2Ūsin2
βh

2
− 20p2sin4

βh

2
≤ 3 + r2Ūsin2

βh

2
+ 4p2sin4

βh

2

0 ≤ 6r2Ūsin2
βh

2
+ 24p2sin4

βh

2

0 ≤ r2Ū + 4p2sin2
βh

2
(3.19)
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Pertidaksamaan (3.19) akan selalu terpenuhi, karena ruas kanan dari
pertidaksamaan (3.19) bernilai positif .
Demikianpula, pertidaksamaan (3.18) dapat ditulis sebagai

−1− r2

3
Ūsin2

βh

2
− 4

3
p2sin4

βh

2
≤ 1− 5

3
r2Ūsin2

βh

2
− 20

3
p2sin4

βh

2
4

3
r2Ūsin2

βh

2
+

16

3
p2sin4

βh

2
≤ 2

2

3
(r2Ūsin2

βh

2
+ 4p2sin4

βh

2
) ≤ 1 (3.20)

Ruas kiri dari pertidaksamaan (3.20) akan bernilai maksimum jika
sin2 βh2 = 1, akibatnya

2

3
(r2Ūsin2

βh

2
+ 4p2sin4

βh

2
) ≤ 2

3
(r2Ū + 4p2) ≤ 1

sehingga,

2

3
(r2Ū + 4p2) ≤ 1

2

3
(
k2

h2
Ū + 4

k2

h4
) ≤ 1

2k2h2Ū + 8k2

3h4
≤ 1

k2(2h2Ū + 8) ≤ 3h4

k2 ≤ 3h4

2h2Ū + 8

k2 ≤ h2
[

3

2

(
h2

h2Ū + 4

)]
k ≤ h

[
2

3

(
Ū +

4

h2

)]−1/2
(3.21)
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3.3 Kesalahan Pemotongan Skema Beda Hingga

Dari subbab (3.1) diperoleh skema numerik seperti pada
persamaan (3.9). Kemudian, dengan melakukan ekspansi Taylor pada
masing-masing suku seperti pada lampiran 1, diperoleh kesalahan
pemotongan

L(x, t) =
k4

360

∂6u

∂t6
+
h2

12

(
∂4u

∂x4
− 2

∂6u

∂x6
+
∂4(u2)

∂x4

)
+O(k6 + h4)

(3.22)
Artinya, kesalahan pemotongan skema beda hingga implisit nonlinear
adalah orde empat terhadap waktu dan orde dua terhadap ruang.

3.4 Skema Prediktor-Korektor

Dengan mengingat bahwa hasil konstruksi skema numerik pada
persamaan (3.9) merupakan skema beda hingga implisit nonlinear dan
diperlukan metode iterasi untuk mendapatkan solusinya, maka pada
bagian ini dipaparkan skema prediktor-korektor. Persamaan prediktor
diperoleh dengan menerapkan beda pusat pada masing-masing ruas
pada persamaan good Boussinesq (1.1), sehingga

∂2u

∂t2
=
∂2g(u)

∂x2
− ∂4u

∂x4

1

k2
(Un+1

m − 2Unm + Un−1m ) =
1

h2
[
g(Unm+1)− 2g(Unm) + g(Unm−1)

]
− 1

h4
(Unm+2 − 4Unm+1 + 6Unm − 4Unm−1 + Unm−2)

Un+1
m − 2Unm + Un−1m =

k2

h2
[
g(Unm+1)− 2g(Unm) + g(Unm−1)

]
−k

2

h4
(Unm+2 − 4Unm+1 + 6Unm − 4Unm−1 + Unm−2)

Un+1
m = 2Unm − Un−1m + r2

[
g(Unm+1)− 2g(Unm) + g(Unm−1)

]
−p2(Unm+2 − 4Unm+1 + 6Unm − 4Unm−1 + Unm−2)

(3.23)
untuk m = 1, 2, ..., N . Persamaan prediktor (3.23) merupakan skema
eksplisit untuk vektor solusi Ũn+1.
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Persamaan korektor merupakan persamaan (3.9) yang
merupakan hasil dari konstruksi skema numerik dengan vektor yang
tidak diketahui Un+1 sama dengan Ũn+1, sehingga

Un+1
m =2Unm − Un−1m +

r2

12
δ2x

[
g(Ũn+1

m ) + 10g(Unm) + g(Un−1m )
]

− 1

12
p2δ4x(Ũn+1

m + 10Unm + Un−1m ).

(3.24)
untuk m = 1, 2, ..., N . Persamaan korektor (3.24) adalah eksplisit dan
solusinya bisa didapat secara langsung.

3.5 Analisis Kestabilan Skema Prediktor-Korektor

Dengan melakukan proses linierisasi yang sama dengan analisis
kestabilan skema beda hingga, persamaan prediktor menjadi

Ũn+1
m − 2Unm − Un−1m = r2Ū(Unm+1 − 2Unm + Unm−1)

− p2(Unm+2 − 4Unm+1 + 6Unm − 4Unm−1 + Unm−2)
(3.25)

dengan Ū = 1 + UB dan UB = maxm=1,2,...,N{Un+1
m , Unm, U

n−1
m }.

Selanjutnya, persamaan korektor menjadi

Un+1
m − 2Unm − Un−1m =

r2

12
δ2x

[
g(Ũn+1

m ) + 10g(Unm) + g(Un−1m )
]

− 1

12
p2δ4x(Ũn+1

m + 10Unm + Un−1m )

=
r2

12
δ2xU

n
m

[
g(Ũn+1

m ) + 10g(Unm) + g(Un−1m )

Unm

]

− 1

12
p2δ4xU

n
m(
Ũn+1
m + 10Unm + Un−1m

Unm
)

=
r2

12
(Unm+1 − 2Unm + Unm−1)

Ū

[
Ũn+1
m + 10Unm + Un−1m

Unm

]
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− 1

12
p2
(
Unm+2 − 4Unm+1 + 6Unm − 4Unm−1 + Unm−2

)
(
Ũn+1
m + 10Unm + Un−1m

Unm

) (3.26)

dengan Ū = 1 + UB dan UB = maxm=1,2,...,N{Un+1
m , Unm, U

n−1
m }.

Dengan mengasumsikan Unm = λneiβmh, kemudian
disubstitusikan ke dalam persamaan (3.25) dan persamaan (3.26),
secara berturut-turut diperoleh

λ̃n+1eiβmh − 2λneiβmh + λn−1eiβmh

= r2Ū(λneiβ(m+1)h − 2λneiβmh + λneiβ(m−1)h)

−p2(λneiβ(m+2)h − 4λneiβ(m+1)h + 6λneiβmh

−4λneiβ(m−1)h + λneiβ(m−2)h)

λ̃− 2 + λ−1 = r2Ū(eiβh − 2 + e−iβh)

−p2(e2iβh − 4eiβh + 6− 4e−iβh + e−2iβh)

= −(4r2Ūsin2
βh

2
+ 16p2sin4

βh

2
)

= −(ξ + µ)

λ̃ = 2− λ−1 − (ξ + µ)
(3.27)

λn+1eiβmh − 2λneiβmh + λn−1eiβmh

=
r2

12
Ū(λneiβ(m+1)h − 2λneiβmh + λneiβ(m−1)h)(
λ̃n+1eiβmh + 10λneiβmh + λn−1eiβmh

λneiβmh

)
− 1

12
p2
(
λneiβ(m+2)h − 4λneiβ(m+1)h

+ 6λneiβmh − 4λneiβ(m−1)h + λneiβ(m−2)h
)

(
λ̃n+1eiβmh + 10λneiβmh + λn−1eiβmh

λneiβmh

)
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λ− 2 + λ−1 = − 1

12
(4r2Ūsin2

βh

2
)(λ̃+ 10 + λ−1)

− 1

12
(16p2sin4

βh

2
)(λ̃+ 10 + λ−1)

λ− 2 + λ−1 = − 1

12
(ξ + µ)(λ̃+ 10 + λ−1) (3.28)

dengan ξ = 4r2Ūsin2 βh2 dan µ = 16p2sin4 βh2 .

Selanjutnya, jika persamaan (3.27) disubstitusikan ke persamaan
(3.28), maka

λ− 2 + λ−1 = − 1

12
(ξ + µ)(2− ξ − µ+ 10)

= − 1

12
(ξ + µ)(12− ξ − µ)

λ− 2 + λ−1 = −2ω

λ2 − 2(1− ω)λ+ 1 = 0 (3.29)

dengan ω = 1
24(ξ + µ)[12− (ξ + µ)].

Persamaan (3.29) dapat dibentuk seperti persamaan (3.15)
dengan Γ = 1 dan ∆ = 1 − ω, dan dapat dinyatakan seperti
persamaan (3.17) sehingga

0 ≤ ω ≤ 2 (3.30)

dengan ω = 1
24(ξ + µ)[12− (ξ + µ)].

Berdasarkan pertidaksamaan (3.30), diperoleh bahwa

1

24
(ξ + µ)(12− ξ − µ) ≤ 2

(ξ + µ)(12− ξ − µ) ≤ 48

ξ2 + µ2 + 2ξµ− 12ξ − 12µ+ 48 ≥ 0

(ξ + µ− 6)2 + 12 ≥ 0 (3.31)

Pertidaksamaan (3.31) akan selalu terpenuhi, karena ruas kiri
pertidaksamaan (3.31) bernilai positif.
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Demikianpula, pertidaksamaan (3.30) dapat ditulis

1

24
(ξ + µ)(12− ξ − µ) ≥ 0

(ξ + µ)(12− ξ − µ) ≥ 0 (3.32)

Dengan mengingat kembali bahwa ξ = 4r2Ūsin2 βh2 dan
µ = 16p2sin4 βh2 , maka pertidaksamaan (3.32) akan membuat nilai
(ξ + µ) ≥ 0, sehingga pertidaksamaan (3.32) akan menjadi

(12− ξ − µ) ≥ 0

ξ + µ ≤ 12

4r2Ūsin2
βh

2
+ 16p2sin4

βh

2
≤ 12 (3.33)

Ruas kiri dari pertidaksamaan (3.33) akan bernilai maksimum jika
sin2 βh2 = 1, akibatnya

4r2Ūsin2
βh

2
+ 16p2sin4

βh

2
≤ 4r2Ū + 16p2 ≤ 12

sehingga,

4r2Ū + 16p2 ≤ 12

k2

h2
Ū + 4

k2

h4
≤ 3

h2k2Ū + 4k2 ≤ 3h4

k2 ≤ 3h4

h2Ū + 4

k2 ≤ 3h2
(

h2

h2Ū + 4

)
k ≤ h

(
1

3

(
Ū +

4

h2

))−1/2
(3.34)

Berdasarkan hasil analisis kestabilan skema beda hingga pada
pertidaksamaan (3.21) dan hasil analisis kestabilan skema
prediktor-korektor pada pertidaksamaan (3.34), dapat disimpulkan
bahwa rentang kestabilan skema prediktor-korektor lebih lebar
dibandingkan dengan rentang kestabilan skema beda hingga.
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3.6 Simulasi Numerik

Pada subbab ini dilakukan simulasi numerik skema
prediktor-korektor menggunakan software MATLAB. Skema numerik
yang diusulkan dalam program tersebut adalah persamaan (3.23) dan
persamaan (3.24) dengan kondisi awal dan kondisi batas yang telah
diketahui. Selanjutnya, solusi numerik yang telah diperoleh akan
dibandingkan dengan solusi eksak persamaan good Boussinesq.

Pada simulasi numerik berikut digunakan waktu awal t0 = 0,
L0 = −20, L1 = 80, kondisi awal U(x, 0) = u(x, 0) dan U(x, 1) =
u(x, 1), serta δ1 = δ2 = 0.

3.6.1 Solusi Numerik Single-Soliton

Solusi numerik single-soliton untuk persamaan Good
Boussinesq digunakan parameter UB ≈ −0.77 × 10−47, b = −0.5,
A = 0.369, x0 = 0, dan c = 0.868. Selanjutnya, ditunjukkan hasil
simulasi numerik persamaan (3.23)-(3.24) dengan kondisi awal dan
kondisi batas yang telah diketahui serta dipilih h = 0.4 dan h = 0.2.
Berdasarkan hasil analisis kestabilan pada pertidaksamaan (3.34),
diperoleh syarat kestabilan yang bergantung pada h dan k. Untuk
h = 0.4 skema numerik akan stabil jika nilai k ≤ 0.1358, sedangkan
untuk h = 0.2 skema numerik akan stabil jika nilai k ≤ 0.0344. Pada
simulasi ini dipilih nilai k = 0.005 dan k = 0.01.

Pada Gambar 3.1 dan Gambar 3.2 disajikan solusi eksak dan
solusi numerik single-soliton dari persamaan good Boussinesq secara
berturut-turut saat t = 60. Gambar 3.1 dan 3.2 merepresentasikan
bahwa soliton merambat dengan kecepatan konstan dan tidak
mengalami perubahan bentuk selama merambat.
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Gambar 3.1: Solusi persamaan Good Boussinesq saat k = 0.005, h =
0.4 dan t = 60.

Gambar 3.2: Solusi persamaan Good Boussinesq saat k = 0.01, h =
0.4 dan t = 60.
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Pada Gambar 3.3 disajikan solusi numerik persamaan good
Boussinesq dalam selang waktu t ∈ [0, 60].

Gambar 3.3: Solusi numerik persamaan Good Boussinesq saat k =
0.005 dan h = 0.4.

Pada Tabel 3.1 dan Tabel 3.2 ditunjukkan kesalahan numerik
yang merupakan selisih antara solusi numerik dan solusi eksak.
Berdasarkan kesalahan numerik tersebut dapat ditentukan orde
kesalahan. Hal ini diperlukan untuk memverifikasi apakah metode
prediktor-korektor telah diimplementasikan dengan baik. Menurut
Suryanto (2017), penentuan orde kesalahan dapat ditentukan dengan
membandingkan kesalahan numerik ỹh1 dan ỹh2 . Dengan demikian
orde kesalahan dapat ditentukan dengan menggunakan

p+O(h) = loga
|y − ỹh1 |
|y − ỹh2 |

dengan p =orde kesalahan dan a = h1
h2

.
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Tabel 3.1: Kesalahan Numerik Persamaan Good Boussinesq saat k =
0.005.

t
h = 0.4 h = 0.2 orde kesalahan

kesalahan maksimum kesalahan maksimum (n)

10 0.0015529 0.0002261 2.779
30 0.0027799 0.0004588 2.559
60 0.0037741 0.0008454 2.158

Tabel 3.2: Kesalahan Numerik Persamaan Good Boussinesq saat k =
0.01.

t
h = 0.4 h = 0.2 orde kesalahan

kesalahan maksimum kesalahan maksimum (n)

10 0.0015527 0.0002261 2.779
30 0.0027798 0.0004587 2.599
60 0.0037742 0.0008453 2.158

Pada subbab 3.1 ditunjukkan bahwa hasil konstruksi skema
numerik pada persamaan (3.9) merupakan skema beda hingga implisit
nonlinear, yang mempunyai kesalahan berorde dua terhadap ruang
dan berorde empat terhadap waktu. Skema tersebut tidak mudah
untuk diimplementasikan, sehingga pada simulasi numerik ini
digunakan skema prediktor-korektor. Dari Tabel 3.1 dan Tabel 3.2,
diperoleh bahwa skema prediktor-korektor mempunyai kesalahan
berorde dua terhadap ruang dan berorde nol terhadap waktu, sehingga
dapat ditarik kesimpulan bahwa skema prediktor-korektor mempunyai
orde kesalahan yang tidak sama dengan skema beda hingga implisit
nonlinear.

3.6.2 Solusi Numerik Double-Soliton

Pada bagian ini dilakukan simulasi numerik double-soliton
untuk persamaan good Boussinesq dengan kondisi awal dan kondisi
batas yang telah diketahui. Selanjutnya, disimulasikan double-soliton
simetris dan double-soliton asimetris dengan nilai k = 0.05 dan
h = 0.4. Masing-masing gelombang merambat dari titik awal
x1 = −30, x2 = 30 dengan arah berlawanan c1 = −c2 = 0.868.
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Double-soliton simetri digunakan nilai A1 = A2 = 0.2 sedangkan
double-soliton asimetris digunakan nilai A1 = 0.2 dan A2 = 0.4.

Pada Gambar 3.4 dan Gambar 3.5 disajikan solusi numerik
double-soliton dari persamaan good Boussinesq secara berturut-turut
saat selang waktu t ∈ [0, 50]. Gambar 3.4 dan 3.5 merepresentasikan
bahwa kedua soliton semula berada pada jarak yang cukup jauh
kemudian merambat dengan arah berlawanan dengan kecepatan
konstan. Kemudian kedua soliton saling berinteraksi dimana jumlah
amplitudo gabungan lebih besar daripada amplitudo tunggalnya.
Setelah berinteraksi, soliton kembali saling terpisah dengan arah
berlawanan dan merambat dengan bentuk dan kecepatan seperti
semula.

Gambar 3.4: Solusi persamaan Good Boussinesq dengan k = 0.05,
h = 0.4 dan A1 = A2 = 0.2.
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Gambar 3.5: Solusi persamaan Good Boussinesq dengan k = 0.05,
h = 0.4, A1 = 0.2 dan A2 = 0.4.
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BAB IV
KESIMPULAN

Berdasarkan hasil dari pembahasan pada bab tiga, diperoleh
kesimpulan sebagai berikut.

1. Hasil konstruksi skema numerik persamaan good Boussinesq
merupakan skema beda hingga implisit nonlinear.

2. Berdasarkan hasil analisis kestabilan von Neumann, skema beda
hingga stabil dengan syarat.

3. Skema beda hingga memiliki kesalahan pemotongan orde empat
terhadap waktu dan orde dua terhadap ruang.

4. Untuk mendapatkan solusi dari persamaan beda hingga implisit
nonlinear diperlukan metode iterasi, dalam skripsi ini digunakan
skema prediktor-korektor.

5. Skema prediktor-korektor stabil bersyarat dengan rentang
kestabilan lebih lebar daripada skema beda hingga.

6. Simulasi numerik menggunakan skema prediktor-korektor.
Dengan melakukan beberapa simulasi menggunakan nilai
ukuran langkah spasial (h) dan langkah temporal (k) tertentu,
dapat ditunjukkan bahwa metode yang diusulkan cukup akurat.
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