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ELEMEN NIL DAN RING KUADRAT GENAP BERHINGGA 

 

 

ABSTRAK 

 

Pada skripsi ini dibahas tentang gagasan elemen nil dan ring kuadrat 

genap. Ring kuadrat genap yang dinotasikan dengan   adalah 

perkembangan dari konsep ring dimana suatu ring dikatakan ring 

kuadrat genap jika elemennya adalah elemen kuadrat genap. 

Sedangkan elemen nil adalah tipe khusus dari elemen nilpoten 

dimana  penjumlahan dan pergandaan dari elemennya adalah nol. 

Jika order dan karakteristik dari   dengan order genap adalah sama, 

maka   memuat elemen nil tak nol tunggal. Jika   adalah elemen nil 

tak nol tunggal dari ring kuadrat genap komutatif berhingga, maka   

annihilat  . Selain itu, jika   adalah elemen nil dari ring kuadrat 

genap komutatif berhingga   dimana setiap elemen di   adalah 

elemen genap, maka   annihilat  .  

Kata Kunci: ring, ring berhingga, elemen nilpoten, elemen nil, 

elemen kuadrat genap, ring kuadrat genap. 
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NIL ELEMENTS AND FINITE EVEN SQUARE RING 

 

 

ABSTRACT 

 

This minor thesis discussed about nil elements and even square ring. 

Even square ring, denoted by  , is the development of the ring 

concept which a ring said to be an even square ring if the element of 

  is an even square element. While nil elements is a special type of 

nilpotent element which addition and multiplication of its element 

equal to zero. If the order and the characteristics of   with even order 

are equal, then   contains a unique non-zero nil element. If   is a nil 

element of a finite commutative even square ring which contained a 

unique non-zero nil element, then   annihilate  . Moreover, if   is a 

nil element of a finite commutative even square ring   which the 

elements of   is an even element, then   annihilate  .  

 

Keyword : ring, finite ring, nilpotent element, nil element, even 

square element, even square ring. 
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    BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Aljabar adalah salah satu bidang ilmu matematika yang 

berkembang pesat. Dalam aljabar terdapat beberapa cabang ilmu salah 

satunya adalah aljabar abstrak. Ilmu yang dipelajari dalam aljabar 

abstrak, yaitu struktur aljabar. 

Struktur aljabar adalah himpunan tak kosong yang dilengkapi 

dengan satu atau lebih operasi biner dan memenuhi beberapa aksioma. 

Ada beberapa macam struktur aljabar, yaitu grup, ring, field, modul, 

dan lain-lain. Dalam skripsi ini dibahas struktur aljabar yang berkaitan 

dengan ring. 

Ring adalah suatu himpunan tak kosong yang dilengkapi dua 

operasi biner dan memenuhi aksioma grup komutatif pada operasi 

penjumlahan, semigrup pada operasi pergandaan dan berlaku hukum 

distributif. Suatu ring dikatakan komutatif apabila ring tersebut 

memiliki sifat komutatif pada operasi pergandaan.  

Dalam ring terdapat beberapa elemen khusus, salah satunya 

adalah elemen nilpoten. Elemen 𝑎 dalam ring 𝑅 dikatakan nilpoten 

jika terdapat bilangan bulat positif 𝑛 sedemikian sehingga 𝑎𝑛 = 0.  

Konsep ring ini telah mengalami banyak perkembangan, salah 

satunya adalah ring kuadrat genap. Suatu ring 𝑅 dikatakan ring 

kuadrat genap jika setiap elemen di 𝑅 adalah elemen kuadrat genap. 

Pandey (2017) membahas tentang ring kuadrat genap dalam 

artikel yang berjudul Nil Elements and Even Square Ring. Dalam 

artikel tersebut, Pandey memperkenalkan gagasan tentang elemen nil, 

yaitu elemen nilpoten dengan syarat 𝑎 + 𝑎 = 0 dan 𝑎 ⋅ 𝑎 = 0. Dalam 

skripsi ini akan diulas kembali mengenai ring kuadrat genap, elemen 

nil dalam ring kuadrat genap serta hubungan antara elemen nil dan 

ring kuadrat genap yang merujuk pada artikel tersebut. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



2 

 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang tersebut, berikut rumusan masalah 

yang dibahas pada skripsi ini adalah 

1. bagaimana sifat-sifat ring kuadrat genap, 

2. bagaimana sifat-sifat elemen nil dari suatu ring kuadrat 

genap, dan 

3. bagaimana hubungan antara elemen nil dan ring kuadrat 

genap. 

 

1.3 Tujuan 

Berdasarkan rumusan masalah yang telah dijelaskan 

sebelumnya, tujuan penulisan skripsi ini adalah 

1. membahas sifat-sifat ring kuadrat genap, 

2. membahas sifat-sifat elemen nil dari suatu ring kuadrat 

genap, dan 

3. membahas hubungan antara elemen nil dan ring kuadrat 

genap. 
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BAB II 

DASAR TEORI 

 

Pada bab II ini diberikan definisi-definisi beserta contoh yang 

digunakan sebagai dasar teori untuk menyelesaikan permasalahan 

pada bab III. 

2.1     Pemetaan dan Operasi Biner 

Hasil kali kartesius, relasi, pemetaan dan operasi biner 

merupakan hal dasar untuk mempelajari struktur aljabar. Berikut 

diberikan definisi-definisi yang dikutip dari Bhattacharya, dkk (1995). 

 

Definisi 2.1.1 (Hasil Kali Kartesius) 

Misalkan 𝐴 dan 𝐵 masing-masing adalah himpunan tak kosong. Hasil 

kali kartesius antara himpunan 𝐴 dan 𝐵 adalah himpunan pasangan 

terurut (𝑎, 𝑏) yang dituliskan 

𝐴 × 𝐵 = {(𝑎, 𝑏)|𝑎 ∈ 𝐴 dan 𝑏 ∈ 𝐵}. 

 

Contoh 2.1.2 

Diberikan himpunan 𝐴 = ℤ2 dan 𝐵 = ℤ3. Maka hasil kali kartesius     

𝐴 × 𝐵 = {(0̅, 0̅), (0̅, 1̅), (0̅, 2̅), (1̅, 0̅), (1̅, 1̅), (1̅, 2̅)}. 

 

Definisi 2.1.3 (Relasi) 

Misalkan 𝐴 dan 𝐵 masing-masing adalah himpunan tak kosong. 

𝑅 disebut relasi dari 𝐴 ke 𝐵 jika 𝑅 adalah himpunan bagian dari 𝐴 × 𝐵. 

Jika (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅, maka dikatakan 𝑥 berelasi 𝑅 dengan 𝑦, ditulis 𝑥𝑅𝑦. 

 

Contoh 2.1.4 

Diberikan 𝐴 = {1,3,6} dan 𝐵 = {4,5}. Didefinisikan (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅  
yaitu 𝑥 < 𝑦. Maka  

𝐴 × 𝐵 = {(1,4), (1,5), (3,4), (3,5), (6,4), (6,5)} 

𝑅 = {(1,4), (1,5), (3,4), (3,5)} ⊆ 𝐴 × 𝐵. 

 

Definisi 2.1.5 (Pemetaan)  

Misalkan 𝐴 dan 𝐵 masing-masing adalah himpunan tak kosong. Relasi 

𝑓 dari 𝐴  ke 𝐵 disebut pemetaan dari 𝐴 ke 𝐵 jika untuk setiap         
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elemen 𝑥 di 𝐴 terdapat tepat satu elemen 𝑦 di 𝐵 sedemikian sehingga 
(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑓 atau 𝑓(𝑥) = 𝑦. 
Pemetaan 𝑓 dari 𝐴 ke 𝐵 dapat dituliskan sebagai berikut 

𝑓: 𝐴 → 𝐵 

𝑥 ↦ 𝑓(𝑥) = 𝑦. 

 

Contoh 2.1.6 

Diberikan himpunan bilangan bulat ℤ dan relasi 𝑓 dari ℤ ke ℤ dengan    

𝑓(𝑥) = 𝑥3 untuk setiap 𝑥 ∈ ℤ. Akan dibuktikan bahwa 𝑓 adalah suatu 

pemetaan. 

Bukti. 

Ambil sebarang 𝑥1, 𝑥2 ∈ ℤ dengan 𝑥1 = 𝑥2 maka 𝑥1
3 = 𝑥2

3 sehingga  

𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥2). Jelas bahwa untuk setiap 𝑥 ∈ ℤ terdapat tepat satu        

𝑓(𝑥) ∈ ℤ. Jadi terbukti bahwa 𝑓 adalah suatu pemetaan. 

 

Definisi 2.1.7 (Operasi Biner) 

Misalkan 𝑆 adalah himpunan tak kosong. Suatu operasi biner ∗ yang 

didefinisikan pada 𝑆  adalah pemetaan dari 𝑆 × 𝑆  ke himpunan 𝑆. Jika 

ditulis dalam notasi, maka 

∗∶ 𝑆 × 𝑆 → 𝑆 

      (𝑎, 𝑏) ↦ ∗ (𝑎, 𝑏) = 𝑎 ∗ 𝑏. 

 

Contoh 2.1.8 

Diberikan himpunan bilangan bulat ℤ. Akan dibuktikan bahwa operasi 

penjumlahan (+) adalah operasi biner pada ℤ. 

Bukti. 

Operasi penjumlahan (+) adalah suatu operasi biner pada ℤ yang 

dinotasikan dengan 

+∶ ℤ × ℤ → ℤ 

 (𝑎, 𝑏) ↦ +(𝑎, 𝑏) = 𝑎 + 𝑏. 

Jadi, untuk setiap (𝑎, 𝑏) ∈ ℤ × ℤ berlaku 𝑎 + 𝑏 ∈ ℤ sehingga operasi 

penjumlahan (+) adalah operasi biner pada ℤ.  

 

Definisi 2.1.9 (Subset) 

Misalkan 𝐴 dan 𝐵 masing-masing adalah himpunan. Jika setiap 

elemen pada 𝐴 adalah elemen 𝐵, maka 𝐴 disebut subset 𝐵, dinotasikan 

dengan 𝐴 ⊆ 𝐵. 
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Contoh 2.1.10 

Diberikan 𝐴 = {0̅, 1̅, 2̅} dan 𝐵 = {0̅, 1̅, 2̅, 3̅, 4̅}. Jadi, 𝐴 ⊆ 𝐵 karena 

setiap elemen pada himpunan 𝐴 juga merupakan elemen pada 

himpunan 𝐵. 

2.2     Grup 

Grup merupakan suatu struktur aljabar yang dilengkapi satu 

operasi biner dan memenuhi aksioma-aksioma tertentu. Berikut 

diberikan definisi dan contoh yang berkaitan dengan grup dikutip dari 

Andari (2015). 

 

Definisi 2.2.1 (Semigrup) 

Misalkan 𝑃 adalah himpunan tak kosong yang dilengkapi satu operasi 

biner ∗. (𝑃,∗) disebut semigrup jika memenuhi aksioma. 

i. Tertutup, 

untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑃, sedemikian sehingga berlaku 𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑃. 

ii. Asosiatif, 

untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑃, sedemikian sehingga berlaku                  

(𝑎 ∗ 𝑏) ∗ 𝑐 = 𝑎 ∗ (𝑏 ∗ 𝑐). 

 

Contoh 2.2.2 

Diberikan 𝑀2(ℕ) = {(
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

) | 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℕ}. Akan dibuktikan 

(𝑀2(ℕ), +) adalah semigrup. 

Bukti. 

Ambil    𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ 𝑀2(ℕ)  dengan   𝐴 = (
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

), 𝐵 = (
𝑒 𝑓
𝑔 ℎ

), 

 𝐶 = (
𝑖 𝑗
𝑘 𝑙

) dimana 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓, 𝑔, ℎ, 𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑙 ∈ ℕ. 

i. Tertutup. 

𝐴 + 𝐵 = (
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

) + (
𝑒 𝑓
𝑔 ℎ

) 

= (
𝑎 + 𝑒 𝑏 + 𝑓
𝑐 + 𝑔 𝑑 + ℎ

). 

Karena 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓, 𝑔, ℎ, 𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑙 ∈ ℕ  sehingga  𝑎 + 𝑒,  𝑏 + 𝑓, 
𝑐 + 𝑔, 𝑑 + ℎ ∈ ℕ. Jadi, untuk setiap 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑀2(ℕ) berlaku 

𝐴 + 𝐵 ∈ 𝑀2(ℕ). 
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ii. Asosiatif. 

(𝐴 + 𝐵) + 𝐶 = [(
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

) + (
𝑒 𝑓
𝑔 ℎ

)] + (
𝑖 𝑗
𝑘 𝑙

) 

= [(
𝑎 + 𝑒 𝑏 + 𝑓
𝑐 + 𝑔 𝑑 + ℎ

)] + (
𝑖 𝑗
𝑘 𝑙

) 

= [(
(𝑎 + 𝑒) + 𝑖 (𝑏 + 𝑓) + 𝑗
(𝑐 + 𝑔) + 𝑘 (𝑑 + ℎ) + 𝑙

)] 

Karena 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓, 𝑔, ℎ, 𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑙 ∈ ℕ dimana operasi 

penjumlahan pada ℕ berlaku hukum asosiatif, maka 

(𝐴 + 𝐵) + 𝐶 = [(
𝑎 + (𝑒 + 𝑖) 𝑏 + (𝑓 + 𝑗)

𝑐 + (𝑔 + 𝑘) 𝑑 + (ℎ + 𝑙)
)] 

= (
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

) + [(
𝑒 + 𝑖 𝑓 + 𝑗
𝑔 + 𝑘 ℎ + 𝑙

)] 

= (
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

) + [(
𝑒 𝑓
𝑔 ℎ

) + (
𝑖 𝑗
𝑘 𝑙

)] 

= 𝐴 + (𝐵 + 𝐶). 
Aksioma i dan ii terpenuhi sehingga menurut Definisi 2.2.1 terbukti 

bahwa (𝑀2(ℕ), +)  adalah semigrup. 

 

Definisi 2.2.3 (Grup) 

Misalkan 𝐺 adalah himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan satu 

operasi biner ∗. (𝐺,∗) disebut grup jika memenuhi aksioma berikut. 

i. Tertutup, 

untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺, sedemikian sehingga berlaku 𝑎 ∗ 𝑏 ∈ 𝐺. 

ii. Asosiatif, 

untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐺, sedemikian sehingga berlaku                   

(𝑎 ∗ 𝑏) ∗ 𝑐 = 𝑎 ∗ (𝑏 ∗ 𝑐). 

iii. Mempunyai elemen identitas, 

terdapat 𝑒 ∈ 𝐺, untuk setiap 𝑎 ∈ 𝐺, sedemikian sehingga 

berlaku  𝑒 ∗ 𝑎 = 𝑎 ∗ 𝑒 = 𝑎. 

iv. Setiap elemen mempunyai invers, 

untuk setiap 𝑎 ∈ 𝐺, terdapat  𝑎−1 ∈ G, sedemikian sehingga 

berlaku  𝑎 ∗ 𝑎−1 = 𝑎−1 ∗ 𝑎 = 𝑒. 

 

Contoh 2.2.4 

Diberikan himpunan bilangan bulat modulo 5, ℤ5. Akan dibuktikan 

bahwa (ℤ5, +) adalah grup. 
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Bukti. 

Tabel 2.1 Operasi penjumlahan pada ℤ5 

+ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 

0̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 

1̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 0̅ 

2̅ 2̅ 3̅ 4̅ 0̅ 1̅ 

3̅ 3̅ 4̅ 0̅ 1̅ 2̅ 

4̅ 4̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 

 

Ambil sebarang 𝑎̅, 𝑏̅, 𝑐̅ ∈ ℤ5 dengan   𝑎̅ = 𝑎 + 5𝑘1, 𝑏̅ = 𝑏 +  5𝑘2,   
𝑐̅ = 𝑐 +  5𝑘3 dimana 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ. 

i. Tertutup. 

𝑎̅ + 𝑏̅ = (𝑎 + 5𝑘1) + (𝑏 + 5𝑘2) 

= (𝑎 + 𝑏) + 5(𝑘1 + 𝑘2). 
Jadi, untuk setiap 𝑎̅, 𝑏̅ ∈ ℤ5 berlaku 𝑎̅ + 𝑏̅ ∈ ℤ5.   

ii. Asosiatif, 

(𝑎̅ + 𝑏̅) + 𝑐̅ = [(𝑎 + 5𝑘1) + (𝑏 + 5𝑘2)] + (𝑐 + 5𝑘3) 

= [(𝑎 + 𝑏) +  5𝑘1 + 5𝑘2] + (𝑐 + 5𝑘3) 

= [((𝑎 + 𝑏) + 𝑐) + 5𝑘1 + 5𝑘2 + 5𝑘3] 

Karena 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ dimana operasi penjumlahan pada ℤ berlaku 

hukum asosiatif, maka 

(𝑎̅ + 𝑏̅) + 𝑐̅ = [(𝑎 + (𝑏 + 𝑐))  + 5𝑘1 + 5𝑘2 + 5𝑘3] 

= (𝑎 +  5𝑘1) + [(𝑏 + 𝑐) + 5𝑘2 + 5𝑘3]   
= (𝑎 + 5𝑘1) + [(𝑏 + 5𝑘2) + (𝑐 + 5𝑘3)] 
= 𝑎̅ + (𝑏̅ + 𝑐̅). 

Jadi,   untuk   setiap   𝑎̅, 𝑏̅, 𝑐̅ ∈ ℤ5   berlaku   (𝑎̅ + 𝑏̅) + 𝑐̅ = 𝑎̅ +

(𝑏̅ + 𝑐̅).   
iii. Mempunyai elemen identitas, 

elemen identitas pada ℤ5 adalah 0̅ karena untuk setiap 𝑎̅ ∈ ℤ5 

berlaku 0̅ + 𝑎̅ = 𝑎̅ + 0̅ = 𝑎̅. 

iv. Setiap elemen mempunyai invers. 

Invers dari 0̅ adalah 0̅, karena 0̅ + 0̅ = 0̅. 

Invers dari 1̅ adalah 4̅, karena 1̅ + 4̅ = 0̅. 

Invers dari 2̅ adalah 3̅, karena 2̅ + 3̅ = 0̅. 
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Invers dari 3̅ adalah 2̅, karena 3̅ + 2̅ = 0̅. 

Invers dari 4̅ adalah 1̅, karena 4̅ + 1̅ = 0̅. 

Aksioma i, ii, iii dan iv terpenuhi sehingga menurut Definisi 2.2.3 

terbukti bahwa (ℤ5, +) adalah grup. 

 

Definisi 2.2.5 (Grup Komutatif) 

Misalkan (𝐺,∗)  adalah grup. 𝐺 dikatakan grup komutatif (grup 

Abelian) jika berlaku hukum komutatif, yaitu untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺 

berlaku 𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑏 ∗ 𝑎. 

 

Contoh 2.2.6  

Diberikan himpunan bilangan bulat modulo 5, ℤ5. Akan dibuktikan 

bahwa  (ℤ5, +) adalah grup komutatif. 

Bukti. 

Berdasarkan Contoh 2.2.4 (ℤ5, +) adalah grup.  

𝑎̅ + 𝑏̅ = (𝑎 + 5𝑘1) + (𝑏 + 5𝑘2) 

= (𝑎 + 𝑏) + (5𝑘1 + 5𝑘2) 

= (𝑎 + 𝑏) + 5(𝑘1 + 𝑘2) 

Karena 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ maka 𝑎 + 𝑏 = 𝑏 + 𝑎 sehingga diperoleh 

= (𝑏 + 𝑎) + 5(𝑘2 + 𝑘1) 

= (𝑏 + 𝑎) + (5𝑘2 + 5𝑘1 

= (𝑏 +  5𝑘2) + (𝑎 +  5𝑘1) 

= 𝑏̅ + 𝑎̅. 

Jadi, untuk setiap 𝑎̅, 𝑏̅ ∈ ℤ5 pada operasi penjumlahan berlaku hukum 

komutatif, yaitu 𝑎̅ + 𝑏̅ = 𝑏̅ + 𝑎̅ sehingga menurut Definisi 2.2.5 

terbukti bahwa (ℤ5, +) adalah grup komutatif.  

 

Definisi 2.2.7 (Order Grup) 

Misalkan 𝐺 adalah grup. Order dari 𝐺 yang dinotasikan dengan 𝑂(𝐺) 

adalah banyaknya elemen dalam grup 𝐺. 

 

Contoh 2.2.8 

Berdasarkan Contoh 2.2.4, ℤ5 terhadap operasi penjumlahan adalah 

grup. Banyaknya elemen dalam grup ℤ5 = {0̅, 1̅, 2̅, 3̅, 4̅}  adalah 5 

yang dinotasikan 𝑂(ℤ5) = 5. 
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Definisi 2.2.9 (Order Elemen Grup) 

Misalkan 𝐺 adalah grup dan 𝑎 ∈ 𝐺. Order 𝑎 atau 𝑂(𝑎) adalah bilangan 

bulat positif terkecil 𝑛 sedemikian sehingga  berlaku 

1. 𝑎 ⋅ 𝑎 ⋅  𝑎 ⋯ ⋅ 𝑎 =  𝑎𝑛  = 𝑒  untuk operasi pergandaan, atau 

2. 𝑎 + 𝑎 + ⋯ + 𝑎 = 𝑛𝑎 = 𝑒  untuk operasi penjumlahan. 

Jika tidak terdapat 𝑛, maka dapat dikatakan bahwa 𝑎 mempunyai order 

tak hingga. 

 

Contoh 2.2.10 

Diberikan (ℤ5, +) adalah grup dengan elemen identitasnya adalah 0̅. 

Tentukan order dari masing-masing elemen. 

Bukti. 

Misalkan (ℤ5, +) adalah grup dan 𝑎 ∈ ℤ5, maka 𝑂(𝑎) adalah bilangan 

bulat positif terkecil 𝑛 sedemikian sehingga berlaku 𝑛𝑎 =  0̅.   
𝑂  (0̅)  = 1  karena 1 ⋅ 0̅ = 0̅. 

𝑂  (1̅)  = 5  karena 5 ⋅ 1̅ = 0̅. 

𝑂  (2̅)  = 5  karena 5 ⋅ 2̅ = 0̅. 

𝑂  (3̅)  = 5  karena 5 ⋅ 3̅ = 0̅. 

𝑂  (4̅)  = 5  karena 5 ⋅ 4̅ = 0̅. 

 

Definisi 2.2.11 (Grup Siklik) 

Misalkan 𝐴 himpunan bagian dari 𝐺, 𝐺 adalah grup, 𝑎 ∈ 𝐺. 
Jika 𝐺 = 〈𝑎〉  = {𝑎𝑛|𝑛 ∈ ℤ} maka 𝑎 disebut pembangun dari 𝐺, dan  

grup 𝐺 disebut grup siklik. Jadi grup siklik adalah grup yang dibangun 

oleh satu elemen. 

Ada 2 kemungkinan, yaitu: 

1. jika operasinya pergandaan, maka 𝐺 = {𝑎𝑛|𝑛 ∈ ℤ}, 

2. jika operasinya penjumlahan, maka 𝐺 = {𝑛𝑎|𝑛 ∈ ℤ}. 

 

Contoh 2.2.12 

Diberikan himpunan bilangan bulat modulo 5, ℤ5. Akan dibuktikan 

bahwa ℤ5 adalah grup siklik terhadap operasi penjumlahan . 

Bukti. 

Ambil 𝑎 ∈ ℤ5, akan dibuktikan 𝑎 adalah pembangun dari ℤ5 dan   

ℤ5 = 〈𝑎〉 = {𝑛𝑎|𝑛 ∈ ℤ} grup siklik. 
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Tabel 2.2 Hasil dari 𝑛𝑎 

𝑎 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 

𝑛𝑎 

0̅ ⋅ 0̅ = 0̅ 0̅ ⋅ 1̅ = 0̅ 0̅ ⋅ 2̅ = 0̅ 0̅ ⋅ 3̅ = 0̅ 0̅ ⋅ 4̅ = 0̅ 

1̅ ⋅ 0̅ = 0̅ 1̅ ⋅ 1̅ = 1̅ 1̅ ⋅ 2̅ = 2̅ 1̅ ⋅ 3̅ = 3̅ 1̅ ⋅ 4̅ = 4̅ 

2̅ ⋅ 0̅ = 0̅ 2̅ ⋅ 1̅ = 2̅ 2̅ ⋅ 2̅ = 4̅ 2̅ ⋅ 3̅ = 1̅ 2̅ ⋅ 4̅ = 3̅ 

3̅ ⋅ 0̅ = 0̅ 3̅ ⋅ 1̅ = 3̅ 3̅ ⋅ 2̅ = 1̅ 3̅ ⋅ 3̅ = 4̅ 3̅ ⋅ 4̅ = 2̅ 

4̅ ⋅ 0̅ = 0̅ 4̅ ⋅ 1̅ = 4̅ 4̅ ⋅ 2̅ = 3̅ 4̅ ⋅ 3̅ = 2̅ 4̅ ⋅ 4̅ = 1̅ 

dan seterusnya berlaku untuk setiap 𝑛 ∈ ℤ 

Dari Tabel 2.2 diperoleh ℤ5 = 〈1̅〉 = 〈2̅〉 = 〈3̅〉 = 〈4̅〉. 

2.3      Ring 

 Ring merupakan suatu struktur aljabar dengan dua operasi 

biner, yaitu penjumlahan (+) dan pergandaan (⋅) dan memenuhi 

aksioma-aksioma tertentu. Berikut ini akan diberikan beberapa 

definisi dan contoh yang berkaitan dengan ring, berdasarkan Andari 

(2014), Bhattacharya (1995) dan (Pandey, 2017). 

 

Definisi 2.3.1 (Ring) 

Misalkan 𝑅 adalah himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan dua 

operasi biner yaitu penjumlahan (+) dan pergandaan (⋅), ditulis 

(𝑅, +,⋅). (𝑅, +,⋅) disebut ring jika memenuhi aksioma-aksioma  

berikut. 

i. (𝑅, +) merupakan grup komutatif. 

ii. (𝑅,⋅) merupakan semigrup. 

iii. Berlaku hukum distributif. 

Untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 berlaku 

a. distributif kanan (𝑎 + 𝑏) ⋅ 𝑐 = (𝑎 ⋅ 𝑐) + (𝑏 ⋅ 𝑐), 

b. distributif kiri  𝑎 ⋅ (𝑏 + 𝑐) = (𝑎 ⋅ 𝑏) + (𝑎 ⋅ 𝑐). 

 

Contoh 2.3.2 

Diberikan himpunan bilangan bulat modulo 5, ℤ5. Akan dibuktikan 

bahwa (ℤ5, +,⋅) adalah ring. 
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Bukti : 

Ambil   sebarang   𝑎̅, 𝑏̅, 𝑐̅ ∈ ℤ5   dengan   𝑎̅ = 𝑎 + 5𝑘1, 𝑏̅ = 𝑏 +  5𝑘2,   
𝑐̅ = 𝑐 +  5𝑘3 dimana 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ. 

i. (ℤ5, +) merupakan grup komutatif. 

Berdasarkan Contoh 2.2.6 (ℤ5, +) merupakan grup komutatif. 

ii. (ℤ5,⋅) merupakan semigrup. 

Tabel 2.3 Operasi pergandaan pada ℤ5 

⋅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 

0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 

1̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 

2̅ 0̅ 2̅ 4̅ 1̅ 3̅ 

3̅ 0̅ 3̅ 1̅ 4̅ 2̅ 

4̅ 0̅ 4̅ 3̅ 2̅ 1̅ 

 

a. Tertutup, 

𝑎̅ ⋅ 𝑏̅ = (𝑎 + 5𝑘1) ⋅ (𝑏 + 5𝑘2) 

= 𝑎𝑏 + 5𝑎𝑘2 + 5𝑏𝑘1 + 25𝑘1𝑘2 

= 𝑎𝑏 + 5(𝑎𝑘2 + 𝑏𝑘1 + 5𝑘1𝑘2). 

Jadi, untuk setiap 𝑎̅, 𝑏̅ ∈ ℤ5 sedemikian sehingga berlaku 

𝑎̅ ⋅ 𝑏̅ ∈ ℤ5.   
b. Asosiatif, 

(𝑎̅ ⋅ 𝑏̅) ⋅ 𝑐̅ = [(𝑎 + 5𝑘1) ⋅ (𝑏 + 5𝑘2)] ⋅ (𝑐 + 5𝑘3) 

= [𝑎𝑏 + 5𝑎𝑘2 + 5𝑏𝑘1 + 25𝑘1𝑘2] ⋅ (𝑐 + 5𝑘3) 

= [𝑎𝑏𝑐 + 5𝑎𝑏𝑘3 + 5𝑎𝑐𝑘2 + 25𝑎𝑘2𝑘3 + 

5𝑏𝑐𝑘1 + 25𝑏𝑘1𝑘3 + 25𝑐𝑘1𝑘2 + 125𝑘1𝑘2𝑘3] 
= [(𝑎 + 5𝑘1) ⋅ (𝑏𝑐 + 5𝑏𝑘3 + 5𝑐𝑘2 + 25𝑘2𝑘3)] 
= (𝑎 +  5𝑘1) ⋅ [(𝑏 + 5𝑘2) ⋅ (𝑐 + 5𝑘3)]   
= 𝑎̅ ⋅ (𝑏̅ ⋅ 𝑐̅). 

Jadi, untuk setiap 𝑎̅, 𝑏̅, 𝑐̅ ∈ ℤ5 sedemikian sehingga berlaku  

(𝑎̅ ⋅ 𝑏̅) ⋅ 𝑐̅ =  𝑎̅ ⋅ (𝑏̅ ⋅ 𝑐̅).   
Aksioma a dan b terpenuhi sehingga menurut Definisi 2.2.1 

terbukti bahwa (𝑍5,⋅) merupakan semigrup. 

iii. Berlaku hukum distributif. 

a. Distributif kanan, 

(𝑎̅ + 𝑏̅) ⋅ 𝑐̅ = [(𝑎 +  5𝑘1) + (𝑏 + 5𝑘2)] ⋅ (𝑐 + 5𝑘3) 

= [(𝑎 + 𝑏) + 5(𝑘1 + 𝑘2)] ⋅ (𝑐 +  5𝑘3) 
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= [(𝑎 + 𝑏)𝑐 + 5(𝑎 + 𝑏)𝑘3 + 5𝑐(𝑘1 + 𝑘2) + 

25𝑘3(𝑘1 + 𝑘2)] 
= [𝑎𝑐 + 𝑏𝑐 + 5𝑎𝑘3 + 5𝑏𝑘3 + 5𝑐𝑘1 + 

5𝑐𝑘2 + 25𝑘1𝑘3 + 25𝑘1𝑘2] 
= [( 𝑎𝑐 + 5𝑎𝑘3 + 5𝑐𝑘1 + 25𝑘1𝑘3) + 

(𝑏𝑐 + 5𝑏𝑘3 + 5𝑐𝑘2 + 25𝑘1𝑘2)] 
= [(𝑎 + 5𝑘1)(𝑐 + 5𝑘3) + (𝑏 + 5𝑘2) 

(𝑐 + 5𝑘3)] 
= (𝑎̅ ⋅ 𝑐̅) + (𝑏̅ ⋅ 𝑐̅). 

Jadi,    untuk    setiap    𝑎̅, 𝑏̅, 𝑐̅ ∈ ℤ5   berlaku   (𝑎̅ + 𝑏̅) ⋅ 𝑐̅ =

(𝑎̅ ⋅ 𝑐̅) + (𝑏̅ ⋅ 𝑐̅). 

b. Distributif kiri, 

𝑎̅ ⋅ (𝑏̅ + 𝑐̅) = (𝑎 +  5𝑘1) ⋅ [(𝑏 + 5𝑘2) ⋅ (𝑐 + 5𝑘3)] 

= (𝑎 +  5𝑘1) ⋅ [(𝑏 + 𝑐) + 5(𝑘2 + 𝑘3)] 
= [𝑎(𝑏 + 𝑐) + 5𝑎(𝑘2 + 𝑘3) + 5(𝑏 + 𝑐)𝑘1+ 

25𝑘1(𝑘2 + 𝑘3)] 
= [𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 + 5𝑎𝑘2 + 5𝑎𝑘3 + 5𝑏𝑘1 + 

5𝑐𝑘1 + 25𝑘1𝑘2 + 25𝑘1𝑘3] 
= [( 𝑎𝑏 + 5𝑎𝑘2 + 5𝑏𝑘1 + 25𝑘1𝑘2) + 

   (𝑎𝑐 + 5𝑎𝑘3 + 5𝑐𝑘1 + 25𝑘1𝑘3)] 
= [(𝑎 + 5𝑘1)(𝑏 + 5𝑘2) + (𝑎 + 5𝑘1) 

 (𝑐 + 5𝑘3)] 
= (𝑎̅ ⋅ 𝑏̅) + (𝑎̅ ⋅ 𝑐̅). 

Jadi,    untuk    setiap    𝑎̅, 𝑏̅, 𝑐̅ ∈ ℤ5    berlaku     𝑎̅ ⋅ (𝑏̅ + 𝑐̅) =

𝑎̅ ⋅ 𝑏̅ + 𝑎̅ ⋅ 𝑐̅. 
Aksioma i, ii, dan iii terpenuhi sehingga menurut Definisi 2.3.1 

terbukti bahwa  (ℤ5, +,⋅) adalah ring. 

 

Contoh 2.3.3 

Diberikan himpunan 𝑀2(ℤ4) = {(
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

) | 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℤ4}. Akan 

ditunjukkan bahwa 𝑀2(ℤ4) adalah ring. 

Bukti. 

Ambil 𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ 𝑀2(ℤ4) dengan 𝐴 = (
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

), 𝐵 = (
𝑒 𝑓
𝑔 ℎ

),             

𝐶 = (
𝑖 𝑗
𝑘 𝑙

) dimana 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓, 𝑔, ℎ, 𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑙 ∈ ℤ4. 
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i. (𝑀2(ℤ4), +) merupakan grup komutatif. 

a. Tertutup. 

𝐴 + 𝐵 = (
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

) + (
𝑒 𝑓
𝑔 ℎ

) = (
𝑎 + 𝑒 𝑏 + 𝑓
𝑐 + 𝑔 𝑑 + ℎ

). 

Karena 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓, 𝑔, ℎ, 𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑙 ∈ ℤ4 sehingga 𝑎 + 𝑒, 𝑏 + 𝑓,  
𝑐 + 𝑔, 𝑑 + ℎ ∈ ℤ4. Jadi, untuk setiap 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑀2(ℤ4) berlaku 

𝐴 + 𝐵 ∈ 𝑀2(ℤ4). 
b. Asosiatif. 

(𝐴 + 𝐵) + 𝐶 = [(
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

) + (
𝑒 𝑓
𝑔 ℎ

)] + (
𝑖 𝑗
𝑘 𝑙

) 

= [(
𝑎 + 𝑒 𝑏 + 𝑓
𝑐 + 𝑔 𝑑 + ℎ

)] + (
𝑖 𝑗
𝑘 𝑙

) 

= [(
(𝑎 + 𝑒) + 𝑖 (𝑏 + 𝑓) + 𝑗

(𝑐 + 𝑔) + 𝑘 (𝑑 + ℎ) + 𝑙
)] 

Karena 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓, 𝑔, ℎ, 𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑙 ∈ ℤ4 dimana operasi 

penjumlahan pada ℤ4 berlaku hukum asosiatif, maka 

= [(
𝑎 + (𝑒 + 𝑖) 𝑏 + (𝑓 + 𝑗)

𝑐 + (𝑔 + 𝑘) 𝑑 + (ℎ + 𝑙)
)] 

= (
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

) + [(
𝑒 + 𝑖 𝑓 + 𝑗
𝑔 + 𝑘 ℎ + 𝑙

)] 

= (
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

) + [(
𝑒 𝑓
𝑔 ℎ

) + (
𝑖 𝑗
𝑘 𝑙

)] 

= 𝐴 + (𝐵 + 𝐶). 
Jadi, untuk setiap 𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ 𝑀2(ℤ4) berlaku (𝐴 + 𝐵) + 𝐶 =
𝐴 + (𝐵 + 𝐶). 

c. Mempunyai elemen identitas, 

elemen identitas pada 𝑀2(ℤ4) adalah  

(0̅ 0̅
0̅ 0̅

) karena untuk setiap 𝐴 ∈ 𝑀2(ℤ4) berlaku  

(0̅ 0̅
0̅ 0̅

) + 𝐴 = 𝐴 + (0̅ 0̅
0̅ 0̅

) = 𝐴. 

d. Setiap elemen mempunyai invers, 

invers dari 𝐴 adalah 𝐴−1 dimana 𝐴−1 = (
−𝑎 −𝑏
−𝑐 −𝑑

) karena 

untuk setiap 𝐴 ∈ 𝑀2(ℤ4) terdapat 𝐴−1 ∈ 𝑀2(ℤ4) sedemikian 

sehingga berlaku 𝐴−1 + 𝐴 = 𝐴 + 𝐴−1 = (0̅ 0̅
0̅ 0̅

). 
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e. Berlaku hukum komutatif 

𝐴 + 𝐵 =  (
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

) + (
𝑒 𝑓
𝑔 ℎ

) 

= (
𝑎 + 𝑒 𝑏 + 𝑓
𝑐 + 𝑔 𝑑 + ℎ

) 

= (
𝑒 + 𝑎 𝑓 + 𝑏
𝑔 + 𝑐 ℎ + 𝑑

) 

= (
𝑒 𝑓
𝑔 ℎ

) + (
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

) 

= 𝐵 + 𝐴. 

Jadi, untuk setiap 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑀2(ℤ4) berlaku 𝐴 + 𝐵 = 𝐵 + 𝐴.  

Aksioma-aksioma pada grup komutatif terpenuhi sehingga terbukti 

bahwa (𝑀2(ℤ4), +) merupakan grup komutatif. 

ii. (𝑀2(ℤ4),⋅) merupakan semigrup. 

a. Tertutup, 

𝐴𝐵 =  (
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

) (
𝑒 𝑓
𝑔 ℎ

) 

= (
𝑎𝑒 + 𝑏𝑔 𝑎𝑓 + 𝑏ℎ
𝑐𝑒 + 𝑑𝑔 𝑐𝑓 + 𝑑ℎ

). 

Karena   𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓, 𝑔, ℎ, 𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑙 ∈ ℤ4   sehingga   𝑎𝑒 + 𝑏𝑔, 
 𝑎𝑓 + 𝑏ℎ, 𝑐𝑒 + 𝑑𝑔, 𝑐𝑓 + 𝑑ℎ ∈ ℤ4. Jadi, untuk setiap              

𝐴, 𝐵 ∈ 𝑀2(ℤ4) berlaku 𝐴𝐵 ∈ 𝑀2(ℤ4). 
b. Asosiatif, 

(𝐴𝐵)𝐶 = [(
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

) (
𝑒 𝑓
𝑔 ℎ

)] (
𝑖 𝑗
𝑘 𝑙

) 

  = [(
𝑎𝑒 + 𝑏𝑔 𝑎𝑓 + 𝑏ℎ
𝑐𝑒 + 𝑑𝑔 𝑐𝑓 + 𝑑ℎ

)] (
𝑖 𝑗
𝑘 𝑙

) 

  = [
(𝑎𝑒 + 𝑏𝑔)𝑖 + (𝑎𝑓 + 𝑏ℎ)𝑘 (𝑎𝑒 + 𝑏𝑔)𝑗 + (𝑎𝑓 + 𝑏ℎ)𝑙

(𝑐𝑒 + 𝑑𝑔)𝑖 + (𝑐𝑓 + 𝑑ℎ)𝑘 (𝑐𝑒 + 𝑑𝑔)𝑗 + (𝑐𝑓 + 𝑑ℎ)𝑙
] 

  = [
𝑎𝑒𝑖 + 𝑏𝑔𝑖 + 𝑎𝑓𝑘 + 𝑏ℎ𝑘 𝑎𝑒𝑗 + 𝑏𝑔𝑗 + 𝑎𝑓𝑙 + 𝑏ℎ𝑙
𝑐𝑒𝑖 + 𝑑𝑔𝑖 + 𝑐𝑓𝑘 + 𝑑ℎ𝑘 𝑐𝑒𝑗 + 𝑑𝑔𝑗 + 𝑐𝑓𝑙 + 𝑑ℎ𝑙

] 

= (
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

) [(
𝑒𝑖 + 𝑓𝑘 𝑒𝑗 + 𝑓𝑙
𝑔𝑖 + ℎ𝑘 𝑔𝑗 + ℎ𝑙

)] 

= (
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

) [(
𝑒 𝑓
𝑔 ℎ

) ⋅ (
𝑖 𝑗
𝑘 𝑙

)] 

= 𝐴(𝐵𝐶). 
Jadi, untuk setiap 𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ 𝑀2(ℤ4) berlaku (𝐴𝐵)𝐶 = 𝐴(𝐵𝐶). 
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iii.  Berlaku hukum distributif. 

a. Distributif kanan 

(𝐴 + 𝐵) ⋅ 𝐶 = [(
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

) + (
𝑒 𝑓
𝑔 ℎ

)] ⋅ (
𝑖 𝑗
𝑘 𝑙

) 

= [(
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

) ⋅ (
𝑖 𝑗
𝑘 𝑙

) + (
𝑒 𝑓
𝑔 ℎ

) ⋅ (
𝑖 𝑗
𝑘 𝑙

)] 

= (𝐴 ⋅ 𝐶) + (𝐴 ⋅ 𝐵) 

Jadi,    untuk    setiap   𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ 𝑀2(ℤ4)   berlaku   (𝐴 + 𝐵) ⋅
𝐶 = (𝐴 ⋅ 𝐶) + (𝐴 ⋅ 𝐵). 

b. Distributif kiri 

𝐴 ⋅ (𝐵 + 𝐶) = (
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

) ⋅ [(
𝑒 𝑓
𝑔 ℎ

) + (
𝑖 𝑗
𝑘 𝑙

)] 

= [(
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

) ⋅ (
𝑒 𝑓
𝑔 ℎ

) + (
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

) ⋅ (
𝑖 𝑗
𝑘 𝑙

)] 

= (𝐴 ⋅ 𝐵) + (𝐴 ⋅ 𝐶). 

Jadi,    untuk    setiap   𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ 𝑀2(ℤ4)   berlaku  𝐴 ⋅ (𝐵 + 𝐶) =
(𝐴 ⋅ 𝐵) + (𝐴 ⋅ 𝐶) 

Jadi, aksioma i, ii dan iii terpenuhi sehingga terbukti bahwa 𝑀2(ℤ4) 

adalah ring. 

 

Definisi 2.3.3 (Subring) 

Misalkan 𝑅 adalah ring. 𝑅′ merupakan himpunan bagian dari 𝑅. 𝑅′ 
disebut subring dari 𝑅 jika terhadap operasi yang sama dengan 𝑅. 𝑅′ 
merupakan ring. 

 

Lemma 2.3.4 

𝑅′ disebut subring dari 𝑅 jika memenuhi: 

i. untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅′ berlaku  𝑎 − 𝑏 ∈ 𝑅′, 
ii. untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅′ berlaku 𝑎 ⋅ 𝑏 ∈ 𝑅′. 

Bukti. 

Diketahui 𝑅′ adalah subring dari 𝑅. Akan dibuktikan 𝑅′ berlaku i dan 

ii. Karena 𝑅′ subring, berarti 𝑅′ merupakan ring sehingga (𝑅′, +) 

adalah grup komutatif, (𝑅′,⋅) merupakan semigrup, dan berlaku 

hukum distributif. (𝑅′, +) adalah grup komutatif sehingga berlaku 

sifat tertutup, yaitu untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅′ berlaku 𝑎 + 𝑏 ∈ 𝑅′. Elemen 

pada 𝑅′ masing-masing mempunyai invers, yaitu untuk setiap 𝑎 ∈ 𝑅′ 
terdapat −𝑎 ∈ 𝑅′ sedemikian sehingga berlaku  𝑎 + (−𝑎) = (−𝑎) +
𝑎 = 𝑒. Maka diperoleh 
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𝑎 + 𝑏 ∈ 𝑅′ 
𝑎 + (−𝑏) ∈ 𝑅′ 

𝑎 − 𝑏 ∈ 𝑅′         
sehingga aksioma i dipenuhi. 
(𝑅′,⋅) merupakan semigrup sehingga berlaku sifat tertutup, yaitu 

untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅′ berlaku 𝑎 ⋅ 𝑏 ∈ 𝑅′ sehingga jelas aksioma ii 

dipenuhi. Jadi, terbukti bahwa 𝑅′ disebut subring jika memenuhi 

aksioma i dan ii. 

 

Contoh 2.3.5 

Diberikan ring 𝑀2(ℤ4) dan 𝐾 = {(0̅ 0̅
0̅ 0̅

) , (2̅ 2̅
2̅ 2̅

)} adalah himpunan 

bagian dari 𝑀2(ℤ4). Akan dibuktikan bahwa 𝐾 adalah subring dari 

𝑀2(ℤ4). 

Bukti. 

i. Untuk setiap 𝐴, 𝐵 ∈ 𝐾 berlaku 𝐴 − 𝐵 ∈ 𝐾. 

Tabel 2.4 Hasil dari 𝐴 − 𝐵 

− (0̅ 0̅
0̅ 0̅

) (2̅ 2̅
2̅ 2̅

) 

(0̅ 0̅
0̅ 0̅

) (0̅ 0̅
0̅ 0̅

) (2̅ 2̅
2̅ 2̅

) 

(2̅ 2̅
2̅ 2̅

) (2̅ 2̅
2̅ 2̅

) (0̅ 0̅
0̅ 0̅

) 

Jelas dilihat dari Tabel 2.4 bahwa untuk setiap 𝐴, 𝐵 ∈ 𝐾  berlaku      

𝐴 − 𝐵 ∈ 𝐾. 

ii. Untuk setiap 𝐴, 𝐵 ∈ 𝐾 berlaku 𝐴 ⋅ 𝐵 ∈ 𝐾. 

Tabel 2.5 Hasil dari 𝐴 ⋅ 𝐵 

⋅ (0̅ 0̅
0̅ 0̅

) (2̅ 2̅
2̅ 2̅

) 

(0̅ 0̅
0̅ 0̅

) (0̅ 0̅
0̅ 0̅

) (0̅ 0̅
0̅ 0̅

) 

(2̅ 2̅
2̅ 2̅

) (0̅ 0̅
0̅ 0̅

) (0̅ 0̅
0̅ 0̅

) 
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Jelas dilihat dari Tabel 2.5  bahwa untuk setiap 𝐴, 𝐵 ∈ 𝐾 berlaku   

𝐴 ⋅ 𝐵 ∈ 𝐾. 
Aksioma i dan ii terpenuhi sehingga menurut Lemma 2.3.4 terbukti 

bahwa 𝐾 merupakan subring dari 𝑀2(ℤ4) dan menurut Definisi 2.3.3 

terbukti bahwa 𝐾 adalah ring. 

 

Definisi 2.3.6 (Ring Berhingga) 

Misalkan 𝑅 adalah ring. Jika banyaknya elemen dari ring tersebut 

berhingga maka 𝑅 disebut ring berhingga. 

 

Contoh 2.3.7  

Berdasarkan Contoh 2.3.2 (ℤ5, +,⋅) adalah ring. Banyaknya elemen 

dalam ℤ5 adalah 5 sehingga ℤ5 merupakan ring berhingga. 

 

Definisi 2.3.8 (Ring Komutatif) 

Misalkan 𝑅 adalah ring. 𝑅 disebut ring komutatif jika untuk setiap 

𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 berlaku hukum komutatif pada operasi pergaandaan (⋅) yaitu 

𝑎 ⋅ 𝑏 = 𝑏 ⋅ 𝑎. 

 

Contoh 2.3.9 

Diberikan ring 𝐾 = {(0̅ 0̅
0̅ 0̅

) , (2̅ 2̅
2̅ 2̅

) | 0̅, 2̅ ∈ ℤ4}. Akan dibuktikan 

bahwa 𝐾 adalah ring komutatif. 

Bukti. 

Berdasarkan Tabel 2.5, untuk setiap 𝐴, 𝐵 ∈ 𝐾 berlaku hukum 

komutatif pada pergandaan, yaitu 𝐴 ⋅ 𝐵 = 𝐵 ⋅ 𝐴  sehingga terbukti 

bahwa 𝐾 adalah ring komutatif. 

 

Definisi 2.3.10 (Elemen Nilpoten) 

Elemen 𝑎 dalam ring 𝑅 dikatakan elemen nilpoten jika terdapat 

bilangan bulat positif 𝑛 sedemikian sehingga 𝑎𝑛 = 0. Himpunan dari 

semua elemen nilpoten dalam ring 𝑅 dinotasikan dengan 𝑁(𝑅). 

 

Contoh 2.3.11 

Diberikan ring (ℤ8, +,⋅). Tentukan 𝑁(ℤ8). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



18 

 

Bukti. 

Menurut Definisi 2.3.10 elemen nilpoten di ℤ8 adalah 

0̅ karena 0̅𝑛 = 0̅ dengan 𝑛 ∈ ℤ+ 

2̅ karena 2̅3 = 0̅ dengan 𝑛 = 3 ∈ ℤ+ 

4̅ karena 4̅2 = 0̅ dengan 𝑛 = 2 ∈ ℤ+ 

6̅ karena 6̅3 = 0̅ dengan 𝑛 = 3 ∈ ℤ+ 

Jadi, 𝑁(ℤ8) = {0̅, 2̅, 4̅, 6̅}. 

 

Contoh 2.3.12 

Diberikan ring 𝑅 = {(0̅ 0̅
0̅ 0̅

) , (2̅ 2̅
2̅ 2̅

) | 0̅, 2̅ ∈ ℤ4}. Akan ditentukan 

semua elemen nilpoten dari 𝑅 atau 𝑁(𝑅). 

Bukti. 

(0̅ 0̅
0̅ 0̅

) karena (0̅ 0̅
0̅ 0̅

)
𝑛

= (0̅ 0̅
0̅ 0̅

) dengan 𝑛 ∈ ℤ+ 

(2̅ 2̅
2̅ 2̅

) karena (2̅ 2̅
2̅ 2̅

)
2

= (0̅ 0̅
0̅ 0̅

) dengan 𝑛 = 2 ∈ ℤ+ 

Jadi, elemen (0̅ 0̅
0̅ 0̅

)  dan  (2̅ 2̅
2̅ 2̅

) adalah elemen nilpoten dari 𝑅 

sehingga 𝑁(𝑅) = {(0̅ 0̅
0̅ 0̅

) , (2̅ 2̅
2̅ 2̅

)}. 

 

Definisi 2.3.13 (Annihilat) 

Misalkan 𝑅 adalah ring dan 𝑎 ∈ 𝑅.  Elemen 𝑎 dikatakan annihilat 𝑅 

jika 𝑎𝑥 = 𝑥𝑎 = 0 untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑅. 

 

Contoh 2.3.14 

Diberikan ring 𝑅 = {(0̅ 0̅
0̅ 0̅

) , (2̅ 2̅
2̅ 2̅

) | 0̅, 2̅ ∈ ℤ4}. Akan dibuktikan 

bahwa elemen  (2̅ 2̅
2̅ 2̅

) annihilat 𝑅. 

Bukti. 

Elemen (2̅ 2̅
2̅ 2̅

) dikatakan annihilat 𝑅 jika berlaku (2̅ 2̅
2̅ 2̅

) 𝑋 =

𝑋 (2̅ 2̅
2̅ 2̅

) = (0̅ 0̅
0̅ 0̅

), untuk setiap 𝑋 ∈ 𝑅. 
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Tabel 2.6 Hasil dari 𝐴𝑋 dan 𝑋𝐴  

 

 

 

 

Karena elemen (2̅ 2̅
2̅ 2̅

) memenuhi (2̅ 2̅
2̅ 2̅

) 𝑋 = 𝑋 (2̅ 2̅
2̅ 2̅

) = 0 untuk 

setiap 𝑋 ∈ 𝑅 maka terbukti bahwa (2̅ 2̅
2̅ 2̅

) annihilat 𝑅. 

 

Definisi 2.3.15 (Karakteristik) 

Misalkan 𝑅 adalah ring. Jika terdapat bilangan bulat positif terkecil 𝑛 

sedemikian sehingga 𝑛𝑎 = 0 untuk setiap 𝑎 ∈ 𝑅, maka 𝑛 disebut 

karakteristik dari 𝑅. Jika 𝑛 tidak ditemukan, maka 𝑅 dikatakan 

mempunyai karakteristik 0. Karakteristik dari 𝑅 dinotasikan 𝑐ℎ𝑎𝑟(𝑅). 

 

Contoh 2.3.16 

Diberikan ring 𝑅 = {(0̅ 0̅
0̅ 0̅

) , (2̅ 2̅
2̅ 2̅

) | 0̅, 2̅ ∈ ℤ4}. Tentukan karak-

teristik dari 𝑅 atau 𝑐ℎ𝑎𝑟(𝑅). 

Bukti.  

Ambil sebarang 𝐴 ∈ 𝑅, menurut Definisi 2.3.16 diperoleh 

2𝐴 = (0̅ 0̅
0̅ 0̅

) karena 2 (0̅ 0̅
0̅ 0̅

) = (0̅ 0̅
0̅ 0̅

)  dan 2 (2̅ 2̅
2̅ 2̅

) = (0̅ 0̅
0̅ 0̅

) 

4𝐴 = (0̅ 0̅
0̅ 0̅

) karena 4 (0̅ 0̅
0̅ 0̅

) = (0̅ 0̅
0̅ 0̅

)  dan 4 (2̅ 2̅
2̅ 2̅

) = (0̅ 0̅
0̅ 0̅

) 

6𝐴 = (0̅ 0̅
0̅ 0̅

) karena 6 (0̅ 0̅
0̅ 0̅

) = (0̅ 0̅
0̅ 0̅

)  dan 6 (2̅ 2̅
2̅ 2̅

) = (0̅ 0̅
0̅ 0̅

), 

dan seterusnya. 

 

Jadi karakteritik dari 𝑅 atau 𝑐ℎ𝑎𝑟(𝑅) = 2 karena 2 adalah bilangan 

bulat positif terkecil sedemikian sehingga 2𝐴 = (0̅ 0̅
0̅ 0̅

) setiap 𝐴 ∈ 𝑅. 

 

 

𝐴 𝑋 𝐴𝑋 𝑋𝐴 

(2̅ 2̅
2̅ 2̅

) 

(0̅ 0̅
0̅ 0̅

) (0̅ 0̅
0̅ 0̅

) (0̅ 0̅
0̅ 0̅

) 

(2̅ 2̅
2̅ 2̅

) (0̅ 0̅
0̅ 0̅

) (0̅ 0̅
0̅ 0̅

) 
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BAB III 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

 

Pada bab ini akan dibahas definisi, contoh, proposisi dan bukti 

elemen nil dan ring kuadrat genap. 

3.1     Ring Kuadrat Genap  

Berikut dibahas definisi dan contoh yang berkaitan dengan ring 

kuadrat genap, berdasarkan Pandey (2017). 

 

Definisi 3.1.1 (Elemen Genap) 

Misalkan 𝑅 adalah ring dan 𝑎 ∈ 𝑅. Elemen 𝑎 disebut elemen genap 

jika terdapat 𝑏 ∈ 𝑅 sedemikian sehingga 𝑎 = 2𝑏 dengan 2𝑏 = 𝑏 + 𝑏. 

Contoh 3.1.2 

Diberikan himpunan bilangan  riil, ℝ. Akan dibuktikan bahwa elemen-

elemen di ℝ adalah elemen genap. 

Bukti. 

Ambil sebarang 𝑎 ∈ ℝ. Akan dibuktikan untuk 𝑎 ∈ ℝ terdapat 𝑏 ∈ ℝ 

sedemikian sehingga  𝑎 = 2𝑏. Elemen 𝑎 dapat ditulis 

𝑎 = 2 ⋅
𝑎

2
 

Misalkan  
𝑎

2
= 𝑏 sehingga untuk 𝑎 ∈ ℝ terdapat 𝑏 =

𝑎

2
∈ ℝ 

sedemikian sehingga  𝑎 adalah elemen genap, yaitu 𝑎 = 2𝑏. Jadi, 

terbukti bahwa elemen-elemen di ℝ adalah elemen genap. 

 

Definisi 3.1.3 (Ring Genap) 

Misalkan 𝑅 adalah ring. 𝑅 disebut ring genap jika setiap elemen dalam 

𝑅 adalah elemen genap. 

Contoh 3.1.4 

Diberikan himpunan bilangan riil, ℝ. Akan dibuktikan bahwa ℝ 

adalah ring genap. 

Bukti. 

Berdasarkan Contoh 3.1.2 setiap elemen di ℝ adalah elemen genap, 

sehingga terbukti bahwa ℝ adalah ring genap. 
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Definisi 3.1.5 (Elemen Kuadrat Genap) 

Misalkan 𝑅 adalah ring dan 𝑎 ∈ 𝑅. Elemen 𝑎 disebut elemen kuadrat 

genap jika terdapat 𝑏 ∈ 𝑅 sedemikian sehingga 𝑎2 = 2𝑏. 

 

Contoh 3.1.6 

Diberikan ring 𝑅 = {(0̅ 0̅
0̅ 0̅

) , (2̅ 2̅
2̅ 2̅

) | 0̅, 2̅ ∈ ℤ4}. Akan dibuktikan 

elemen-elemen di 𝑅 adalah elemen kuadrat genap. 

Bukti. 

Akan dibuktikan untuk setiap 𝐴 ∈ 𝑅 terdapat 𝐵 ∈ 𝑅 sedemikian 

sehingga 𝐴2 = 2𝐵. 

Tabel 3.1 Hasil dari 𝐴2 = 2𝐵 

𝐴 𝐴2 𝐵 𝐴2 = 2𝐵 

(0̅ 0̅
0̅ 0̅

) (0̅ 0̅
0̅ 0̅

) (0̅ 0̅
0̅ 0̅

) (0̅ 0̅
0̅ 0̅

) = 2 ⋅ (0̅ 0̅
0̅ 0̅

) 

(2̅ 2̅
2̅ 2̅

) (0̅ 0̅
0̅ 0̅

) (0̅ 0̅
0̅ 0̅

) (0̅ 0̅
0̅ 0̅

) = 2 ⋅ (0̅ 0̅
0̅ 0̅

) 

Jadi, terbukti bahwa elemen-elemen di 𝑅 adalah elemen kuadrat 

genap. 

 

Definisi  3.1.7 (Ring Kuadrat Genap) 

Misalkan 𝑅 adalah ring. 𝑅 dikatakan ring kuadrat genap jika setiap 

elemen dalam 𝑅 adalah elemen kuadrat genap. 

 

Contoh 3.1.8 

Diberikan ring 𝑅 = {(0̅ 0̅
0̅ 0̅

) , (2̅ 2̅
2̅ 2̅

) | 0̅, 2̅ ∈ ℤ4}. Akan dibuktikan 

bahwa 𝑅 adalah ring kuadrat genap. 

Bukti: 

Berdasarkan Contoh 3.1.6 setiap elemen di 𝑅 adalah elemen kuadrat 

genap, sehingga terbukti bahwa 𝑅 adalah ring kuadrat genap.  
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Contoh 3.1.9 

Diberikan ring 𝑋 = {
(0̅ 0̅

0̅ 0̅
) , (0̅ 2̅

2̅ 0̅
) , (2̅ 0̅

0̅ 2̅
) , (2̅ 2̅

2̅ 2̅
) ,

(1̅ 1̅
3̅ 1̅

) , (1̅ 3̅
1̅ 1̅

) , (3̅ 1̅
3̅ 3̅

) , (3̅ 3̅
1̅ 3̅

)
} dan      

𝑋 ⊆ 𝑀2(ℤ4). Akan dibuktikan bahwa 𝑋 bukan ring kuadrat genap. 

Bukti. 

Tabel 3.2 Hasil dari 𝐴2 = 2𝐵 

Berdasarkan Tabel 3.2, untuk suatu 𝐴 ∈ 𝑋 terdapat  
𝐵 = (0̅ 1̅

1̅ 0̅
) ∉ 𝑋 yang memenuhi 𝐴2 = 2𝐵 sehingga 𝑋 bukan ring 

kuadrat genap.  

 

Definisi  3.1.10 (Ring Kuadrat Genap Komutatif) 

Misalkan 𝑅 adalah ring kuadrat genap. 𝑅 dikatakan ring kuadrat genap 

komutatif jika jika berlaku hukum komutatif pada operasi  pergandaan 
(⋅) yaitu 𝑎 ⋅ 𝑏 = 𝑏 ⋅ 𝑎.  

𝐴 𝐴2 𝐵 𝐴2 = 2𝐵 

(0̅ 0̅
0̅ 0̅

) (0̅ 0̅
0̅ 0̅

) (0̅ 0̅
0̅ 0̅

) (0̅ 0̅
0̅ 0̅

) = 2 ⋅ (0̅ 0̅
0̅ 0̅

) 

(2̅ 0̅
0̅ 2̅

) (0̅ 0̅
0̅ 0̅

) (0̅ 0̅
0̅ 0̅

) (0̅ 0̅
0̅ 0̅

) = 2 ⋅ (0̅ 0̅
0̅ 0̅

) 

(0̅ 2̅
2̅ 0̅

) (0̅ 0̅
0̅ 0̅

) (0̅ 0̅
0̅ 0̅

) (0̅ 0̅
0̅ 0̅

) = 2 ⋅ (0̅ 0̅
0̅ 0̅

) 

(2̅ 2̅
2̅ 2̅

) (0̅ 0̅
0̅ 0̅

) (0̅ 0̅
0̅ 0̅

) (0̅ 0̅
0̅ 0̅

) = 2 ⋅ (0̅ 0̅
0̅ 0̅

) 

(1̅ 1̅
3̅ 1̅

) (0̅ 2̅
2̅ 0̅

) (0̅ 1̅
1̅ 0̅

) (0̅ 2̅
2̅ 0̅

) = 2 ⋅ (0̅ 1̅
1̅ 0̅

) 

(1̅ 3̅
1̅ 1̅

) (0̅ 2̅
2̅ 0̅

) (0̅ 1̅
1̅ 0̅

) (0̅ 2̅
2̅ 0̅

) = 2 ⋅ (0̅ 1̅
1̅ 0̅

) 

(3̅ 1̅
3̅ 3̅

) (0̅ 2̅
2̅ 0̅

) (0̅ 1̅
1̅ 0̅

) (0̅ 2̅
2̅ 0̅

) = 2 ⋅ (0̅ 1̅
1̅ 0̅

) 

(3̅ 3̅
1̅ 3̅

) (0̅ 2̅
2̅ 0̅

) (0̅ 1̅
1̅ 0̅

) (0̅ 2̅
2̅ 0̅

) = 2 ⋅ (0̅ 1̅
1̅ 0̅

) 
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Contoh 3.1.11 

Diberikan ring kuadrat genap 𝑅 = {(0̅ 0̅
0̅ 0̅

) , (2̅ 2̅
2̅ 2̅

) | 0̅, 2̅ ∈ ℤ4}. 

Akan dibuktikan bahwa 𝑅 adalah ring kuadrat genap komutatif. 

Bukti. 

Berdasarkan Tabel 2.5, untuk setiap 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑅 berlaku hukum 

komutatif pada pergandaan, yaitu 𝐴 ⋅ 𝐵 = 𝐵 ⋅ 𝐴 sehingga terbukti 

bahwa 𝑅 adalah ring kuadrat genap komutatif. 

 

Definisi  3.1.12 (Ring Kuadrat Genap Berhingga) 

Misalkan 𝑅 adalah ring kuadrat genap. 𝑅 dikatakan ring kuadrat genap 

berhingga jika banyaknya elemen di dalam 𝑅 berhingga. 

 

Contoh 3.1.13 

Diberikan ring kuadrat genap  𝑅 = {(0̅ 0̅
0̅ 0̅

) , (2̅ 2̅
2̅ 2̅

) | 0̅, 2̅ ∈ ℤ4}. 

Akan dibuktikan bahwa 𝑅 adalah ring kuadrat genap berhingga. 

Bukti: 

Banyaknya elemen dalam 𝑅 adalah 2 sehingga 𝑅 merupakan ring 

kuadrat genap berhingga.  

 

Definisi 3.1.14 (Ring Kuadrat Genap Komutatif Berhingga) 

Misalkan 𝑅 adalah ring kuadrat genap. 𝑅 dikatakan ring kuadrat genap 

komutatif berhingga jika 

i. Berlaku hukum komutatif pada operasi  pergandaan (⋅) yaitu   

𝑎 ⋅ 𝑏 = 𝑏 ⋅ 𝑎, dan 

ii. Banyak elemen dalam 𝑅 berhingga. 

 

Contoh 3.1.15 

Diberikan ring kuadrap genap 𝑅 = {(0̅ 0̅
0̅ 0̅

) , (2̅ 2̅
2̅ 2̅

) | 0̅, 2̅ ∈ ℤ4}. 

Akan dibuktikan bahwa 𝑅 adalah ring kuadrat genap komutatif 

berhingga. 

Bukti: 

Berdasarkan Contoh 3.1.11, 𝑅 adalah ring kuadrat genap komutatif 

dan berdasarkan Contoh 3.1.13, 𝑅 adalah ring kuadrat genap 

berhingga sehingga 𝑅 adalah ring kuadrat genap komutatif berhingga. 
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3.2   Elemen Nil  

        Berikut dibahas definisi, contoh,  proposisi dan bukti yang 

berkaitan dengan elemen nil dalam ring kuadrat genap berdasarkan 

(Pandey 2017). 

 

Definisi 3.2.1 (Elemen Nil) 

Misalkan 𝑅 adalah ring kuadrat genap dan 𝑎 ∈ 𝑅. Elemen 𝑎 disebut 

elemen nil jika 𝑎 + 𝑎 = 0 dan 𝑎 ⋅ 𝑎 = 0. Himpunan dari semua 

elemen nil dalam 𝑅 dinotasikan dengan 𝒩(𝑅). 

 

Contoh 3.2.2  

Diberikan ring kuadrat genap 𝑅 = {(0̅ 0̅
0̅ 0̅

) , (2̅ 2̅
2̅ 2̅

) | 0̅, 2̅ ∈ ℤ4}. 

Tentukan elemen nil dalam 𝑅 ata 𝒩(𝑅). 

Bukti. 

Akan ditentukan 𝐴 ∈ 𝑅 yang memenuhi 𝐴 + 𝐴 = (0̅ 0̅
0̅ 0̅

) dan             

𝐴 ⋅ 𝐴 = (0̅ 0̅
0̅ 0̅

). 

Tabel 3.3 Hasil dari 𝐴 + 𝐴 dan 𝐴 ⋅ 𝐴 

𝐴 𝐴 + 𝐴 𝐴 ⋅ 𝐴 

(0̅ 0̅
0̅ 0̅

) (0̅ 0̅
0̅ 0̅

) (0̅ 0̅
0̅ 0̅

) 

(2̅ 2̅
2̅ 2̅

) (0̅ 0̅
0̅ 0̅

) (0̅ 0̅
0̅ 0̅

) 

Berdasarkan Tabel 3.3, elemen (0̅ 0̅
0̅ 0̅

) dan (2̅ 2̅
2̅ 2̅

) memenuhi         

𝐴 + 𝐴 = (0̅ 0̅
0̅ 0̅

) dan  𝐴 ⋅ 𝐴 = (0̅ 0̅
0̅ 0̅

) sehingga elemen nil dari 

𝑅 adalah 𝒩(𝑅) = {(0̅ 0̅
0̅ 0̅

) , (2̅ 2̅
2̅ 2̅

)}. Berdasarkan Contoh 2.3.12,  

𝑅 = 𝑁(𝑅) {(0̅ 0̅
0̅ 0̅

) , (2̅ 2̅
2̅ 2̅

)} adalah himpunan elemen nilpoten di 𝑅 

sehingga jika 𝒩(𝑅) = 𝑁(𝑅). 
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Contoh 3.2.3 

Diberikan ring kuadrat genap 𝐾 = {0̅, 2̅, 4̅, 6̅}. Tentukan 𝒩(𝐾). 

Bukti.  

Berdasarkan Contoh 2.3.11 𝐾 adalah himpunan elemen nilpoten di ℤ8. 

Akan dibuktikan 𝐾 adalah ring kuadrat genap, yaitu untuk setiap 

elemen dalam 𝐾 merupakan elemen genap. 

Tabel 3.4 Hasil dari 𝑎2 = 2𝑏 

𝑎 𝑎2 𝑏 𝑎2 = 2𝑏 

0̅ 0̅ 0̅ 0̅ = 2 ⋅ 0̅ 

2̅ 4̅ 2̅ 4̅ = 2 ⋅ 2̅ 

4̅ 0̅ 0̅ 0̅ = 2 ⋅ 0̅ 

6̅ 4̅ 2̅ 4̅ = 2 ⋅ 2̅ 

Karena untuk setiap 𝑎 ∈ 𝐾 terdapat 𝑏 ∈ 𝐾 sedemikian sehingga     

𝑎2 = 2𝑏 maka 𝑎 ∈ 𝐾 adalah elemen kuadrat genap dan terbukti 

bahwa 𝐾 adalah ring kuadrat genap. 

Akan ditentukan 𝑎 ∈ 𝐾 yang memenuhi 𝑎 + 𝑎 = 0̅ dan  𝑎 ⋅ 𝑎 = 0̅. 

Tabel 3.5 Hasil dari 𝑎 + 𝑎 dan 𝑎 ⋅ 𝑎 

𝑎 𝑎 + 𝑎 𝑎 ⋅ 𝑎 

0̅ 0̅ 0̅ 

2̅ 4̅ 4̅ 

4̅ 0̅ 0̅ 

6̅ 4̅ 4̅ 

Berdasarkan Tabel 3.5, elemen 0̅ dan 4̅ memenuhi 𝑎 + 𝑎 = 0̅ dan                 

𝑎 ⋅ 𝑎 = 0̅ sehingga elemen nil pada 𝐾 adalah 𝒩(𝐾) = {0̅, 4̅}. 

Remark. Elemen nil merupakan elemen nilpoten tetapi elemen 

nilpoten belum tentu elemen nil. Elemen nilpoten yang bukan elemen 

nil disebut dengan elemen nilpoten non-nil.  
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Proposisi 3.2.4  

Jika 𝑎 dan 𝑏 adalah sebarang elemen nilpoten non-nil dari ring 

komutatif berhingga 𝑅 yang memuat elemen nil, maka 𝑎 + 𝑏 dan        

𝑎 ⋅ 𝑏 tidak perlu elemen nilpoten non-nil. 

Bukti. 

Ambil sebarang 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑁(𝑅) dengan 𝑎, 𝑏 ∉ 𝒩(𝑅). Karena            

𝑎, 𝑏 ∈ 𝑁(𝑅) berarti terdapat 𝑛, 𝑚 ∈ ℤ+ sedemikian sehingga 𝑎𝑛 = 0 

dan 𝑏𝑚 = 0.  

Akan dibuktikan 𝑎 + 𝑏, 𝑎 ⋅ 𝑏 ∈ 𝑁(𝑅). 

i. Untuk 𝑎 + 𝑏 akan dibuktikan 𝑎 + 𝑏 ∈ 𝑁(𝑅), yaitu terdapat       

𝑛, 𝑚 ∈ ℤ+ sedemikian sehingga (𝑎 + 𝑏)𝑛+𝑚 = 0.  

(𝑎 + 𝑏)𝑛+𝑚 = ∑ (
𝑛 + 𝑚

𝑘
) 𝑎𝑘𝑏𝑛+𝑚−𝑘

𝑛+𝑚

𝑘=0

 

 

= (
𝑛 + 𝑚

0
) 𝑎0𝑏𝑛+𝑚 + (

𝑗
1

) 𝑎1𝑏𝑛+𝑚−1 + 

… + (
𝑛 + 𝑚

𝑛 + 𝑚 − 1
) 𝑎𝑛+𝑚−1𝑏1 + 

(
𝑛 + 𝑚
𝑛 + 𝑚

) 𝑎𝑛+𝑚 𝑏0 

= (
𝑛 + 𝑚

0
) 𝑎0𝑏𝑛𝑏𝑚 + (

𝑗
1

) 𝑎1𝑏𝑛𝑏𝑚𝑏−1 + 

… + (
𝑛 + 𝑚

𝑛 + 𝑚 − 1
) 𝑎𝑛𝑎𝑚𝑎−1𝑏1 + 

(
𝑛 + 𝑚
𝑛 + 𝑚

) 𝑎𝑛𝑎𝑚𝑏0 

Karena 𝑎𝑛 = 0 dan 𝑏𝑚 = 0 sehingga 

= 0 + 0 + ⋯ + 0 + 0 
= 0 

sehingga (𝑎 + 𝑏)𝑛+𝑚 = 0. Jadi 𝑎 + 𝑏 ∈ 𝑁(𝑅). 

ii. Untuk 𝑎 ⋅ 𝑏 akan dibuktikan 𝑎 ⋅ 𝑏 ∈ 𝑁(𝑅), yaitu terdapat 

𝑛, 𝑚 ∈ ℤ+ sedemikian sehingga (𝑎 ⋅ 𝑏)𝑛+𝑚 = 0.  

Menurut Definisi 2.3.1, (𝑅,⋅) merupakan semigrup sehingga 

berlaku sifat tertutup. 

Misal 𝑎 ⋅ 𝑏 = 𝑑, lalu gandakan persamaan tersebut dengan 

pangkat 𝑛 + 𝑚 dimana 𝑛, 𝑚 ∈ ℤ+. 

𝑎 ⋅ 𝑏 = 𝑑 

(𝑎 ⋅ 𝑏)𝑛+𝑚 = 𝑑𝑛+𝑚 
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Karena 𝑅 komutatif maka  

𝑎𝑛+𝑚 ⋅ 𝑏𝑛+𝑚 = 𝑑𝑛+𝑚 

Karena 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑁(𝑅) maka 𝑎𝑛 = 0 dan 𝑏𝑚 = 0 sehingga 

diperoleh 

0 ⋅ 0 = 𝑑𝑛+𝑚 

(𝑎 ⋅ 𝑏)𝑛+𝑚 = 0 

sehingga untuk 𝑎 ⋅ 𝑏 terdapat 𝑛, 𝑚 ∈ ℤ+ sedemikian sehingga 

(𝑎 ⋅ 𝑏)𝑛+𝑚 = 0. Jadi 𝑎 ⋅ 𝑏 ∈ 𝑁(𝑅). 

Akan dibuktikan 𝑎 + 𝑏, 𝑎 ⋅ 𝑏 ∈ 𝒩(𝑅). 
i. Untuk 𝑎 + 𝑏 akan dibuktikan 𝑎 + 𝑏 ∈ 𝒩(𝑅), yaitu (𝑎 + 𝑏) +

(𝑎 + 𝑏) = 0 dan (𝑎 + 𝑏) ⋅ (𝑎 + 𝑏) = 0. (𝑎 + 𝑏) dapat ditulis 

(𝑎 + 𝑏)1. Karena 𝑎 + 𝑏 ∈ 𝑁(𝑅) sehingga untuk (𝑎 + 𝑏)1 

terdapat 1 ∈ ℤ+ sedemikian sehingga (𝑎 + 𝑏)1 = 0. 

Untuk (𝑎 + 𝑏) + (𝑎 + 𝑏) = 0, 

(𝑎 + 𝑏) + (𝑎 + 𝑏) = (𝑎 + 𝑏)1 + (𝑎 + 𝑏)1 

= 0 + 0 

= 0. 

Untuk (𝑎 + 𝑏) ⋅ (𝑎 + 𝑏) = 0, 

(𝑎 + 𝑏) ⋅ (𝑎 + 𝑏) = (𝑎 + 𝑏)1 ⋅ (𝑎 + 𝑏)1 

= 0 ⋅ 0 

= 0. 

Karena (𝑎 + 𝑏) + (𝑎 + 𝑏) = 0 dan (𝑎 + 𝑏) ⋅ (𝑎 + 𝑏) = 0 se-

hingga 𝑎 + 𝑏 ∈ 𝒩(𝑅). 

ii. Untuk 𝑎 ⋅ 𝑏 akan dibuktikan 𝑎 ⋅ 𝑏 ∈ 𝒩(𝑅), yaitu (𝑎 ⋅ 𝑏) +
(𝑎 ⋅ 𝑏) = 0    dan (𝑎 ⋅ 𝑏) ⋅ (𝑎 ⋅ 𝑏) = 0. (𝑎 ⋅ 𝑏) dapat ditulis 

(𝑎 ⋅ 𝑏)1. Karena 𝑎 ⋅ 𝑏 ∈ 𝑁(𝑅) sehingga untuk (𝑎 ⋅ 𝑏)1 terdapat 

1 ∈ ℤ+ sedemikian sehingga (𝑎 ⋅ 𝑏)1 = 0. 

Untuk (𝑎 ⋅ 𝑏) + (𝑎 ⋅ 𝑏) = 0.  

(𝑎 ⋅ 𝑏) + (𝑎 ⋅ 𝑏) = (𝑎 ⋅ 𝑏)1 + (𝑎 ⋅ 𝑏)1 

= 0 + 0 

= 0. 

Untuk (𝑎 ⋅ 𝑏) ⋅ (𝑎 ⋅ 𝑏) = 0 

(𝑎 ⋅ 𝑏) ⋅ (𝑎 ⋅ 𝑏) = (𝑎 ⋅ 𝑏)1 ⋅ (𝑎 ⋅ 𝑏)1 

= 0 ⋅ 0 

= 0. 

Karena (𝑎 ⋅ 𝑏) + (𝑎 ⋅ 𝑏) = 0  dan (𝑎 ⋅ 𝑏) ⋅ (𝑎 ⋅ 𝑏) = 0 

sehingga 𝑎 + 𝑏 ∈ 𝒩(𝑅). 
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Jadi, terbukti bahwa jika 𝑎 dan 𝑏 adalah sebarang elemen nilpoten 

non-nil dari ring komutatif berhingga 𝑅 yang memuat elemen nil, 

maka 𝑎 + 𝑏 dan 𝑎 ⋅ 𝑏 adalah elemen nil atau tidak perlu elemen 

nilpoten non-nil. 

 

Contoh 3.2.5 

Misalkan 𝑅 = {
(0̅ 0̅

0̅ 0̅
) , (0̅ 2̅

2̅ 0̅
) , (2̅ 0̅

0̅ 2̅
) , (2̅ 2̅

2̅ 2̅
) ,

(1̅ 1̅

3̅ 1̅
) , (1̅ 3̅

1̅ 1̅
) , (3̅ 1̅

3̅ 3̅
) , (3̅ 3̅

1̅ 3̅
)

} adalah ring 

komutatif dan  𝑅 ⊆ 𝑀2(ℤ4). 𝑅  memuat  elemen  nil,   yaitu                   

𝐴 = (0̅ 0̅
0̅ 0̅

) , 𝐵 = (0̅ 2̅
2̅ 0̅

) , 𝐶 = (2̅ 0̅
0̅ 2̅

)  dan 𝐷 = (2̅ 2̅
2̅ 2̅

). 𝑅  juga 

memuat  elemen  nilpoten  non-nil, yaitu  𝐸 = (1̅ 1̅
3̅ 1̅

) , 𝐹 = (1̅ 3̅
1̅ 1̅

), 

𝐺 = (3̅ 1̅
3̅ 3̅

), dan 𝐻 = (3̅ 3̅
1̅ 3̅

). Penjumlahan dan pergandaan dari 

sebarang dua elemen nilpoten non-nil dari 𝑅 adalah elemen nil. 

 

Proposisi 3.2.6 

Jika 𝑅 adalah ring kuadrat genap berhingga dengan karakteristik dua, 

maka setiap elemen di 𝑅 adalah elemen nil. 

Bukti. 

𝑅 karakteristik 2, yaitu 𝐶ℎ𝑎𝑟(𝑅) = 2 sedemikian sehingga 2𝑎 = 0. 
Jika 𝑎 adalah elemen genap dengan 𝑎 = 2𝑏 untuk suatu 𝑏 ∈ 𝑅, maka 

dengan menggandakan 𝑎 = 2𝑏 dengan 2 diperoleh 

2𝑎 = 2(2𝑏) 

  2𝑎 = 4𝑏. 

Diketahui 2𝑎 = 0 sehingga 

0 = 4𝑏 

 𝑏 = 0. 
Karena 𝑏 = 0 sehingga 𝑎 = 0, maka jelas 𝑎 ⋅ 𝑎 = 𝑎2 = 0. Elemen 𝑎 

memenuhi 𝑎 + 𝑎 = 0 dan 𝑎 ⋅ 𝑎 = 0 sedemikian sehingga terbukti 

bahwa 𝑎 adalah elemen nil. 

Jika 𝑎 bukan elemen genap, maka 𝑎 adalah elemen kuadrat genap, 

yaitu 𝑎2 = 2𝑐 untuk suatu 𝑐 ∈ 𝑅. Persamaan 𝑎2 = 2𝑐 digandakan 

dengan 2 sehingga diperoleh 
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2(𝑎2) = 2(2𝑐) 

2(𝑎2) = 4𝑐. 

Andaikan 𝑎2 ≠ 0 maka 2𝑐 ≠ 0. Akan dibuktikan secara kontraposisi, 

yaitu jika 2𝑐 = 0 maka 𝑎2 = 0. 

4𝑐 = 0 

2(2𝑐) = 0. 

Dapat dilihat bahwa 2𝑐 = 0 maka diperoleh 𝑎2 = 0 sedemikian 

sehingga 𝑎 adalah elemen nil. 
Jadi, terbukti bahwa jika 𝑅 adalah ring kuadrat genap berhingga 

dengan karakteristik dua, maka setiap elemen di 𝑅 adalah elemen nil. 

 

Contoh 3.2.7 

Diberikan ring kuadrat genap 𝑅 = {(0̅ 0̅
0̅ 0̅

) , (2̅ 2̅
2̅ 2̅

) | 0̅, 2̅ ∈ ℤ4}. 

Telah diketahui dari Contoh 2.3.17 bahwa karakteristik dari 𝑅 adalah 

2, yaitu 𝐶ℎ𝑎𝑟(𝑅) = 2 dan dari Contoh 3.2.2 telah diketahui pula 

bahwa 𝒩(𝑅) = {(0̅ 0̅
0̅ 0̅

) , (2̅ 2̅
2̅ 2̅

)} sehingga elemen dalam 𝑅 adalah 

elemen nil atau 𝑅 = 𝒩(𝑅). 

 

Contoh 3.2.8 

Diberikan ring kuadrat genap 𝐾 = {0̅, 2̅, 4̅, 6̅} dimana berdasarkan 

Contoh 2.3.11 𝐾 adalah himpunan elemen nilpoten di ℤ8. 

Karakteristik dari 𝐾 adalah 4 atau 𝐶ℎ𝑎𝑟(𝐾) = 4, karena untuk setiap 

𝑎 ∈ 𝐾 terdapat bilangan bulat positif terkecil 𝑛 = 4 sedemikian 

sehingga 4𝑎 = 0̅. Berdasarkan Contoh 3.2.3 elemen nil di 𝐾 adalah 

𝒩(𝐾) = {0̅, 4̅} sehingga 𝐾 ≠ 𝒩(𝐾). 

 

Proposisi 3.2.9 

Misalkan 𝑅 adalah ring kuadrat genap komutatif berhingga dengan 

order genap. Jika order dari 𝑅 dan karakteristik dari 𝑅 adalah sama, 

maka 𝑅 memuat elemen nil tak nol tunggal. 

Bukti. 

Misalkan order dan karakteristik dari 𝑅  ring kuadrat genap adalah 

sama. Jelas bahwa 𝑅 terhadap penjumlahan adalah grup siklik, yaitu 

𝐺 = 〈𝑎〉 = {𝑛𝑎 | 𝑛 ∈ ℤ} dan terdapat elemen tak nol tunggal 𝑎 ∈ 𝑅 

sedemikian sehingga 𝑎 + 𝑎 = 0.  Ini berarti 2𝑎 = 0.   
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Jika 𝑎 adalah elemen genap dengan 𝑎 = 2𝑏 untuk suatu 𝑏 ∈ 𝑅, maka 

𝑎2 = 0. Jadi, 𝑎 adalah elemen nil. Karena 𝑎 adalah satu-satunya 

elemen dan 𝑎 ≠ 0 sehingga 𝑎 adalah elemen nil tak nol tunggal.  

Jika 𝑎 bukan elemen genap, maka 𝑎 adalah elemen kuadrat genap, 

yaitu 𝑎2 = 2𝑐 untuk suatu 𝑐 ∈ 𝑅. Persamaan 𝑎2 = 2𝑐 digandakan 

dengan 2 sehingga diperoleh 

2𝑎2 = 2(2𝑐) 

2𝑎2 = 4𝑐. 

Andaikan 𝑎2 ≠ 0 maka 2𝑐 ≠ 0. Akan dibuktikan secara kontraposisi, 

yaitu jika 2𝑐 = 0 maka 𝑎2 = 0. 

4𝑐 = 0 

2(2𝑐) = 0. 

Dapat dilihat bahwa 2𝑐 = 0 sehingga 𝑎2 = 0 sedemikian sehingga 

terbukti bahwa 𝑎 adalah elemen nil. Karena 𝑎 adalah satu-satunya 

elemen dan 𝑎 ≠ 0 sehingga 𝑎 adalah elemen nil tak nol tunggal. 

Jadi, terbukti bahwa jika order dari ring kuadrat genap komutatif 

berhingga 𝑅 dan karakteristik dari 𝑅 sama, maka 𝑅 memuat elemen 

nil tak nol tunggal. 

 

Contoh 3.2.10 

Diberikan ring kuadrat genap 𝑅 = {(0̅ 0̅
0̅ 0̅

) , (2̅ 2̅
2̅ 2̅

) | 0̅, 2̅ ∈ ℤ4}. 

Telah diketahui dari Contoh 2.3.16 bahwa karakteristik dari 𝑅 adalah 

2, yaitu 𝐶ℎ𝑎𝑟(𝑅) = 2 dan banyaknya elemen di 𝑅 adalah 2 sehingga 

order dan karakteristikya sama. Telah diketahui dari Contoh 3.2.2 

𝒩(𝑅) = {(0̅ 0̅
0̅ 0̅

) , (2̅ 2̅
2̅ 2̅

)} dan (2̅ 2̅
2̅ 2̅

) adalah elemen nil tak nol 

tunggal. 

 

Contoh 3.2.11 

Diberikan ring kuadrat genap 𝐾 = {0̅, 2̅, 4̅, 6̅} dimana 𝐾 adalah 

himpunan elemen nilpoten di ℤ8. Banyaknya elemen atau order dalam 

ring 𝐾 adalah 4. Karakteristik dari 𝑁(𝐾) adalah 4 atau 𝐶ℎ𝑎𝑟(𝐾) = 4, 

karena untuk setiap 𝑎 ∈ 𝐾 terdapat bilangan bulat positif terkecil     

𝑛 = 4 sedemikian sehingga 4𝑎 = 0̅. Jadi, order dari 𝐾 dan 

karakteristik dari 𝐾  adalah sama, yaitu 4. Berdasarkan Contoh 3.2.3 
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elemen nil di 𝐾 adalah 𝒩(𝐾) = {0̅, 4̅}  sehingga 𝐾 memuat elemen 

nil tak nol tunggal, yaitu 4̅. 

3.3   Hubungan Antara Elemen Nil dan Ring Kuadrat Genap  

        Berikut dibahas proposisi dan bukti yang berkaitan dengan 

elemen nil dan ring kuadrat genap. 

 

Proposisi 3.3.1 

Jika 𝑅 adalah ring kuadrat genap komutatif berhingga yang memuat 

elemen nil tak nol tunggal, maka elemen nilnya annihilat 𝑅. 

Bukti. 

𝑅 memuat elemen nil tak nol tunggal maka menurut Proposisi 3.2.8, 

order dan karakteristik dari ring kuadrat genap komutatif berhingga 𝑅 

adalah sama. Misalkan order dari 𝑅 adalah 𝑂(𝑅) = 𝑛 dan karakteristik 

dari 𝑅 adalah bilangan bulat positif terkecil 𝑛 sedemikian sehingga 

𝑛𝑎 = 0. Akan dibuktikan elemen nil pada 𝑅 annihilat 𝑅, yaitu berlaku 

𝑎𝑏 = 𝑏𝑎 = 0 untuk setiap 𝑏 ∈ 𝑅. Ambil 𝑎 ∈ 𝒩(𝑅) sehingga                

𝑎 + 𝑎 = 0 dan 𝑎 ⋅ 𝑎 = 0.  

i. Jika 𝑎 = 0 maka untuk setiap 𝑏 ∈ 𝑅 berlaku 𝑎 ⋅ 𝑏 = 𝑏 ⋅ 𝑎 = 0. 

ii. Jika 𝑎 ≠ 0 dan 𝑏 = 0 maka 𝑎 ⋅ 𝑏 = 𝑎 ⋅ 𝑏 = 𝑏 ⋅ 𝑎 = 0.  

iii. Jika 𝑎 ≠ 0 dan 𝑏 ≠ 0 dan 𝑅 memuat elemen nil tak nol tunggal 

maka 𝑎 ⋅ 𝑏 = 0. Karena untuk 𝑎 ≠ 0, jika 𝑎 ∈ 𝒩(𝑅) maka            

𝑎 ∈ 𝑁(𝑅)    berarti terdapat bilangan bulat positif terkecil 𝑛 

sedemikian sehingga 𝑎𝑛 = 0. Karena 𝑛 > 1, maka berlaku      

𝑎 ⋅ 𝑎𝑛−1 = 0, dengan 𝑎𝑛−1 ≠ 0. Misal 𝑎𝑛−1 = 𝑏. Jadi, jika 

𝑎 ≠ 0 berlaku  𝑎 ⋅ 𝑏 = 𝑏 ⋅ 𝑎 = 0 dengan 𝑏 ≠ 0. 

  

Contoh 3.3.2 

Diberikan ring kuadrat genap komutatif berhingga                                     

𝑅 = {(0̅ 0̅
0̅ 0̅

) , (2̅ 2̅
2̅ 2̅

) | 0̅, 2̅ ∈ ℤ4}. Telah diketahui dari Contoh 

3.2.10 dan Contoh 2.3.15 bahwa elemen nil dari 𝑅 adalah                                        

𝒩(𝑅) = {(0̅ 0̅
0̅ 0̅

) , (2̅ 2̅
2̅ 2̅

)}   dan 𝑅 memuat elemen nil tunggal tak 

nol, yaitu (2̅ 2̅
2̅ 2̅

). Untuk 𝐴 ∈ 𝑅 berlaku 𝐴 ⋅ 𝐵 = 𝐵 ⋅ 𝐴 = 0 untuk 

setiap 𝐵 ∈ 𝑅 sehingga terbukti bahwa elemen dalam 𝑅 annihilat 𝑅 
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Contoh 3.3.3 

Diberikan ring kuadrat genap komutatif berhingga                                    

𝐾 =  {0,̅ 2,̅ 4,̅ 6̅} dimana 𝐾 adalah himpunan elemen nilpoten di ℤ8. 

Elemen nil di 𝐾 adalah 𝒩(𝐾) =  {0,̅ 4̅}. 𝒩(𝐾) memuat elemen nil tak 

nol  tunggal yaitu 4̅. 

Tabel 3.6 Hasil dari 𝑎𝑏 = 0 

 𝑏 ∈ 𝑁(𝐾) 

 ⋅ 0̅ 2̅ 4̅ 6̅ 

𝑎 ∈ 𝒩(𝐾) 
0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 

4̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 

Sehingga untuk setiap 𝑎 ∈  𝒩(𝐾) dengan 4̅ adalah elemen nil tak nol 

tunggal berlaku 𝑎 ⋅ 𝑏 = 0 untuk setiap 𝑏 ∈ 𝑁(𝐾). Karena 𝐾 komutatif 

sehingga 𝑎 ⋅ 𝑏 = 𝑏 ⋅ 𝑎 = 0. Jadi terbukti bahwa 𝒩(𝐾) =  {0,̅ 4̅} 

annihilat 𝑁(ℤ8). 

 

Proposisi 3.3.4 

Jika 𝑅 adalah ring kuadrat genap komutatif berhingga yang setiap 

elemennya adalah elemen genap maka setiap elemen nil dalam 

𝑅 annihilat 𝑅.  

Bukti. 

Misalkan order dari 𝑅 adalah 𝑂(𝑅) = 𝑛 dan 𝑅 adalah ring kuadrat 

genap komutatif. Akan dibuktikan elemen nil pada 𝑅 annihilat 𝑅, yaitu 

berlaku 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎 = 0 untuk setiap 𝑏 ∈ 𝑅. Ambil 𝑎 ∈ 𝒩(𝑅) maka     

𝑎 + 𝑎 = 0 dan 𝑎 ⋅ 𝑎 = 0 dengan 𝑎 adalah elemen genap, yaitu 𝑎 = 2𝑐 

untuk suatu 𝑐 ∈ 𝑅.  

i. Jika 𝑎 = 0 maka untuk setiap 𝑏 ∈ 𝑅 berlaku 𝑎 ⋅ 𝑏 = 𝑏 ⋅ 𝑎 = 0.  

ii. Jika 𝑎 ≠ 0 dan 𝑏 = 0 maka 𝑎 ⋅ 𝑏 = 𝑏 ⋅ 𝑎 = 0. 

iii. Jika 𝑎 ≠ 0 dan 𝑏 ≠ 0 dan setiap elemen di 𝑅 adalah elemen 

genap maka 𝑎 ⋅ 𝑏 = 0. Karena untuk 𝑎 ≠ 0, 𝑎 ∈ 𝒩(𝑅) maka            

𝑎 ∈ 𝑁(𝑅), berarti terdapat bilangan bulat positif terkecil 𝑛 

sedemikian sehingga 𝑎𝑛 = 0. Karena 𝑛 > 1 dan 𝑎 = 2𝑐 maka 

berlaku  (2𝑐) ⋅ (2𝑐)𝑛−1 = 0, dengan (2𝑐)𝑛−1 ≠ 0. Misal 

(2𝑐)𝑛−1 = 𝑏. Jadi, jika 𝑎 ≠ 0 berlaku 𝑎 ⋅ 𝑏 = 𝑏 ⋅ 𝑎 = 0 dengan 

𝑏 ≠ 0.  
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Contoh 3.3.5 

Diberikan ring kuadrat genap komutatif berhingga ℤ5 dimana ℤ5 juga 

merupakan ring genap karena elemen di ℤ5 adalah elemen genap. 

Tabel 3.7 Hasil dari 𝑎 = 2𝑏 dan 𝑎2 = 2𝑏 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Akan ditentukan elemen nil di ℤ5. 

Tabel 3.8 Hasil dari 𝑎 + 𝑎 dan 𝑎 ⋅ 𝑎 

𝑎 𝑎 + 𝑎 𝑎 ⋅ 𝑎 

0̅ 0̅ 0̅ 

1̅ 2̅ 1̅ 

2̅ 4̅ 4̅ 

3̅ 1̅ 4̅ 

4̅ 3̅ 1̅ 

Jadi 𝒩(ℤ5) = {0̅}. Jelas untuk 𝑎 ∈ 𝒩(ℤ5) berlaku 𝑎𝑥 = 𝑥𝑎 = 0 

untuk setiap 𝑥 ∈ ℤ5 sehingga terbukti bahwa 𝑎 ∈ 𝒩(ℤ5) annihilat ℤ5. 

  

 

 

 

 

𝑎 𝑏 𝑎 = 2𝑏 𝑎2 𝑏 𝑎2 = 2𝑏 

0̅ 0̅ 0̅ = 2 ⋅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ = 2 ⋅ 0̅ 

1̅ 3̅ 1̅ = 2 ⋅ 3̅ 1̅ 3̅ 1̅ = 2 ⋅ 3̅ 

2̅ 1̅ 2̅ = 2 ⋅ 1̅ 4̅ 2̅ 4̅ = 2 ⋅ 2̅ 

3̅ 4̅ 3̅ = 2 ⋅ 4̅ 4̅ 2̅ 4̅ = 2 ⋅ 2̅ 

4̅ 2̅ 4̅ = 2 ⋅ 2̅ 1̅ 3̅ 1̅ = 2 ⋅ 3̅ 
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BAB IV 

KESIMPULAN 

 

Berdasarkan hasil dan pembahasan dapat disimpulkan sebagai berikut. 

1. Jika 𝑅 adalah ring genap maka 𝑅 adalah ring kuadrat genap 

tetapi ring kuadrat genap tidak perlu ring genap. 

2. Setiap elemen dalam ring kuadrat genap 𝑅 adalah elemen nil 

jika 𝑅 mempunyai karakteristik dua. Kemudian, jika order dan 

karakteristik dari 𝑅 sama, maka 𝑅 memuat elemen nil tak nol 

tunggal.  

3. Jika ring kuadrat genap komutatif berhingga 𝑅 memuat 

elemen nil tak nol tunggal 𝑎, maka 𝑎 annihilat 𝑅. Selain itu, 

jika 𝑎 adalah elemen nil dalam ring kuadrat genap komutatif 

berhingga 𝑅 dimana setiap elemen dalam 𝑅 adalah elemen 

genap, maka 𝑎 annihilat 𝑅. 
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