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ELEMEN NIL DAN RING KUADRAT GENAP BERHINGGA

ABSTRAK

Pada skripsi ini dibahas tentang gagasan elemen nil dan ring kuadrat
genap. Ring kuadrat genap yang dinotasikan dengan R adalah
perkembangan dari konsep ring dimana suatu ring dikatakan ring
kuadrat genap jika elemennya adalah elemen kuadrat genap.
Sedangkan elemen nil adalah tipe khusus dari elemen nilpoten
dimana penjumlahan dan pergandaan dari elemennya adalah nol.
Jika order dan karakteristik dari R dengan order genap adalah sama,
maka R memuat elemen nil tak nol tunggal. Jika a adalah elemen nil
tak nol tunggal dari ring kuadrat genap komutatif berhingga, maka a
annihilat R. Selain itu, jika a adalah elemen nil dari ring kuadrat
genap komutatif berhingga R dimana setiap elemen di R adalah
elemen genap, maka a annihilat R.

Kata Kunci: ring, ring berhingga, elemen nilpoten, elemen nil,
elemen kuadrat genap, ring kuadrat genap.
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NIL ELEMENTS AND FINITE EVEN SQUARE RING

ABSTRACT

This minor thesis discussed about nil elements and even square ring.
Even square ring, denoted by R, is the development of the ring
concept which a ring said to be an even square ring if the element of
R is an even square element. While nil elements is a special type of
nilpotent element which addition and multiplication of its element
equal to zero. If the order and the characteristics of R with even order
are equal, then R contains a unique non-zero nil element. If a is a nil
element of a finite commutative even square ring which contained a
unique non-zero nil element, then a annihilate R. Moreover, if a is a
nil element of a finite commutative even square ring R which the
elements of R is an even element, then a annihilate R.

Keyword : ring, finite ring, nilpotent element, nil element, even
square element, even square ring.
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Aljabar adalah salah satu bidang ilmu matematika yang
berkembang pesat. Dalam aljabar terdapat beberapa cabang ilmu salah
satunya adalah aljabar abstrak. llmu yang dipelajari dalam aljabar
abstrak, yaitu struktur aljabar.

Struktur aljabar adalah himpunan tak kosong yang dilengkapi
dengan satu atau lebih operasi biner dan memenuhi beberapa aksioma.
Ada beberapa macam struktur aljabar, yaitu grup, ring, field, modul,
dan lain-lain. Dalam skripsi ini dibahas struktur aljabar yang berkaitan
dengan ring.

Ring adalah suatu himpunan tak kosong yang dilengkapi dua
operasi biner dan memenuhi aksioma grup komutatif pada operasi
penjumlahan, semigrup pada operasi pergandaan dan berlaku hukum
distributif. Suatu ring dikatakan komutatif apabila ring tersebut
memiliki sifat komutatif pada operasi pergandaan.

Dalam ring terdapat beberapa elemen khusus, salah satunya
adalah elemen nilpoten. Elemen a dalam ring R dikatakan nilpoten
jika terdapat bilangan bulat positif n sedemikian sehingga a™ = 0.

Konsep ring ini telah mengalami banyak perkembangan, salah
satunya adalah ring kuadrat genap. Suatu ring R dikatakan ring
kuadrat genap jika setiap elemen di R adalah elemen kuadrat genap.

Pandey (2017) membahas tentang ring kuadrat genap dalam
artikel yang berjudul Nil Elements and Even Square Ring. Dalam
artikel tersebut, Pandey memperkenalkan gagasan tentang elemen nil,
yaitu elemen nilpoten dengan syarat a + a = 0 dan a - a = 0. Dalam
skripsi ini akan diulas kembali mengenai ring kuadrat genap, elemen
nil dalam ring kuadrat genap serta hubungan antara elemen nil dan
ring kuadrat genap yang merujuk pada artikel tersebut.



1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang tersebut, berikut rumusan masalah
yang dibahas pada skripsi ini adalah
1. bagaimana sifat-sifat ring kuadrat genap,
2. bagaimana sifat-sifat elemen nil dari suatu ring kuadrat
genap, dan
3. bagaimana hubungan antara elemen nil dan ring kuadrat
genap.

1.3 Tujuan

Berdasarkan rumusan masalah yang telah dijelaskan
sebelumnya, tujuan penulisan skripsi ini adalah
1. membabhas sifat-sifat ring kuadrat genap,
2. membahas sifat-sifat elemen nil dari suatu ring kuadrat
genap, dan
3. membahas hubungan antara elemen nil dan ring kuadrat
genap.



BAB 11
DASAR TEORI

Pada bab Il ini diberikan definisi-definisi beserta contoh yang
digunakan sebagai dasar teori untuk menyelesaikan permasalahan
pada bab I11.

2.1 Pemetaan dan Operasi Biner

Hasil kali Kkartesius, relasi, pemetaan dan operasi biner
merupakan hal dasar untuk mempelajari struktur aljabar. Berikut
diberikan definisi-definisi yang dikutip dari Bhattacharya, dkk (1995).

Definisi 2.1.1 (Hasil Kali Kartesius)
Misalkan A dan B masing-masing adalah himpunan tak kosong. Hasil
kali kartesius antara himpunan A dan B adalah himpunan pasangan
terurut (a, b) yang dituliskan

AXx B ={(a,b)la € Adan b € B}.

Contoh 2.1.2
Diberikan himpunan A = Z, dan B = Z3. Maka hasil kali kartesius
A X B = {(6’ 6)’ (ﬁJ i)' (ﬁJ 2), (iﬁ 6)' (il I)' (il 2)}

Definisi 2.1.3 (Relasi)

Misalkan A dan B masing-masing adalah himpunan tak kosong.
R disebut relasi dari A ke B jika R adalah himpunan bagian dari A X B.
Jika (x,y) € R, maka dikatakan x berelasi R dengan y, ditulis xRy.

Contoh 2.1.4
Diberikan A = {1,3,6} dan B = {4,5}. Didefinisikan (x,y) € R
yaitu x < y. Maka
Ax B =1{(14),(1,5),(3,4),(3,5),(6,4),(6,5)}
R ={(1,4),(1,5),(3,4),(3,5)} < A xB.

Definisi 2.1.5 (Pemetaan)
Misalkan A dan B masing-masing adalah himpunan tak kosong. Relasi
f dari A ke B disebut pemetaan dari A ke B jika untuk setiap

3



elemen x di A terdapat tepat satu elemen y di B sedemikian sehingga
(x,y) € f atau f(x) = y.
Pemetaan f dari A ke B dapat dituliskan sebagai berikut
f:A-B
x = f(x)=y.

Contoh 2.1.6

Diberikan himpunan bilangan bulat Z dan relasi f dari Z ke Z dengan
f(x) = x3 untuk setiap x € Z. Akan dibuktikan bahwa f adalah suatu
pemetaan.

Bukti.

Ambil sebarang x;,x, € Z dengan x; = x, maka x5 = x5 sehingga
f(x1) = f(x,). Jelas bahwa untuk setiap x € Z terdapat tepat satu
f(x) € Z. Jadi terbukti bahwa f adalah suatu pemetaan.

Definisi 2.1.7 (Operasi Biner)
Misalkan S adalah himpunan tak kosong. Suatu operasi biner = yang
didefinisikan pada S adalah pemetaan dari S X S ke himpunan S. Jika
ditulis dalam notasi, maka
*xxSXS§S->S§
(a,b) »*(a,b) =a=xb.

Contoh 2.1.8
Diberikan himpunan bilangan bulat Z. Akan dibuktikan bahwa operasi
penjumlahan (4) adalah operasi biner pada Z.
Bukti.
Operasi penjumlahan (+) adalah suatu operasi biner pada Z yang
dinotasikan dengan

+:Z X1 > L

(a,b) » +(a,b) =a+b.

Jadi, untuk setiap (a, b) € Z x Z berlaku a + b € Z sehingga operasi
penjumlahan (+) adalah operasi biner pada Z.

Definisi 2.1.9 (Subset)

Misalkan A dan B masing-masing adalah himpunan. Jika setiap
elemen pada A adalah elemen B, maka A disebut subset B, dinotasikan
dengan A € B.

4



Contoh2110
setiap elemen pada himpunan A juga merupakan elemen pada
himpunan B.

22 Grup

Grup merupakan suatu struktur aljabar yang dilengkapi satu
operasi biner dan memenuhi aksioma-aksioma tertentu. Berikut
diberikan definisi dan contoh yang berkaitan dengan grup dikutip dari
Andari (2015).

Definisi 2.2.1 (Semigrup)
Misalkan P adalah himpunan tak kosong yang dilengkapi satu operasi
biner . (P,*) disebut semigrup jika memenuhi aksioma.
i. Tertutup,
untuk setiap a, b € P, sedemikian sehingga berlaku a « b = P.
ii. Asosiatif,
untuk setiap a,b,c € P, sedemikian sehingga berlaku
(axb)*c=ax(bx*c).

Contoh 2.2.2

Diberikan M, (N) = {(¢ Z) |a,b,c.d €N}, Akan dibuktikan
(M, (N), +) adalah semigrup.

Bukti.

Ambil A, B,C € My(N) dengan A:(? Z)'B:(; {l)

i 7\ . o
C = (k Jl) dimana a,b,c,d,e, f, g, h,i,j, k| € N.

i. Tertutup.
a b e f

A+B_(c d)+<g h)
ate b+ f
(c +g d+ h>'
Karenaa,b,c,d,e, f,g,h,i,j,k,l €N sehingga a+e, b+ f,
c+g, d+ heN. Jadi, untuk setiap A,B € M,(N) berlaku
A+ B € My(N).



Asosiatif.

L J
(A+B)+C = ( ) b( f )]+(k l)
_[fate + j
B (c+g d+h)]+(k l)
_[(la+e)+i ((b+1f)+)\]
B _((C+g)+k (d+h)+l)_
Karena a,b,c,d,e f,g,hi,j,k,l €N dimana operasi
penjumlahan pada N berlaku hukum asosiatif, maka

T a+(e+i) b+ (f+))H)]
(A+B)+C= _(c+(g+k) d+(h+l))_

SEPN R
- 9+l D+ )

= A+ (B+0).

Q

Q

Aksioma i dan ii terpenuhi sehingga menurut Definisi 2.2.1 terbukti
bahwa (M, (N), +) adalah semigrup.

Definisi 2.2.3 (Grup)
Misalkan G adalah himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan satu
opera5| biner *. (G,*) disebut grup jika memenuhi aksioma berikut.

Tertutup,

untuk setiap a, b € G, sedemikian sehingga berlaku a * b € G.
Asosiatif,

untuk setiap a,b,c € G, sedemikian sehingga berlaku
(a*b)*c=ax(bxc).

Mempunyai elemen identitas,

terdapat e € G, untuk setiap a € G, sedemikian sehingga
berlaku e xa =a xe = a.

iv. Setiap elemen mempunyai invers,
untuk setiap a € G, terdapat a~! € G, sedemikian sehingga
berlaku axa ' =a l*xa=e.
Contoh 2.2.4

Diberikan himpunan bilangan bulat modulo 5, Zs. Akan dibuktikan
bahwa (Zs, +) adalah grup.

6



Bukti.

Tabel 2.1 Operasi penjumlahan pada Zs

+

NI = O | Wl W
Wl N = O |

B WH N = O

B WH N = OO
Ol B WL N =] =
RO W NN

Ambil sebarang @, b, ¢ € Zs dengan @ = a + 5k;, b = b + 5Sk,,
¢ =c+ 5kydimanaa,b,c €Z.
i. Tertutup.
a+b=(a+5k)+ (b+5k,)
= (a+b) +5(ky + k).
Jadi, untuk setiap @, b € Zs berlaku @ + b € Zx.
ii. Asosiatif,
(@+b) +¢ = [(a+5ky) + (b + 5ky)] + (c + 5k3)
= [(a+ b) + 5kq + 5k,] + (c + 5k3)
= [((a + b) + ¢) + 5kq + 5k, + 5ks]
Karena a, b € Z dimana operasi penjumlahan pada Z berlaku
hukum asosiatif, maka
(@+b)+c=[(a+(b+c)) + 5ky + 5k, + 5ks]
= (a + 5ky) +[(b +c) + 5k, + 5k3]
= (a + 5kq) + [(b + 5k,) + (¢ + 5k3)]
=a+ (b+0).
Jadi, untuk setiap @,b,c € Zs berlaku (@+b)+c=a+
(b + ©).

iii.  Mempunyai elemen identitas,
elemen identitas pada Zs adalah 0 karena untuk setiap a € Zs
berlaku0+a=a+ 0 =a.

iv.  Setiap elemen mempunyai invers.
Invers dari 0 adalah 0, karena 0 + 0
Invers dari 1 adalah 4, karena 1 + 4
Invers dari 2 adalah 3, karena 2 + 3

Il
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Invers dari 3 adalah 2, karena 3 + 2 = 0.

Invers dari 4 adalah 1, karena4 + 1 = 0.
Aksioma i, ii, iii dan iv terpenuhi sehingga menurut Definisi 2.2.3
terbukti bahwa (Zs, +) adalah grup.

Definisi 2.2.5 (Grup Komutatif)

Misalkan (G,*) adalah grup. G dikatakan grup komutatif (grup
Abelian) jika berlaku hukum komutatif, yaitu untuk setiap a,b € G
berlakua* b = b * a.

Contoh 2.2.6
Diberikan himpunan bilangan bulat modulo 5, Zs. Akan dibuktikan
bahwa (Zs, +) adalah grup komutatif.
Bukti.
Berdasarkan Contoh 2.2.4 (Zg, +) adalah grup.
a+b = (a+5ky)+ (b+5ky)
= (a + b) + (5k; + 5k;)
=(a+b)+ 5k +ky)
Karena a,b € Z maka a + b = b + a sehingga diperoleh
=(b+a)+ 5k, + k)
= (b +a) + (5k, + 5k,
= (b + 5ky) + (a + 5kq)
=b+a.
Jadi, untuk setiap @, b € Zs pada operasi penjumlahan berlaku hukum
komutatif, yaitu @ +b = b + a sehingga menurut Definisi 2.2.5
terbukti bahwa (Zs, +) adalah grup komutatif.

Definisi 2.2.7 (Order Grup)
Misalkan G adalah grup. Order dari G yang dinotasikan dengan 0(G)
adalah banyaknya elemen dalam grup G.

Contoh 2.2.8
Berdasarkan Contoh 2.2.4, Z5 terhadap operasi penjumlahan adalah

grup. Banyaknya elemen dalam grup Zs = {0,1,2,3,4} adalah 5
yang dinotasikan O(Zs) = 5.



Definisi 2.2.9 (Order Elemen Grup)

Misalkan G adalah grup dan a € G. Order a atau O (a) adalah bilangan
bulat positif terkecil n sedemikian sehingga berlaku

1. a-a-a--a= a™ = e untuk operasi pergandaan, atau

2. a+a+ -+ a=na= e untuk operasi penjumlahan.

Jika tidak terdapat n, maka dapat dikatakan bahwa a mempunyai order
tak hingga.

Contoh 2.2.10

Diberikan (Zs, +) adalah grup dengan elemen identitasnya adalah 0.
Tentukan order dari masing-masing elemen.

Bukti.

Misalkan (Zs, +) adalah grup dan a € Zs, maka O (a) adalah bilangan
bulat positif terkecil n sedemikian sehingga berlaku na = 0.

0 (0) =1 karenal-0 = 0.

0 (1) =5 karena5-1 = 0.

0 (2) =5 karena5-2 =0.
0 (3) =5 karena5-3 =0.
0 (4) =5 karena5-4 = 0.

Definisi 2.2.11 (Grup Siklik)
Misalkan A himpunan bagian dari G, G adalah grup, a € G.
Jika G = (a) = {a"|n € Z} maka a disebut pembangun dari G, dan
grup G disebut grup siklik. Jadi grup siklik adalah grup yang dibangun
oleh satu elemen.
Ada 2 kemungkinan, yaitu:

1. jika operasinya pergandaan, maka G = {a"|n € Z},

2. jika operasinya penjumlahan, maka G = {na|n € Z}.

Contoh 2.2.12

Diberikan himpunan bilangan bulat modulo 5, Zs. Akan dibuktikan
bahwa Zs adalah grup siklik terhadap operasi penjumlahan .

Bukti.

Ambil a € Zg, akan dibuktikan a adalah pembangun dari Zs dan
Zs = {(a) = {na|n € Z} grup siklik.



Tabel 2.2 Hasil dari na

a 0 1 2 3 4
0:0=0|{0-1=0({0:-2=0|0-3=0|0-4=0
1-0=0(1-1=1|1-2=2|1-3=3|1-4=4%4
2:0=0(2-1=2|2-2=4|2-3=1|2-4=3

" 130-0|3-1=3|3.2=1|3.3=4|3.4=2
4.0=0|4-1=4]4-2=3|4-3=2]4-4=1

dan seterusnya berlaku untuk setiap n € Z

Dari Tabel 2.2 diperoleh Zs = (1) = (2) = (3) = (4).

2.3 Ring

Ring merupakan suatu struktur aljabar dengan dua operasi
biner, yaitu penjumlahan (4) dan pergandaan (-) dan memenuhi
aksioma-aksioma tertentu. Berikut ini akan diberikan beberapa
definisi dan contoh yang berkaitan dengan ring, berdasarkan Andari

(2014), Bhattacharya (1995) dan (Pandey, 2017).

Definisi 2.3.1 (Ring)

Misalkan R adalah himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan dua
operasi biner yaitu penjumlahan (+) dan pergandaan (-), ditulis
(R,+,"). (R,+,") disebut ring jika memenuhi aksioma-aksioma

berikut.

i. (R,+) merupakan grup komutatif.

ii.  (R,-) merupakan semigrup.
iii.  Berlaku hukum distributif.

Untuk setiap a, b, ¢ € R berlaku

a. distributif kanan (a +b) -c=(a-c) + (b ¢),
b. distributifkiri a-(b+c¢) =(a-b)+ (a-c).

Contoh 2.3.2

Diberikan himpunan bilangan bulat modulo 5, Zs. Akan dibuktikan

bahwa (Zs, +,-) adalah

10

ring.




Bukti :
Ambil sebarang a,b,c € Zs dengan a = a + 5k;, b = b + 5k,,
¢ =c+ 5kydimanaa,b,c €Z.
i. (Zs,+) merupakan grup komutatif.
Berdasarkan Contoh 2.2.6 (Zs, +) merupakan grup komutatif.
ii. (Zs,") merupakan semigrup.
Tabel 2.3 Operasi pergandaan pada Zs

QI =N OI N

=N WL ]| Ol W

N | = Wl Ol W

B WIH NI =IO -
Ol ol ol ol | Ol
B WL N = O =

a. Tertutup,
a-b=(a+5k)- (b+5k,)
= ab + 5ak, + 5bky + 25k k,
= ab + 5(ak, + bky + 5kqk;).
Jadi, untuk setiap @, b € Zs sedemikian sehingga berlaku
a-b € Zs.
b. Asosiatif,
(@-b)-c=1[(a+5ky) - (b+5ky)]- (c+5ks)
= [ab + 5ak, + 5bk, + 25kk;] - (¢ + 5k3)
= [abc + 5abk; + 5ack, + 25ak, ks +
Sbcky + 25bk ks + 25ckq 1k, + 125k 1k, k3]
[(a + 5ky) - (bc + 5bks + 5ck, + 25k, k3)]
(a+ 5kq) - [(b+ 5k3) - (c + 5k3)]
=a- (E —&
Jadi, untuk setiap a,b,c € Zs sedemikian sehingga berlaku
(@ b)-c=a-(b-0).
Aksioma a dan b terpenuhi sehingga menurut Definisi 2.2.1
terbukti bahwa (Z5,) merupakan semigrup.
iii. Berlaku hukum distributif.
a. Distributif kanan,
(@+b)-c=[(a+ 5k;)+ (b+5ky)]- (c + 5ks)
= [(a + b) + 5(ky + k)] - (¢ + 5k3)

11



= [(a +b)c +5(a + b)ks + 5¢c(ky + ky) +
25k3(ky + k)]
= [ac + bc + 5ak; + 5bk; + 5ckq, +
5cky + 25k ks + 25k k;]
= [(ac + 5akz + 5cky + 25k, k3) +
(bc + 5bks + 5¢cky + 25k ky)]
= [(a + 5ky)(c + 5k3) + (b + 5k;)
(c + 5k3)]
=(@-¢)+(b-0).
Jadi, untuk setiap @b,c€Zs berlaku (a+b)-c=
(@-¢)+(b-o.
b. Distributif Kiri,
a-(b+¢)=(a+ 5ky)-[(b+5ky) - (c+5ks)]
= (a+ 5ky) - [(b+¢) + 5k, + k3)]
= [a(b + c) + 5a(k, + k3) + 5(b + )kt
25k (k2 + k3)]
= [ab + ac + 5ak, + 5ak; + 5bk, +
S5cky + 25k k, + 25k ks]
= [(ab + 5ak, + 5bky + 25k ky) +
(ac + 5aks + 5ckq + 25k k3)]
= [(a + 5k, )(b + 5k,) + (a + 5k;)

(¢ + 5k3)]
=(a-b)+(a-c).
Jadi, untuk setiap ab,c €Zs berlaku a-(b+¢)=
a-b+a-c.
Aksioma i, ii, dan iii terpenuhi sehingga menurut Definisi 2.3.1

terbukti bahwa (Zs, +,-) adalah ring.

Contoh 2.3.3
Diberikan himpunan M,(Z,) = {(CCL Z) | a,b,c,d € 24}. Akan
ditunjukkan bahwa M, (Z,) adalah ring.

Bukti.
i _(a b _ (e f
Ambll. fl, B,C € My(Z,)dengan A = (C d)’ B= (g h)’
= : ] i . .
C_(k l)dlmanaa’b’c’dJleJgih;l;],k,lEZ4,

12



(M, (Z4),+) merupakan grup komutatif.
a. Tertutup.

a b e f at+e b+f
A+B=({ d)+(g h>_<c+g d+h>'
Karenaa,b,c,d,e, f,g,h,i,j,k,l € Zy sehinggaa + e, b + f,
c+g,d+ h€Z, Jadi, untuk setiap A, B € M,(Z,) berlaku
A+ B € My(Z,).

. Asosiatif.

L J
(A+B) +C = ( ) b( f )]+(k l)
_[fa+t+e + j
B (c+g d+h)]+(k l)
((a+e)+l (b+f)+j)'
[\(c+g9)+k (d+h)+1/]
Karena a,b,c,d,e, f,g,hi,jk,l€Z, dimana operasi
penjumlahan pada Z, berlaku hukum asosiatif, maka
_[fa+(e+i) b+ (f+N]
__<C+(g+k) d+(h+l))_

¢ DT xidl
j(? (Z)+[§§ 1)+ )

Jadi, untuk setiap A,B,C € M,(Z,) berlaku (A+B)+C =
A+ (B+0).

. Mempunyai elemen identitas,

elemen identitas pada M,(Zy) adalah
(g g) karena untuk setiap A € M,(Z,) berlaku
0 0

0 0) 0 9)-
= A=A — A.
(0 0 * * 0 0

. Setiap elemen mempunyai invers,

invers dari A adalah A~* dimana A™! = (:(Cl _Z

untuk setiap A € M,(Z,) terdapat A~1 € M,(Z,) sedemikian

sehinggaberlaku A2 + A=A + A1 (8 8)

) karena

13



e. Berlaku hukum komutatif

A+B= (‘C‘ Z)+(; {L)

_(a+e b+f
_<c+g d+h)
et+a f+b
g+c h+d)

e f a b
(g h) + (c d)
=B + A.

Jadi, untuk setiap A, B € M,(Z,) berlaku A + B = B + A.
Aksioma-aksioma pada grup komutatif terpenuhi sehingga terbukti
bahwa (M,(Z,), +) merupakan grup komutatif.

ii. (M,(Z,),") merupakan semigrup.

a. Tertutup,
__ s pyweBR
ase (c d) (g h)

_ (ae+bg af +bh

N (ce +dg cf + dh)'
Karena a,b,c,d,e, f,g,h,i,j, k1l €Z, sehingga ae+ bg,
af + bh,ce +dg,cf +dh €Z,. Jadi, untuk  setiap
A,B € M,(Z,) berlaku AB € M, (Z,).

b. Asosiatif,

(AB)C=_(Z Z)(g 2)](;( ]l)

_:<ae+bg af+bh)](i j)
[\ce+dg cf+dh/I\k 1

[(ae +bg)i + (af + bh)k (ae + bg)j + (af + bh)l

(ce+dg)i+ (cf +dh)k (ce +dg)j+ (cf + dh)l

_ [aei + bgi + afk + bhk aej + bgj + afl + bhl
[cei +dgi+ cfk +dhk cej+dgj+cfl+ dhl]

i+ fk ej+ fl
-(¢ )l if’;k eh
N b
- (Ccl d) [(g h) ' (llc ]l)]
= A(BC).
Jadi, untuk set(iap 1)4 B,C € M,(Z,) berlaku (AB)C = A(BC).
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ili. Berlaku hukum distributif.
a. Distributif kanan

a+my-c=[ D+ WG D)

_[fa b i j e f\. (i j
_[(c 2 G l)+<g h)'(k l)]
=(A-C)+ (A B)
Jadi, untuk setiap A,B,C € M,(Z,) berlaku (A+ B) -
C=(A-C)+(A-B).
b. Distributif Kiri

a-B+0 =8 Z)[(; {l>+(llc ]l)]

=[G - )+C DG )

=(A-B)+(A4-0).
Jadi, untuk setiap A,B,C € M,(Z,) berlaku A- (B + C) =
(A-B)+(A-0)

Jadi, aksioma i, ii dan iii terpenuhi sehingga terbukti bahwa M, (Z,)
adalah ring.

Definisi 2.3.3 (Subring)

Misalkan R adalah ring. R" merupakan himpunan bagian dari R. R’
disebut subring dari R jika terhadap operasi yang sama dengan R. R’
merupakan ring.

Lemma 2.3.4
R’ disebut subring dari R jika memenuhi:

i. untuksetiap a,b € R' berlaku a —b € R',

ii. untuksetiapa,b € R berlakua - b € R'.
Bukti.
Diketahui R’ adalah subring dari R. Akan dibuktikan R’ berlaku i dan
ii. Karena R’ subring, berarti R merupakan ring sehingga (R’,+)
adalah grup komutatif, (R’,-) merupakan semigrup, dan berlaku
hukum distributif. (R’,+) adalah grup komutatif sehingga berlaku
sifat tertutup, yaitu untuk setiap a, b € R berlaku a + b € R’. Elemen
pada R" masing-masing mempunyai invers, yaitu untuk setiap a € R’
terdapat —a € R’ sedemikian sehingga berlaku a + (—a) = (—a) +
a = e. Maka diperoleh
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a+beR
a+ (—=b)€ER

a—b€eR
sehingga aksioma i dipenuhi.
(R',-) merupakan semigrup sehingga berlaku sifat tertutup, yaitu
untuk setiap a,b € R' berlaku a - b € R’ sehingga jelas aksioma ii
dipenuhi. Jadi, terbukti bahwa R’ disebut subring jika memenuhi
aksioma i dan ii.

Contoh 2.3.5

Diberikan ring M, (Z,) dan K = {(g g) , (% %)} adalah himpunan
bagian dari M,(Z,). Akan dibuktikan bahwa K adalah subring dari
My (Zs).

Bukti.

i. Untuk setiap A, B € K berlaku A — B € K.
Tabel 2.4 Hasil dari A — B

- 1@y
0 0 2
0 0 0 2
(6 ) (6 6) (2 )
2 2 2 2 0 0
(? i) (2 ?) (6 6)
Jelas dilihat dari Tabel 2.4 bahwa untuk setiap A, B € K berlaku

A—BEK.
ii. Untuk setiap A,B € K berlaku A - B € K.

Tabel 2.5 Hasil dari A - B

Ol O
NI N | DN NI

/N
N—

/N

N /-~
NI NI | Ol O
NI NI | Ol O
N—— N—"
/| —~
IOl |l | Ol Ol
[=]Ne]]
N————
/N | —~
IOl | Il | NN
IO | Il | NI NI
N—— N————
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Jelas dilihat dari Tabel 2.5 bahwa untuk setiap A4, B € K berlaku
A-BE€EK.
Aksioma i dan ii terpenuhi sehingga menurut Lemma 2.3.4 terbukti
bahwa K merupakan subring dari M, (Z,) dan menurut Definisi 2.3.3
terbukti bahwa K adalah ring.

Definisi 2.3.6 (Ring Berhingga)
Misalkan R adalah ring. Jika banyaknya elemen dari ring tersebut
berhingga maka R disebut ring berhingga.

Contoh 2.3.7

Berdasarkan Contoh 2.3.2 (Zg, +,-) adalah ring. Banyaknya elemen
dalam Z; adalah 5 sehingga Zs merupakan ring berhingga.

Definisi 2.3.8 (Ring Komutatif)

Misalkan R adalah ring. R disebut ring komutatif jika untuk setiap
a, b € R berlaku hukum komutatif pada operasi pergaandaan (-) yaitu
a-b=>b-a.

Contoh 2.3.9

Diberikan ring K = {(9 9),(2 Z) 10,2 € 24}. Akan dibuktikan
0 0 2 2

bahwa K adalah ring komutatif.

Bukti.

Berdasarkan Tabel 2.5, untuk setiap A,B € K berlaku hukum
komutatif pada pergandaan, yaitu A-B = B - A sehingga terbukti
bahwa K adalah ring komutatif.

Definisi 2.3.10 (Elemen Nilpoten)

Elemen a dalam ring R dikatakan elemen nilpoten jika terdapat
bilangan bulat positif n sedemikian sehingga a™ = 0. Himpunan dari
semua elemen nilpoten dalam ring R dinotasikan dengan N(R).

Contoh 2.3.11
Diberikan ring (Zg, +,-). Tentukan N(Zg).
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Bukti.

Menurut Definisi 2.3.10 elemen nilpoten di Zg adalah
0 karena 0" = 0 dengann € Z*

2 karena 23 = 0 dengann =3 € Z*

4 karena 42 = 0 dengann = 2 € Z*

6 karena 63 = 0 dengann =3 € Z*

Jadi, N(Zg) = {0,2,4, 6}.

Contoh 2.3.12
Diberikan ring R = {(9 9),(% %) |0,2 € Z4}. Akan ditentukan

0 0/°\2
semua elemen nilpoten dari R atau N(R).

Bukti.

—n _
(9 0) karena( 9) =<9
00 0 0

@ g) karena (2 %)2 = (g

Jadi, elemen (9 O) dan (
0 0

sehingga N(R) = {(8 8)@

dengann € Z*

I NI Ol Ol

engann =2 € Z*

Sl ol ol

NN S~—rs ~—
~ o

NI NI

adalah elemen nilpoten dari R

NI NI

N——
\——?/V

Definisi 2.3.13 (Annihilat)
Misalkan R adalah ring dan a € R. Elemen a dikatakan annihilat R
jika ax = xa = 0 untuk setiap x € R.

Contoh 2.3.14

Diberikan ring R = {( ) )10.2¢€ 24}. Akan dibuktikan
2
2

NI NI

2

bahwa elemen (2 )annlhllatR

Elemen (2 ) dikatakan annihilat R jika berlaku (Z g)X:
2 2 2

2

2/

0 9),untuksetiapXeR.
0 0
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Tabel 2.6 Hasil dari AX dan XA
A X XA

(@ 0 (§ @)
00 00

G 3 G )
Karena elemen @ %) memenubhi (%

annihilat R.

>
>

N———

N
NI N
[NSIN S]]
—
NI

/| —//—
IOl | Ol D

N———

S

N\
N
NTENT
olol | ool
S

I NG
NTENT

) = 0 untuk

NI NI
~—

setiap X € R maka terbukti bahwa(

Definisi 2.3.15 (Karakteristik)

Misalkan R adalah ring. Jika terdapat bilangan bulat positif terkecil n
sedemikian sehingga na = 0 untuk setiap a € R, maka n disebut
karakteristik dari R. Jika n tidak ditemukan, maka R dikatakan
mempunyai karakteristik 0. Karakteristik dari R dinotasikan char(R).

Contoh 2.3.16

Diberikan ring R = {(g 8)(2 %) 10,2 € 24}. Tentukan karak-
teristik dari R atau char(R).

Bukti.
Ambil s_eba[ang A € R, menurut Definis_i 2.3.16 dip_erol_eh

2A = (9 9) karena 2 <9 9) = (9 9) dan 2 (g g) = (9 9)
0 0 0 0/ 30 0 2 27230 0

4A = (9 9) karena 4 (9 9) = (9 9) dan 4 (% 2) = (9 9)
0 0 0 0/ 0 0 2 2730 0

6A = (9 9) karena 6 (9 9) = (9 9) dan 6 (Z g) = (9 9),
0 0 0 0 0 0 2 2 0 0

dan seterusnya.

Jadi karakteritik dari R atau char(R) = 2 karena 2 adalah bilangan

bulat positif terkecil sedemikian sehingga 24 = (g g) setiap A € R.
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BAB 111
HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada bab ini akan dibahas definisi, contoh, proposisi dan bukti
elemen nil dan ring kuadrat genap.

3.1 Ring Kuadrat Genap

Berikut dibahas definisi dan contoh yang berkaitan dengan ring
kuadrat genap, berdasarkan Pandey (2017).

Definisi 3.1.1 (Elemen Genap)

Misalkan R adalah ring dan a € R. Elemen a disebut elemen genap
jika terdapat b € R sedemikian sehingga a = 2b dengan 2b = b + b.

Contoh 3.1.2

Diberikan himpunan bilangan riil, R. Akan dibuktikan bahwa elemen-
elemen di R adalah elemen genap.

Bukti.

Ambil sebarang a € R. Akan dibuktikan untuk a € R terdapat b € R
sedemikian sehingga a = 2b. Elemen a dapat ditulis

a
a=2- E
Misalkan %: b sehingga untuk a € R terdapat b = % eR

sedemikian sehingga a adalah elemen genap, yaitu a = 2b. Jadi,
terbukti bahwa elemen-elemen di R adalah elemen genap.

Definisi 3.1.3 (Ring Genap)
Misalkan R adalah ring. R disebut ring genap jika setiap elemen dalam
R adalah elemen genap.

Contoh 3.1.4

Diberikan himpunan bilangan riil, R. Akan dibuktikan bahwa R
adalah ring genap.

Bukti.

Berdasarkan Contoh 3.1.2 setiap elemen di IR adalah elemen genap,
sehingga terbukti bahwa R adalah ring genap.
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Definisi 3.1.5 (Elemen Kuadrat Genap)

Misalkan R adalah ring dan a € R. Elemen a disebut elemen kuadrat
genap jika terdapat b € R sedemikian sehingga a? = 2b.

Contoh 3.1.6

Diberikan ring R = {(9 9),(2 2)0,2€ 24}. Akan dibuktikan
0 0/ \2 2

elemen-elemen di R adalah elemen kuadrat genap.

Bukti.

Akan dibuktikan untuk setiap A € R terdapat B € R sedemikian
sehingga A% = 2B.
Tabel 3.1 Hasil dari A2 = 2B

EOlE D €=
IR

Jadi, terbukti bahwa elemen-elemen di R adalah elemen kuadrat
genap.

N——

/N
[ E=]K=]|
NN | Ol Ol

N——

Definisi 3.1.7 (Ring Kuadrat Genap)

Misalkan R adalah ring. R dikatakan ring kuadrat genap jika setiap
elemen dalam R adalah elemen kuadrat genap.

Contoh 3.1.8

Diberikan ring R = {(9 9),(% Z) |0,2 € 24}. Akan dibuktikan
0 0/°\2 2

bahwa R adalah ring kuadrat genap.

Bukti:

Berdasarkan Contoh 3.1.6 setiap elemen di R adalah elemen kuadrat
genap, sehingga terbukti bahwa R adalah ring kuadrat genap.
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Contoh 3.1.9

GO0 HEYEY
0 0/'\2 o0/'\o0 2/'\2 2/’
BN NERNCE
3 17'\1 1/'\3 3/'\1 3
X € M,(Z,). Akan dibuktikan bahwa X bukan ring kuadrat genap.
Bukti.

Diberikan ring X =

Tabel 3.2 Hasil dari A2 = 2B

69|68 Ga|6 =22
G9[6aIEaeY--6)
6H/EaTEaEY=6)
G2 603|666 3
E)CY EDEy—=r)
GP[CD[GIGH=2( 3
GYlEo[Eaea-=6Y
316G G320 3

Berdasarkan  Tabel 3.2, untuk suatu A€X terdapat

B = (g %) & X yang memenuhi A2 = 2B sehingga X bukan ring
kuadrat genap.

Definisi 3.1.10 (Ring Kuadrat Genap Komutatif)

Misalkan R adalah ring kuadrat genap. R dikatakan ring kuadrat genap
komutatif jika jika berlaku hukum komutatif pada operasi pergandaan
(Dyaitua-b=>b-a.
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Contoh 3.1.11

Diberikan ring kuadrat genap R ={<g g)(% %)|6,§EZ4}.
Akan dibuktikan bahwa R adalah ring kuadrat genap komutatif.
Bukti.

Berdasarkan Tabel 2.5, untuk setiap A,B € R berlaku hukum
komutatif pada pergandaan, yaitu A-B = B - A sehingga terbukti
bahwa R adalah ring kuadrat genap komutatif.

Definisi 3.1.12 (Ring Kuadrat Genap Berhingga)

Misalkan R adalah ring kuadrat genap. R dikatakan ring kuadrat genap
berhingga jika banyaknya elemen di dalam R berhingga.

Contoh 3.1.13

Diberikan ring kuadrat genap R = {(g g)(% %)m,i € 24}.
Akan dibuktikan bahwa R adalah ring kuadrat genap berhingga.

Bukti:
Banyaknya elemen dalam R adalah 2 sehingga R merupakan ring
kuadrat genap berhingga.

Definisi 3.1.14 (Ring Kuadrat Genap Komutatif Berhingga)
Misalkan R adalah ring kuadrat genap. R dikatakan ring kuadrat genap
komutatif berhingga jika
i. Berlaku hukum komutatif pada operasi pergandaan (:) yaitu
a-b=>b-a,dan
ii. Banyak elemen dalam R berhingga.

Contoh 3.1.15
Diberikan ring kuadrap genap R ={(0 0)(2 §)|6,2 624}.

0 0/'\2
Akan dibuktikan bahwa R adalah ring kuadrat genap komutatif
berhingga.
Bukti:

Berdasarkan Contoh 3.1.11, R adalah ring kuadrat genap komutatif
dan berdasarkan Contoh 3.1.13, R adalah ring kuadrat genap
berhingga sehingga R adalah ring kuadrat genap komutatif berhingga.
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3.2 Elemen Nil

Berikut dibahas definisi, contoh, proposisi dan bukti yang
berkaitan dengan elemen nil dalam ring kuadrat genap berdasarkan
(Pandey 2017).

Definisi 3.2.1 (Elemen Nil)

Misalkan R adalah ring kuadrat genap dan a € R. Elemen a disebut
elemen nil jika a+a =0 dan a-a = 0. Himpunan dari semua
elemen nil dalam R dinotasikan dengan V'(R).

Contoh 3.2.2

a1 0 0\ (Z 2\,n5
Diberik kuadrat R={<_ _),_ 2 o,2ez}.
iberikan ring kuadrat genap D0 (2 2)| 4
Tentukan elemen nil dalam R ata V'(R).

Bukti.

Akan ditentukan A € R yang memenuhi A+ A = (_ (_)) dan
A-A= (9 9).
0 0
Tabel 3.3 Hasil dariA + Adan A - A

sehingga elemen nil dari

A A+ A A-A
(9 @) (§ §) (§ Q)
0 O 0 0 0 0
cyleyles
2 2 0 0 0 0
Berdasarkan Tabel 3.3, elemen (9 ) dan (Z Z) memenuhi
\0 2 2
0
0

~— ool

A+A=<§ g) dan A-A=<
0 0

[=]Ne]]

R adalah V(R) = {(9 9)(2 2)} Berdasarkan Contoh 2.3.12,
_- W0 0/ A2 2
- 0 0) (2 2 . . .
R =N(R) {(6 6)'(? 2)} adalah himpunan elemen nilpoten di R

sehingga jika N(R) = N(R).
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Contoh 3.2.3

Diberikan ring kuadrat genap K = {0, 2, 4, 6}. Tentukan V' (K).

Bukti.

Berdasarkan Contoh 2.3.11 K adalah himpunan elemen nilpoten di Zg.
Akan dibuktikan K adalah ring kuadrat genap, yaitu untuk setiap
elemen dalam K merupakan elemen genap.

Tabel 3.4 Hasil dari a® = 2b

a | a*> | b | a®=2b
0| 0] 0]0=20
2 | 4| 2 |4=2-2
4 | 0| 0 |0=2:0
6 | 4| 2 |4=2-2

Karena untuk setiap a € K terdapat b € K
a’? = 2b maka a € K adalah elemen kuadrat genap dan terbukti
bahwa K adalah ring kuadrat genap.
Akan ditentukan a € K yang memenuhia +a =0dan a-a = 0.

Tabel 3.5 Hasil daria + adana - a

sedemikian sehingga

a a+a a-a
0 0 0
2 4 4
4 0 0
6 4 4

Berdasarkan Tabel 3.5, elemen 0 dan 4 memenuhi a + a = 0 dan
a - a = 0 sehingga elemen nil pada K adalah V' (K) = {0, 4}.

Remark. Elemen nil merupakan elemen nilpoten tetapi elemen
nilpoten belum tentu elemen nil. Elemen nilpoten yang bukan elemen
nil disebut dengan elemen nilpoten non-nil.
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Proposisi 3.2.4
Jika a dan b adalah sebarang elemen nilpoten non-nil dari ring
komutatif berhingga R yang memuat elemen nil, maka a + b dan
a - b tidak perlu elemen nilpoten non-nil.
Bukti.
Ambil sebarang a,b € N(R) dengan a,b & N(R). Karena
a,b € N(R) berarti terdapat n,m € Z* sedemikian sehingga a™ = 0
dan b™ = 0.
Akan dibuktikan a + b,a - b € N(R).

i. Untuk a + b akan dibuktikan a + b € N(R), yaitu terdapat

n,m € Z* sedemikian sehingga (a + b)"*™ = 0.
n+m

(a+b)Mm = § (n + m) akpntm-—k
k
k=0

— (n ‘l(')m) adpntm 4 (]1) atpntm-1
(n :1_:;1771 1) artm-1pl 4
(Z i z) an+m bO :
= ("5 @b+ (M) atbmhmat +

ot (n i;rz 1) aa™a bt +

(n+m) im0
aa™b
n+m

Karena a™ = 0 dan b™ = 0 sehingga

=04+0+-+0+0

=0
sehingga (a + b)™*™ = 0. Jadi a + b € N(R).

ii. Untuk a-b akan dibuktikan a-b € N(R), vyaitu terdapat
n,m € Z* sedemikian sehingga (a - b)™*™ = 0.
Menurut Definisi 2.3.1, (R,) merupakan semigrup sehingga
berlaku sifat tertutup.
Misal a-b =d, lalu gandakan persamaan tersebut dengan
pangkat n + m dimanan,m € Z™.
a-b=d
(a . b)n+m = qntm
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Karena R komutatif maka
an+m . bTH-m — dn+m
Karena a,b € N(R) maka a™ =0 dan b™ =0 sehingga
diperoleh
0-0= dn+m
(a . b)n+m =0
sehingga untuk a - b terdapat n,m € Z* sedemikian sehingga
(a-b)™™ =0.Jadia-b € N(R).

Akan dibuktikan a + b,a - b € N (R).
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Untuk a + b akan dibuktikan a + b € V' (R), yaitu (a + b) +
(a+b)=0dan (a+b):(a+b)=0. (a+ b) dapat ditulis
(a + b)!. Karena a+ b € N(R) sehingga untuk (a + b)?
terdapat 1 € Z* sedemikian sehingga (a + b)* = 0.
Untuk (a + b) + (a+b) =0,
(a+b)+(a+b)=(a+h)+ (a+b)?

=0+0

= 0.
Untuk (a + b) - (a+ b) =0,

(a+b)-(a+b)=(a+b) (a+b)?

=0-0

=.0.
Karena (a+b)+ (a+b)=0dan (a+b)-(a+b) =0 se-
hinggaa + b € V' (R).
Untuk a-b akan dibuktikan a-b € NV(R), yaitu (a-b) +
(a-b)=0 dan (a-b)-(a-b)=0. (a-b) dapat ditulis
(a-b)!. Karenaa - b € N(R) sehingga untuk (a - b)? terdapat
1 € Z* sedemikian sehingga (a - b)! = 0.
Untuk (a - b) + (a - b) = 0.

(a-b)+(a-b)=(a-b)+(a-b)?

=0+0

= 0.
Untuk (a-b)-(a-b)=0

(a-b)-(a-b)=(a-b)"-(a-b)!
=0-0
= 0.
Karena (a-b)+(a-b)=0 dan (a-b)-(a-b)=0
sehinggaa + b € V' (R).



Jadi, terbukti bahwa jika a dan b adalah sebarang elemen nilpoten
non-nil dari ring komutatif berhingga R yang memuat elemen nil,
maka a + b dan a-b adalah elemen nil atau tidak perlu elemen
nilpoten non-nil.

Contoh 3.2.5 S
0 0 0 2 2 0 2 2

Misalkan R = (61 61)(% ﬁg)(ﬁg ZT)(% ?g) adalah ring
G )G DG DG )

komutatif dan R & M,(Z,). R _memuat elemen nil,  yaitu

A= (9 9),3 = (9 Z), C = (Z 9) danD = (Z Z). R juga
0 0 2 0 0 2 \2 27T

memuat elemen nilpoten non-nil, yaitu E = (1 1),F = (1 §),
3 1 1 1

G = (g %) dan H = (% %) Penjumlahan dan pergandaan dari
sebarang dua elemen nilpoten non-nil dari R adalah elemen nil.

Proposisi 3.2.6
Jika R adalah ring kuadrat genap berhingga dengan karakteristik dua,
maka setiap elemen di R adalah elemen nil.
Bukti.
R karakteristik 2, yaitu Char(R) = 2 sedemikian sehingga 2a = 0.
Jika a adalah elemen genap dengan a = 2b untuk suatu b € R, maka
dengan menggandakan a = 2b dengan 2 diperoleh
2a = 2(2b)
2a = 4b.
Diketahui 2a = 0 sehingga
0=14b
b =0.
Karena b = 0 sehingga a = 0, maka jelas a - a = a® = 0. Elemen a
memenuhi a+a =0 dan a-a = 0 sedemikian sehingga terbukti
bahwa a adalah elemen nil.
Jika a bukan elemen genap, maka a adalah elemen kuadrat genap,
yaitu a? = 2c untuk suatu c € R. Persamaan a? = 2¢ digandakan
dengan 2 sehingga diperoleh
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2(a®) = 2(2¢)
2(a?) = 4ec.
Andaikan a? # 0 maka 2c # 0. Akan dibuktikan secara kontraposisi,
yaitu jika 2c = 0 maka a? = 0.
4c =0

2(2¢) = 0.
Dapat dilihat bahwa 2c = 0 maka diperoleh a? = 0 sedemikian
sehingga a adalah elemen nil.
Jadi, terbukti bahwa jika R adalah ring kuadrat genap berhingga
dengan karakteristik dua, maka setiap elemen di R adalah elemen nil.

Contoh 3.2.7

Diberikan ring kuadrat genap R = {(g g) ; (% %) |0,2 € 24}.

Telah diketahui dari Contoh 2.3.17 bahwa karakteristik dari R adalah

2, yaitu Char(R) = 2 dan dari Contoh 3.2.2 telah diketahui pula
_{(0 0) (2 2 :

bahwa NV'(R) = {<6 6) , (2 2)} sehingga elemen dalam R adalah

elemen nil atau R = V' (R).

Contoh 3.2.8

Diberikan ring kuadrat genap K = {0,2,4,6} dimana berdasarkan
Contoh 2.3.11 K adalah himpunan elemen nilpoten di Zg.
Karakteristik dari K adalah 4 atau Char(K) = 4, karena untuk setiap
a € K terdapat bilangan bulat positif terkecil n =4 sedemikian
sehingga 4a = 0. Berdasarkan Contoh 3.2.3 elemen nil di K adalah
N(K) ={0,4} sehingga K # NV (K).

Proposisi 3.2.9

Misalkan R adalah ring kuadrat genap komutatif berhingga dengan
order genap. Jika order dari R dan karakteristik dari R adalah sama,
maka R memuat elemen nil tak nol tunggal.

Bukti.

Misalkan order dan karakteristik dari R ring kuadrat genap adalah
sama. Jelas bahwa R terhadap penjumlahan adalah grup siklik, yaitu
G = (a) = {na | n € Z} dan terdapat elemen tak nol tunggal a € R
sedemikian sehingga a + a = 0. Ini berarti 2a = 0.
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Jika a adalah elemen genap dengan a = 2b untuk suatu b € R, maka
a? = 0. Jadi, a adalah elemen nil. Karena a adalah satu-satunya
elemen dan a # 0 sehingga a adalah elemen nil tak nol tunggal.
Jika a bukan elemen genap, maka a adalah elemen kuadrat genap,
yaitu a? = 2c untuk suatu c¢ € R. Persamaan a? = 2¢ digandakan
dengan 2 sehingga diperoleh

2a® = 2(2¢)

2a® = 4c.
Andaikan a? # 0 maka 2¢ # 0. Akan dibuktikan secara kontraposisi,
yaitu jika 2c = 0 maka a? = 0.

4c =0

2(2¢c) = 0.
Dapat dilihat bahwa 2¢ = 0 sehingga a? = 0 sedemikian sehingga
terbukti bahwa a adalah elemen nil. Karena a adalah satu-satunya
elemen dan a # 0 sehingga a adalah elemen nil tak nol tunggal.
Jadi, terbukti bahwa jika order dari ring kuadrat genap komutatif
berhingga R dan karakteristik dari R sama, maka R memuat elemen
nil tak nol tunggal.

Contoh 3.2.10

Diberikan ring kuadrat genap R = {(8 8) ) (% %) |0,2 € 24}.
Telah diketahui dari Contoh 2.3.16 bahwa karakteristik dari R adalah

2, yaitu Char(R) = 2 dan banyaknya elemen di R adalah 2 sehingga
order dan karakteristikya sama. Telah diketahui dari Contoh 3.2.2
N(R) = {(9 9),(2 g)} dan (Z %) adalah elemen nil tak nol
0 0/°\2 2 2 2

tunggal.

Contoh 3.2.11

Diberikan ring kuadrat genap K = {0,2,4,6} dimana K adalah
himpunan elemen nilpoten di Zg. Banyaknya elemen atau order dalam
ring K adalah 4. Karakteristik dari N(K) adalah 4 atau Char(K) = 4,
karena untuk setiap a € K terdapat bilangan bulat positif terkecil

n =4 sedemikian sehingga 4a = 0. Jadi, order dari K dan
karakteristik dari K adalah sama, yaitu 4. Berdasarkan Contoh 3.2.3
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elemen nil di K adalah V' (K) = {0,4} sehingga K memuat elemen
nil tak nol tunggal, yaitu 4.

3.3 Hubungan Antara Elemen Nil dan Ring Kuadrat Genap

Berikut dibahas proposisi dan bukti yang berkaitan dengan
elemen nil dan ring kuadrat genap.

Proposisi 3.3.1

Jika R adalah ring kuadrat genap komutatif berhingga yang memuat
elemen nil tak nol tunggal, maka elemen nilnya annihilat R.
Bukti.
R memuat elemen nil tak nol tunggal maka menurut Proposisi 3.2.8,
order dan karakteristik dari ring kuadrat genap komutatif berhingga R
adalah sama. Misalkan order dari R adalah O(R) = n dan karakteristik
dari R adalah bilangan bulat positif terkecil n sedemikian sehingga
na = 0. Akan dibuktikan elemen nil pada R annihilat R, yaitu berlaku
ab =ba =0 untuk setiap b € R. Ambil a € M(R) sehingga
a+a=0dana-a =0.
i. Jikaa = 0 maka untuk setiap b € R berlakua-b =b-a = 0.
ii. Jikaa#0danb=0makaa-b=a-b=b-a=0.
iii. Jikaa # 0dan b # 0 dan R memuat elemen nil tak nol tunggal
maka a - b = 0. Karena untuk a # 0, jika a € N(R) maka
a € N(R) berarti terdapat bilangan bulat positif terkecil n
sedemikian sehingga a™ = 0. Karena n > 1, maka berlaku
a-a™ 1 =0, dengan a™ ! # 0. Misal a™ ! = b. Jadi, jika
a # 0berlaku a-b=b-a=0denganb # 0.

Contoh 3.3.2
Diberikan ring kuadrat  genap komutatif ~ berhingga

R={<9 9)'(2 g)ld?em}. Telah diketahui dari Contoh
0 0/°\2 2
3.2.10 dan Contoh 2.3.15 bahwa elemen nil dari R adalah

0 0) (2 2 :

N(R) = <_ _>, £z } dan R memuat elemen nil tunggal tak
(R) {0_ 0/ (2 2) 99

nol, yaitu (% %) Untuk A € R berlaku A-B =B -A = 0 untuk

setiap B € R sehingga terbukti bahwa elemen dalam R annihilat R
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Contoh 3.3.3
Diberikan ring kuadrat  genap komutatif ~ berhingga
K = {0,2,4,6} dimana K adalah himpunan elemen nilpoten di Zg.
Elemen nil di K adalah V' (K) = {0, 4}. V(K) memuat elemen nil tak
nol tunggal yaitu 4.

Tabel 3.6 Hasil dari ab = 0

b € N(K)
0 2 4 6
0 0 0 0 0
a € N(K) - - - - -
4 0 0 0 0

Sehingga untuk setiap a € N (K) dengan 4 adalah elemen nil tak nol
tunggal berlaku a - b = 0 untuk setiap b € N(K). Karena K komutatif
sehingga a-b=b-a=0. Jadi terbukti bahwa N (K) = {0,4}
annihilat N (Zg).

Proposisi 3.3.4
Jika R adalah ring kuadrat genap komutatif berhingga yang setiap
elemennya adalah elemen genap maka setiap elemen nil dalam
R annihilat R.
Bukti.
Misalkan order dari R adalah O(R) = n dan R adalah ring kuadrat
genap komutatif. Akan dibuktikan elemen nil pada R annihilat R, yaitu
berlaku ab = ba = 0 untuk setiap b € R. Ambil a € N(R) maka
a+a=0dana-a = 0dengan a adalah elemen genap, yaitu a = 2¢
untuk suatu c € R.
i. Jikaa = 0 maka untuk setiap b € R berlakua-b =b-a = 0.
ii. Jikaa#0danb=0makaa-b=b-a=0.
iii. Jika a # 0 dan b # 0 dan setiap elemen di R adalah elemen
genap maka a - b = 0. Karena untuk a # 0, a € V'(R) maka
a € N(R), berarti terdapat bilangan bulat positif terkecil n
sedemikian sehingga a™ = 0. Karenan > 1 dan a = 2¢ maka
berlaku  (2¢) - (2c)* 1 =0, dengan (2¢)* !+ 0. Misal
(2c)™1 = b. Jadi, jikaa # Oberlakua - b = b - a = 0 dengan
b #0.
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Contoh 3.3.5

Diberikan ring kuadrat genap komutatif berhingga Zs dimana Zs juga
merupakan ring genap karena elemen di Zs adalah elemen genap.

Tabel 3.7 Hasil dari a = 2b dan a? = 2b

Q
S

N

Q
(>

Q
N
Il

B WL NI = O
DN W | Wl O

B WL NI =] O
N NN DN DN
DN W | Wl O
G =l
Wl NN WISl

IESIES I E=]
I
NN NN N

Akan ditentukan elemen nil di Zs.

Tabel 3.8 Hasil daria + adana - a

a a-a
0 0 0
1 2 1
2 4 4
3 1 4
4 3 1

Jadi V' (Zs) = {0}. Jelas untuk a € NV(Zs) berlaku ax = xa = 0
untuk setiap x € Zg sehingga terbukti bahwa a € V' (Zs) annihilat Zs.
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BAB IV
KESIMPULAN

Berdasarkan hasil dan pembahasan dapat disimpulkan sebagai berikut.

1. Jika R adalah ring genap maka R adalah ring kuadrat genap
tetapi ring kuadrat genap tidak perlu ring genap.

2. Setiap elemen dalam ring kuadrat genap R adalah elemen nil
jika R mempunyai karakteristik dua. Kemudian, jika order dan
karakteristik dari R sama, maka R memuat elemen nil tak nol
tunggal.

3. Jika ring kuadrat genap komutatif berhingga R memuat
elemen nil tak nol tunggal a, maka a annihilat R. Selain itu,
jika a adalah elemen nil dalam ring kuadrat genap komutatif
berhingga R dimana setiap elemen dalam R adalah elemen

genap, maka a annihilat R.
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