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ANALISIS DINAMIK MODEL INFEKSI VIRUS HEPATITIS B DENGAN 

TINGKAT KEJADIAN STANDAR DAN PENYEMBUHAN 

 

 

ABSTRAK 

  

  

Pada tesis ini dibahas model infeksi virus hepatitis B dengan tingkat 

kejadian standar dan penyembuhan. Laju perubahan sel rentan menjadi sel 

terinfeksi diasumsikan mengikuti tingkat kejadian standar. Penyembuhan sel 

terinfeksi diasumsikan terjadi akibat mekanisme imun non-sitolitik. Analisis 

dinamik model meliputi penentuan titik kesetimbangan, syarat eksistensi titik 

kesetimbangan, serta analisis kestabilan lokal dan global. Model memiliki dua 

titik kesetimbangan, yaitu titik kesetimbangan bebas infeksi dan titik 

kesetimbangan endemik. Eksistensi dan kestabilan masing-masing titik 

kesetimbangan dipengaruhi oleh bilangan reproduksi dasar  𝑅0 . Jika 𝑅0 ≤ 1 

maka hanya terdapat satu titik kesetimbangan yang eksis dan stabil global, yaitu 

titik kesetimbangan bebas infeksi. Jika 𝑅0 > 1 maka kedua titik kesetimbangan 

eksis, dengan titik kesetimbangan bebas infeksi tak stabil dan titik kesetimbangan 

endemik stabil asimtotik lokal. Berdasarkan hasil analisis kestabilan global, 

terdapat dua syarat cukup untuk kestabilan asimtotik global titik kesetimbangan 

endemik. Simulasi numerik disajikan untuk mengilustrasikan hasil analisis. Hasil 

simulasi numerik menunjukkan bahwa parameter penyembuhan sel terinfeksi 

memiliki peran yang cukup penting dalam mengendalikan penyebaran infeksi 

virus. 

 

Kata kunci: analisis dinamik, bilangan reproduksi dasar, penyembuhan sel 

terinfeksi, tingkat kejadian standar, virus hepatitis B. 
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DYNAMICAL ANALYSIS OF HEPATITIS B VIRUS INFECTION 

MODEL WITH STANDARD INCIDENCE AND CURE RATE 

 

ABSTRACT 

 

 

This thesis studies the hepatitis B virus infection model with standard 

incidence and cure rate.  The transmission rate of susceptible cells to infected cells 

is assumed to follow the standard incidence form. It is assumed that non-cytolytic 

immune mechanisms induce cure of infected cells. The determination of 

equilibrium points, existence condition of equilibrium points, local and global 

stability of equilibrium points are included in the dynamical analysis. The model 

has two equilibrium points that are reffered as free virus equilibrium point and 

endemic equilibrium point. The existence and stability of equilibrium points are 

determined by the basic reproduction number  𝑅0 . If 𝑅0 ≤ 1 then there is only 

one equilibrium point that exists and globally stable namely free virus equilibrium 

point. On the other hand, if 𝑅0 > 1 then the two equilibrium points exist with free 

virus equilibrium point is unstable and endemic equilibrium point is locally 

asymptotically stable. Based on global stability analysis results, there are two 

sufficient conditions for the global asymptotic stability of the endemic equilibrium 

point. Numerical simulations are presented to illustrate the analysis results. 

Numerical simulations suggest that cure of infected cells has a key role to control 

the viral infection. 

 

Keywords: basic reproduction number, cure of infected cells, dynamical 

analysis, hepatitis B virus, standard incidence. 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

 

1.1  Latar Belakang 

Hepatitis B merupakan penyakit menular berbahaya dengan prevalensi 

global yang cukup tinggi. Menurut data WHO tahun 2015, diperkirakan terdapat 

240 juta orang yang mengidap hepatitis B kronik dengan tingkat kematian sekitar 

650.000 orang per tahun di seluruh dunia. Peningkatan jumlah orang terinfeksi 

hepatitis B di seluruh dunia memacu perkembangan kajian mengenai faktor 

penentu dan pola distribusi penyakit hepatitis B. Dalam bidang matematika, salah 

satu metode ilmiah yang dapat digunakan untuk mengidentifikasi faktor yang 

meningkatkan resiko seseorang terjangkit penyakit, serta mempelajari mekanisme 

penyebaran penyakit adalah pemodelan matematika.  

Model matematika yang menggambarkan interaksi antara partikel virus 

hepatitis B dengan sel hati individu terinfeksi, diperkenalkan pertama kali oleh 

Nowak dkk. pada tahun 1996. Model tersebut mempelajari dinamika populasi sel 

hati individu terinfeksi hepatitis B, dengan memperhatikan empat populasi, yaitu 

populasi sel hati rentan  𝑥 , sel hati terinfeksi  𝑦 , dan partikel virus bebas  𝑣 . 

Laju perubahan sel rentan menjadi sel terinfeksi diasumsikan mengikuti tingkat 

kejadian bilinear, 𝑘𝑥𝑣, dengan 𝑘 menotasikan laju infeksi virus.  

Pengembangan model infeksi virus hepatitis B terus dilakukan pada tahun-

tahun berikutnya. Pada tahun 2008, Min dkk. mengusulkan pengembangan model 

Nowak dkk. (1996) dengan mengubah tingkat kejadian bilinear menjadi tingkat 

kejadian standar, 𝑘𝑥𝑣  𝑥 + 𝑦 .  Hasil simulasi menunjukkan bahwa tingkat 
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kejadian standar lebih cocok dengan uji klinis dibandingkan dengan tingkat 

kejadian bilinear.  

Wang dkk. (2010), De-Leόn (2012), dan Hattaf dkk. (2012), masing-masing 

mengembangkan model dengan mempertimbangkan adanya kemungkinan 

penyembuhan sel hati terinfeksi.  Pada model Wang dkk. (2010), diasumsikan 

tingkat kejadian mengikuti tingkat kejadian standar. Pada model De-Leόn (2012), 

diasumsikan tingkat kejadian mengikuti tingkat kejadian bilinear dan terdapat 

waktu tunda intraseluler pada produksi partikel virus. Sementara itu, pada model 

Hattaf dkk. (2012), tingkat kejadiannya dinyatakan sebagai tingkat kejadian 

general. Dipertimbangkannya penyembuhan sel hati terinfeksi pada ketiga model, 

didasari oleh adanya mekanisme imun non-sitolitik yang menghambat replikasi 

virus tanpa mengakibatkan kerusakan atau kematian sel terinfeksi, sehingga 

memicu eliminasi virus pada sel terinfeksi (Bartholomeusz dkk., 2006). 

Selanjutnya, pada tahun 2015, Manna dan Chakrabarty mengembangkan 

model dengan mempertimbangkan adanya transmisi partikel virus ke dalam darah, 

yang dihasilkan dari DNA VHB (virus hepatitis B) dengan kapsid (selubung) 

dalam sel terinfeksi. Adanya asumsi tersebut mengakibatkan dihasilkan model 

dengan empat variabel tak bebas, dengan satu variabel tambahannya menyatakan 

populasi kapsid DNA VHB intraseluler  𝑧 . Pada model tersebut, tingkat kejadian 

yang digunakan merupakan tingkat kejadiaan bilinear dan asumsi adanya 

penyembuhan sel terinfeksi belum dipertimbangkan. 

Berdasarkan pengembangan model tersebut, pada tesis ini dikembangkan 

model infeksi virus hepatitis B dengan mempertimbangkan asumsi tingkat 

kejadian standar, penyembuhan sel terinfeksi akibat mekanisme imun non-
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sitolitik, serta transmisi partikel virus ke dalam darah oleh kapsid DNA VHB 

intraseluler. Dalam tesis ini, model Manna dan Chakrabarty (2015) dimodifikasi 

dengan menggunakan tingkat kejadian standar dan menambahkan asumsi adanya 

laju penyembuhan sel terinfeksi. Analisis dinamik model dilakukan dengan 

menentukan titik kesetimbangan dan syarat eksistensi titik kesetimbangan, serta 

menganalisis kestabilan lokal dan global titik kesetimbangan. Pada bagian akhir, 

hasil analisis yang diperoleh diilustrasikan dengan simulasi numerik. 

1.2  Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang tersebut, pokok permasalahan yang dibahas 

dalam tesis ini adalah sebagai berikut: 

1. bagaimana konstruksi model infeksi virus hepatitis B dengan tingkat 

kejadian standar dan penyembuhan? 

2. bagaimana titik kesetimbangan model infeksi virus hepatitis B dengan 

tingkat kejadian standar dan penyembuhan serta kondisi apa yang 

menunjukkan eksistensi titik kesetimbangan tersebut? 

3. bagaimana hasil analisis kestabilan titik kesetimbangan model infeksi virus 

hepatitis B dengan tingkat kejadian standar dan penyembuhan? 

4. bagaimana simulasi numerik model infeksi virus hepatitis B dengan tingkat 

kejadian standar dan penyembuhan? 

1.3  Tujuan Penelitian 

Tujuan penulisan tesis ini adalah: 

1. mengembangkan model infeksi virus hepatitis B dengan 

mempertimbangkan tingkat kejadian standar dan penyembuhan, 
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2. menentukan titik kesetimbangan model infeksi virus hepatitis B dengan 

tingkat kejadian standar dan penyembuhan serta kondisi yang menunjukkan 

eksistensi titik kesetimbangan tersebut, 

3. menentukan kestabilan titik kesetimbangan model infeksi virus hepatitis B 

dengan tingkat kejadian standar dan penyembuhan, 

4. mengetahui perilaku solusi model infeksi virus hepatitis B dengan tingkat 

kejadian standar dan penyembuhan. 
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BAB II 

TINJAUAN PUSTAKA 

 

 

2.1  Persamaan Diferensial Biasa 

Ross (1989) mendefinisikan persamaan diferensial sebagai suatu persamaan 

yang memuat turunan dari satu atau lebih variabel tak bebas terhadap satu atau 

lebih variabel bebas. Orde dari persamaan diferensial merupakan urutan tertinggi 

dari turunan yang terdapat pada persamaan tersebut. Salah satu bentuk persamaan 

diferensial orde 𝑛 dinyatakan sebagai  

𝐹  𝑡, 𝑥,
𝑑𝑥

𝑑𝑡
, … ,

𝑑𝑛𝑥

𝑑𝑡𝑛
 = 0,  

dengan 𝐹 adalah fungsi real dari  𝑛 + 2  variabel, yaitu, 𝑡, 𝑥,
𝑑𝑥

𝑑𝑡
, … ,

𝑑𝑛 𝑥

𝑑𝑡𝑛 .  

Berdasarkan jumlah variabel bebasnya, persamaan diferensial terbagi 

menjadi dua, yaitu persamaan diferensial biasa dan persamaan diferensial parsial. 

Ross (1989) menyatakan, persamaan diferensial yang melibatkan turunan dari satu 

atau lebih variabel tak bebas terhadap satu variabel bebas disebut persamaan 

diferensial biasa. Sementara itu, persamaan diferensial yang melibatkan turunan 

dari satu atau lebih variabel tak bebas terhadap lebih dari satu variabel bebas 

disebut persamaan diferensial parsial. 

Persamaan diferensial biasa linear orde 𝑛, dengan variabel tak bebas 𝑥 dan 

variabel bebas 𝑡, merupakan persamaan yang dapat dinyatakan dalam bentuk 

berikut, 

𝑎0 𝑡 
𝑑𝑛 𝑥

𝑑𝑡𝑛 + 𝑎1 𝑡 
𝑑𝑛−1𝑥

𝑑𝑡𝑛−1 + ⋯ + 𝑎𝑛−1 𝑡 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 𝑎𝑛 𝑡 𝑥 = 𝑏 𝑡 ,  

dengan 𝑎0 tidak sama dengan nol. Persamaan diferensial biasa yang tidak linear 

disebut sebagai persamaan diferensial biasa nonlinear. 
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2.2  Sistem Dinamik Kontinu 

Alligood dkk. (2000) mendefinisikan sistem dinamik sebagai sistem yang 

terdiri dari serangkaian kemungkinan keadaan dilengkapi dengan suatu ketentuan, 

yang digunakan untuk menentukan keadaan sistem saat ini berdasarkan keadaan 

sistem di masa lalu. Apabila ketentuan yang dimiliki sistem diaplikasikan pada 

waktu diskrit maka sistem disebut sistem dinamik diskrit. Sementara itu, apabila 

ketentuan yang dimiliki sistem diaplikasikan pada waktu kontinu maka sistem 

disebut sistem dinamik kontinu.  

2.2.1   Sistem Otonomus 

Misalkan diberikan suatu sistem persamaan diferensial biasa berikut. 

𝑑𝑥1

𝑑𝑡
= 𝐹1 𝑥1, … , 𝑥𝑛 ,  

⋮ 

𝑑𝑥𝑛

𝑑𝑡
= 𝐹𝑛 𝑥1, … , 𝑥𝑛 .  

(2.1) 

Pada sistem (2.1), masing-masing 𝐹𝑖 𝑥1, … , 𝑥𝑛 , 𝑖 = 1, … , 𝑛, tidak bergantung 

secara eksplisit terhadap variabel bebas 𝑡, namun hanya bergantung pada variabel 

tak bebas 𝑥1, … , 𝑥𝑛 . Sistem persamaan yang memiliki sifat tersebut dikatakan 

sebagai sistem otonomus (Boyce dan Diprima, 2009).   

2.2.2   Titik Kesetimbangan 

Pandang sistem otonomus (2.1). Solusi dari sistem otonomus (2.1) dengan 

𝐹𝑖 𝑥1, … , 𝑥𝑛 = 0, 𝑖 = 1, … , 𝑛, disebut solusi ekulibrium sistem. Titik 𝑥 ∗ =

 𝑥1
∗, … , 𝑥𝑛

∗  yang merupakan solusi ekuilibrium disebut titik kritis atau titik 

kesetimbangan sistem (Boyce dan Diprima, 2009). 
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2.2.3   Kestabilan Titik Kesetimbangan 

Boyce dan Diprima (2009) menyatakan, misalkan 𝑥 ∗ =  𝑥1
∗, … , 𝑥𝑛

∗  adalah 

titik kesetimbangan sistem (2.1) dan 𝑥 = 𝜙   𝑡  adalah solusi dari sistem tersebut. 

Titik kesetimbangan 𝑥 ∗ dikatakan 

(a) stabil, jika untuk setiap 𝜖 > 0 terdapat suatu 𝛿 > 0 sedemikian sehingga 

jika  𝜙   0 − 𝑥 ∗ < 𝛿 maka berlaku  𝜙   𝑡 − 𝑥 ∗ < 𝜖, untuk setiap 𝑡 > 0, 

(b) tidak stabil, jika tidak memenuhi kriteria (a), 

(c) stabil asimtotik, jika 𝑥 ∗ stabil dan terdapat 𝛿0 > 0 sedemikian sehingga 

jika  𝜙 0 − 𝑥 ∗ < 𝛿0 maka lim
t→∞

𝜙   𝑡 = 𝑥 ∗. 

2.3  Sistem Otonomus Linear 

Apabila fungsi 𝐹𝑖 𝑥1, … , 𝑥𝑛 , 𝑖 = 1, … , 𝑛, merupakan fungsi linear, maka 

sistem otonomus (2.1) disebut sistem otonomus linear dan dapat dinyatakan 

sebagai sistem berikut 

𝑑𝑥1

𝑑𝑡
= 𝑎11𝑥1 + ⋯ + 𝑎1𝑛𝑥𝑛 ,  

⋮ 

𝑑𝑥𝑛

𝑑𝑡
= 𝑎𝑛1𝑥1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑛 𝑥𝑛 .  

(2.2) 

Bentuk vektor dari sistem otonomus (2.2) adalah 

𝑑𝑥 

𝑑𝑡
= 𝐴𝑥 ,   

dengan 𝑥 =  𝑥1, … , 𝑥𝑛 𝑇 dan 𝐴 merupakan matriks koefisien sistem (2.2). 

Misalkan 𝑥 ∗ =  𝑥1
∗, … , 𝑥𝑛

∗  adalah titik kesetimbangan sistem (2.2), kestabilan 

titik kesetimbangan bergantung pada nilai eigen atau akar persamaan karakteristik 

sistem. Persamaan karakteristik sistem (2.2) diperoleh melalui persamaan 

det 𝐴 − 𝜆𝐼 = 0, dengan 𝐴 matriks koefisien dan 𝐼 matriks identitas (Boyce dan 
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Diprima, 2009). Tipe kestabilan titik kesetimbangan sistem otonomus linear (2.2) 

dapat ditentukan berdasarkan Teorema 2.1. 

Teorema 2.1 (Mattheij dan Molenaar, 2002) 

Misalkan 𝜆1, ⋯ , 𝜆𝑛  adalah nilai eigen atau akar persamaan karakteristik dari 

sistem (2.2). Titik kesetimbangan 𝑥 ∗ dikatakan 

(a) stabil asimtotik, jika semua nilai eigen memiliki bagian real negatif, 

𝑅𝑒 𝜆𝑖 < 0 ∀𝜆𝑖 , 𝑖 = 1, … , 𝑛, 

(b) stabil, namun tidak stabil asimtotik, jika semua nilai eigen memiliki bagian 

real tak positif, 𝑅𝑒 𝜆𝑖 ≤ 0 ∀𝜆𝑖 , 𝑖 = 1, … , 𝑛,  

(c) tak stabil, jika tidak memenuhi kriteria (a) dan (b). 

Pada beberapa sistem otonomus, penentuan akar persamaan karakteristik 

memerlukan langkah yang sangat rumit. Untuk kasus tersebut, kestabilan titik 

kesetimbangan dapat ditentukan berdasarkan kriteria Routh-Hurwitz. 

Teorema 2.2 (Murray, 2002). 

Misalkan diberikan persamaaan karakteristik dari sistem otonomus 

berdimensi 𝑛 berikut. 

𝑃 𝜆 = 𝜆𝑛 + 𝐴𝑛−1𝜆
𝑛−1 + ⋯ + 𝐴0 = 0, (2.3) 

dengan koefisien 𝐴𝑛−𝑖 , 𝑖 = 1, … , 𝑛 bernilai real dan 𝐴0 ≠ 0. Akar-akar persamaan 

karakteristik (2.3) memiliki bagian real negatif jika dan hanya jika 

𝐴0 > 0, 𝐷1 =  𝐴𝑛−1 > 0, 𝐷2 =  
𝐴𝑛−1 𝐴𝑛−3

1 𝐴𝑛−2
 > 0,  

𝐷3 =  

𝐴𝑛−1 𝐴𝑛−3 𝐴𝑛−5

1 𝐴𝑛−2 𝐴𝑛−4

0 𝐴𝑛−1 𝐴𝑛−3

 > 0, … , 𝐷𝑘 =  

𝐴𝑛−1 𝐴𝑛−3 𝐴𝑛−5

  1 𝐴𝑛−2 𝐴𝑛−4

… 0
… 0

   ⋮       ⋮      ⋮   
0 0 0

⋱ ⋮
⋯ 𝐴𝑛−𝑘

 > 0, 

dengan 𝑘 = 1, … , 𝑛.  
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2.4  Sistem Otonomus Nonlinear 

Sistem otonomus (2.1) disebut sistem otonomus nonlinear jika masing-

masing fungsi 𝐹𝑖 𝑥1, … , 𝑥𝑛 , 𝑖 = 1, … , 𝑛, merupakan fungsi nonlinear. Penentuan 

kestabilan titik kesetimbangan sistem otonomus nonlinear dijelaskan berikut.  

2.4.1   Analisis Kestabilan Lokal Titik Kesetimbangan 

Misalkan fungsi 𝐹𝑖 𝑥1, … , 𝑥𝑛 , 𝑖 = 1, … , 𝑛,  memiliki turunan parsial kontinu 

hingga orde dua, dan diberikan titik 𝑥 ∗ =  𝑥1
∗, … , 𝑥𝑛

∗  sebagai titik kesetimbangan 

sistem. Kestabilan lokal titik kesetimbangan 𝑥 ∗ ditentukan berdasarkan perilaku 

solusi di sekitar titik kesetimbangan. Dalam hal ini, diperlukan suatu sistem linear 

hampiran untuk sistem otonomus nonlinear (2.1), dimana akar persamaan 

karakteristik sistem linear hampiran tersebut menentukan tipe kestabilan titik 

kesetimbangan. 

Sistem linear hampiran dari sistem (2.1) diperoleh dari ekspansi deret 

Taylor fungsi 𝐹𝑖 𝑥1, … , 𝑥𝑛  di sekitar titik 𝑥 ∗ yang dinyatakan sebagai berikut. 

𝐹𝑖 𝑥1, … , 𝑥𝑛 = 𝐹𝑖 𝑥1
∗, … , 𝑥𝑛

∗ +
𝜕𝐹𝑖 𝑥1

∗, … , 𝑥𝑛
∗ 

𝜕𝑥1

 𝑥 − 𝑥1
∗ + ⋯

+
𝜕𝐹𝑖 𝑥1

∗, … , 𝑥𝑛
∗ 

𝜕𝑥𝑛

 𝑥 − 𝑥𝑛
∗ + 𝜂𝑖 𝑥1, … , 𝑥𝑛 , 

(2.4) 

dengan 𝜂𝑖 𝑥1, … , 𝑥𝑛  merupakan suku sisa yang bersifat 

lim
 𝑥1 ,…,𝑥𝑛  → 𝑥1

∗ ,…,𝑥𝑛
∗  

𝜂𝑖 𝑥1, … , 𝑥𝑛 

  𝑥 − 𝑥1
∗ 2 + ⋯ +  𝑥 − 𝑥𝑛

∗ 2 
1

2 
= 0. 

Mengingat bahwa 𝐹𝑖 𝑥1
∗, … , 𝑥𝑛

∗ = 0, dan 𝑑𝑥 𝑑𝑡 = 𝑑 𝑥 − 𝑥 ∗ 𝑑𝑡 , untuk 𝑥 =

 𝑥1, … , 𝑥𝑛 𝑇  dan  𝑥 ∗ =  𝑥1
∗, … , 𝑥𝑛

∗ 𝑇 , maka substitusi persamaan (2.4) pada sistem 

persamaan (2.1) akan menghasilkan sistem berikut. 

𝑑

𝑑𝑡
 
𝑥1 − 𝑥1

∗

⋮
𝑥𝑛 − 𝑥𝑛

∗
 =

 
 
 
 
𝜕𝐹1 𝑥1

∗ ,…,𝑥𝑛
∗  

𝜕𝑥1
…

𝜕𝐹1 𝑥1
∗ ,…,𝑥𝑛

∗  

𝜕𝑥𝑛

⋮ ⋱ ⋮
𝜕𝐹𝑛  𝑥1

∗ ,…,𝑥𝑛
∗  

𝜕𝑥1
…

𝜕𝐹𝑛  𝑥1
∗ ,…,𝑥𝑛

∗  

𝜕𝑥𝑛  
 
 
 

 
𝑥1 − 𝑥1

∗

⋮
𝑥𝑛 − 𝑥𝑛

∗
 +  

𝜂1 𝑥1, … , 𝑥𝑛 
⋮

𝜂𝑛 𝑥1, … , 𝑥𝑛 
 .  

(2.5) 
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Sistem linear hampiran yang digunakan untuk mengaproksimasi sistem otonomus 

nonlinear (2.1) di sekitar titik 𝑥 ∗ diperoleh dengan mengabaikan suku sisa pada 

persaman (2.5), sehingga dihasilkan sistem persamaan linear berikut. 

𝑑

𝑑𝑡
𝑤   = 𝐽𝑤   , (2.6) 

dengan 

𝐽 =

 
 
 
 
𝜕𝐹1 𝑥1

∗ ,…,𝑥𝑛
∗  

𝜕𝑥1
…

𝜕𝐹1 𝑥1
∗ ,…,𝑥𝑛

∗  

𝜕𝑥𝑛

⋮ ⋱ ⋮
𝜕𝐹𝑛  𝑥1

∗ ,…,𝑥𝑛
∗  

𝜕𝑥1
…

𝜕𝐹𝑛  𝑥1
∗ ,…,𝑥𝑛

∗  

𝜕𝑥𝑛  
 
 
 

  

disebut matriks Jacobi atau partial derivative matrix dan 𝑤   =  𝑥1 − 𝑥1
∗, … , 𝑥𝑛 −

𝑥𝑛
∗ 𝑇. Untuk  𝑥1, … , 𝑥𝑛 =  𝑥1

∗, … , 𝑥𝑛
∗  diperoleh 𝑤   = 𝟎 yang merupakan titik 

kesetimbangan sistem (2.6) (Boyce dan Diprima, 2009).  

Tipe kestabilan lokal titik kesetimbangan sistem otonomus nonlinear (2.1) 

dapat ditentukan berdasarkan Teorema 2.3. 

Teorema 2.3 (Robinson, 2004) 

Titik kesetimbangan 𝑥 ∗ dari sistem otonomus nonlinear (2.1) dikatakan 

(a) stabil asimtotik, jika titik kesetimbangan sistem linear hampiran stabil 

asimtotik, 

(b) tidak stabil, jika titik kesetimbangan sistem linear hampiran tidak stabil, 

(c) tidak dapat ditentukan kestabilannya, jika terdapat nilai eigen atau akar 

persamaan karakteristik dari matriks 𝐽 yang memiliki bagian real nol. 

Apabila akar persamaan karakteristik dari sistem otonomus nonlinear (2.1) 

sulit ditentukan, maka kriteria Routh-Hurwitz seperti pada sistem otonomus linear 

dapat digunakan untuk menentukan kestabilan titik kesetimbangan. 
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2.4.2   Analisis Kestabilan Global Titik Kesetimbangan 

Teorema 2.3 hanya dapat digunakan untuk menentukan tipe kestabilan lokal 

titik kesetimbangan sistem otonomus nonlinear. Sementara itu, salah satu metode 

yang dapat digunakan untuk menentukan kestabilan global titik kesetimbangan 

adalah menggunakan fungsi Lyapunov. Penentuan kestabilan global titik 

kesetimbangan menggunakan fungsi Lyapunov dijelaskan sebagai berikut. 

Misalkan 𝑥 ∗ = (𝑥1
∗, … , 𝑥𝑛

∗) merupakan titik kesetimbangan sistem otonomus 

nonlinear (2.1). Fungsi 𝐿: ℝ𝑛 → ℝ  disebut fungsi Lyapunov lemah untuk 𝑥 ∗ jika 

untuk suatu persekitaran Ω ⊆ ℝ𝑛  dari 𝑥 ∗, ketentuan berikut terpenuhi. 

(a) 𝐿 𝑥 ∗ = 0 dan 𝐿 𝑥  > 0 ∀ 𝑥 ≠ 𝑥 ∗ dalam Ω, serta 

(b) 𝐿′ 𝑥  ≤ 0  ∀ 𝑥 ∈ Ω. 

Sementara itu, jika pada kriteria (b) berlaku 𝐿′ 𝑥  < 0  ∀  𝑥 ≠ 𝑥 ∗ dalam Ω maka 

fungsi 𝐿 disebut sebagai fungsi Lyapunov kuat (Alligood dkk., 2000). 

Kriteria tipe kestabilan global titik kesetimbangan dengan menggunakan 

fungsi Lyapunov diberikan pada Teorema 2.4 berikut. 

Teorema 2.4 (Alligood dkk., 2000)  

Misalkan 𝑥 ∗ merupakan titik kesetimbangan sistem otonomus nonlinear 

(2.1). Apabila terdapat fungsi Lyapunov lemah untuk 𝑥 ∗ maka 𝑥 ∗ bersifat stabil. 

Sementara itu, jika terdapat fungsi Lyapunov kuat untuk 𝑥 ∗ maka 𝑥 ∗ bersifat 

stabil asimtotik. 

2.5  Bilangan Reproduksi Dasar 

Bilangan reproduksi dasar pada model epidemi, digunakan sebagai batas 

ambang untuk memprediksi apakah penyebaran suatu penyakit akan terjadi atau 

tidak. Bilangan reproduksi dasar (𝑅0) dari virus menyatakan rata-rata banyaknya 
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infeksi sekunder yang diakibatkan satu sel terinfeksi ketika proses awal infeksi 

berlangsung (Wodarz, 2007). 

Bilangan reproduksi dasar yang bernilai lebih besar dari satu, 𝑅0 > 1, 

menunjukkan bahwa dihasilkan lebih dari satu sel baru terinfeksi yang 

diakibatkan oleh satu sel yang telah terinfeksi sebelumnya. Kondisi dengan 

𝑅0 > 1 akan memacu penyebaran infeksi lebih lanjut sehingga terjadi suatu 

endemik. Sementara itu, kondisi dengan 𝑅0 < 1 mengakibatkan tercapainya bebas 

infeksi karena pada kondisi tersebut rata-rata dihasilkan kurang dari satu sel baru 

terinfeksi sedemikian sehingga populasi virus gagal menyebar dan mengalami 

kepunahan (Wodarz, 2007). 

2.6  Model Dinamika Virus  

Salah satu bentuk model epidemi adalah model dinamika virus. Model 

dinamika virus pada dasarnya menggambarkan interaksi yang terjadi antara 

partikel virus dengan sel suatu organisme, ketika infeksi berlangsung dalam tubuh 

organisme tersebut. Wodarz (2007) menyebutkan, model dinamika virus dengan 

tiga variabel dinyatakan oleh persamaan diferensial biasa berikut. 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑠 − 𝜇𝑥 − 𝑘𝑥𝑣,  

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑘𝑥𝑣 − 𝛿𝑦,  

𝑑𝑣

𝑑𝑡
= 𝛽𝑦 − 𝑐𝑣.   

(2.7) 

dengan parameter 𝑠, 𝜇, 𝑘, 𝛿, 𝛽 dan 𝑐 merupakan konstanta real positif.  

Pada sistem (2.7), variabel 𝑥 𝑡  menyatakan populasi sel organisme yang 

rentan atau tak terinfeksi, variabel 𝑦 𝑡  menyatakan populasi sel organisme yang 

terinfeksi, dan variabel 𝑣 𝑡  menyatakan populasi partikel virus bebas. Parameter-
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parameter yang digunakan dalam sistem tersebut, masing-masing menyatakan laju 

konstan produksi sel  𝑠 , laju kematian alami sel  𝜇 , laju produksi sel terinfeksi 

akibat infeksi virus  𝑘 , laju produksi virus oleh sel terinfeksi  𝛽 , laju kematian 

alami sel terinfeksi  𝛿  dan laju kematian partikel virus  𝑐  (Wodarz, 2007). 

2.7  Model Dinamika Virus Hepatitis B 

Model dinamika virus yang dinyatakan oleh sistem (2.7) telah banyak 

diaplikasikan untuk mengkaji virus yang lebih spesifik. Pada tahun 1996, Nowak 

dkk. mengkaji virus hepatitis B dengan menggunakan model tersebut. Pada model 

tersebut diasumsikan, tingkat kejadian yang berkaitan dengan transmisi perubahan 

sel hati rentan menjadi sel hati terinfeksi sebagai tingkat kejadian bilinear 𝑘𝑥𝑣, 

dengan 𝑘 menyatakan laju infeksi virus. Min dkk. (2008) menyatakan bahwa 

digunakannya tingkat kejadian bilinear pada model tersebut mengakibatkan 

dihasilkan bilangan reproduksi dasar, yaitu 𝑅0 = 𝑘𝑠𝛽 𝑐𝜇𝛿 , dengan 𝑠/𝜇 

merepresentasikan jumlah total sel hati. Hal ini menyiratkan laju infeksi virus 

sebanding dengan ukuran populasi sel. 

Laju infeksi virus yang sebanding dengan ukuran populasi sel 

mengakibatkan semakin besar ukuran populasi sel maka semakin tinggi tingkat 

infeksi virus. Pada kenyataannya, rata-rata terdapat miliaran sel hati pada hati 

manusia. Oleh karena itu, pada model Nowak dkk. (1996) diperoleh tingkat 

infeksi virus hepatitis B yang sangat tinggi. Untuk menghindari hal tersebut, Min 

dkk. (2008) mengembangkan model Nowak dkk. (1996) dengan mengubah 

tingkat kejadian bilinear 𝑘𝑥𝑣 menjadi tingkat kejadian standar 𝑘𝑥𝑣  𝑥 + 𝑦  . Pada 

tingkat kejadian standar, laju infeksi virus diasumsikan konstan dan tidak 
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bergantung pada ukuran populasi sel (Ma dan Xia, 2009). Model yang 

dikembangkan oleh Min dkk. (2008) dinyatakan sebagai berikut. 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑠 − 𝜇𝑥 −

𝑘𝑥𝑣

𝑥+𝑦
 ,  

𝑑𝑦

𝑑𝑡
=

𝑘𝑥𝑣

𝑥+𝑦
− 𝛿𝑦,  

𝑑𝑣

𝑑𝑡
= 𝛽𝑦 − 𝑐𝑣.   

(2.8) 

Penggunaan tingkat kejadian standar pada sistem (2.8) mengakibatkan diperoleh 

bilangan reproduksi dasar, yaitu 𝑅0 = 𝑘𝛽 𝑐𝛿 , yang tidak bergantung pada jumlah 

total sel hati  𝑠 𝜇  . Simulasi model dengan tingkat kejadian bilinear maupun 

tingkat kejadian standar menunjukkan bahwa tingkat kejadian standar lebih 

realistis  karena hasilnya lebih cocok dengan uji klinis. 

Nowak dkk. (1996) dan Min dkk. (2008) mengembangkan model tanpa 

mempertimbangkan kemungkinan penyembuhan sel terinfeksi, sedangkan Wang 

dkk. (2010), De-Leόn (2012) dan Hattaf dkk. (2012) masing-masing 

mempertimbangkan kemungkinan tersebut. Penyembuhan sel terinfeksi 

diasumsikan terjadi akibat mekanisme imun non-sitolitik yang menghambat 

replikasi virus dalam sel terinfeksi tanpa mengakibatkan kematian sel terinfeksi. 

Wang dkk. (2010) mengembangkan model dengan menggunakan tingkat kejadian 

standar dan De-Leόn (2012) mengembangkan model dengan menggunakan 

tingkat kejadian bilinear serta mengasumsikan terdapat waktu tunda intraseluler 

pada produksi partikel virus. Sementara itu, Hattaf dkk. (2012) mengembangkan 

model dengan menyatakan tingkat kejadian sebagai tingkat kejadian general.  
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Model dengan tingkat kejadian general dan penyembuhan yang 

diperkenalkan oleh Hattaf dkk. (2012) dinyatakan pada persamaan berikut. 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑠 − 𝜇𝑥 − 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑣 𝑣 + 𝑝𝑦,  

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑣 𝑣 − (𝛿 + 𝑝)𝑦,  

𝑑𝑣

𝑑𝑡
= 𝛽𝑦 − 𝑐𝑣,   

(2.9) 

dengan 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑣  merupakan fungsi kejadian yang diasumsikan terdiferensial 

kontinu pada ℝ+
3  dan memenuhi hipotesis (H1), (H2) dan (H3). 

(H1)   𝑓 0, 𝑦, 𝑣 = 0, untuk setiap 𝑦 ≥ 0 dan 𝑣 ≥ 0, 

(H2)  
𝜕𝑓 𝑥 ,𝑦 ,𝑣 

𝜕𝑥
> 0, untuk setiap 𝑥 > 0 , 𝑦 ≥ 0 dan 𝑣 ≥ 0,   

(H3)   
𝜕𝑓 𝑥 ,𝑦 ,𝑣 

𝜕𝑦
≤ 0 dan 

𝜕𝑓 𝑥 ,𝑦 ,𝑣 

𝜕𝑣
≤ 0 untuk setiap 𝑥 ≥ 0 , 𝑦 ≥ 0 dan 𝑣 ≥ 0. 

Beberapa bentuk fungsi kejadian 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑣) yang umum digunakan dan memenuhi 

hipotesis tersebut adalah, 𝑘𝑥 yang merupakan fungsi kejadian bilinear, 

𝑘𝑥  𝑥 + 𝑦   yang merupakan fungsi kejadian standar dan 

𝑘𝑥  1 + 𝑎𝑥 + 𝑏𝑣 + 𝑎𝑏𝑥𝑣   yang merupakan fungsi kejadian Crowley-Martin 

(Hattaf dkk., 2012). 

Hasil analisis Hattaf dkk. (2012) menunjukkan bahwa sistem (2.9) 

menghasilkan bilangan reproduksi dasar 𝑅0 = 𝛽𝑓 𝑠 𝜇 , 0,0  𝑐 𝛿 + 𝑝   . 

Terdapat dua titik kesetimbangan pada sistem, yaitu titik kesetimbangan bebas 

infeksi 𝐸𝑢 = (𝑠 𝜇 , 0,0) dan titik kesetimbangan endemik 𝐸𝑓 =  𝑥∗, 𝑦∗, 𝑣∗ . Jika 

𝑅0 ≤ 1, sistem (2.9) memiliki satu titik kesetimbangan yang eksis dan stabil 

asimtotik global yaitu 𝐸𝑢 . Jika 𝑅0 > 1, sistem (2.9) memiliki dua titik 

kesetimbangan yang eksis yaitu 𝐸𝑢  dan 𝐸𝑓 , dengan 𝐸𝑢  tak stabil dan 𝐸𝑓  stabil 

asimtotik global. 
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Pengembangan model dinamika virus hepatitis B selanjutnya dilakukan oleh 

Manna dan Chakrabarty pada tahun 2015. Pada model tersebut diasumsikan 

partikel virus diproduksi dari DNA VHB (virus hepatitis B) dengan kapsid yang 

telah matang dalam sel terinfeksi, hingga akhirnya ditransmisi ke dalam darah. 

Model yang dikembangkan oleh Manna dan Chakrabarty (2015) terdiri dari empat 

variabel tak bebas, yang masing-masing menyatakan populasi sel hati rentan  𝑥 , 

sel hati terifeksi  𝑦 , kapsid DNA VHB intraseluler  𝑧 , dan partikel virus bebas 

 𝑣 . Model tersebut dinyatakan pada sistem berikut. 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑠 − 𝜇𝑥 − 𝑘𝑥𝑣,  

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑘𝑥𝑣 − 𝛿𝑦,  

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 𝑎𝑦 −  𝛽 + 𝛿 𝑧,  

𝑑𝑣

𝑑𝑡
= 𝛽𝑧 − 𝑐𝑣.     

(2.10) 

Parameter 𝑠, 𝜇, 𝑘, 𝛿 dan 𝑐 menyatakan hal yang sama seperti pada sistem (2.7), 

sedangkan parameter 𝑎 menyatakan laju produksi DNA VHB dengan kaspid dan 

𝛽 menyatakan laju transmisi DNA VHB dengan kapsid dari sel terinfeksi menuju 

darah. Pada sistem tersebut diasumsikan laju kematian sel rentan lebih kecil 

dibandingkan laju kematian sel terinfeksi, 𝜇 ≤ 𝛿.  

Manna dan Chakrabarty (2015) menyatakan, bilangan reproduksi dasar yang 

dihasilkan oleh sistem (2.10) adalah 𝑅0 = 𝑎𝛽𝑠𝑘 𝑐𝛿𝜇(𝛽 + 𝛿) . Terdapat dua titik 

kesetimbangan, yaitu titik kesetimbangan bebas infeksi 𝐸𝑢 = (𝑠 𝜇 , 0,0,0) yang 

selalu eksis dan titik kesetimbangan endemik 𝐸𝑓 = (𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗, 𝑣∗) yang eksis jika 

𝑅0 > 1. Seperti pada model Hattaf dkk. (2012), kestabilan lokal dan global titik 

kesetimbangan model bergantung pada bilangan reproduksi dasar.        
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BAB III 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

 

 

Penelitian pada tesis ini diawali dengan mengkonstruksi model infeksi virus 

hepatitis B dengan tingkat kejadian standar dan penyembuhan. Model yang telah 

dikonstruksi dianalisis dengan menentukan titik kesetimbangan beserta syarat 

eksistensinya, menentukan kestabilan lokal dan global titik kesetimbangan, serta 

simulasi numerik model. Hasil dan pembahasan penelitian tesis dijelaskan berikut. 

3.1  Konstruksi Model 

Model infeksi virus hepatitis B dengan tingkat kejadian standar dan 

penyembuhan yang dikonstruksi pada tesis ini, merupakan pengembangan dari 

model yang diperkenalkan oleh Manna dan Chakrabarty (2015). Seperti yang 

dinyatakan pada sistem (2.10), terdapat empat populasi yang menjadi fokus utama 

model, yaitu populasi sel hati rentan  𝑥 , sel hati terinfeksi  𝑦 , DNA VHB 

dengan kapsid dalam sel terinfeksi  𝑧  dan partikel virus bebas dalam darah  𝑣 . 

Dipertimbangkannya populasi DNA VHB dengan kapsid pada model tersebut, 

didasari oleh asumsi bahwa partikel virus dihasilkan dari proses pematangan DNA 

VHB dengan kapsid dalam sel terinfeksi.  

Tingkat kejadian pada model (2.10) merupakan tingkat kejadian bilinear. 

Menurut hasil kajian Min dkk. (2008), tingkat kejadian bilinear kurang realistis 

jika dibandingkan tingkat kejadian standar. Model dengan tingkat kejadian 

bilinear menghasilkan bilangan reproduksi yang sebanding dengan jumlah total 

sel hati  𝑠 𝜇  , sehingga menyiratkan bahwa laju infeksi akan terus meningkat 

seiring dengan bertambahnya ukuran populasi sel. Untuk menghindari 

peningkatan laju infeksi yang sangat tajam, Min dkk. (2008) menyarankan untuk 
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menggunakan tingkat kejadian standar pada model. Oleh karena itu, dilakukan 

modifikasi pada (2.10) dengan mengubah tingkat kejadian bilinear 𝑘𝑥𝑣 menjadi 

tingkat kejadian standar 𝑘𝑥𝑣  𝑥 + 𝑦  . 

Beberapa model infeksi VHB, seperti model yang diperkenalkan oleh Wang 

dkk. (2010), De-Leόn (2012), dan Hattaf dkk. (2012), mempertimbangkan asumsi 

adanya laju penyembuhan sel terinfeksi menjadi sel rentan. Penyembuhan sel 

terinfeksi terjadi karena sel imun memicu penghambatan replikasi virus tanpa 

mengkibatkan kerusakan sel terinfeksi, yang disebut mekanisme imun non-

sitolitik. Pada infeksi hepatitis B akut, respon imun nonspesifik dan spesifik 

mengakibatkan produksi antivirus sitokin (cytokines) oleh sel imun, yang 

berfungsi untuk menghambat replikasi virus. Sementara itu, pada infeksi hepatitis 

B kronik, penghambatan replikasi virus disebabkan oleh respon imun spesifik, 

dimana sel limfosit T sitotoksik mengontrol replikasi virus tanpa mengakibatkan 

kerusakan sel terinfeksi (Bartholomeusz dkk., 2006). Oleh karena model (2.10) 

belum mempertimbangkan kemungkinan penyembuhan sel terinfeksi, maka 

model tersebut dikembangkan dengan menambahkan asumsi terdapat laju 

penyembuhan sebesar 𝑝 dari sel terinfeksi menjadi sel rentan. 

Dengan mempertimbangkan tingkat kejadian standar dan asumsi adanya laju 

penyembuhan sel terinfeksi pada model (2.10), maka diperoleh model infeksi 

virus hepatitis B dengan tingkat kejadian standar dan penyembuhan berikut. 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑠 − 𝜇𝑥 −

𝑘𝑥𝑣

𝑥+𝑦
+ 𝑝𝑦,  

𝑑𝑦

𝑑𝑡
=

𝑘𝑥𝑣

𝑥+𝑦
−  𝛿 + 𝑝 𝑦,  

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 𝑎𝑦 −  𝛽 + 𝛿 𝑧,  

𝑑𝑣

𝑑𝑡
= 𝛽𝑧 − 𝑐𝑣.     

(3.1) 
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Sistem (3.1) merupakan sistem persamaan diferensial biasa nonlinear 

dengan 𝑠, 𝜇, 𝑘, 𝑝, 𝛿, 𝑎, 𝛽 dan 𝑐 merupakan konstanta positif. Masing-masing 

parameter pada sistem (3.1) menyatakan hal yang sama seperti pada sistem (2.10). 

Pada sistem (3.1), diasumsikan laju kematian sel rentan lebih kecil dibandingkan 

laju kematian sel terinfeksi, yaitu 𝜇 ≤ 𝑠. Analisis dinamik sistem (3.1) dibahas 

lebih lanjut pada Subbab 3.2, 3.3 dan 3.4. 

3.2  Titik Kesetimbangan 

Titik kesetimbangan sistem (3.1) diperoleh dari solusi sistem persamaan 

berikut. 

0 = 𝑠 − 𝜇𝑥 −
𝑘𝑥𝑣

𝑥+𝑦
+ 𝑝𝑦,   (3.2a) 

0 =
𝑘𝑥𝑣

𝑥+𝑦
−  𝛿 + 𝑝 𝑦,   (3.2b) 

0 = 𝑎𝑦 −  𝛽 + 𝛿 𝑧,  (3.2c) 

0 = 𝛽𝑧 − 𝑐𝑣.     (3.2d) 

Apabila persamaan (3.2a) ditambahkan dengan (3.2b) diperoleh  

0 = 𝑠 − 𝜇𝑥 − 𝛿𝑦. (3.2e) 

Solusi dari persamaan (3.2c), (3.2d) dan (3.2e) adalah 

𝑧 =
𝑎

 𝛽+𝛿 
𝑦,  (3.3a) 

𝑣 =
𝛽

𝑐
𝑧,  (3.3b) 

𝑥 =
𝑠−𝛿𝑦

𝜇
.  (3.3c) 

Jika persamaan (3.3a), (3.3b) dan (3.3c) disubstitusikan pada persamaan (3.2b) 

maka diperoleh  

0 =  𝑎𝑘𝛽 − 𝑐 𝑝 + 𝛿  𝛽 + 𝛿  𝑠𝑦

−  𝛿 𝑎𝑘𝛽 − 𝑐 𝑝 + 𝛿  𝛽 + 𝛿  + 𝑐𝜇 𝑝 + 𝛿  𝛽 + 𝛿  𝑦2. 
(3.4) 
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Penyelesaian persamaan (3.4) adalah 

𝑦 = 0       atau       𝑦 =
𝑠 𝑎𝑘𝛽 −𝑐 𝑝+𝛿  𝛽+𝛿  

𝛿 𝑎𝑘𝛽 −𝑐 𝑝+𝛿  𝛽+𝛿  +𝑐𝜇  𝑝+𝛿  𝛽+𝛿 
 . (3.5) 

Substitusi persamaan (3.5) pada persamaan (3.3a), (3.3b) dan (3.3c) menghasilkan  

𝑥 =
𝑠

𝜇
, 𝑦 = 0, 𝑧 = 0, 𝑣 = 0 (3.6a) 

atau 

𝑥 =
𝑐𝑠 𝑝 + 𝛿  𝛽 + 𝛿 

𝛿𝑐 𝑝 + 𝛿  𝛽 + 𝛿  
𝑎𝑘𝛽

𝑐 𝑝 + 𝛿  𝛽 + 𝛿 
− 1 + 𝑐𝜇 𝑝 + 𝛿  𝛽 + 𝛿 

,  

𝑦 =
𝑐𝑠 𝑝 + 𝛿  𝛽 + 𝛿  

𝑎𝑘𝛽
𝑐 𝑝 + 𝛿  𝛽 + 𝛿 

− 1 

𝑐𝛿 𝑝 + 𝛿  𝛽 + 𝛿  
𝑎𝑘𝛽

𝑐 𝑝 + 𝛿  𝛽 + 𝛿 
− 1 + 𝑐𝜇 𝑝 + 𝛿  𝛽 + 𝛿 

,  

𝑧 =
𝑎

 𝛽 + 𝛿 
𝑦,  

𝑣 =
𝛽

𝑐
𝑧. 

(3.6b) 

Dengan demikian, diperoleh dua titik kesetimbangan, yaitu 𝐸0 =  𝑠 𝜇 , 0,0,0  

yang ditunjukkan oleh persamaan (3.6a) dan 𝐸1 =  𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗, 𝑣∗  yang 

ditunjukkan oleh persamaan (3.6b). Titik kesetimbangan 𝐸0 dan 𝐸1 dibahas lebih 

lanjut pada Subbab 3.2.1 dan 3.2.2. 

3.2.1   Titik Kesetimbangan 𝑬𝟎 

Masing-masing variabel pada titik kesetimbangan menyatakan ukuran 

populasi sel hati rentan 𝑥 𝑡 , sel hati terinfeksi 𝑦 𝑡 , kapsid DNA VHB 

intraseluler 𝑧 𝑡 , dan partikel virus bebas 𝑣 𝑡 . Dalam hal ini, titik kesetimbangan 

𝐸0 =  𝑠 𝜇 , 0,0,0  menunjukkan bahwa populasi sel hati rentan mampu bertahan 

hidup sedangkan tiga populasi lainnya, yaitu populasi sel hati terinfeksi, kapsid 

DNA VHB, dan partikel virus bebas mengalami kepunahan. Kondisi tersebut 

berkaitan dengan kondisi bebas infeksi, sehingga titik kesetimbangan 𝐸0 disebut 
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sebagai titik kesetimbangan bebas infeksi. Titik kesetimbangan 𝐸0 selalu eksis 

karena masing-masing variabelnya bernilai positif. 

3.2.2   Titik Kesetimbangan 𝑬𝟏 

Titik kesetimbangan 𝐸1 =  𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗, 𝑣∗  menunjukkan bahwa keempat 

populasi mampu bertahan hidup. Populasi sel hati terinfeksi, kapsid DNA VHB, 

dan partikel virus bebas yang tidak mengalami kepunahan mengindikasikan 

kondisi endemik, sehingga titik kesetimbangan 𝐸1 disebut titik kesetimbangan 

endemik. Masing-masing variabel pada titik kesetimbangan 𝐸1 bernilai positif jika 

𝑎𝑘𝛽  𝑐 𝑝 + 𝛿  𝛽 + 𝛿   > 1. Oleh karena itu, titik kesetimbangan 𝐸1 eksis jika 

𝑎𝑘𝛽  𝑐 𝑝 + 𝛿  𝛽 + 𝛿   > 1.  

Berdasarkan hasil analisis eksistensi titik kesetimbangan disimpulkan bahwa 

sistem (3.1) selalu memiliki titik kesetimbangan 𝐸0 , namun ketika 

𝑎𝑘𝛽  𝑐 𝑝 + 𝛿  𝛽 + 𝛿   > 1 sistem (3.1) memiliki satu titik kesetimbangan 

tambahan yaitu titik kesetimbangan 𝐸1. 

3.3  Analisis Kestabilan Lokal Titik Kesetimbangan 

Sistem (3.1) merupakan sistem persamaan diferensial biasa nonlinear. 

Penentuan kestabilan lokal titik kesetimbangan sistem dilakukan dengan 

mempertimbangkan sistem linear hampiran berikut. 

𝑑

𝑑𝑡
𝑤   = 𝐽𝑤   ,  

dengan 

𝐽 =

 

  
 

−𝜇 −
𝑘𝑣

𝑥+𝑦
+

𝑘𝑥𝑣

 𝑥+𝑦 2

𝑘𝑥𝑣

 𝑥+𝑦 2
+ 𝑝 0 −

𝑘𝑥

𝑥+𝑦

𝑘𝑣

𝑥+𝑦
−

𝑘𝑥𝑣

 𝑥+𝑦 2
−

𝑘𝑥𝑣

 𝑥+𝑦 2
− 𝛿 − 𝑝 0

𝑘𝑥

𝑥+𝑦

0 𝑎 −𝛽 − 𝛿 0
0 0 𝛽 −𝑐  

  
 

  (3.7) 
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dan 𝑤   =  𝑥 − 𝑥∗, 𝑦 − 𝑦∗, 𝑧 − 𝑧∗, 𝑣 − 𝑣∗ 𝑇 . Analisis kestabilan lokal masing-

masing titik kesetimbangan dibahas pada Subbab 3.3.1 dan 3.3.2. 

3.3.1   Kestabilan Titik Kesetimbangan 𝑬𝟎 

Jika titik kesetimbangan 𝐸0 disubstitusikan pada matriks Jacobi (3.7) maka 

dihasilkan persamaan karakteristik  

 𝜆 + 𝜇   𝜆 + 𝑝 + 𝛿  𝜆 + 𝛽 + 𝛿  𝜆 + 𝑐 − 𝑎𝛽𝑘 = 0. (3.8) 

Berdasarkan persamaan (3.8), diperoleh salah satu akar persamaan karakteristik 

adalah 𝜆1 = −𝜇. Sementara itu, akar persamaan karakteristik lainnya ditentukan 

berdasarkan persamaan berikut. 

𝜆3 + 𝐴2𝜆
2 + 𝐴1 𝜆 + 𝐴0 = 0,  (3.9) 

dengan 

𝐴2 = 𝑐 + 𝑝 + 𝛽 + 2𝛿,  (3.10a) 

𝐴1 = 𝑐  𝑝 + 𝛽 + 2𝛿 +  𝑝 + 𝛿  𝛽 + 𝛿 ,  (3.10b) 

𝐴0 = 𝑐 𝑝 + 𝛿  𝛽 + 𝛿  1 −
𝑎𝑘𝛽

𝑐 𝑝+𝛿  𝛽+𝛿 
 .  (3.10c) 

Menurut Teorema 2.2, akar-akar persamaan (3.9) memiliki bagian real 

negatif jika dan hanya jika 𝐴2 > 0, 𝐴0 > 0  dan 𝐴2𝐴1 − 𝐴0 > 0.  Syarat agar 

persamaan (3.9) memiliki bagian real negatif adalah sebagai berikut. 

(a) Syarat 𝐴2 > 0 

Persamaan (3.10a) menunjukkan bahwa 𝐴2 > 0 karena masing-masing 

parameter bernilai positif. 

(b) Syarat 𝐴0 > 0 

Berdasarkan persamaan (3.10c), 𝐴0 > 0 jika 𝑎𝑘𝛽  𝑐 𝑝 + 𝛿  𝛽 + 𝛿   < 1. 
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(c) Syarat 𝐴2𝐴1 − 𝐴0 > 0 

Berdasarkan persamaan (3.10a), (3.10b) dan (3.10c) diperoleh 

𝐴2𝐴1 − 𝐴0 =  𝑝 + 𝛽 + 2𝛿  𝑐  𝑝 + 𝛽 + 2𝛿 +  𝑝 + 𝛿  𝛽 + 𝛿  + 𝑎𝑘𝛽 

+𝑐2  𝑝 + 𝛽 + 2𝛿 .  

Karena masing-masing parameter bernilai positif maka 𝐴2𝐴1 − 𝐴0 > 0 

terpenuhi. 

Berdasarkan syarat (a), (b) dan (c), persamaan (3.8) memiliki akar-akar persamaan 

dengan bagian real negatif jika 𝑎𝑘𝛽  𝑐 𝑝 + 𝛿  𝛽 + 𝛿   < 1. Oleh karena itu, titik 

kesetimbangan 𝐸0 stabil asimtotik lokal jika 𝑎𝑘𝛽  𝑐 𝑝 + 𝛿  𝛽 + 𝛿   < 1.  

3.3.2   Kestabilan Titik Kesetimbangan 𝑬𝟏 

Misalkan Δ1 = 𝑐 𝑝 + 𝛿  𝛽 + 𝛿  dan Δ2 = 𝑎𝑘𝛽 − Δ1, maka titik 

kesetimbangan 𝐸1 dapat dinyatakan kembali sebagai berikut 

𝑥∗ =
𝑠∆1

𝛿∆2+𝜇∆1
 ,  (3.11a) 

𝑦∗ =
𝑠∆2

𝛿∆2+𝜇∆1
 ,  (3.11b) 

𝑧∗ =  
𝑎

𝛽+𝛿
 𝑦∗,  (3.11c) 

𝑣∗ =
𝛽

𝑐
𝑧∗.  (3.11d) 

Jika persamaan (3.11a), (3.11b), (3.11c) dan (3.11d) disubstitusikan pada matriks 

Jacobi (3.7) maka dihasilkan persamaan karakteristik berikut. 

𝜆4 + 𝐴3𝜆
3 + 𝐴2𝜆

2 + 𝐴1𝜆 + 𝐴0 = 0, (3.12) 

dengan 

𝐴3 = 𝑐 + 𝑝 + 𝛽 + 2𝛿 + 𝜇 +
∆2

𝑐 𝛽+𝛿 
 ,  (3.13a) 

  



24 
 

 
 

𝐴2 =  𝑐 + 𝛽 + 2𝛿 
∆2

2

𝑎𝑘𝛽𝑐  𝛽+𝛿 
+  𝑐 + 𝛽 + 𝛿 + 𝜇 

∆1∆2

𝑎𝑘𝛽𝑐  𝛽+𝛿 
  

+𝑐 𝑝 + 𝛽 + 2𝛿 + 𝜇 𝑐 + 𝑝 + 𝛽 + 2𝛿 +  𝛽 + 𝛿  𝑝 + 𝛿 ,  

 

𝐴1 =   𝑐 + 𝛿  𝛽 + 𝛿 + 𝑐𝛿 
∆2

2

𝑎𝑘𝛽𝑐  𝛽+𝛿 
+  𝑐𝜇 +  𝑐 + 𝜇  𝛽 + 𝛿  

∆1∆2

𝑎𝑘𝛽𝑐  𝛽+𝛿 
  

+𝜇 𝛽 + 𝛿  𝑝 + 𝛿 + 𝑐𝜇 𝑝 + 𝛽 + 2𝛿 ,  

 

𝐴0 = 𝛿
∆2

2

𝑎𝑘𝛽
+ 𝜇

∆1∆2

𝑎𝑘𝛽
 .  (3.13b) 

Menurut Teorema 2.2, akar-akar persamaan (3.12) memiliki bagian real 

negatif jika dan hanya jika 𝐴3 > 0, 𝐴0 > 0, 𝐴3𝐴2 − 𝐴1 > 0 dan  𝐴3𝐴2 −

𝐴1 𝐴1 − 𝐴3
2𝐴0 > 0.  Syarat agar persamaan (3.12) memiliki bagian real negatif 

adalah sebagai berikut. 

(a) Syarat 𝐴3 > 0 

Perhatikan persamaan (3.13a). Oleh karena masing-masing parameter 

bernilai positif, maka 𝐴3 > 0 jika ∆2> 0. 

(b) Syarat 𝐴0 > 0 

Diketahui bahwa masing-masing parameter bernilai positif dan ∆1> 0. 

Persamaan (3.13b) menunjukkan bahwa jika ∆2> 0 maka 𝐴0 > 0.  

(c) Syarat 𝐴3𝐴2 − 𝐴1 > 0 

Seperti yang dijabarkan pada Lampiran 1, jika ∆2> 0 maka 𝐴3𝐴2 − 𝐴1 > 0. 

(d) Syarat  𝐴3𝐴2 − 𝐴1 𝐴1 − 𝐴3
2𝐴0 > 0 

Penjabaran pada Lampiran 1 menunjukkan bahwa jika ∆2> 0 maka 

 𝐴3𝐴2 − 𝐴1 𝐴1 − 𝐴3
2𝐴0 > 0. 

Berdasarkan syarat (a), (b), (c), dan (d), jika ∆2> 0 maka akar-akar persamaan 

(3.12) memiliki bagian real negatif. Karena 

Δ2 = 𝑐 𝑝 + 𝛿  𝛽 + 𝛿  
𝑎𝑘𝛽

𝑐 𝑝+𝛿  𝛽+𝛿 
− 1 ,  
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diperoleh jika 𝑎𝑘𝛽  𝑐 𝑝 + 𝛿  𝛽 + 𝛿   > 1 maka titik kesetimbangan 𝐸1 bersifat 

stabil asimtotik lokal. 

Hasil analisis kestabilan lokal menunjukkan bahwa jika 

𝑎𝑘𝛽  𝑐 𝑝 + 𝛿  𝛽 + 𝛿   < 1 maka titik kesetimbangan bebas infeksi 𝐸0 bersifat 

stabil asimtotik lokal. Sementara itu, jika 𝑎𝑘𝛽  𝑐 𝑝 + 𝛿  𝛽 + 𝛿   > 1 maka titik 

kesetimbangan endemik 𝐸1 bersifat stabil asimtotik lokal. Oleh karena itu, 

disimpulkan bahwa 𝑎𝑘𝛽  𝑐 𝑝 + 𝛿  𝛽 + 𝛿    mendefinisikan bilangan reproduksi 

dasar model (3.1) atau 𝑅0 = 𝑎𝑘𝛽  𝑐 𝑝 + 𝛿  𝛽 + 𝛿   .  

Perbandingan antara bilangan reproduksi dasar dari model yang 

dikembangkan oleh Manna dan Chakrabarty (2015) dengan bilangan reproduksi 

dasar model (3.1), dapat dilihat pada Tabel 3.1. 

Tabel 3.1 Bilangan Reproduksi Dasar  

Model Asumsi 
Bilangan 

Reproduksi Dasar 

Model (2.10) (Model 

Infeksi VHB dengan 

Tingkat Kejadian 

Bilinear dan Tanpa 

Penyembuhan)  

(Manna dan 

Chakrabarty, 2015) 

a. Tingkat kejadian: Bilinear 

b. Penyembuhan sel terinfeksi: 

Tidak Ada 

c. Transmisi virus oleh kapsid 

DNA VHB: Ada 

𝑎𝑘𝛽

𝑐𝛿(𝛽 + 𝛿)

𝑠

𝜇
 

Model (3.1) (Model 

Infeksi VHB dengan 

Tingkat Kejadian 

Standar dan 

Penyembuhan)  

a. Tingkat kejadian: Standar 

b. Penyembuhan sel terinfeksi: 

Ada 

c. Transmisi virus oleh kapsid 

DNA VHB: Ada 

𝑎𝑘𝛽

𝑐 𝑝 + 𝛿  𝛽 + 𝛿 
 

 

Berdasarkan Tabel 3.1, penggunaan tingkat kejadian standar pada model 

(3.1), mengakibatkan bilangan reproduksi dasar yang diperoleh tidak bergantung 

pada jumlah total sel hati yang direpresentasikan oleh  𝑠 𝜇  . Sementara itu, 
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adanya asumsi penyembuhan sel terinfeksi pada model (3.1), mengakibatkan 

bilangan reproduksi dasar yang diperoleh bergantung pada laju penyembuhan sel 

terinfeksi  𝑝 . Dalam hal ini, peningkatan laju penyembuhan sel terinfeksi 

mengakibatkan penurunan nilai bilangan reproduksi dasar atau rata-rata jumlah sel 

terinfeksi akibat infeksi sekunder. Dengan demikian, disimpulkan bahwa 

modifikasi model (2.10) dengan menggunakan tingkat kejadian standar dan 

menambahkan asumsi penyembuhan sel terinfeksi, menghasilkan bilangan 

reproduksi dasar yang lebih realistis.  

3.4  Analisis Kestabilan Global Titik Kesetimbangan 

Merujuk pada Subbab 2.4.2, dalam menentukan kestabilan global masing-

masing titik kesetimbangan dari sistem (3.1) digunakan fungsi Lyapunov. Analisis 

kestabilan global masing-masing titik kesetimbangan dijelaskan pada Subbab 

3.4.1 dan 3.4.2. 

3.4.1   Kestabilan Global Titik Kesetimbangan 𝑬𝟎 

Pada titik kesetimbangan 𝐸0, analisis kestabilan global dilakukan dengan 

menggunakan fungsi Lyapunov  

𝐿1 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑣 =
𝑎𝛽

 𝑝+𝛿  𝛽+𝛿 
𝑦 𝑡 +

𝛽

 𝛽+𝛿 
𝑧 𝑡 + 𝑣 𝑡   (3.14) 

yang didefinisikan pada persekitaran Ω = ℝ+
4 − Ω1 dengan 

Ω1 =  (𝑥, 0,0,0) ∈ ℝ+
4  𝑥 ≠ 𝑠 𝜇  . Fungsi tersebut dikembangkan dari fungsi 

Lyapunov hasil kajian Manna dan Chakrabarty (2015). Berdasarkan persamaan 

(3.14) diperoleh 

(a) 𝐿1 𝑠 𝜇 , 0,0,0 = 0,  

(b) 𝐿1 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑣 > 0 untuk setiap  𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑣 ≠  𝑠 𝜇 , 0,0,0  dan  𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑣 ∈ Ω, 

(c) 
𝑑𝐿1

𝑑𝑡
=  𝑅0

𝑥

𝑥+𝑦
− 1 𝑐𝑣, (3.15a) 
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Penurunan persamaan (3.15a) dijabarkan pada Lampiran 2. Oleh karena 

𝑦 ≥ 0, maka  𝑅0 𝑥  𝑥 + 𝑦  − 1 ≤  𝑅0 − 1 . Dengan demikian, berdasarkan 

persamaan (3.15a) diperoleh 

𝑑𝐿1

𝑑𝑡
≤  𝑅0 − 1 𝑐𝑣.  (3.15b) 

Pertaksamaan (3.15b) menunjukkan bahwa 𝐿1
′  𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑣 ≤ 0 jika 𝑅0 ≤ 1. 

Sementara itu, menurut persamaan (3.15a), 𝐿1
′  𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑣 = 0 jika 𝑣 = 0 atau 

𝑦 𝑥 = 𝑅0 − 1. Hal ini mengakibatkan, jika 𝑅0 ≤ 1 maka 𝐿1
′  𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑣 < 0 untuk 

setiap 𝑣 ≠ 0 dan 𝑦 𝑥 ≠ 𝑅0 − 1. Oleh karena itu, 𝐿1 merupakan fungsi Lyapunov 

lemah dan titik kesetimbangan 𝐸0 bersifat stabil global jika 𝑅0 ≤ 1. 

3.4.2   Kestabilan Global Titik Kesetimbangan 𝑬𝟏 

Analisis kestabilan global titik kesetimbangan 𝐸1 dilakukan dengan 

mengkonstruksi fungsi Lyapunov 𝐿2 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑣  berikut yang didasari oleh fungsi 

Lyapunov hasil kajian dari De-Leόn (2012) dan Hattaf dkk. (2013). 

𝐿2 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑣 = 𝜓 𝑥 + 𝑦∗𝜑  
𝑦

𝑦∗ +
𝛿+𝑝

𝑎
𝑧∗𝜑  

𝑧

𝑧∗ +
 𝛿+𝑝 𝑦∗

𝛽𝑧∗ 𝑣∗𝜑  
𝑣

𝑣∗   

+  
𝑝

2𝑥∗ 𝜇+𝛿 
  

𝑦∗

𝑥∗+𝑦∗   𝑥 − 𝑥∗ +  𝑦 − 𝑦∗  2,  

(3.16) 

dengan 

𝜓 𝑥 = 𝑥 − 𝑥∗ −  
𝑘𝑥∗

𝑥∗+𝑦∗

𝑠+𝑦∗

𝑘𝑠

𝑥

𝑥∗ 𝑑𝑠   dan   𝜑 𝑥 = 𝑥 − 1 − ln 𝑥 , 𝑥 > 0, 𝑥 ∈ ℝ.    

Fungsi 𝐿2 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑣  didefinisikan pada Ω =   𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑣 ∈ ℝ4 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑣 > 0 . 

Untuk menentukan apakah 𝐿2 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑣   merupakan fungsi Lyapunov lemah atau 

kuat, persamaan (3.16) dianalisis berdasarkan ketentuan-ketentuan berikut. 

(a) 𝑳𝟐 𝒙
∗, 𝒚∗, 𝒛∗, 𝒗∗ = 𝟎 

Jelas bahwa untuk  𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑣 =  𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗, 𝑣∗  diperoleh 𝐿2 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑣 = 0.  
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(b) 𝑳𝟐 𝒙, 𝒚, 𝒛, 𝒗 > 0 untuk setiap  𝒙, 𝒚, 𝒛, 𝒗 ≠  𝒙∗, 𝒚∗, 𝒛∗, 𝒗∗   

Diketahui bahwa  

𝜓 𝑥 = 𝑥 − 𝑥∗ −  
𝑘𝑥∗

𝑥∗+𝑦∗

𝑠+𝑦∗

𝑘𝑠

𝑥

𝑥∗ 𝑑𝑠 = 𝑥 − 𝑥∗ −
𝑥∗

𝑥∗+𝑦∗
 𝑥 − 𝑥∗ + 𝑦∗ ln  

𝑥

𝑥∗
  .  

Turunan pertama dan kedua dari 𝜓 𝑥  adalah 

𝜓 𝑥 ′ = 1 −
𝑥∗

𝑥∗+𝑦∗  1 +
𝑦∗

𝑥
 ,  (3.17) 

𝜓 𝑥 ′′ =
𝑥∗

𝑥∗+𝑦∗

𝑦∗

𝑥2 .  (3.18) 

Pada persamaan (3.17) untuk 𝜓 𝑥 ′ = 0 diperoleh 𝑥 = 𝑥∗. Hal ini 

menunjukkan bahwa 𝑥 = 𝑥∗ merupakan titik stasioner dari 𝜓 𝑥 . Jika 

𝑥 = 𝑥∗ disubstitusikan pada persamaan (3.18) maka diperoleh 𝜓 𝑥 ′′ > 0. 

Dengan demikian, fungsi 𝜓 𝑥  minimum global pada titik 𝑥 = 𝑥∗ dengan 

𝜓 𝑥∗ = 0. Selanjutnya, untuk fungsi 𝜑 𝑥 , turunan pertama dan keduanya 

adalah  

𝜑 𝑥 ′ = 1 −
1

𝑥
 ,   (3.19) 

𝜑 𝑥 ′′ =
1

𝑥2 . (3.20) 

Berdasarkan persamaan (3.19) diperoleh titik stationer dari 𝜑 𝑥  adalah 

𝑥 = 1. Karena menurut persamaan (3.20) 𝜑 𝑥 ′′ > 0 untuk 𝑥 = 1, maka 

fungsi  𝜑 𝑥  minimum global pada titik 𝑥 = 1 dengan 𝜑 1 = 0. Sementara 

itu, fungsi 𝜗 𝑥, 𝑦 =   𝑥 − 𝑥∗ +  𝑦 − 𝑦∗  2 minimum global pada titik 

 𝑥, 𝑦 =  𝑥∗, 𝑦∗  dengan 𝜗 𝑥∗, 𝑦∗ = 0. Hal ini mengimplikasikan, 

𝜓 𝑥 , 𝜑 𝑥 , 𝜗 𝑥, 𝑦 ≥ 0 untuk setiap 𝑥, 𝑦 > 0. Oleh karena itu, terbukti 

bahwa 𝐿2 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑣 > 0 untuk setiap  𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑣 ≠  𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗, 𝑣∗ . 
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(c) 𝑳𝟐
′  𝒙, 𝒚, 𝒛, 𝒗 < 0 untuk setiap  𝒙, 𝒚, 𝒛, 𝒗 ≠  𝒙∗, 𝒚∗, 𝒛∗, 𝒗∗  

Apabila 𝐿2(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑣) diturunkan terhadap 𝑡, diperoleh  

𝑑𝐿2

𝑑𝑡
=  1 −

𝑘𝑥∗

𝑥∗+𝑦∗

𝑥+𝑦∗

𝑘𝑥
  𝑠 − 𝜇𝑥 −

𝑘𝑥𝑣

𝑥+𝑦
+ 𝑝𝑦   

+  1 −
𝑦∗

𝑦
  

𝑘𝑥𝑣

𝑥+𝑦
−  𝛿 + 𝑝 𝑦   

+
𝛿+𝑝

𝑎
 1 −

𝑧∗

𝑧
  𝑎𝑦 −  𝛽 + 𝛿 𝑧   

+
 𝛿+𝑝 𝑦2

𝛽𝑧2
 1 −

𝑣∗

𝑣
  𝛽𝑧 − 𝑐𝑣   

+
𝑝𝑦∗

𝑥∗ 𝜇+𝛿  𝑥∗+𝑦∗ 
  𝑥 − 𝑥∗ +  𝑦 − 𝑦∗   𝑠 − 𝜇𝑥 − δ𝑦 .  

(3.21) 

Pada titik kesetimbangan 𝐸1 berlaku 

𝑠 = 𝜇𝑥∗ +
𝑘𝑥∗𝑣∗

𝑥∗+𝑦∗
− 𝑝𝑦∗ = 𝜇𝑥∗ + 𝛿𝑦∗,  (3.22a) 

𝛿 + 𝑝 =
𝑘𝑥∗𝑣∗

𝑥∗ + 𝑦∗

1

𝑦∗
 , (3.22b) 

𝛽 + 𝛿 = 𝑎
𝑦∗

𝑧∗
 , (3.22c) 

𝑐 = 𝛽
𝑧∗

𝑣∗
 , (3.22d) 

Apabila persamaan (3.22a), (3.22b), (3.22c), dan (3.22d) disubstitusikan 

pada persamaan (3.21) maka diperoleh  

 
𝑑𝐿2

𝑑𝑡
= −

𝑝𝑦∗

𝑥∗ 𝜇 + 𝛿  𝑥∗ + 𝑦∗ 
 𝜇 𝑥 − 𝑥∗ 2 + 𝛿 𝑦 − 𝑦∗ 2  

− 𝛿 + 𝑝 𝑦∗  𝜑  
𝑘𝑥∗

𝑥∗ + 𝑦∗

𝑥 + 𝑦∗

𝑘𝑥
 + 𝜑  

𝑘𝑥𝑣

𝑥 + 𝑦

𝑥∗ + 𝑦∗

𝑘𝑥∗𝑣∗

𝑦∗

𝑦
 

+ 𝜑  
𝑦

𝑦∗

𝑧∗

𝑧
 + 𝜑  

𝑧

𝑧∗

𝑣∗

𝑣
 + 𝜑  

𝑥 + 𝑦

𝑥 + 𝑦∗
   

− 𝛿 + 𝑝 𝑦∗  ln  
𝑘𝑥∗

𝑥∗ + 𝑦∗

𝑥 + 𝑦∗

𝑘𝑥
 + ln  

𝑘𝑥𝑣

𝑥 + 𝑦

𝑥∗ + 𝑦∗

𝑘𝑥∗𝑣∗

𝑦∗

𝑦
 

+ ln  
𝑦

𝑦∗

𝑧∗

𝑧
 + ln  

𝑧

𝑧∗

𝑣∗

𝑣
 + ln  

𝑥 + 𝑦

𝑥 + 𝑦∗
   

−𝑝𝑦
𝑦∗

𝑥∗ + 𝑦∗

 𝑥 − 𝑥∗ 2

𝑥𝑥∗
−  𝜇𝑥∗ − 𝑝𝑦∗ 

𝑦∗

𝑥∗ + 𝑦∗

 𝑥 − 𝑥∗ 2

𝑥𝑥∗
 

+ 𝛿 + 𝑝 𝑦∗  1 −
𝑥 + 𝑦∗

𝑥 + 𝑦
  

𝑥 + 𝑦

𝑥 + 𝑦∗
−

𝑣

𝑣∗
 . 

(3.23) 
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Penurunan persamaan (3.23) dapat dilihat pada Lampiran 3. Oleh karena 

𝜑 𝑥 ≥ 0, ln 𝑥 ≥ 0, 𝜇 𝑥 − 𝑥∗ 2 + 𝛿 𝑦 − 𝑦∗ 2 ≥ 0, dan  𝑥 − 𝑥∗ 2 ≥ 0 

untuk setiap 𝑥, 𝑦 > 0, maka 𝐿2
′ (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑣) ≤ 0 jika 𝜇𝑥∗ ≥ 𝑝𝑦∗ dan 𝜃 ≤ 0 

dengan 𝜃 =  1 −
𝑥+𝑦∗

𝑥+𝑦
  

𝑥+𝑦

𝑥+𝑦∗
−

𝑣

𝑣∗
 . Sementara itu, 𝐿2

′ (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑣) = 0 jika dan 

hanya jika  𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑣 =  𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗, 𝑣∗ . Dengan demikian, jika 𝜇𝑥∗ ≥ 𝑝𝑦∗ 

dan 𝜃 ≤ 0 maka 𝐿2
′ (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑣) < 0 untuk setiap  𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑣 ≠  𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗, 𝑣∗ . 

Hasil analisis pada poin (a), (b), dan (c) menunjukkan, jika 𝜇𝑥∗ ≥ 𝑝𝑦∗ dan 

𝜃 ≤ 0 maka fungsi 𝐿2 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑣  merupakan fungsi Lyapunov kuat dan titik 

kesetimbangan 𝐸1 bersifat stabil asimtotik global. Menggunakan 𝑥∗ dan 𝑦∗ yang 

dinyatakan pada persamaan (3.6b), maka diperoleh 

𝜇𝑥∗ − 𝑝𝑦∗ =

𝑠

𝑐 𝑝+𝛿  𝛽 +𝛿 
 𝜇−𝑝 𝑅0−1  

𝛿 𝑎𝑘𝛽 −𝑐 𝑝+𝛿  𝛽+𝛿  +𝑐𝜇  𝑝+𝛿  𝛽+𝛿 
 .  

(3.24) 

Merujuk pada syarat eksistensi titik kesetimbangan 𝐸1, yaitu 𝑅0 > 1, dan 

persamaan (3.24), maka syarat 𝜇𝑥∗ ≥ 𝑝𝑦∗ terpenuhi jika 1 < 𝑅0 ≤  1 + 𝜇 𝑝  . 

Oleh karena itu, dapat disimpulkan bahwa syarat cukup agar titik kesetimbangan 

𝐸1 stabil  asimtotik global adalah 1 < 𝑅0 ≤  1 + 𝜇 𝑝   dan 𝜃 ≤ 0.  

Hasil analisis mengenai syarat eksistensi dan tipe kestabilan lokal maupun 

global dari titik kesetimbangan sistem (3.1) dirangkum pada Tabel 3.2. 
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Tabel 3.2 Syarat Eksistensi dan Kestabilan Titik Kesetimbangan  

Titik 

Kesetimbangan 

Syarat 

Eksistensi 
Syarat Kestabilan Tipe Kestabilan 

𝐸0 =  𝑠 𝜇 , 0,0,0  Tidak ada 

Syarat perlu 

𝑅0 < 1 
Stabil asimtotik lokal 

Syarat perlu 

𝑅0 ≤ 1 
Stabil global 

𝐸1 =  𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗, 𝑣∗  𝑅0 > 1 

Syarat perlu 

𝑅0 > 1 
Stabil asimtotik lokal 

Syarat cukup 

1 < 𝑅0 ≤  1 + 𝜇 𝑝   

dan 

𝜃 ≤ 0 dengan 𝜃 =  1 −
𝑥+𝑦∗

𝑥+𝑦
  

𝑥+𝑦

𝑥+𝑦∗
−

𝑣

𝑣∗
  

Stabil asimtotik global 
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3.5  Simulasi Numerik 

Simulasi numerik dilakukan dengan menggunakan software MATLAB 

R2008b. Simulasi numerik dilakukan untuk mengilustrasikan hasil analisis yang 

diperoleh pada Subbab 3.4. Terdapat tiga macam kasus yang dipelajari dalam 

simulasi numerik. Nilai parameter yang digunakan pada masing-masing kasus 

mengacu pada Manna dan Chakrabarty (2015) serta Yousfi dkk. (2011). Nilai 

parameter yang digunakan ditunjukkan pada Tabel 3.3.  

Tabel 3.3 Nilai Parameter 

Parameter Definisi Nilai Sumber 

𝑠 Laju produksi sel hati (5.04 + 0.71) × 105 

sel/ml hari
-1

 

Yousfi dkk., 

(2011) 

𝜇 Laju kematian alami sel 

hati 

0.0039 hari
-1 Yousfi dkk., 

(2011) 

𝑘 Laju produksi sel hati 

terinfeksi 

3.8 × 10−4 ml vir
-1 

hari
-1 

Yousfi dkk., 

(2011) 

𝛿 Laju kematian sel hati 

terinfeksi 

0.00693 hari
-1 Yousfi dkk., 

(2011) 

𝑎 Laju produksi DNA VHB 

dengan kapsid 

150 ml vir
-1 

hari
-1

 Manna dan 

Chakrabarty, 

(2015) 

𝛽 Laju transmisi DNA 

VHB 

0.87 hari
-1

 Manna dan 

Chakrabarty, 

(2015) 

𝑐 Laju kematian partikel 

virus 

0.67 hari
-1 Yousfi dkk., 

(2011) 
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Pengamatan dengan simulasi numerik juga dilakukan untuk mempelajari 

pengaruh perubahan laju penyembuhan terhadap perilaku solusi. Oleh karena itu, 

dalam masing-masing kasus digunakan nilai parameter 𝑝 yang berbeda.  

3.5.1   Kasus 𝑹𝟎 < 1 

Pada kasus ini, nilai parameter 𝑝 yang digunakan adalah 𝑝 = 0.08. 

Penggunaan nilai parameter tersebut menghasilkan titik kesetimbangan bebas 

infeksi 𝐸0 =  1.4743 × 108 , 0,0,0  dan bilangan reproduksi dasar 𝑅0 = 0.9709.  

 

 

Gambar 3.1 Simulasi numerik untuk 𝑅0 < 1. 

Mengacu pada Tabel 3.2, jika 𝑅0 < 1 maka terdapat satu titik 
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tersebut diilustrasikan oleh hasil simulasi numerik dengan tiga nilai awal yang 

berbeda, yaitu 𝑁𝐴1 =  15 × 107 , 15, 25, 30 , 𝑁𝐴2 =  14.5 × 107 , 25, 30, 35 , 

dan 𝑁𝐴3 =  13.5 × 107 , 35, 40, 43 . Pada Gambar 3.1, tampak bahwa dalam 

selang waktu 4000 hari masing-masing solusi menuju ke titik kesetimbangan 𝐸0. 

Perilaku solusi tersebut mengindikasikan bahwa titik kesetimbangan 𝐸0 bersifat 

stabil asimtotik. Dengan demikian, hasil simulasi untuk kasus ini sesuai dengan 

hasil analisis pada Tabel 3.2. 

3.5.2   Kasus 𝟏 < 𝑹𝟎 ≤  𝟏 + 𝝁 𝒑   

Nilai parameter 𝑝 yang digunakan dalam kasus ini adalah  

𝑝 = 0.075. Dengan menggunakan nilai parameter tersebut diperoleh 1 < 𝑅0 ≤

 1 + 𝜇 𝑝  , dengan 𝑅0 = 1.0302 dan 1 + 𝜇 𝑝 = 1.0520. Menurut Tabel 3.2, 

pada kasus ini syarat eksistensi titik kesetimbangan 𝐸0 dan 𝐸1 terpenuhi. 

Berdasarkan nilai parameter yang digunakan, titik kesetimbangan 𝐸0 dan 𝐸1 

masing-masing bernilai 𝐸0 =  1.4743 × 108 , 0,0,0  dan  𝐸1 =  1.3993 ×

108 , 4.2226 × 106 , 7.2228 × 108, 9.3789 × 108 . 

Simulasi numerik untuk kasus ini dilakukan dengan menggunakan tiga nilai 

awal, yaitu 𝑁𝐴1 =  2.8 × 108 , 4.2 × 106 , 7.6 × 108 , 8.2 × 108 ,  𝑁𝐴2 =

 108, 3.9 × 106 , 8.6 × 108 , 9.7 × 108 , dan 𝑁𝐴3 =  4 × 108 , 4.8 × 106 , 6.6 ×

108 , 7.7 × 108 . Hasil simulasi numerik tersebut disajikan pada Gambar 3.2. 

Pengamatan pada Gambar 3.2 menunjukkan bahwa masing-masing solusi menuju 

ke titik kesetimbangan 𝐸1. Oleh karena itu, tampak bahwa hasil simulasi numerik 

mendukung hasil analisis pada pada Tabel 3.2 yang menyatakan bahwa jika 

1 < 𝑅0 ≤  1 + 𝜇 𝑝   maka titik kesetimbangan 𝐸0 bersifat tak stabil sedangkan 

titik kesetimbangan 𝐸1 bersifat stabil asimtotik global. 
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Gambar 3.2 Simulasi numerik untuk 1 < 𝑅0 ≤  1 + 𝜇 𝑝  . 

3.5.3   Kasus 𝟏 + 𝝁 𝒑 < 𝑹𝟎 

Simulasi numerik untuk kasus ini dilakukan dengan menggunakan nilai 

parameter 𝑝 = 0.06. Dengan 𝑝 = 0.06, diperoleh 𝑅0 = 1.2611 dan 1 + 𝜇 𝑝 =

1.0650. Seperti pada kasus sebelumnya, pada kasus ini titik kesetimbangan 𝐸0 

dan 𝐸1 eksis. Dalam hal ini, masing-masing titik kesetimbangan bernilai 𝐸0 =

 1.4743 × 108 , 0,0,0  dan 𝐸1 = (1.007 × 108 , 2.6292 × 107 , 4.4973 ×

109, 5.8398 × 109). Hasil simulasi numerik untuk kasus ini ditampilkan pada 

Gambar 3.3. 
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Gambar 3.3 Simulasi numerik untuk 1 + 𝜇 𝑝 < 𝑅0. 

Tiga nilai awal yang digunakan pada simulasi adalah  
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simulasi tersebut didukung dengan hasil simulasi numerik pada Gambar 3.2, 

diduga bahwa jika 𝑅0 > 1 maka titik kesetimbangan 𝐸1 bersifat stabil asimtotik 

global. Untuk membuktikan dugaan tersebut, diperlukan analisis lebih lanjut 

mengenai kestabilan global titik kesetimbangan 𝐸1. 

3.6  Interpretasi Hasil 

Bilangan reproduksi dasar untuk model infeksi virus hepatitis B dengan 

tingkat kejadian standar dan penyembuhan adalah 𝑅0 = 𝑎𝑘𝛽  𝑐 𝑝 + 𝛿  𝛽 + 𝛿  .  

Salah satu faktor yang berpengaruh pada besarnya bilangan reproduksi dasar 

tersebut adalah laju penyembuhan sel hati terinfeksi menjadi sel hati rentan yang 

dinotasikan oleh 𝑝. Peningkatan laju penyembuhan akan berakibat pada 

penurunan nilai bilangan reproduksi dasar. Hasil analisis maupun hasil simulasi 

numerik dengan menggunakan laju penyembuhan yang berbeda menunjukkan 

bahwa perubahan nilai pada bilangan reproduksi dasar berpengaruh pada 

perubahan perilaku solusi sistem (3.1).  

Ketika digunakan laju penyembuhan yang memenuhi kondisi 𝑅0 < 1, 

terdapat satu titik kesetimbangan yang eksis dan stabil asimtotik, yaitu titik 

kesetimbangan bebas infeksi. Perilaku solusi yang dihasilkan ketika 𝑅0 < 1 

mengindikasikan populasi sel hati terinfeksi, kapsid DNA VHB, dan partikel virus 

akan mengalami kepunahan saat 𝑡 → ∞. Hal ini menggambarkan kondisi dimana 

penyembuhan sel hati terinfeksi mampu menekan penyebaran infeksi virus 

sedemikian sehingga mengakibatkan kepunahan populasi sel hati terinfeksi, 

kapsid DNA VHB, dan partikel virus. 

Sementara itu, ketika digunakan laju penyembuhan yang lebih kecil 

sedemikian sehingga diperoleh 𝑅0 > 1, terdapat dua titik kesetimbangan yang 
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eksis, yaitu titik kesetimbangan bebas infeksi yang bersifat tak stabil dan titik 

kesetimbangan endemik yang bersifat stabil asimtotik. Kondisi dimana titik 

kesetimbangan endemik stabil asimtotik mengindikasikan bahwa penyembuhan 

sel hati terinfeksi tidak mampu menekan penyebaran infeksi virus. Hal ini 

mengakibatkan diperolehnya infeksi virus yang persisten dengan populasi sel 

terinfeksi, kapsid DNA VHB, dan partikel virus tetap eksis dan tidak mengalami 

kepunahan.  

Berdasarkan hasil tersebut, tampak bahwa peningkatan laju penyembuhan 

sel terinfeksi memiliki peran yang cukup penting dalam menghambat penyebaran 

infeksi virus pada suatu individu. Dalam hal ini, dengan diketahuinya batas 

ambang antara kondisi bebas infeksi dan endemik yang dinyatakan oleh bilangan 

reproduksi dasar, maka dapat ditentukan laju penyembuhan yang efektif untuk 

mencegah infeksi virus persisten. Dengan demikian, pencegahan perkembangan 

penyakit ke tingkat yang lebih serius dapat dilakukan. 
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BAB IV  

PENUTUP 

 

 

4.1 Kesimpulan 

Berdasarkan pembahasan dalam tesis ini diperoleh kesimpulan sebagai 

berikut. 

1. Model infeksi virus hepatitis B (VHB) dengan tingkat kejadian standar dan 

penyembuhan dikonstruksi dalam sistem persamaan diferensial biasa 

nonlinear dengan empat variabel tak bebas yang menyatakan populasi sel 

hati rentan, sel hati terinfeksi, kapsid DNA VHB, dan partikel virus bebas.  

2. Terdapat dua titik kesetimbangan pada model yaitu, titik kesetimbangan 

bebas infeksi dan titik kesetimbangan endemik. Titik kesetimbangan bebas 

infeksi selalu eksis sedangkan titik kesetimbangan endemik eksis jika 

bilangan reproduksi dasar bernilai lebih besar dari satu. 

3. Kestabilan masing-masing titik kesetimbangan dipengaruhi oleh bilangan 

reproduksi dasar. Analisis kestabilan lokal menunjukkan bahwa jika 

bilangan reproduksi dasar bernilai kurang dari satu maka titik 

kesetimbangan bebas infeksi stabil asimtotik lokal, sedangkan jika bilangan 

reproduksi dasar bernilai lebih besar dari satu maka titik kesetimbangan 

endemik stabil asimtotik lokal. Analisis kestabilan global menunjukkan 

bahwa jika bilangan reproduksi dasar bernilai lebih kecil atau sama dengan 

satu maka titik kesetimbangan bebas infeksi stabil global. Sementara itu, 

titik kesetimbangan endemik stabil asimtotik global dengan dua syarat 

cukup tertentu. 
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4. Simulasi numerik menunjukkan hasil yang sesuai dengan analisis kestabilan 

titik kesetimbangan bebas infeksi. Untuk titik kesetimbangan endemik, 

simulasi numerik mengindikasikan bahwa jika bilangan reproduksi dasar 

lebih besar dari satu maka titik kesetimbangan endemik stabil asimtotik 

global. Berdasarkan hasil simulasi numerik, penyembuhan sel terinfeksi 

memiliki peran yang cukup penting dalam mengendalikan infeksi virus. 

4.2 Saran 

Pada tesis ini, analisis kestabilan global belum mampu mengidentifikasi 

syarat perlu kestabilan global titik kesetimbangan endemik. Oleh karena itu, 

disarankan untuk dilakukan analisis lebih lanjut yang berkaitan dengan kestabilan 

global titik kesetimbangan endemik model. 
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LAMPIRAN 

 

 

Lampiran 1.  Analisis Kestabilan Lokal Titik Kesetimbangan 𝑬𝟏 

Misalkan 

Δ1 = 𝑐 𝑝 + 𝛿  𝛽 + 𝛿 , 

Δ2 = 𝑎𝑘𝛽 − Δ1 = 𝑐 𝑝 + 𝛿  𝛽 + 𝛿  𝑅0 − 1 , 

𝑄1 = 𝑐 + 𝑝 + 𝛽 + 2𝛿 + 𝜇, 

𝑄2 = 𝑐 + 𝛽 + 2𝛿, 

𝑄3 = 𝑐 + 𝛽 + 𝛿 + 𝜇, 

𝑄4 = 𝑐 𝑝 + 𝛽 + 2𝛿 + 𝜇 𝑐 + 𝑝 + 𝛽 + 2𝛿 +  𝛽 + 𝛿  𝑝 + 𝛿 , 

𝑄5 =  𝑐 + 𝛿  𝛽 + 𝛿 + 𝑐𝛿, 

𝑄6 = 𝑐𝜇 +  𝑐 + 𝜇  𝛽 + 𝛿 , 

𝑄7 = 𝜇 𝛽 + 𝛿  𝑝 + 𝛿 + 𝑐𝜇 𝑝 + 𝛽 + 2𝛿 , 

𝑄8 = 𝑐𝛿 𝛽 + 𝛿 , 

𝑄9 = 𝑐𝜇 𝛽 + 𝛿 . 

 

Persamaan karakteristik pada titik kesetimbangan 𝑬𝟏 adalah 

𝜆4 + 𝐴3𝜆
3 + 𝐴2𝜆

2 + 𝐴1𝜆 + 𝐴0 = 0, (i) 

dengan 

𝐴3 = 𝑄1 +
∆2

2

𝑎𝑘𝛽𝑐  𝛽+𝛿 
+

∆1∆2

𝑎𝑘𝛽𝑐  𝛽+𝛿 
,  (iia) 

𝐴2 = 𝑄2
∆2

2

𝑎𝑘𝛽𝑐  𝛽+𝛿 
+ 𝑄3

∆1∆2

𝑎𝑘𝛽𝑐  𝛽+𝛿 
+ 𝑄4,  (iib) 

𝐴1 = 𝑄5
∆2

2

𝑎𝑘𝛽𝑐  𝛽+𝛿 
+ 𝑄6

∆1∆2

𝑎𝑘𝛽𝑐  𝛽+𝛿 
+ 𝑄7  (iic) 

𝐴0 = 𝑄8
∆2

2

𝑎𝑘𝛽𝑐  𝛽+𝛿 
+ 𝑄9

∆1∆2

𝑎𝑘𝛽𝑐  𝛽+𝛿 
.  (iid) 

 

Akar-akar persamaan (i) memiliki bagian real negatif dengan syarat berikut. 

a. 𝐴3 > 0 

Berdasarkan persamaan (iia) diperoleh 𝐴3 = 𝑄1 + ∆2  𝑐 𝛽 + 𝛿  .  Karena 

𝑄1 > 0 maka 𝐴3 > 0 jika ∆2> 0. Karena ∆2> 0 jika 𝑅0 > 1 maka 𝐴3 > 0 

jika 𝑅0 > 1. 

 

b. 𝐴0 > 0 

Berdasarkan persamaan (iib) diperoleh  

𝐴0 =  𝛿∆2 + 𝜇∆1 ∆2=  𝑎𝑘𝛽𝛿 −  𝛿 − 𝜇 ∆1 ∆2. 

Diketahui bahwa ∆2> 0 jika 𝑎𝑘𝛽 > ∆1 dan 𝑎𝑘𝛽𝛿 −  𝛿 − 𝜇 ∆1> 0 jika 

𝑎𝑘𝛽 >
 𝛿−𝜇 

𝛿
∆1. Karena ∆1>

 𝛿−𝜇 

𝛿
∆1 maka jika ∆2> 0  diperoleh 𝐴0 > 0. 

Dengan demikian jika 𝑅0 > 1 maka 𝐴0 > 0. 
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c. 𝐴3𝐴2 − 𝐴1 > 0 

Berdasarkan persamaan (iia), (iib), dan (iic) diperoleh 

𝐴3𝐴2 − 𝐴1 =  𝑄1𝑄4 − 𝑄7 +  𝑄3 + 𝑄2 
∆1∆2

3

 𝑎𝑘𝛽𝑐 𝛽 + 𝛿  2
 

+𝑄2

∆2
4

 𝑎𝑘𝛽𝑐 𝛽 + 𝛿  2
+ 𝑄3

∆1
2∆2

2

 𝑎𝑘𝛽𝑐 𝛽 + 𝛿  2
 

+ 𝑄4 + 𝑄1𝑄2 − 𝑄5 
∆2

2

𝑎𝑘𝛽𝑐 𝛽 + 𝛿 
 

+ 𝑄4 + 𝑄1𝑄3 − 𝑄6 
∆1∆2

𝑎𝑘𝛽𝑐 𝛽 + 𝛿 
. 

 

Berdasarkan perhitungan dengan menggukan software Maple diperoleh  

 𝑄1𝑄4 − 𝑄7 ,  𝑄3 + 𝑄2 ,  𝑄4 + 𝑄1𝑄2 − 𝑄5 ,  𝑄4 + 𝑄1𝑄3 − 𝑄6 > 0. 

Akibatnya 𝑄2
∆2

4

 𝑎𝑘𝛽𝑐 𝛽+𝛿  2
 , 𝑄3

∆1
2∆2

2

 𝑎𝑘𝛽𝑐 𝛽+𝛿  2
 ,  𝑄4 + 𝑄1𝑄2 − 𝑄5 

∆2
2

𝑎𝑘𝛽𝑐 𝛽+𝛿 
> 0.  

Dengan demikian 𝐴3𝐴2 − 𝐴1 > 0 jika 𝑊1 > 0 dengan  

𝑊1 =  𝑄3 + 𝑄2 
∆1∆2

3

 𝑎𝑘𝛽𝑐 𝛽 + 𝛿  2
+  𝑄4 + 𝑄1𝑄3 − 𝑄6 

∆1∆2

𝑎𝑘𝛽𝑐 𝛽 + 𝛿 
. 

Diketahui 

𝑊1 =   𝑄3 + 𝑄2 
∆2

2

𝑎𝑘𝛽𝑐 𝛽 + 𝛿 
+  𝑄4 + 𝑄1𝑄3 − 𝑄6  

∆1∆2

𝑎𝑘𝛽𝑐 𝛽 + 𝛿 
, 

maka 𝑊1 > 0 jika ∆2> 0 atau 𝑅0 > 1. 

 

d.  𝐴3𝐴2 − 𝐴1 𝐴1 − 𝐴3
2𝐴0 > 0 

Berdasarkan persamaan (iia), (iib), (iic), dan (iid) diperoleh 

 𝐴3𝐴2 − 𝐴1 𝐴1 − 𝐴3
2𝐴0 

=  𝑄1𝑄4𝑄7 − 𝑄7
2 

+  −2𝑄1𝑄8 − 2𝑄5𝑄6 + 𝑄2𝑄7 + 𝑄3𝑄7 + 𝑄4𝑄6 + 𝑄4𝑄5

− 2𝑄1𝑄9 + 𝑄1𝑄3𝑄5 + 𝑄1𝑄2𝑄6 𝜂1𝜂2

+  −2𝑄1𝑄8 + 𝑄2𝑄7 − 𝑄5
2 + 𝑄1𝑄2𝑄5 + 𝑄4𝑄5 𝜂1

2

+  𝑄1𝑄3𝑄6 − 𝑄6
2 − 2𝑄1𝑄9 + 𝑄3𝑄7 + 𝑄4𝑄6 𝜂2

2

+  −𝑄9 + 𝑄3𝑄6 𝜂2
3 +  −𝑄8 + 𝑄2𝑄5 𝜂1

3

+  𝑄1𝑄2𝑄7 − 𝑄1
2𝑄8 − 2𝑄5𝑄7 + 𝑄1𝑄4𝑄5 + 𝑄4𝑄7 𝜂1

+  𝑄4𝑄7 − 𝑄1
2𝑄9 − 2𝑄6𝑄7 + 𝑄1𝑄4𝑄6 + 𝑄1𝑄3𝑄7 𝜂2

+  −2𝑄8 − 𝑄9 + 𝑄3𝑄5 + 𝑄2𝑄5 + 𝑄2𝑄6 𝜂1
2𝜂2

+  𝑄3𝑄6 + 𝑄2𝑄6 − 2𝑄9 − 𝑄8 + 𝑄3𝑄5 𝜂1𝜂2
2 

dengan 

η1 =
∆2

2

𝑎𝑘𝛽𝑐 𝛽 + 𝛿 
, 

η2 =
∆1∆2

𝑎𝑘𝛽𝑐 𝛽 + 𝛿 
, 
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Berdasarkan perhitungan dengan menggukan software Maple diperoleh 

 𝑄1𝑄4𝑄7 − 𝑄7
2 ,  −2𝑄1𝑄8 − 2𝑄5𝑄6 + 𝑄2𝑄7 + 𝑄3𝑄7 + 𝑄4𝑄6 + 𝑄4𝑄5 −

2𝑄1𝑄9 + 𝑄1𝑄3𝑄5 + 𝑄1𝑄2𝑄6 ,  −2𝑄1𝑄8 + 𝑄2𝑄7 − 𝑄5
2 + 𝑄1𝑄2𝑄5 +

𝑄4𝑄5 ,  𝑄1𝑄3𝑄6 − 𝑄6
2 − 2𝑄1𝑄9 + 𝑄3𝑄7 + 𝑄4𝑄6 ,  −𝑄9 + 𝑄3𝑄6 ,  −𝑄8 +

𝑄2𝑄5 ,  𝑄1𝑄2𝑄7 − 𝑄1
2𝑄8 − 2𝑄5𝑄7 + 𝑄1𝑄4𝑄5 + 𝑄4𝑄7 ,  𝑄4𝑄7 − 𝑄1

2𝑄9 −
2𝑄6𝑄7 + 𝑄1𝑄4𝑄6 + 𝑄1𝑄3𝑄7 ,  −2𝑄8 − 𝑄9 + 𝑄3𝑄5 + 𝑄2𝑄5 +
𝑄2𝑄6 ,  𝑄3𝑄6 + 𝑄2𝑄6 − 2𝑄9 − 𝑄8 + 𝑄3𝑄5 > 0. 
 

Diketahui η1, 𝜂2
2, 𝜂1𝜂2

2 > 0 maka  𝐴3𝐴2 − 𝐴1 𝐴1 − 𝐴3
2𝐴0 > 0 jika 𝑊2 > 0 

dengan 

𝑊2 =  −2𝑄1𝑄8 − 2𝑄5𝑄6 + 𝑄2𝑄7 + 𝑄3𝑄7 + 𝑄4𝑄6 + 𝑄4𝑄5 − 2𝑄1𝑄9

+ 𝑄1𝑄3𝑄5 + 𝑄1𝑄2𝑄6 𝜂1𝜂2

+  𝑄4𝑄7 − 𝑄1
2𝑄9 − 2𝑄6𝑄7 + 𝑄1𝑄4𝑄6 + 𝑄1𝑄3𝑄7 𝜂2

+  −2𝑄8 − 𝑄9 + 𝑄3𝑄5 + 𝑄2𝑄5 + 𝑄2𝑄6 𝜂1
2𝜂2 

Karena 

𝑊2 =   −2𝑄1𝑄8 − 2𝑄5𝑄6 + 𝑄2𝑄7 + 𝑄3𝑄7 + 𝑄4𝑄6 + 𝑄4𝑄5 − 2𝑄1𝑄9

+ 𝑄1𝑄3𝑄5 + 𝑄1𝑄2𝑄6 𝜂1

+  𝑄4𝑄7 − 𝑄1
2𝑄9 − 2𝑄6𝑄7 + 𝑄1𝑄4𝑄6 + 𝑄1𝑄3𝑄7 

+  −2𝑄8 − 𝑄9 + 𝑄3𝑄5 + 𝑄2𝑄5 + 𝑄2𝑄6 𝜂1
2 𝜂2 

 

maka 𝑊2 > 0 jika 𝜂2 > 0. Karena 𝜂2 > 0 jika ∆2> 0 atau 𝑅0 > 1 maka 

 𝐴3𝐴2 − 𝐴1 𝐴1 − 𝐴3
2𝐴0 > 0 jika ∆2> 0 atau 𝑅0 > 1. 

 

Lampiran 2. Analisis Kestabilan Global Titik Kesetimbangan 𝑬𝟎 

Diberikan fungsi Lyapunov 

𝐿1 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑣 =
𝑎𝛽

 𝑝 + 𝛿  𝛽 + 𝛿 
𝑦 𝑡 +

𝛽

 𝛽 + 𝛿 
𝑧 𝑡 + 𝑣 𝑡  

yang didefinisikan pada persekitaran Ω = ℝ+
4 − Ω1 dengan  

Ω1 =  (𝑥, 0,0,0) ∈ ℝ4 𝑥 ≠ 𝑠 𝜇  . 

 

Turunan 𝐿1 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑣  terhadap 𝑡 adalah 

 

𝑑𝐿1

𝑑𝑡
=

𝑎𝛽

 𝑝 + 𝛿  𝛽 + 𝛿 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
+

𝛽

 𝛽 + 𝛿 

𝑑𝑧

𝑑𝑡
+

𝑑𝑣

𝑑𝑡
 

𝑑𝐿1

𝑑𝑡
=

𝑎𝛽

 𝑝 + 𝛿  𝛽 + 𝛿 
 

𝑘𝑥𝑣

𝑥 + 𝑦
−  𝛿 + 𝑝 𝑦 +

𝛽

 𝛽 + 𝛿 
 𝑎𝑦 − (𝛽 + 𝛿) 𝑧 

+  𝛽𝑧 − 𝑐𝑣  

𝑑𝐿1

𝑑𝑡
=  

𝑘𝑎𝛽

𝑐 𝑝 + 𝛿  𝛽 + 𝛿 

𝑥

𝑥 + 𝑦
− 1 𝑐𝑣 
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Lampiran 3. Analisis Kestabilan Global Titik Kesetimbangan 𝑬𝟏 

Diberikan fungsi Lyapunov 

𝐿2 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑣 = 𝜓 𝑥 + 𝑦∗𝜑  
𝑦

𝑦∗
 +

𝛿+𝑝

𝑎
𝑧∗𝜑  

𝑧

𝑧∗
 +

 𝛿+𝑝 𝑦∗

𝛽𝑧∗
𝑣∗𝜑  

𝑣

𝑣∗
   

+  
𝑝

2𝑥∗ 𝜇 + 𝛿 
  

𝑦∗

𝑥∗ + 𝑦∗
   𝑥 − 𝑥∗ +  𝑦 − 𝑦∗  2 

dengan 

𝜑 𝑥 = 𝑥 − 1 − ln 𝑥 , 𝑥 > 0, 𝑥 ∈ ℝ   dan   𝜓 𝑥 = 𝑥 − 𝑥∗ −  
𝑘𝑥∗

𝑥∗+𝑦∗

𝑠+𝑦∗

𝑘𝑠

𝑥

𝑥∗ 𝑑𝑠, 

 

yang didefinisikan pada persekitaran Ω =   𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑣 ∈ ℝ4 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑣 > 0 . 

 

Turunan 𝐿2 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑣  terhadap 𝑡 adalah 

 

𝑑𝐿2

𝑑𝑡
=

𝑑𝑥

𝑑𝑡
−

𝑘𝑥∗

𝑥∗ + 𝑦∗

𝑥 + 𝑦∗

𝑘𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 𝑦∗  

1

𝑦∗

𝑑𝑦

𝑑𝑡
−

1

𝑦∗

𝑦∗

𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑡
 +

𝛿 + 𝑝

𝑎
𝑧∗  

1

𝑧∗

𝑑𝑧

𝑑𝑡
−

1

𝑧∗

𝑧∗

𝑧

𝑑𝑧

𝑑𝑡
 

+
 𝛿 + 𝑝 𝑦∗

𝛽𝑧∗
𝑣∗  

1

𝑣∗

𝑑𝑣

𝑑𝑡
−

1

𝑣∗

𝑣∗

𝑣

𝑑𝑣

𝑑𝑡
 

+  
𝑝

𝑥∗ 𝜇 + 𝛿 
  

𝑦∗

𝑥∗ + 𝑦∗
   𝑥 − 𝑥∗ +  𝑦 − 𝑦∗   

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+

𝑑𝑦

𝑑𝑡
  

𝑑𝐿2

𝑑𝑡
=  1 −

𝑘𝑥∗

𝑥∗ + 𝑦∗

𝑥 + 𝑦∗

𝑘𝑥
  𝑠 − 𝜇𝑥 −

𝑘𝑥𝑣

𝑥 + 𝑦
+ 𝑝𝑦 +  1 −

𝑦∗

𝑦
  

𝑘𝑥𝑣

𝑥 + 𝑦
−  𝛿 + 𝑝 𝑦 

+
𝛿 + 𝑝

𝑎
 1 −

𝑧∗

𝑧
  𝑎𝑦 −  𝛽 + 𝛿 𝑧 +

 𝛿 + 𝑝 𝑦∗

𝛽𝑧∗  1 −
𝑣∗

𝑣
  𝛽𝑧 − 𝑐𝑣 

+  
𝑝

𝑥∗ 𝜇 + 𝛿 
  

𝑦∗

𝑥∗ + 𝑦∗
   𝑥 − 𝑥∗ +  𝑦 − 𝑦∗   𝑠 − 𝜇𝑥 − 𝛿𝑦  

Diketahui 

𝑠 = 𝜇𝑥∗ +
𝑘𝑥∗𝑣∗

𝑥∗+𝑦∗ − 𝑝𝑦∗ = 𝜇𝑥∗ + 𝛿𝑦∗; (𝛿 + 𝑝) =
𝑘𝑥∗𝑣∗

𝑥∗+𝑦∗

1

𝑦∗  ;  𝛽 + 𝛿 = 𝑎𝑦∗ 1

𝑧∗  ; 

dan 𝑐 = 𝛽𝑧∗ 1

𝑣∗ . 

 

Oleh karena itu, diperoleh 

 

𝑑𝐿2

𝑑𝑡
=  1 −

𝑘𝑥∗

𝑥∗ + 𝑦∗

𝑥 + 𝑦∗

𝑘𝑥
  𝜇𝑥∗ +

𝑘𝑥∗𝑣∗

𝑥∗ + 𝑦∗
− 𝑝𝑦∗ − 𝜇𝑥 −

𝑘𝑥𝑣

𝑥 + 𝑦
+ 𝑝𝑦 

+  1 −
𝑦∗

𝑦
  

𝑘𝑥𝑣

𝑥 + 𝑦
−

𝑘𝑥∗𝑣∗

𝑥∗ + 𝑦∗

1

𝑦∗
𝑦 +

𝛿 + 𝑝

𝑎
 1 −

𝑧∗

𝑧
  𝑎𝑦 − 𝑎𝑦∗

1

𝑧∗
𝑧 

+
 𝛿 + 𝑝 𝑦∗

𝛽𝑧∗  1 −
𝑣∗

𝑣
  𝛽𝑧 − 𝛽𝑧∗

1

𝑣∗
𝑣 

+  
𝑝

𝑥∗ 𝜇 + 𝛿 
  

𝑦∗

𝑥∗ + 𝑦∗
   𝑥 − 𝑥∗ +  𝑦 − 𝑦∗   𝜇𝑥∗ + 𝛿𝑦∗ − 𝜇𝑥 − 𝛿𝑦  
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𝑑𝐿2

𝑑𝑡
=  1 −

𝑘𝑥∗

𝑥∗ + 𝑦∗

𝑥 + 𝑦∗

𝑘𝑥
  −𝜇 𝑥 − 𝑥∗ + 𝑝 𝑦 − 𝑦∗  

−  𝛿 + 𝑝 𝑦∗  −4 −
𝑥 + 𝑦∗

𝑥 + 𝑦

𝑣

𝑣∗
+

𝑘𝑥∗

𝑥∗ + 𝑦∗

𝑥 + 𝑦∗

𝑘𝑥
+

𝑦∗

𝑦

𝑘𝑥𝑣

𝑥 + 𝑦

𝑥∗ + 𝑦∗

𝑘𝑥∗𝑣∗

+
𝑦

𝑦∗

𝑧∗

𝑧
+

𝑣

𝑣∗
+

𝑧

𝑧∗

𝑣∗

𝑣
 

+  
𝑝

𝑥∗ 𝜇 + 𝛿 
  

𝑦∗

𝑥∗ + 𝑦∗
  −𝜇 𝑥 − 𝑥∗ 2 − 𝛿 𝑦 − 𝑦∗ 2

−  𝜇 + 𝛿  𝑥 − 𝑥∗  𝑦 − 𝑦∗   

𝑑𝐿2

𝑑𝑡
= 𝑝 𝑦 − 𝑦∗  1 −

𝑘𝑥∗

𝑥∗ + 𝑦∗

𝑥 + 𝑦∗

𝑘𝑥
 − 𝜇 𝑥 − 𝑥∗  1 −

𝑘𝑥∗

𝑥∗ + 𝑦∗

𝑥 + 𝑦∗

𝑘𝑥
 

−  𝛿 + 𝑝 𝑦∗  𝜑  
𝑘𝑥∗

𝑥∗ + 𝑦∗

𝑥 + 𝑦∗

𝑘𝑥
 + 𝜑  

𝑦∗

𝑦

𝑘𝑥𝑣

𝑥 + 𝑦

𝑥∗ + 𝑦∗

𝑘𝑥∗𝑣∗
 + 𝜑  

𝑦

𝑦∗

𝑧∗

𝑧
 

+ 𝜑  
𝑧

𝑧∗

𝑣∗

𝑣
  

−  𝛿 + 𝑝 𝑦∗  ln  
𝑘𝑥∗

𝑥∗ + 𝑦∗

𝑥 + 𝑦∗

𝑘𝑥
 + ln  

𝑦∗

𝑦

𝑘𝑥𝑣

𝑥 + 𝑦

𝑥∗ + 𝑦∗

𝑘𝑥∗𝑣∗
 + ln  

𝑦

𝑦∗

𝑧∗

𝑧
 

+ ln  
𝑧

𝑧∗

𝑣∗

𝑣
 + ln  

𝑥 + 𝑦

𝑥 + 𝑦∗
  −  𝛿 + 𝑝 𝑦∗𝜑  

𝑥 + 𝑦

𝑥 + 𝑦∗
 

+  𝛿 + 𝑝 𝑦∗  
𝑥 + 𝑦∗

𝑥 + 𝑦

𝑣

𝑣∗
−

𝑣

𝑣∗
+

𝑥 + 𝑦

𝑥 + 𝑦∗
− 1 

−  
𝑝

𝑥∗ 𝜇 + 𝛿 
  

𝑦∗

𝑥∗ + 𝑦∗
  𝜇 𝑥 − 𝑥∗ 2 + 𝛿 𝑦 − 𝑦∗ 2 

−
𝑝

𝑥∗

𝑦∗

𝑥∗ + 𝑦∗
 𝑥 − 𝑥∗  𝑦 − 𝑦∗  

Diketahui 

𝑝 𝑦 − 𝑦∗  1 −
𝑘𝑥∗

𝑥∗ + 𝑦∗

𝑥 + 𝑦∗

𝑘𝑥
 

= −
𝑝𝑦∗

 𝑥∗ + 𝑦∗ 
 𝑦 − 𝑦∗ 

 𝑥 − 𝑥∗ 2

𝑥𝑥∗
+

𝑝𝑦∗

 𝑥∗ + 𝑦∗ 

1

𝑥∗
 𝑥 − 𝑥∗  𝑦 − 𝑦∗ , 

𝑥+𝑦∗

𝑥+𝑦

𝑣

𝑣∗ −
𝑣

𝑣∗ +
𝑥+𝑦

𝑥+𝑦∗ − 1 =  1 −
𝑥+𝑦∗

𝑥+𝑦
  

𝑥+𝑦

𝑥+𝑦∗ −
𝑣

𝑣∗ , dan 

𝜇 𝑥 − 𝑥∗  1 −
𝑘𝑥∗

𝑥∗ + 𝑦∗

𝑥 + 𝑦∗

𝑘𝑥
 = 𝜇𝑥∗

𝑦∗

𝑥∗ + 𝑦∗

 𝑥 − 𝑥∗ 2

𝑥𝑥∗
. 

maka 

𝑑𝐿2

𝑑𝑡
= −

𝑝𝑦∗

 𝑥∗ + 𝑦∗ 
𝑦

 𝑥 − 𝑥∗ 2

𝑥𝑥∗
−  𝜇𝑥∗ − 𝑝𝑦∗ 

𝑦∗

 𝑥∗ + 𝑦∗ 

 𝑥 − 𝑥∗ 2

𝑥𝑥∗

−  𝛿 + 𝑝 𝑦∗  𝜑  
𝑘𝑥∗

𝑥∗ + 𝑦∗

𝑥 + 𝑦∗

𝑘𝑥
 + 𝜑  

𝑦∗

𝑦

𝑘𝑥𝑣

𝑥 + 𝑦

𝑥∗ + 𝑦∗

𝑘𝑥∗𝑣∗
 + 𝜑  

𝑦

𝑦∗

𝑧∗

𝑧
 

+ 𝜑  
𝑧

𝑧∗

𝑣∗

𝑣
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− 𝛿 + 𝑝 𝑦∗  ln
𝑘𝑥∗

𝑥∗ + 𝑦∗

𝑥 + 𝑦∗

𝑘𝑥
+ ln

𝑦∗

𝑦

𝑘𝑥𝑣

𝑥 + 𝑦

𝑥∗ + 𝑦∗

𝑘𝑥∗𝑣∗
+ ln

𝑦

𝑦∗

𝑧∗

𝑧

+ ln
𝑧

𝑧∗

𝑣∗

𝑣
+ ln

𝑥 + 𝑦

𝑥 + 𝑦∗
  

− 𝛿 + 𝑝 𝑦∗𝜑  
𝑥 + 𝑦

𝑥 + 𝑦∗
 +  𝛿 + 𝑝 𝑦∗  1 −

𝑥 + 𝑦∗

𝑥 + 𝑦
  

𝑥 + 𝑦

𝑥 + 𝑦∗
−

𝑣

𝑣∗
 

−  
𝑝

𝑥∗ 𝜇 + 𝛿 
  

𝑦∗

𝑥∗ + 𝑦∗
  𝜇 𝑥 − 𝑥∗ 2 + 𝛿 𝑦 − 𝑦∗ 2  

 

Lampiran 4. Listing Program 

function f = hepa1(t,y) 

s=(5.04+0.71)*10^5;u=0.0039;k=3.8*10^(-

4);d=0.00693;a=150;b=0.87;c=0.67; 

p=0.06; 

f = zeros(1,4); 

f(1) = s-u*y(1)-k*y(1)*y(4)/(y(1)+y(2))+p*y(2); 

f(2) = k*y(1)*y(4)/(y(1)+y(2))-(d+p)*y(2); 

f(3) = a*y(2)-(b+d)*y(3); 

f(4) = b*y(3)-c*y(4); 

end 

function [tSol,ySol] = RKHepa(dEqs,t,y,tStop,h) 

if size(y,1) > 1 ; %jumlah baris y --> jika jumlah baris y 

lebih besar dari 1 maka 

    y = y';  

end  

tSol = zeros(2,1); ySol = zeros(2,length(y)); 

tSol(1) = t; ySol(1,:) = y; 

i = 1; 

while t < tStop 

i = i + 1; 

h = min(h,tStop - t); 

K1 = h*feval(dEqs,t,y); 

K2 = h*feval(dEqs,t + h/2,y + K1/2); 

K3 = h*feval(dEqs,t + h/2,y + K2/2); 

K4 = h*feval(dEqs,t + h,y + K3); 

y = y + (K1 + 2*K2 + 2*K3 + K4)/6; 

t = t + h; 

tSol(i) = t; ySol(i,:) = y; % Untuk mengeluarkan solusi 

end 

clc;clear all;close all; 

tic 

  

% [t,y]  = RKHepa(@hepa1,0,[15*10^7 15 25 30],4000,0.05); 

% [t,y1] = RKHepa(@hepa1,0,[14.5*10^7 25 30 35],4000,0.05); 

% [t,y2] = RKHepa(@hepa1,0,[13.5*10^7 35 40 43],4000,0.05); 

  

% [t,y]  = RKHepa(@hepa1,0,[2.8*10^8 4.2*10^6 7.6*10^8 

8.2*10^8],4000,0.05); 

% [t,y1]  = RKHepa(@hepa1,0,[1*10^8 3.9*10^6 8.6*10^8 

9.7*10^8],4000,0.05); 

% [t,y2]  = RKHepa(@hepa1,0,[4*10^8 4.8*10^6 6.6*10^8 
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7.7*10^8],4000,0.05); 

%  

[t,y]   = RKHepa(@hepa1,0,[1.1*10^8 2.3*10^7 4.3*10^9 

6.2*10^9],4000,0.05); 

[t,y1]  = RKHepa(@hepa1,0,[0.3*10^8 2*10^7 5.7*10^9 

6.8*10^9],4000,0.05); 

[t,y2]  = RKHepa(@hepa1,0,[2*10^8 3*10^7 4*10^9 

5*10^9],4000,0.05); 

  

figure (1) 

plot(t,y(:,1),'r',t,y1(:,1),'k',t,y2(:,1),'b','LineWidth',5) 

ylabel('Populasi sel rentan 

(x)','fontsize',24,'fontweight','bold','fontname','arial') 

xlabel('Waktu','fontsize',22,'fontweight','bold','fontname',

'arial') 

grid on; 

axis square; 

legend('NA_1','NA_2','NA_3') 

  

figure (2) 

plot(t,y(:,2),'r',t,y1(:,2),'k',t,y2(:,2),'b','LineWidth',5) 

ylabel('Populasi sel terinfeksi 

(y)','fontsize',24,'fontweight','bold','fontname','arial') 

xlabel('Waktu','fontsize',22,'fontweight','bold','fontname',

'arial') 

grid on; 

axis square; 

legend('NA_1','NA_2','NA_3') 

  

figure (3) 

plot(t,y(:,3),'r',t,y1(:,3),'k',t,y2(:,3),'b','LineWidth',5) 

ylabel('Populasi kapsid DNA VHB 

(z)','fontsize',24,'fontweight','bold','fontname','arial') 

xlabel('Waktu','fontsize',22,'fontweight','bold','fontname',

'arial') 

grid on; 

axis square; 

legend('NA_1','NA_2','NA_3') 

  

figure (4) 

plot(t,y(:,4),'r',t,y1(:,4),'k',t,y2(:,4),'b','LineWidth',5) 

ylabel('Populasi virus bebas 

(v)','fontsize',24,'fontweight','bold','fontname','arial') 

xlabel('Waktu','fontsize',22,'fontweight','bold','fontname',

'arial') 

grid on; 

axis square; 

legend('NA_1','NA_2','NA_3') 

  

toc 

 

 


