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ANALISIS KESTABILAN DAN BIFURKASI
MODEL PREDATOR-PREY DISKRIT DENGAN WAKTU TUNDA

ABSTRAK

Pada tesis ini dilakukan pendekatan numerik menggunakan metode Euler
pada model predator-prey dengan waktu tunda. Perilaku dinamik dari model
diskrit yang diperoleh kemudian dianalisis, yaitu eksistensi dan kestabilan titik
tetap model tersebut. Hasil analisis menunjukkan adanya bifurkasi Neimark-
Sacker yang terjadi pada saat nilai parameter z melewati suatu barisan nilai Kritis.
Dari simulasi numerik, dapat ditunjukkan bahwa hasil yang diperoleh sesuai

dengan hasil analisis.

Kata kunci: Model predator-prey diskrit, Waktu tunda, Kestabilan, Bifurkasi
Neimark-Sacker.
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STABILITY AND BIFURCATION ANALYSIS
ON DISCRET PREDATOR-PREY MODEL WITH DELAY

ABSTRACT

In this paper we investigate the dynamics of Euler discretization of predator-
prey model with a delay. Its dynamics are studied in term of local stability
analysis and the existence of Neimark-Sacker bifurcation. By analyzing the
corresponding characteristic equation, it is shown that Neimark-Sacker
bifurcation occurs when 7 crosses a sequence of critical values. Such analytical

finding is confirmed by some numerical simulations.

Keywords: Discrete predator-prey model, Time delay, Stability, Neimark-Sacker

bifurcations.
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang

Model matematika sering digunakan untuk menjelaskan fenomena-fenomena
alam yang terjadi di sekitar manusia. Salah satu model yang dikaji dan diteliti
adalah interaksi antar spesies yang hidup pada suatu ekosistem yang disebut
dengan model Lotka-Volterra. Model Lotka-Volterra yang sering diteliti di
antaranya adalah model interaksi antara predator (pemangsa) dan prey (mangsa).
Model Lotka-Volterra pertama kali dikenalkan oleh Lotka pada tahun 1925 dan
Volterra pada tahun 1926. Penelitian Lotka-Volterra menghasilkan model
sederhana pemangsaan atau interaksi antar dua spesies dalam suatu ekosistem dan
selanjutnya juga mengenalkan model Lotka-Volterra klasik yang akhir-akhir ini
banyak dikembangkan oleh para peneliti (Murray, 2002).

Pada kenyataannya, banyak proses di alam ini yang melibatkan adanya waktu
tunda, baik proses alami maupun buatan, dalam ilmu biologi, kedokteran, kimia,
fisika, teknik, ekonomi, dan sebagainya. Waktu tunda sering terjadi hampir di
setiap situasi. Salah satu contoh sederhana yang terjadi di alam adalah proses
penyebaran suatu penyakit. Penyebaran beberapa penyakit tidak terjadi secara
langsung dari populasi terinfeksi, namun masih membutuhkan suatu masa
inkubasi yang merupakan salah satu bentuk waktu tunda. Oleh karena itu,
beberapa model dinamik yang ada juga mempertimbangkan adanya waktu tunda.
Berdasarkan beberapa penelitian, waktu tunda memiliki pengaruh besar terhadap

perilaku dinamik model. Misalnya dalam model logistik, titik tetap positifnya



berubah menjadi tak stabil seiring dengan bertambahnya waktu tunda yang ada
(Kuang, 1993).

Berdasarkan pertimbangan adanya pengaruh waktu tunda dalam suatu model
dinamik, Zhang dkk. (2009) mengembangkan model Lotka-Volterra berupa model
kompetisi antar spesies dengan adanya waktu tunda (z) dan menunjukkan
terjadinya bifurkasi Hopf yang terjadi pada titik tetap interior model dengan t
sebagai parameter bifurkasi. Berbeda dari Zhang dkk., Zhao dan Lin (2009)
meneliti model pemangsaan predator-prey dengan adanya waktu tunda z. Dalam
penelitian ini, Zhao dan Lin menyajikan model dalam bentuk kontinu dan
menunjukkan adanya pengaruh waktu tunda t pada titik tetap interior, yaitu
terjadinya bifurkasi Hopf.

Model-model yang telah diteliti banyak dinyatakan sebagai model kontinu
berupa persamaan diferensial nonlinear. Model kontinu memiliki beberapa sifat
utama yang berkaitan dengan solusi dan kestabilan titik tetapnya. Akan tetapi,
solusi eksaknya sulit ditentukan secara analitik karena pada umumnya persamaan
diferensial nonlinear mempunyai bentuk yang rumit. Oleh karena itu,
penyelesaian secara numerik memainkan peranan penting untuk membantu
mencari pendekatan solusi persamaan diferensial yang sulit ditentukan secara
analitik. Pendekatan numerik yang sering digunakan adalah metode Euler yang
merupakan pendekatan beda hingga standar. Model diskrit yang dihasilkan dari
pendekatan metode Euler ini memiliki dinamika perilaku yang lebih kaya jika
dibandingkan dengan model kontinu (Jie dkk, 2011).

Berdasarkan penelitian yang telah dilakukan oleh Zhao dan Lin (2009),

dalam tesis ini dibahas diskritisasi model predator-prey dengan waktu tunda



menggunakan metode Euler. Konsistensi model diskrit yang telah diperoleh
terhadap model kontinunya dan pengaruh waktu tunda juga akan diselidiki.
Sebagai verifikasi hasil analisis, dilakukan simulasi numerik berdasarkan model

diskrit yang diperoleh menggunakan bantuan software Matlab.

1.2. Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang yang telah diuraikan di atas, tesis ini membahas
diskritisasi model predator-prey dengan waktu tunda menggunakan metode Euler.
Secara khusus, permasalahan yang dibahas adalah sebagai berikut.
1. Bagaimana sifat-sifat dinamik model predator-prey diskrit dengan waktu tunda
yang dihasilkan dari metode Euler?
2. Bagaimana simulasi numerik dan interpretasi model predator-prey diskrit

dengan waktu tunda?

1.3. Tujuan
Tujuan dari penulisan tesis yang membahas diskritisasi model predator-prey
dengan waktu tunda menggunakan metode Euler ini adalah sebagai berikut.
1. Menganalisis sifat-sifat dinamik model predator-prey diskrit dengan waktu
tunda yang dihasilkan dari metode Euler.
2. Membuat simulasi numerik dan interpretasi model predator-prey diskrit

dengan waktu tunda.



BAB |1

TINJAUAN PUSTAKA

2.1. Sistem Dinamik

Sistem dinamik merupakan suatu keadaan yang dipengaruhi oleh waktu (t).
Dalam penerapannya, terdapat dua jenis sistem dinamik, yaitu sistem dinamik
dengan variabel waktu diskrit (t € Z atau N) dan sistem dinamik dengan variabel
waktu kontinu (t € R). Sistem dinamik diskrit dinyatakan sebagai persamaan

beda, yaitu
In+1) =G6(¥Mm), (2.1)
dengan x(n) = (x,(n), x,(n), ...,xk(n))T dan fungsi G = (Gy, Gy, ..., Gi)T
disebut fungsi pembangkit sistem. Titik X* disebut titik tetap persamaan (2.1) jika
HeREF
Apabila t kontinu, sistem dinamik merupakan sistem persamaan diferensial,
yaitu
Z—f =G(X),x €R"
(Arrowsmith dan Place, 1990).
Secara geometri, sistem dinamik diskrit dan sistem dinamik kontinu
menggambarkan pergerakan titik-titik di bidang fase sepanjang kurva

penyelesaian yang didefinisikan oleh sistem persamaan diferensialnya (Perko,

1996).



2.2. Sistem Dinamik Diskrit
2.2.1. Sistem Dinamik Diskrit Orde Satu Linear
Bentuk umum persamaan beda orde satu dengan n variabel bebas adalah
x(n+1) = AX(n), (2.2)

dengan A = (a);;, i = 1,2,...,k,j = 1,2,..., k, adalah matriks yang bernilai real,

dan ¥(n) = (xl(n),xz(n),...,xk(n))T dengan T menyatakan transpose dari
vektor. Jika diberikan nilai awal ¥(0) = X, maka persamaan (2.2) memiliki solusi
umum
x(n) = A™X,.
Jika matriks A dapat didiagonalisasikan maka solusi umum persamaan (2.2)
adalah
X(n) = c1 ATV, + A5, + - + ARy,

dengan ¢; adalah sembarang konstanta dan v; adalah vektor eigen yang

bersesuaian dengan nilai eigen A; (Elaydi, 2005).

2.2.2. Sistem Dinamik Diskrit Orde Satu Nonlinear

Perhatikan sistem dinamik diskrit (2.1). Jika G4, G,, ..., G, memuat perkalian
antara variabel tak bebas, maka sistem (2.1) disebut sistem dinamik diskrit
nonlinear. Untuk mengetahui jenis kestabilan titik tetap sistem dinamik diskrit
nonlinear dapat dilakukan dengan menganalisis sistem hasil linearisasi. Proses
linearisasi sistem dinamik diskrit nonlinear dilakukan dengan ekspansi Taylor
yaitu

0G,(X*) . G, (X%)
0%, Cer(n) —xg) + - + 9%,

G1(¥() = G (&) + (xie(n) = x.)

+ 771(55(71))



G, (X" G, (X"
6 (2m) = 6, + 22 oy ) = )+ + A ) = )
+772(5c’(n))
G, (X~ G, (X"
Gu(2) = ) + T () =) 4 5 ) — 2)
+77k(55(n))

dengan 1, (¥(n)), (X)), ..., Mk (#(n)) adalah suku sisa yang memenuhi

Uj(f(n)) —0
@Em-2) || ¥(n) — %%

untuk setiap j = 1,2, ... , k. Oleh karena itu n;(¥(n)) dapat diabaikan.

Dengan mengingat bahwa #* adalah titik tetap, yaitu G(%*) = ¥*, maka

sistem (2.1) dapat dituliskan sebagai

96, (7 96, (7
w1 = 5+ T2 G ) =) 4 TR ) - )
G, (%" G, (%*
1) = x5+ 25 oy () = 1)+ + A ) =)
G, (X" G, (x*
e+ 1) = 2+ 25 Gy ) = xD) + o T ) — )
atau
. 0G(x7) i} G, (x*) .
B+ 1)~ = = G ) =)+ o+ ()~ )
0G, (X" G, (%"
vt 1) =3 = T2 ) = )+ + TE D () - ) (23)




G, (x* G, (X"
e+ 1) =i = 25 Gy ) =)+ T ) - )

Dengan memisalkan u;(n) = x;(n) — x; untuk setiap j = 1,2, ... , k, maka sistem

(2.3) menjadi

0G;(X") 0G,(x") 9G,(X")
u(n+1) = o, u, (n) + ox, u,(n) + -+ o, u,(n)
0G,(X") 0G,(x") 0G,(X™)
u,(n+1) = ox, u, (n) + ox, u,(n) + -+ ox, u,(n)
0G(%") 0G,(%") 0G(X%)
u(n+1) = akx us(n) + akx u(n) + - + akxk u(n),
1 2

atau dalam bentuk matriks

u(n+1) = Au(n),

dengan
3G (X") 0G(X7) 9G,(x")
d0x, dx, dxy
3G,(F*) 0G,(%) 3G, (%)
A=1 ox, ax, 0xy
0G.(E) 3G, (F) GG
dx, dx, dxy

dan u;(n) = x;(n) — x; untuk setiap j = 1,2, ..., k.

(Elaydi, 2005)
2.2.3. Kriteria Kestabilan Sistem Dinamik Diskrit

Pandang persamaan beda berikut
Xn+1 = F(.xn, Xn—-1, ...,xn_k),n = 0,1, (24‘)

Persamaan (2.4) dapat juga dinyatakan dalam bentuk vektor sebagai persamaan



Ype1 = G(Y,),n=0,1,.. (2.5)
dengan
Y X
no=( %)= )
y;’f xn'_k
dan
Yorr = FOR) Yy o Y1)
Yor1 = In
Vil = Yn
Vi =y
sehingga

0

[ Yn

G(Y,) = Y .
yr’f:‘l

Berdasarkan definisi titik tetap pada sistem dinamik diskrit, suatu titik x*

/F(yr?,y%, ....yr’f)\

disebut titik tetap jika
Yor1 = FOn Y, s ) = FCtny Xpoa, oo Xpg) = %7
Vi =yn ="

2 — a1
Yn+1_yn_x

Vi =y t=x"
Sebuah titik tetap persamaan (2.4) adalah titik x* € R, sehingga x* =

F(x*,x*, ..,x"), dengan x* adalah titik tetap dari fungsi F(x,, Xp—1, «» Xn—k)-



Dapat juga dikatakan bahwa titik tetap pada persamaan (2.4) adalah berupa vektor
Y* € Rk*? sehingga Y* = G(Y*). Dapat disimpulkan bahwa x* adalah titik tetap
persamaan (2.4) jika dan hanya jika
Y* = (x%x*, ., x5 x)T
adalah titik tetap persamaan (2.5).
Jika persamaan (2.4) berbentuk linear

Xpse1 = boxp + b1xp_1 + -+ bpxp_r,n=0,1, .. (2.6)

maka dengan transformasi di atas, persamaan (2.6) menjadi
Yyur =AY, n=01,.. (2.7)

Matriks A pada persamaan (2.7) adalah matriks berukuran (k + 1) x (k + 1)

by by -+ br-1 by
=[O0 e
o 0 - 1 0

dan persamaan karakteristik matriks A adalah
A+ 4 poA* + -+ by = 0.
(Kocic dan Ladas, 1993).
Untuk sebuah persamaan homogen, kestabilan dari titik tetap nol dikatakan
stabil asimtotik jika dan hanya jika setiap akar dari persamaan karakteristik
terletak dalam lingkaran [A| < 1. Sebuah persamaan linear akan dikatakan stabil,
stabil asimtotik, atau tidak stabil berdasarkan pada titik tetap nol yang memenuhi
kriteria tersebut. Kriteria yang menyatakan persyaratan tersebut disebut kriteria
Schur-Cohn, yang menyediakan kondisi yang diperlukan dan cukup untuk semua
akar dari persamaan

P =a A"+ A"+ +a,_ 4A+a,=0 (2.9

dengan koefisien real yang berada di dalam lingkaran buka || < 1.
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Teorema 2.1
Perhatikan persamaan beda nonlinear berikut

Xps1 = AX, + F(X,),n=0,1, ... (2.10)
dengan A adalah matriks konstan (k + 1) X (k + 1),X,, € R**1 untuk setiap

n = 0,dan F € C[R¥*1, R¥*1], sehingga
F(O) = 0 dan lim”u”_,o % =0 (211)

maka pernyataan berikut benar:

a. Jika seluruh nilai eigen matriks A berada dalam lingkaran buka |A| < 1, maka
titik tetap persamaan linear

Yps1 = AYy,n =01, ... (2.12)

bersifat stabil asimtotik lokal. Dengan demikian, titik tetap persamaan (2.10)

juga stabil asimtotik lokal.

b. Jika terdapat nilai eigen matriks A yang memiliki nilai modulus lebih besar
dari satu, maka titik tetap persamaan (2.10) dikatakan tidak stabil.

c. Jika terdapat satu nilai eigen matriks A yang mempunyai nilai modulus satu
dan nilai eigen lainnya berada pada lingkaran tertutup |A| <1, maka
kestabilan titik tetap persamaan (2.10) tidak dapat ditentukan dengan
kestabilan titik tetap persamaan (2.12) saja.

Teorema 2.1 berhubungan dengan kestabilan dari titik tetap pada persamaan
(2.10). Ketika (2.11) benar, persamaan (2.12) disebut sebagai persamaan hasil
linearisasi yang berkaitan dengan persamaan (2.10). Persamaan hasil linearisasi
menentukan kestabilan lokal dari persamaan nonlinear yang terdapat pada
pernyataan (a) dan (b) sebagaimana tertulis pada Teorema 2.1 (Kocic dan Ladas,

1993).
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Teorema 2.2
Perhatikan persamaan beda orde k + 1
x(n+k+1)—x(n+k)+qx(n) =0, (2.13)
yang mempunyai persamaan karakteristik
AL 2k + g = 0.
Titik tetap x* = 0 dari persamaan (2.13) bersifat stabil asimtotik jika dan hanya

jika

0<q<2 ( kn )
1= 250k + 1)

(Elaydi, 2005)

2.3. Metode Euler
Metode beda hingga standar dibagi menjadi tiga yaitu beda maju, beda
mundur, dan beda pusat. Pendekatan beda hingga standar didapatkan dari ekspansi

Taylor f(x) pada titik x; sebagai berikut:

_ df (x))  h*d*f(x) h®d>f(x;)

f(xl+h) —f(xl)+h dx +? 2 y Txl + -

af(x;) h? dzf(xi) h? d3f(xi)
dx + 21 dxz 3! dx3

fi—h)=f(x;)—h + - (2.14)

Berdasarkan persamaan (2.14) yang pertama, diperoleh

df (x;) _ fxi+h) — f(x) _ Edzf(xi) _ h_2d3f(xi) L

dx h 2! dx? 3! dx3
af (x;) _ flxi+h) — f(x) +o(h).
dx h

Oleh karena itu, pendekatan turunan pertama fungsi f dengan beda maju adalah

af(x;) - fQx +h)— f(x;)
dx h '

Berdasarkan persamaan (2.14) yang kedua, diperoleh
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df (x;) _ fCx) — f(xi —h) +£d2f(xl-) _h_zde(xi) L.
dx h 2! dx? 3! dx3

df (x)) _ f(x) — fOx —h) N
dx h

o(h).

Oleh karena itu, pendekatan turunan pertama fungsi dengan beda mundur adalah

df (x) _ fx) = fx; —h)
dx h ’

sedangkan untuk mendapatkan pendekatan beda pusat, kedua persamaan pada

(2.14) dikenakan operasi pengurangan sehingga diperoleh

_ df(x;) R d*f(x;)
f(xi+h)—f(xi—h)—2h7+2§ dx3

atau

df) _fGuth) = fla—h) R &fe)
dx 2h 31 dx3

df(x))  fCqg+h)—f(Qq—h)
dx 2h

+ o(h?).

Oleh karena itu, pendekatan turunan pertama fungsi dengan beda pusat adalah

df(x) fla+h) —fl—h)
dx 2h

Metode forward Euler (selanjutnya disebut dengan metode Euler) adalah salah

satu skema diskritisasi yang paling sederhana yaitu dengan menggunakan

pendekatan beda maju. Pada metode ini, turunan pertama % digantikan oleh

M dengan h adalah ukuran langkah.
Untuk sistem persamaan diferensial
dx . |
E - f(x)l
ruas kiri digantikan oleh pendekatan beda maju yaitu

X(t+ h) — x(t)
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Diskritisasi dengan metode Euler dapat dituliskan dalam bentuk:

X(t+h) = £() + hf (R(D)).
(Mathews, 2004)

2.4. Persamaan Diferensial dengan Waktu Tunda

Persamaan diferensial dengan waktu tunda dinyatakan dalam bentuk

n k k

m
d
;akﬁ x(t) + ;bkﬁx(t—r)zo,mSn (2.15)

dengan 7 adalah waktu tunda, m < n, dan
dO
F x(t) = x(¢t).

Misalkan x(t) = e, maka

n

m
z a ket + Z bpAkert=D =0
k=0

k=0

n m
et <z a2k + z bkake-“> 0.

k=0 k=0
Oleh karena et # 0, maka

m
L Z bAke T = 0 | (2.16)
k

=0

NgE

k=0
Persamaan (2.16) disebut persamaan Kkarakteristik persamaan (2.15).

Misalkan

n

m
P.(1) = Z a, A% dan P,(1) = Z b A¥,
k=0

k=0

maka persamaan (2.16) dapat ditulis kembali sebagai
P,(A) +P,(Me * = 0. (2.17)

(Kuang, 1993)
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2.5. Bifurkasi Neimark-Sacker
Bifurkasi merupakan perubahan perilaku solusi karena nilai parameter
berubah dan melampaui suatu nilai tertentu, yang nilai tersebut didefinisikan

sebagai nilai bifurkasi (Robinson, 2004).

Definisi 2.1 (Bifurkasi Hopf)
Misalkan diberikan sistem otonomus nonlinear

dx -
i fx,1),xe R, TeR (2.18)

dengan f kontinu dan titik tetap x*. Bifurkasi yang terjadi berkaitan dengan
adanya pasangan nilai eigen imaginer sekawan A;, = tiw,, wy, > 0, yang
dihasilkan melalui proses linearisasi pada suatu titik tetap sistem (2.18), melewati
sumbu imajiner karena perubahan parameter t. Pada waktu yang bersamaan

muncul suatu orbit periodik dalam persekitarannya (Kuznetsov, 1998).

Definisi 2.2 (Nilai bifurkasi)
Berdasarkan sistem (2.18), nilai parameter T = 7, disebut nilai bifurkasi
jika terdapat solusi nontrivial sistem otonomus yang terdefinisi di persekitaran

(x*,7,) € R™ X R (Verhulst, 1996).

Bifurkasi Hopf dalam sistem dinamik diskrit disebut dengan bifurkasi

Neimark-Sacker.

Definisi 2.3 (Neimark-Sacker)
Menurut Kuznetsov (1998), bifurkasi yang berkaitan dengan munculnya nilai
eigen 4, , = e*'“0,0 < w, < m disebut dengan bifurkasi Neimark-Sacker.

Diberikan suatu sistem dinamik diskrit dalam bentuk
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o f@1),%eRY,  n>2. (2.19)
Berdasarkan persamaan (2.19) dengan f(0,7) = 0 untuk semua t, terdapat asumsi
sebagai berikut:
1. fungsi f memiliki matriks Jacobi A yang memenuhi
A(7) = D, f(0,7),

dengan D, merupakan operator turunan untuk x. A(t,), dengan 7, merupakan

7 kritis, memiliki sepasang nilai eigen kompleks A(z,) dan A(t,) yang tepat

berada pada lingkaran satuan, sementara semua nilai eigen lainnya terletak di

dalam lingkaran satuan,

2. nilai eigen A dan A melintasi lingkaran saat T = 7, dengan
d
E M(T)l‘r:‘ro >0,

3. jikaarg (A(1)) = w(7) dan w, = w(t,) maka e'“ok = 1 untuk k = 1,2,3, 4.

Kondisi dua menyatakan bahwa untuk 7 < t,, T cukup dekat dengan t,,
semua nilai eigen A(t) memiliki modulus kurang dari satu. Titik tetap x* adalah
stabil asimtotik untuk t dalam interval tersebut (Ford dan Wulf, 1998).

Menurut Kuznetsov (1998), jika terdapat T = t, sehingga muncul suatu limit
cycle stabil pada sistem (2.19) ketika T melewati titik kritis 7, maka sistem (2.19)
tersebut mengalami bifurkasi Neimark-Sacker Supercritical. Parameter 7 = 1,
menyebabkan nilai eigen pada sistem mempunyai bentuk 1,, = e**“o > 0. Hal
ini berakibat pada perubahan struktur orbit dan munculnya limit cycle stabil dari
sistem seiring dengan perubahan nilai parameter seperti yang ditunjukkan pada

Gambar 2.1.
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T< Ty T =T T>Ty
Gambar 2.1. Bifurkasi Neimark-Sacker Supercritical
Jika terdapat T =7, sehingga muncul suatu limit cycle tak stabil yang
tereduksi pada sistem (2.19) ketika T melewati titik kritis 7, maka sistem (2.19)
tersebut mengalami bifurkasi Neimark-Sacker Subcritical. Parameter 7 = 1,
menyebabkan nilai eigen pada sistem mempunyai bentuk 4, , = e*'®0 > 0. Sama
halnya dengan bifurkasi Neimark-Sacker Supercritical, struktur orbit dan
tereduksinya limit cycle yang tak stabil dari sistem juga akan berubah seiring

dengan perubahan nilai parameter T sebagaimana yang ditunjukkan pada Gambar

2.2.

T<T0 T=Tg T>T0

Gambar 2.2. Bifurkasi Neimark-Sacker Subcritical



17

2.6. Model Predator-Prey

Makanan sebagai sumber energi adalah salah satu komponen esensial untuk
kelangsungan hidup yang dapat membatasi pertumbuhan populasi. Pola hubungan
produksi dan konsumsi bahan makanan antar spesies dalam ekosistem akan
membentuk suatu rantai makanan atau jaring-jaring makanan. Model yang paling
sederhana dari rantai makanan atau jaring-jaring makanan adalah model predator-
prey. Dasar model interaksi ini adalah model Lotka-Volterra yang terdiri dari dua
populasi. Dalam hal ini, populasi pertama memberi pengaruh positif terhadap
populasi kedua, sedangkan populasi kedua memberi pengaruh negatif terhadap
populasi pertama. Sistem persamaan sederhana dari model ini adalah sebagai
berikut

1) = x(®)(a - by(®)),
y() = y(©)(—c + ex(t)),

dengan x menyatakan populasi prey dan y populasi predator, dengan semua
parameter bernilai positif, a, b, c, e > 0 (Robinson, 2004).

Salah satu model Lotka-Volterra klasik yang pernah dikenalkan oleh Volterra
adalah sebagai berikut

x() = x(®)[ry + a11x(8) + ay (O],
y(@) = y(©[r, + az1x(t) + azy(0)],

dengan x menyatakan kepadatan populasi prey dan y populasi predator pada saat
waktu t (Zhao dan Lin, 2009).

Dalam perkembangan selanjutnya, pengaruh waktu tunda banyak mengambil
perhatian para peneliti, dengan alasan waktu tunda ternyata banyak memberikan

pengaruh dalam suatu sistem dinamik. Pada tahun 2009, Zhang dkk. meneliti
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sebuah model Lotka-Volterra kompetisi dengan adanya pengaruh waktu tunda
sebagai berikut
x(t) = x(®)[ry — a1 x(t — 1) — a2y (t — 7)),
y() = y(©)[ry — azx(t — 1) — ay(t — 1))
Pemilihan waktu tunda t sebagai parameter bifurkasi, menunjukkan adanya
bifurkasi Hopf dalam analisis kestabilan titik tetap interior.
Pada tahun 2009, Zhao dan Lin juga melakukan penelitian terkait model

Lotka-Volterra predator-prey dengan adanya waktu tunda sebagai berikut

x(t) = x(t)[r; — a1 x(t — 1) — ay(t — 1)),
(2.20)
y(&) = y(©)[rz + az:1x(t — 1) — azy(t — 1],
dengan x(t) menyatakan kepadatan populasi prey dan y(t) populasi predator
pada saat waktu t, r; adalah laju pertumbuhan prey , a;; adalah laju kompetisi
antar prey, a,, adalah laju berkurangnya prey karena adanya pemangsaan oleh
predator, r, adalah laju pertumbuhan predator, a,, adalah laju bertambahnya
predator karena adanya pemangsaan terhadap prey, a,, adalah laju kompetisi
antar  predator, dan <t adalah waktu tunda. Semua parameter
1,712,041, Q12, 21,2, T Dernilai  positif. Penelitian Zhao dan Lin juga
menunjukkan terjadinya bifurkasi Hopf yang dipengaruhi suatu parameter
bifurkasi waktu tunda 7.
Sifat utama sistem dinamik kontinu untuk model (2.20) yang dimiliki adalah

1. Sistem tersebut memiliki 4 kemungkinan jumlah titik tetap, vyaitu

Ey(0,0), E;(0,-2) , E, arTl 0), dan E*(x*,y*), dengan

)
azz 1

A7 — Q127

*

Aq10z7 + A12071

X
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dan

Ay + a1

B Q11022 + Q12051
2. Jenis kestabilan untuk keempat titik tetap adalah
a) Ey(0,0) tak stabil.

b) E;(0,—%) stabil asimtotik jika jika a,,r; — az,7, < 0.

azz
c) Ez(ar—lll, 0) tak stabil.
d) E*(x*,y") stabil asimtotik lokal untuk 0 < t < 7, dan tak stabil ketika
T > 1, Serta akan terjadi suatu bifurkasi Hopf ketika 7 = 7.

(Zhao dan Lin, 2009)



BAB Il

HASIL DAN PEMBAHASAN

3.1. Diskritisasi Model Predator-Prey dengan Waktu Tunda
Pada bagian ini dibahas proses diskritisasi model predator-prey dengan
waktu tunda (2.20) menggunakan metode Euler. Untuk mempermudah
perhitungan dilakukan penskalaan pada sistem (2.20). Misalkan £ = tt, dan
u(t) = x(@,v@®) = y@,
sehingga
x(E—1)=x(tr—1) =x(t - D7) =ult - 1),
yE—-1)=ytr—1) = y((t — 1)‘[) =v(t—-1).
Berdasarkan permisalan tersebut dan persamaan (2.20) diperoleh

du(t) dx(t) dx(®)dt  dx(f)
dt  dt  dt dt ' di

=1x(®)[r, — ayx(& — 1) — a12)’(f —1)]

= tu(t)[r; — aju(t — 1) — a,v(t — 1)].

Dengan cara yang sama diperoleh

dv(t)
dt

= tv(t)[r, + ayqu(t — 1) — a,,v(t — 1)].

Berdasarkan perhitungan diperoleh hasil penskalaan sistem (2.20) sebagai berikut.

dl;it) =tu(t)[r; — aju(t — 1) —a,v(t —1)], (3.1a)
dv(t)
T w(t)[r, + azu(t — 1) —ayv(t — 1)]. (3.1b)

20
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Diskritisasi persamaan (3.1) dilakukan dengan mengubah persamaan
diferensial yang kontinu terhadap waktu menjadi pesamaan diskrit terhadap
waktu. Metode numerik yang digunakan adalah metode Euler.

Misalkan t = t,, dengan ukuran langkah (stepsize) h dan

t, = t0+nh,h=% dan hm =1,
sehingga
t—1=t,—1
=t, —hm
=ty +nh—hm
=ty +h(n—m)
=t,— 1=ty m
Oleh karenat =t, dan t — 1 = t,,_,,, maka
u(t) =u(ty) =u,danu(t — 1) = u(ty—pm) = Up—mo
v(t) =v(t,) =v,danv(t — 1) = v(ty_ym) = Vpem-
Dengan demikian diperoleh
u(t) =u,danu(t — 1) = up_m,
v(t) =v,danv(t — 1) = v,_pp.

Diskritisasi dilakukan dengan menggunakan pendekatan metode Euler,

sehingga persamaan (3.1) dapat dinyatakan sebagai persamaan diskrit

Upt1 = Up T+ Thun(rl —A11Up—m — alzvn—m)' (3.28)

Up41 = Up + Thvn(rz + a2 Up-m — azzvn—m)- (32b)
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3.2. Titik Tetap

Pada dasarnya cara menentukan titik tetap untuk sistem dinamik kontinu dan
sistem dinamik diskrit tidak jauh berbeda. Titik tetap suatu sistem dinamik diskrit
adalah kondisi dimana f(u*, v*) = u* dan g(u*, v*) = v*, sehingga diperoleh

u* =u"+thu*(rp —a1u” — aqpv7), (3.3a)

v ="+ Thv*(ry + ayu™ — azyv’). (3.3b)

Berdasarkan perhitungan pada Lampiran 1 diperoleh empat titik tetap sistem (3.2)

yaitu titik tetap trivial E, = (0,0), titik tetap kepunahan prey E; = (0, ar—z) titik
22

tetap kepunahan predator E, = (;—10) dan titik tetap interior E* = (u*,v")
11

dengan

A7 — Q127

*—

A110z; + G120, (3.4)

171 + a7

A110z2 + Q12051
Nilai u* dan v* disyaratkan harus positif, karena merupakan jumlah suatu
populasi. Oleh karena semua parameter 7,1, a1, @12, @21, a2, bernilai positif,
titik tetap E™ eksis jika dan hanya jika memenuhi
QAy,T — Q1275 > 0.

Berdasarkan hasil perhitungan, titik tetap yang diperoleh untuk sistem diskrit
model predator-prey dengan waktu tunda sama dengan titik tetap model
kontinunya. Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa model diskrit predator-

prey dengan waktu tunda ini memenuhi sifat 1 pada Subbab 2.6.1.
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3.3. Kestabilan Titik Tetap

Analisis kestabilan titik tetap sistem nonlinear dapat dilakukan dengan
analisis nilai eigen matriks Jacobi dari hasil linearisasi sistem. Sebagaimana
uraian pada Lampiran 2, matriks Jacobi dari hasil linearisasi sistem persamaan

diskrit nonlinear (3.2) adalah sebagai berikut.

a 0 « 0 b 0 0 ¢
10 « 000 -~ 00
01 « 00 0 - 0 0
AEDY=]0 0 100 0 0
0 0 0 d e 0 f
0 0 00 0 0 0
0 0 00 0 1 0

dengan

a=14+(r, —au" —a,v")7h,
b = —a, u'th,

c = —a,,u'th,

d = a,,v'th,

e =1+ (r, + a;u" — ay,v*)Th,
f = —ay,v'th.

Matriks Jacobi A(E*) berukuran (2m + 2) x (2m + 2).

3.3.1. Titik tetap trivial Eq = (0,0)
Sebagaimana yang telah diperoleh dalam Subbab 3.2, titik tetap trivial sistem
persamaan (3.2) adalah
Ey, = (0,0),

sehingga diperoleh matriks Jacobi
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14nrnth 0 = 0 0 0 0 0
1 0 - 0 0 0 e 0 0
0 1 - 0 0 0 0 0
A(Ey) = 0 0 10 0 0 0
0 0 -+ 0 0 1+4m,7h 0 0
0 0 - 0 0 1 0 0
0 0 - 0 0 0 e 1.0

Nilai eigen matriks A(E,) adalah solusi persamaan karakteristik |AI — A(E,)| =

0. Perhatikan bahwa

|AI — A(Eo)|
A-=(QQ4+nth) 0 - 0 0 0 000
-1 A 0 0 0 0 0
0 -1 - 0 0 0 000
= 0 0 e =1 A 0 0 0 =0,
0 0 - 0 0 A=(+4mnrth) - 0 0
0 0 - 0 0 -1 000
0 0 - 0 0 0 =12

sehingga diperoleh persamaan karakteristik
APMA— A +nrth)][A— A +rth)] =0

yang mempunyai akar karakteristik A, = (1 +r;th),A, = (1 +r,th) dan
Az = Ay = -+ = Ayms2 = 0. Semua parameter bernilai positif, maka secara jelas
diperoleh

A, =11+ rTh| > 1,

|4, = |1+ r,Th| > 1,

23] = [A4] = - = A4l =0 < 1.

Oleh karena terdapat nilai eigen yang memiliki nilai modulus yang lebih besar

dari satu, maka titik tetap E, = (0,0) bersifat tidak stabil.
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3.3.2. Titik tetap kepunahan prey E; = (O, r—z)

az2

Matriks Jacobi untuk titik tetap kepunahan prey E; adalah

a; 0 0 0 0 - 0 0
1 0 0 0 0 - 0 0
0 1 0 0 0 - 0 0
AED=]0 o0 1 0 0 0 0
0 0 0 d; e 0 f
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1 0

dengan

a, =1+ (rl - a;m)rh, dy =82 th e, = 1,dan f; = —1,7h,

22 az2

sehingga diperoleh

|AI — A(E,)|
Al—a; 0 - 0 0 0 - 0 0
-1 A 0 0 0 -0 0
0 -1 - 0 0 0 -0 0
= 0 o - -1 2 0 0 01=0
0 O 0 _d1 /1—61 0 _fl
0 o - 0 0 -1 -0 0
0 o - 0 0 0 e =1 A

dan persamaan karakteristik yang diperoleh adalah

AMA - a1][lm+1 —e A"—f1]1=0,

atau
Aq,T:
am [/1 - (1 + (rl it 2) Th)] [A™+ — Am 4 1, 7h] = 0.
a2
Akar persamaan karakteristik tersebut adalah A, =:-=2,,=0, A4 =
(1 + (r1 — %) rh), dan sebanyak m + 1 memenuhi persamaan (A™*1 — A™ +
22

r,Th) = 0. Dengan demikian diperoleh



Ml ==nl=0<1

Untuk akar persamaan yang ke-(m + 1),

A4,
Am+1 = (1 + (7‘1 - 12 2>Th>,
azz

akan memiliki nilai modulus kurang dari satu jika memenuhi

a1
|1+(r1— 12 2>Th|<1
az;
a T
<:>—1<1+(r1— 122>Th<1
azz
a o
(:)—2<(r1— 122)Th<0
azz

atau dapat dituliskan

dan

205,

(@121 — AT

Modulus 4,,,,, akan bernilai kurang dari satu jika memenuhi

2(122

(a121r2—az211)7T

a22T1 - a12T2 < O dan h <

Akar persamaan karakteristik yang memenuhi persamaan

= h,.

26
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Am+1 - Am + rzTh, = O,

berdasarkan Teorema 2.2, bersifat stabil asimtotik jika dan hanya jika

0 <ryth < 2cos (anlni 1)

atau dapat dituliskan
0 < r,7h (akan selalu terpenuhi)

dan

m

S

,Th < 2 cos (

_|_
[N

2m

)
2con ()
7T

3

S h<

Dengan demikian solusi persamaan tersebut bersifat stabil asimtotik jika dan

hanya jika

2005 (3 +1)
7T

h <

= hz.

Berdasarkan kondisi yang ada, maka titik tetap E; = (O, ar—z) akan bersifat
22

stabil asimtotik jika dan hanya jika
ATy — Aq1, <0
dan

h < min{h,, h,}.

3.3.3. Titik tetap kepunahan predator E, = (ar—l 0)
11

Matriks Jacobi untuk titik tetap kepunahan predator E, adalah
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a, 0 0 b, 0 0 c
1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 O 0 0
AED=]|0 o0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 e 0 0
0 0 0 0 1 0 O
0 0 0 0 O 10
dengan
_ _ __alzrl _ m
az—l;bz— rlTh”Cz_ aii dan ez_1+(r2+ all)T}L
sehingga diperoleh
|Al — A(ES)|
A=a; 0 = 0 b, 0 - 0 -
0 0 «~ 0 0 A—e 0 0

dan persamaan karakteristik yang diperoleh adalah

A2 — e, ][A™* — a4 —b,] = 0,

atau
m a1 m+1 m
A [’1_(1+(T2+ 7 )Th)][/l — 2™+ ryTh] = 0.
11
Akar persamaan Kkarakteristik tersebut adalah A; =+ =21, =0, Ay =
(1 + (rz + %) rh), dan sebanyak m + 1 memenuhi persamaan (A™*1 — A™ +
11

r,th) = 0. Semua parameter bernilai positif, maka secara jelas terlihat bahwa

a1

Iﬂ.m+1| = |1 + (rz + )Th| > 1.

ajq
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Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa titik tetap E, = (r1 ,0) bersifat tidak

a1

stabil.

3.3.4. Titik tetap interior E* = (u*,v")

Matriks Jacobi untuk titik tetap interior E* adalah

a 0 0 b 0 0 ¢
10 « 000 -~ 00
01 « 00 0 « 0 0
AEDY=]0 0 100 0 0
0 0 0 d e 0 f
0 0 00 0 0 0
0 0 00 0 1 0

dengan

a=14(r, —au" —a,v")7h,

b = —a, u'th,

c = —a,u'th,

d = a,,v'th,

e =1+ (r, + au" — ay,v*)Th,

f = —ay,v'th.

Nilai eigen matriks A(E*) adalah solusi persamaan karakteristik [Al — A(E™*)| =

0.



Perhatikan bahwa

|Al — A(E™)|
A—a O 0 -»b 0 0 —c
-1 A 0 0 0 0 0
0 -1 0 0 0 0 0
=1 0 0 -1 2 0 0 0f=
0 0 0 —-d A—e 0 -f
0 0 0 0 -1 0 0
0 o - 0 0 0 - =1 A

sehingga diperoleh persamaan karakteristik

30

22— (a4 e)A*™H + qer?™ — (b + )A™ + (af + be)A™ + bf —cd = 0.

Misalkan

A =—(a+e)

= —[(1 + (r, — aju” — av)Th) + (1 + (1 + axu” — azv*)th)] = =2,

A, =ae =1+ (ry —ayu*" —a,v)Th) (1 + (1, + ayu™ — ay,v*)Th)

=1,
A; =—(b+f) =—(—au"th — ay,v*th)
= (a u” + ay,v*)Th,
A, = af + be
= (14 (p — aqu” — aq,v")th)(—a,,v*th)
+(—a; 1w th)(1 + (ry + ayu”* — ay,v*)th)

= —(a; u” + a,,v*)Th,

As = bf — cd = (—a u*th)(—a,,v*th) — (—a,u*th)(ay, v Th)

_ 22
= (a11a22 + a12a,)U VT R?,

maka persamaan karakteristik di atas dapat ditulis menjadi

AP AP 4 AP+ A AMT 4+ A4 + Ag = 0.

(3.5)
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Lemma 3.1
Terdapat 7, > 0 sedemikian hingga untuk 0 < 7 < 7, semua akar persamaan
(3.5) mempunyai modulus kurang dari satu.
Bukti

Ketika T = 0, persamaan (3.5) menjadi

Amtz _ ppaml 4 j2m — (3.6)

Persamaan (3.6) mempunyai sebanyak 2m akar bernilai O dan dua akar bernilai 1.

Hal yang perlu diperhatikan adalah akar-akar A(r) sedemikian hingga
|2(0)| = 1. Akar persamaan ini bergantung secara kontinu pada t dan

mempunyai fungsi diferensial dari 7. Berdasarkan perhitungan dalam Lampiran 3
dan persamaan (3.5) dapat ditunjukkan bahwa % yang memenuhi persamaan

berikut

diy? dA
<_) + (allu* + azzv*)hE + (allazz + a12a21)u*v*h2 = 0

dt
Misalkan
(allu* + azzv*)zhz - 4‘(a11a22 + a12a21)u*v*h2 = 0, (37)

maka
da —(a{u* + a,,v*
hindd — ( 11 22 ) (38)
dtli=0a=1 2

dan bentuk konjugatnya adalah
dA —(a;u* + a,,v*
E — ( 11 2 22 ) (39)

7=0,A=1

Dengan menggunakan prinsip operasi bilangan kompleks |12 = A4, dapat

diperoleh
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dla? dI+_d/1
dt ~ “dr Tdt

(3.10)

Persamaan (3.8) dan (3.9) disubstitusikan ke dalam persamaan (3.10), sehingga
diperoleh

d|A* . .
d‘[_' = _(allu + A,V ) < 0

7=0,A=1

Nilai turunan pada saat t =0 dan A =1 bernilai negatif. Berdasarkan
penjelasan pada subbab 2.6.1, hal ini menunjukkan bahwa akar persamaan (3.5)
berada dalam lingkaran satuan atau |A| < 1 untuk suatu T > 0. Dengan kata lain,
terdapat nilai t, > 0 sedemikian hingga semua akar persamaan (3.5) terletak pada
|A] < 1, yaitu ketika 0 < 7 < 7. Jadi keberadaan dari maksimal t, terbukti.
Dengan demikian Lemma 3.1 terbukti.

Misalkan pada saat 7, terdapat w, € R sedemikian hingga 1 = e!®° adalah
akar persamaan (3.5). Substitusikan akar tersebut ke dalam persamaan (3.5)
menghasilkan

el@m+2)wo 4 4 oi@m+Dwo 4 g, olZMwo 4 g eilm+Dwoe 4 g eimwo 4 A =

yang dapat pula dinyatakan dalam bentuk polar sebagai persamaan

cos(2m + 2)wg + isin(2m + 2)wy + A;[cos(2m + D wgy + i sin(2m + 1) w,]
+A,[cos 2mw, + isin 2mwg] + As[cos(m + 1wy + i sin(m + 1) w,]
+A,[cosmw, + i sinmwy] + As = 0. (3.11)

Karena ruas kanan persamaan (3.11) adalah bilangan real bernilai 0, persamaan

(3.11) dapat dipisahkan antara bagian real dan imaginernya. Bagian real

persamaan (3.11) adalah

cos(2m + 2)wgy + A, cos(2m + 1w, + A, cos 2mwy + A3 cos(m + 1w,

+A, cosmwy + As = 0, (3.12)
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dan bagian imaginer persamaan (3.11) adalah
sin(2m + 2)wg + A; sin(2m + 1wy + A, sin2mwy + Az sin(m + 1)w,

+A, sinmw, = 0. (3.13)
Berdasarkan persamaan (3.12) dan (3.13), terdapat barisan tak terhingga nilai

parameter waktu tunda t, < 7; < -+ < ; < -+ yang memenuhi.

Lemma 3.2
Jika diasumsikan ukuran langkah h bernilai cukup kecil, maka

_daP?

> 0.
dt

T=Tp,W=Wy

dp

Bukti
Persamaan (3.5) dapat ditulis ulang menjadi
A2MEZ _p2mAl 4 Q2m 4 (qoiut 4 avt)Th AT — (aut + avt)Th A™
+ (ay10a;, + apa,)u*v*t2h% = 0,
atau dapat pula ditulis dalam bentuk

—(ay1a,; + 61126121)13517%2}12
Am(A1-1)

Am+1 - Am + (allu* + azzv*)Th = . (314‘)

Oleh karena step size h bernilai cukup kecil, persamaan (3.14) dapat ditulis
sebagai
AL M 4 (aqu* + ayv*)Th = 0(h?). (3.15)

Dengan demikian ruas kanan pada persamaan (3.15) dapat diabaikan.
Berdasarkan persamaan (3.15), dapat diperoleh nilai Z—j dengan menurunkan

persamaan (3.15) terhadap 7, yaitu

(m+ 1)1’"@ - mlm‘lﬁ = —(a u* + ayvh
dr dr 1 22 ’

atau
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di  —(ayu” + azpv)h
dt  (m+ DA™ —mam—v

dan bentuk konjugatnya adalah

dA _ —(aju* + avh
dt — (m+ DA™ — mAm-1

Berdasarkan persamaan (3.15), didefinisikan

dIAP _ [ dZ  ;d2

dt | dr dr
[, —(au" +apvHh - —(apu” + axpvih
[T+ DI —mam-1 T T (m+ DA — mam-t

= _(allu* + azzv*)h

ALm + DA™ — ma™ 1] + 2[(m + DA™ —mA™Y]
[(m + 1)/Tm - m/Tm—l] [(m + DA™ — mA™m—1]

= _(allu* + azzv*)h

« (m + DA™ —mA™ + (m + DA™ — mA™
(m+1)2—-m2+mA 1 —(m2+m)A~1 + m?

= —(a;,u* + a,,v*)h

Lt DA™ 4 A1) — m(A™ + ™)
(m+1)2+m2—(m2+m)(A-1+21°1)

sehingga diperoleh

d|A|?
dp = dt

T=Tp,W=Wy

2(m+ 1) cos(m + 1)wy — 2m cos mw,
(m+1)2+m?2—-2m(m+1)cosw,

= —((ayu" + azv*)h) x

(3.16)
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Berdasarkan perhitungan dalam Lampiran 4, diperoleh nilai

[(ayu* + av*)Th]?

coswy =1-— 3 , (3.17)
au* + a,,v*)th
cos Mw, = (@11 5 22V") , (3.18)
dan
a1 U + av)th
cos(m+ Dw, = —( U 22V") . (3.19)

2
Untuk memperoleh nilai d;,, persamaan (3.17), (3.18), dan (3.19) disubstitusi ke
persamaan (3.16) (sebagaimana perhitungan dalam Lampiran 5), diperoleh

_@m+ D[(ay1u” + azv)h][(agu” + azv*)Th]
T 1+ mOm + D[(agut + ayyvt)th + o(h)]?

(3.20)

Oleh karena semua nilai parameter bernilai positif, nampak jelas pada persamaan

(3.20) bahwa bagian penyebut dan pembilang selalu bernilai positif, sehingga

A

dn drt

>0,

T=To,w=wy
dan dapat disimpulkan bahwa Lemma 3.2 terbukti. Berdasarkan penjelasan dalam
Subbab 2.6.1, Lemma 3.2 menunjukkan bahwa nilai eigen persamaan (3.5)
melintasi lingkaran |A| = 1 pada saat T = 1.

Lemma 3.1 dan Lemma 3.2 dapat disimpulkan dalam Teorema 3.1 berikut.

Teorema 3.1

Diasumsikan kondisi (3.7) terpenuhi, maka

i) Titik tetap interior E*(u*, v*) sistem (3.2) bersifat stabil asimtotik lokal untuk
T € [0, 7,) dan tak stabil untuk T > .

ii) Titik tetap interior E*(u*,v*) sistem (3.2) mengalami bifurkasi Neimark-

Sacker saat T = 1.



Bukti
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i) Misalkan kondisi (3.7) terpenuhi. Berdasarkan Lemma 3.1 dapat diketahui

bahwa semua akar persamaan (3.5) mempunyai modulus kurang dari satu

ketika t € [0,7,), dan persamaan (3.5) memiliki sedikitnya sepasang akar

dengan modulus yang lebih besar dari satu ketika T > t,, sehingga bagian i)

Teorema 3.1 terbukti.

i) Berdasarkan Lemma 3.2, nilai eigen persamaan (3.5) melintasi lingkaran

|| = 1 pada saat T = 7. Sebagai akibatnya terjadi perubahan kestabilan pada

titik tetap interior E*(u*, v*) sistem (3.2), dimana perubahan kestabilan ini

dinamakan bifurkasi Neimark-Sacker. Oleh karena itu bagian ii) Teorema 3.1

terbukti.

Hasil analisis model predator-prey diskrit dengan waktu tunda secara ringkas

dapat dilihat pada Tabel 3.1

Tabel 3.1 Syarat eksistensi dan kestabilan titik tetap

Titik tetap | Syarat Eksistensi | Jenis Kestabilan | Syarat Kestabilan

E, = (0,0) Tidak ada Tak stabil Tidak ada
E, = (o, r_2> Tidak ada Stabil asimtotik Azl — AT < 0

a22 lokal dan

h < min{h,, h,}

E, = (ar—l o) Tidak ada Tak stabil Tidak ada

11
E* = (u*,v* Ay, — Aq7, > 0 | e Stabil asimtotik | e 0 <7 <7

lokal
e Bifurkasi o7 =1,

Neimark-Sacker
Supercritical
e Tak stabil

°7T> T,
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3.4. Simulasi Numerik

Pada subbab ini, disimulasikan solusi sistem (3.2). Untuk mensimulasikan
hasil analisis model secara numerik digunakan metode Euler pada software
MATLAB. Source code program dapat dilihat pada Lampiran 7. Nilai 7, (nilai
bifurkasi) diperoleh dengan menggunakan bantuan software MAPLE dan source
code programnya dapat dilihat pada Lampiran 6.

Simulasi numerik berikut menggunakan nilai-nilai parameter pada Tabel 3.2.

Tabel 3.2. Nilai-nilai parameter

. . Parameter
Simulasi
" 2 a11 a2 az1 a2z m T
I 0.4 1 1 1 2 1 20 15
I 0.4 1 1 1 2 1 20 1.7
1
> 1.06
Il 1 04 1 1 2 1 10 1.12
1.12
20 1.145

Simulasi | dan Il disajikan untuk memperlihatkan sifat kestabilan titik tetap
kepunahan prey E;, sedangkan Simulasi Il disajikan untuk memperlihatkan sifat

kestabilan titik tetap interior titik tetap E™.

3.4.1. Simulasi |
Pada simulasi ini digunakan nilai-nilai parameter pada Tabel 3.2.
Berdasarkan parameter yang ada diperoleh titik tetap trivial E, = (0,0), titik tetap
kepunakan prey E; = (0,1), titik tetap kepunakan predator E, = (0.4,0), dan
ay,1 — a7 = —0.6 <0,

2a,,

hl ==
(a1 — Azo1)T

= 3.334,
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mm
2 7T R

Oleh karena nilai m = 20, maka diperoleh h = 0.05. Dengan demikian dapat
disimpulkan bahwa h < min{h,, h,}. Berdasarkan hasil analisis, titik tetap bebas
prey E; = (0,1) akan bersifat stabil asimtotik dan titik tetap E* = (u*, v*) tidak
akan pernah eksis untuk nilai paramater yang telah diberikan pada simulasi ini

seperti ditunjukkan Gambar 3.1 dan Gambar 3.2.

\ \ Nilai awal (0.4,0.8)

NS \ Nilai awal (0.5]0.5)
N \ \
D<<—Nilai awal (0.2,0.5) |
‘r

.
0.1 0.2 0.3 0.4%_ 0.5
E

Un 2

Gambar 3.1 Potret fase model untuk a,,r; — a,,7, < 0,m = 20,dant = 1.5

3.5 ‘
| populasi u
3 populasi v |
2.5
E
S 2
Q.
o
o
K= .
= 15
=k
1 fHHR U IAVIWWAWAWWw
0.5/}
0
0 2.5 5 7.5 10 12.5 15

waktu (t)

Gambar 3.2 Grafik solusi u,, dan v,, untuk a,,r; — a;,m, < 0,m = 20, dan
=15
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Gambar 3.1 dan Gambar 3.2 memperlihatkan bahwa dengan tiga nilai awal
yang diberikan, ketiga grafik solusi menuju titik E; = (0,1). Hal ini menunjukkan
bahwa titik tetap E; = (0,1) bersifat stabil asimtotik. Terlihat juga bahwa titik
tetap E, = (0,0), E; = (0,1), dan E, = (0.4,0) eksis, namun titik tetap E* =
(u*,v*) tidak eksis. Hal ini berarti bahwa pada kasus ini, setelah waktu yang
cukup lama populasi prey akan punah dan hanya ada populasi predator dalam

ekosistem.

3.4.2. Simulasi Il
Simulasi Il digunakan nilai-nilai parameter seperti pada Tabel 3.2.
Berdasarkan parameter yang ada diperoleh titik tetap trivial E, = (0,0), titik tetap

kepunahan prey E; = (0,1), titik tetap kepunahan predator E, = (0.4,0), dan

azzrl - alzrz = _06 < 0,
hy=—2%22 333y
(a2 — Azp1)T
mn
2C0S|5—
h, = (zm+1) — 0.045.
T

Oleh karena nilai m = 20, maka diperoleh h = 0.05. Berbeda dari simulasi I,
dengan nilai-nilai parameter yang ada diperoleh h, <h < h;. Hal ini
bertentangan dengan syarat kestabilan titik tetap kepunahan prey E; = (0,1) dan
juga bertentangan dengan syarat eksistensi titik tetap interior E* = (u*,v*).
Berdasarkan hasil analisis titik tetap kepunahan prey E; = (0,1) bersifat tidak
stabil dan titik tetap interior E* = (u*, v*) tidak eksis. Kondisi ini dapat dilihat

dalam hasil simulasi pada Gambar 3.3 dan 3.4.
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el
0.35 0.4

Gambar 3.3 Potret fase model untuk a,,r; — a;,7, < 0,m = 20,dant = 1.7
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b
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waktu (t)
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Gambar 3.4 Grafik solusi u,, dan v,, untuk a,,r; — a;,, < 0,m = 20, dan

T=1.7
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Berdasarkan Gambar 3.3 dan 3.4, dengan nilai awal (0.4,0.8) grafik solusi

tidak menuju ke titik tetap manapun, tetapi terjadi orbit periodik di sekitar titik

tetap kepunahan prey E; = (0,1). Simulasi ini menunjukkan bahwa telah terjadi

bifurkasi pada titik tetap kepunahan prey E; = (0,1) dengan adanya perubahan
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nilai parameter waktu tunda z. Dalam hal ini, peristiwa terjadinya bifurkasi pada

titik tetap bebas prey E; tidak dibahas dalam analisis.

3.4.3. Simulasi Il

Pada simulasi ini digunakan nilai-nilai parameter pada Tabel 3.2 dengan
beberapa variasi nilai T dan m. Berdasarkan parameter yang ada diperoleh titik
tetap trivial E, = (0,0), titik tetap kepunahan prey E; = (0,0.4), titik tetap
kepunahan predator E, = (1,0), titik tetap interior E* = (0.2,0.8) dan

ay,11 — a7 = 0.6 > 0,
yang berarti bahwa syarat eksistensi titik tetap interior E* = (u*, v*) terpenuhi
dan ketiga titik tetap yang lain juga eksis.

Jika diambil nilai m =5, maka diperoleh nilai h = 0.2, sehingga juga
diperoleh nilai 7, = 1.05697. Berdasarkan Teorema 3.1, titik tetap interior
E* = (u*,v*) bersifat stabil asimtotik lokal saat 0 < 7t < 7, terjadi bifurkasi
Neimark-Sacker Supercritical saat 7 =1, dan bersifat tak stabil 7>,
sebagaimana yang ditunjukkan dalam Gambar 3.5.

Berdasarkan Gambar 3.5a., dengan nilai awal (0.1,0.1) dan waktu tunda
T =1<1.05697 = 1, grafik solusi menuju titik tetap interior E* = (0.2,0.8).
Dalam kondisi ini, jika parameter pada simulasi ini terjadi di alam, maka dalam
waktu jangka panjang populasi prey dan populasi predator hidup berdampingan di
alam, atau dengan kalimat lain tidak ada populasi prey maupun populasi predator
yang punah.

Berdasarkan Gambar 3.5b., dengan waktu tunda t = 1.06 > 1.05697 = 1,

dan nilai awal (0.1,0.1), grafik solusi tidak menuju titik tetap interior E* =
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(0.2,0.8) tetapi menuju suatu orbit periodik. Begitu pula jika diambil nilai awal
yang sangat dekat dengan titik tetap interior E* = (0.2,0.8), yaitu (0.21,0.81),
grafik solusi menjauhi titik tetap interior E* = (0.2,0.8) dan menuju suatu orbit
periodik yang sama dengan sebelumnya. Dalam kondisi ini, titik tetap interior
E* = (0.2,0.8), yaitu (0.21,0.81) mengalami perubahan kestabilan seiring dengan
adanya perubahan nilai paramater waktu tunda 7, dimana perubahan kestabilan ini
dinamakan bifurkasi Neimark-Sacker Supercritical dengan nilai bifurkasi

T, = 1.05697. Hal ini sesuai dengan Teorema 3.1.

(@m=51t=1 (b) m=5, t = 1.06
45 3

2.5

\
V)

/ Nilai awal (0.21,0.81)

\ Vv
\ "15

A\
) )

=

J 05
// = / E
. — .
e m o 0101 \ E, <——Nilai awal (0.1,0.2 N
13 13
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 A0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
E un EO Un

Gambar 3.5 Potret fase model untuk untuk a,,r; — a;,7, > 0, dengan (a) m =
5,1=1,dan(b)m =5,7 = 1.06

Dengan nilai parameter yang sama seperti seperti sebelumnya dan dipilih
nilai m = 10 diperoleh nilai h = 0.1 dan nilai 7, yang berbeda dari sebelumnya,
yaitu 7, = 1.108017. Berdasarkan Gambar 3.6a., apabila diambil nilai 7 =
1.12 > 1, = 1.108017 maka grafik solusi tidak menuju titik tetap E* = (0.2,0.8)
akan tetapi menuju suatu orbit periodik yang stabil. Dengan kata lain titik

E* = (0.2,0.8) bersifat tak stabil saat nilai T > t,. Akan tetapi jika dipilih nilai m
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yang lebih besar lagi, yaitu m = 20, maka diperoleh nilai h = 0.05 dan nilai

7o = 1.13525.

(@ m=10, T = 1.12

VRN

Y/
n %Nilai aw
1

al (0.21,0.81)

. -/

E2
! . Nilai awal (0.1,0.2) | \*
A0 02 04 06 08 1
E, Un
(b) m=20, t = 1.12
3: . :
\Y
E, E,
Nilai awal (0.1,0.2) A
: ' ' *
02 04 06 08 1

B Un

(c) m=20, T = 1.145

Nilai awal (0.21,0.81)

X
—

ilai awal (0.1,0.2)

E, u,

Gambar 3.6 Potret fase model untuk untuk a,,r; — a,,1, > 0,dengan (a) m =
10,7 = 1.12, (b) m = 20,7 = 1.12,dan (c) m = 20, 7 = 1.145

0.2 0.4 0.6 0.8 1
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Hasil simulasi pada Gambar 3.6b. dan Gambar 3.6c., dengan nilai 7 = 1.12 <
T, = 1.13525, menunjukkan bahwa grafik solusi menuju titik tetap E* =
(0.2,0.8), sedangkan dengan nilai 7 = 1.145 > t, = 1.13525, grafik solusi
menuju orbit periodik stabil, sehingga dalam kasus ini titik tetap E* = (0.2,0.8)
mengalami perubahan kestabilan seiring dengan berubahnya nilai parameter
waktu tunda 7 yang melintasi nilai 7,. Dengan demikian, simulasi Il juga
mendukung hasil analisis dalam Teorema 3.1, bahwa titik tetap interior E*(u*, v*)
bersifat stabil asimtotik untuk t € [0,7,) dan tak stabil untuk = > 7, serta titik
tetap interior E*(u*, v*) mengalami bifurkasi Neimark-Sacker saat t = t,. Hal ini
berarti bahwa pada kasus ini, jika waktu tunda sistem yang diambil kurang dari 7,
maka dalam waktu yang cukup lama populasi prey dan predator akan hidup
berdampingan di alam dalam suatu jumlah tertentu. Jika waktu tunda sistem yang
diambil adalah sebesar t, atau lebih maka dalam waktu yang cukup lama jumlah
populasi prey dan predator akan selalu mengalami perubahan dan tidak dapat
dipastikan jumlahnya secara pasti.

Berdasarkan hasil-hasil simulasi numerik yang telah diperoleh pada simulasi
1l (Gambar 3.5 dan Gambar 3.6), dapat diketahui bahwa hasil-hasil tersebut
sesuai dengan hasil analisis. Selanjutnya, hasil simulasi numerik juga
menunjukkan bahwa semakin besar nilai parameter m yang digunakan, maka nilai
h yang diperoleh akan semakin kecil. Akibatnya nilai t, akan mendekati nilai

yang ada dalam analisis model predator-prey kontinu, yaitu 7, = 1.1637.



BAB IV

PENUTUP

4.1. Kesimpulan

Berdasarkan hasil pembahasan yang dilakukan, dapat diperoleh kesimpulan
sebagai berikut.

1. Model predator-prey diskrit dengan waktu tunda diperoleh dengan melakukan
diskritisasi model menggunakan pendekatan metode Euler. Hasil analisis
menunjukkan bahwa pada model predator-prey diskrit dengan waktu tunda
terdapat empat titik tetap, yaitu titik tetap trivial E,, titik tetap kepunahan prey
E;, titik tetap kepunahan predator E, dan titik tetap interior E™*. Titik tetap
interior E* eksis dengan syarat tertentu. Titik tetap trivial E, dan titik tetap
kepunahan predator E, tidak pernah stabil. Kestabilan titik tetap kepunahan
prey E; dan titik tetap interior E* ditentukan oleh suatu kondisi tertentu. Titik
tetap interior E* mengalami bifurkasi Neimark-Sacker dengan parameter
bifurkasi z,.

2. Simulasi numerik yang dilakukan menunjukkan hasil yang sesuai dengan hasil
analisis. Selanjutnya, hasil simulasi numerik menunjukkan bahwa nilai ukuran
langkah h berpengaruh besar terhadap nilai bifurkasi 7,. Jika nilai ukuran
langkah h semakin kecil maka nilai bifurkasi 7, yang diperolen akan

mendekati nilai bifurkasi t, model kontinunya.

4.2. Saran

Pada pengkajian selanjutnya dapat dilakukan analisis terhadap arah bifurkasi
dan adanya chaos pada titik tetap interior E*(u*, v*) model predator-prey diskrit
dengan waktu tunda. Selain itu dapat pula dilakukan analisis terjadinya bifurkasi

pada titik tetap kepunahan prey.
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LAMPIRAN

Lampiran 1. Perhitungan Nilai Titik Tetap
Titik tetap sistem (3.2) adalah saat memenuhi kondisi dimana f (u*, v*) = u”
dan g(u*,v*) = v*, sehingga diperoleh
u* =u"+ thu*(rp — au* — aq,v’), (D
v =v" + thv*(r, + ayu” — a,,v’). (2)
Persamaan (1) dan (2) dapat dinyatakan dalam
0 =thu*(r, — ag u” — a,v"), 3)
0 = thv*(r, + ay;u* — ay,v*). (4)

Dari persamaan (3) diperoleh

u* =0, (5)
atau
T —ag Ut —ap vt =0. (6)
Dari persamaan (4) diperoleh
v* =0, (7)
atau
Ty + ayu” — ayv* = 0. (8)

Titik tetap persamaan (3.2) diperoleh dari kombinasi persamaan (5)-(8), yaitu
W=0Vr—aju"—apv"=0)AW =0Vr+au" —ay,v =0).
1. Dari persamaan (5) dan (7)
u*=0danv* =0,
diperoleh titik tetap trivial E, = (ug, vg) = (0,0), dimana jumlah populasi prey

dan predator bernilai nol.
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. Dari persamaan (5) dan (8)
u* =0danr, + ayu* —a,v* =0,

diperoleh

v = T2
az,

Dengan demikian diperoleh titik tetap kepunahan prey E; = (uj,vi) =
(0, (;_2)’ dimana dalam sistem populasi prey bernilai nol.
22

. Dari persamaan (6) dan (7)
r —a; Ut —aqp,vt =0danv* =0,
diperoleh

u* — l.
aiq

Dengan demikian diperoleh titik tetap kepunahan predator E, = (u3,v;) =

(ar—l, O), dimana dalam sistem populasi predatorbernilai nol.
11

. Dari persamaan (6)
u'=— (9

disubstitusi ke persamaan (8) diperoleh

T1—aq2V"

rz + a21 - azzv* = 0,

171 + aq17>

vt = .
Aq10z7 + A1202q

(10)

Persamaan (10) disubstitusikan ke persamaan (9) diperoleh

A27 — Q127

>k—

110z, T A12021

u

Dengan demikian diperoleh titik tetap interior E* = (u*, v*)
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A2 — Q1277

fol—

)
110z, T A12021

Ay + a1

A11032 + Q12051
Titik tetap interior menunjukkan bahwa populasi prey dan predator hidup

berdampingan dalam sistem.



50

Lampiran 2. Linearisasi Sistem (3.2) Hingga Pembentukan Matriks Jacobi
A(E")

Sistem persamaan (3.2) merupakan sistem persamaan nonlinear, sehingga
perlu dilakukan linearisasi terlebih dahulu untuk memeriksa kestabilan titik-titik
tetapnya sebagaimana yang telah dijelaskan dalam subbab 2.2.2. Sistem
persamaan (3.2) yang akan dilinearisasi adalah

Upt1 = Up + Thiy (1 — Q1 Un_m — A12Vn_m) (1a)
Vny1 = Up + Thop (1 + A1 Un_m — Q22Vn_m) (1b)
Jika
Uy = Uu* + €liy,
(2)
v, = V" + &y,
dengan € << 1 dan (u*,v*) adalah titik tetap sistem (1), maka persamaan (1a)
menjadi
u* + ety
= (U + €liy) + th(u* + €liy)[r, — a;, (U + €lip_p) — a1, (V" + €Ty ]
Ellypq = €l + Thru® — ap W (W + eliy_py) — a1 ,u*(V* + €0,y _py) + enyily,
—eaq U, (U* + eliy_py) — €aq,0, (V" + €Ty ]
el = €l + Th[rlu* — allu*z — €A U y_m — AUV — a1 U Ty
+ eryfi, — ca Uy, — £2aq1 Tyl ym — €A1,V T,
— €2ay5 T, Ty
Elipeq = [1+ (rp — au”* — a,v*)Th] €lly, — eay  Thu* tiy_py — €41, ThU Ty,

U =1+ (ry —ay,u* —aq,v)th] 0, — ayqThu Uy, _, — a1, ThU* D),
n+1 1 11 12 n 11 n-m 12 n-m
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dan persamaan (1b) menjadi
A =L VY
= (" + ety) + Th(v* + ety [ry + ay (U + €liy_y) — Ay, (V" + €T_py) ]
EVpy1 = €Uy + Th[v™ + a0 (W' + €liy_py) — 0 (V" + €lp_p) + enyy
+ cay U, (U + eliy_m) — €a2,0, (V" + €¥y_)]
EVpyq = €Uy + Th[rzv* + AUV F €Ay, V Ty — AppV*> — €AV Ty
+ &1y Uy + €Ay, U Dy + €201 Ty Ty — EA2 VT,
- gzazzﬁnﬁn—m]
EVppr = [1 4+ (ry + axu” — ayyv*)Thlely, + €ay1ThV ty_y — €A5ThV Ty
Upy1 = A1 ThU Uy + [1 + (1 + ap U™ — ay,v*)Th] D, — Ay Thv Uy,
Dengan demikian, hasil linearisasi sistem persamaan (1) adalah
Upr = [1+ (rp — agu” — ay,v")Th]i, — ap u'thily_p — a W thiy oy
@)
Upy1 = A1V Thily_pm + [1 + (1y + ag U™ — ay,v*)ThlD, — ay v thi,_py
Misalkan Z,, = (fiy, Ti_1, - » Ty Dy Tp1s s D) . Sistem persamaan
(3) dapat ditulis dalam bentuk

Zn+1 = F(Zn' T)

atau
Znyr = A(E")Zy,
dengan
a 0 0 b O 0 c
1 0 0 0 O 0 O
0 1 0 0 O 0 O
A(E")=10 0 1 0 O 0 0
00 0 d e 0 f
0 0 0 0 O 0 O
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dan

a=1+(r, —au* —a;,v)th,

b = —a, u'th,

c = —a;u'th,

d = a,,v'th,

e =1+ (r, +axu" — ay,v*)th,

f = —ayvith.

Matriks A(E*) adalah matriks Jacobi hasil linearisasi sistem persamaan (1).

Matriks A(E™*) berukuran (2m + 2) x (2m + 2).
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Lampiran 3. Perhitungan Bukti Lemma 3.1
Persamaan (3.5)

P2+ AP+ AP+ A A™ + A, + A = 0,

dengan
Al = _2,
AZ = 1,

As = (aju” + ay,v*)th,

A, = —(a1u” + ayv*)Th,

As = (ay1az; + a12a,)U VTR,
diturunkan terhadap 7 diperoleh

dA dA dA
(2m + 2)a2m*1 —] — [Z(Zm + 1)A2m —] + [melzm‘l —]
dt dt dt

dA
+ [(allu* + av*)h A™ + (agu* + ayv*)Th(m + 1)A™ E]

+ [—(anu* + ay,v*)h A™ — (a;u* + ayv*)thm Am 1 E]

+ 2(a11a22 + a12a21)u*v*Th2 = O (1)

Selanjutnya persamaan (1) diturunkan lagi terhadap , dan diperoleh

2 d?1
2m+2)2m +2) 2™ (—) + (2m + 2)22m —
dr dt?

[ a2 d?]
+—2@m+1xmsz%%}) —202m+ )a2m I
| dr dt?

[ dn? d22
+|2m(2m — 1) 12m—2 (—) + 2mA*m-1l —
] dt dt?

r da da
+|(au” + av)h(m + 1) A™ E] + [(allu* + a,, v )h(m + 1)&’”5

1y’ d?2
+(a; u” + azvi)th(m + 1) (m)ﬂn‘1 (E) + M W)l

dA da
+ _(a11u* + azzv*)hm Am-1 E] + [_(a11U* + azzv*)hm am-1 E
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da
—(a; u* + azv*)thm| (m — 1)A™m2 (d_r) +Aml—

+2(a11a22 + a12a21)u*v*h2 = 0 (2)
Jika persamaan (2) disubstitusi oleh T = 0 dan A = 1, diperoleh

2 2 2
(2m +2)(2m + 2) (%) +2m+2) % —4m(2m + 1) (%)

22m+1) a2 +2m(2 1) (dl>2 +2 2
m dr? fram dt m dt?

dA da
+(au* + ayv)h(m + 1) e + (a;u” + a,v)h(m + 1) e +0
* * A * *
—(au” + ay,v*)hm pri (a u™ + ay,v*)hm pri 0
+2(a11a22 + a12a21)u*v*h2 = 0 (3)

Persamaan (3) dapat ditulis ulang menjadi

day? . . dA L
(E) T (@nu + azv )hE + (a11a2; + ag2a,1)u"v*h* = 0,

sehingga diperoleh

dA

dTi 7=0,A=1

_ —(aju” +avT) £ \/(a11U* + az,v*)% — 4(a11a;; + a1205)U*v*h?
= > )

Misalkan
(aju* + azv*)? — 4(a1az; + a12a,1)u™v*h? =0,
sehingga diperoleh

dA
dt

_ —(au” + azv?)

7=0,1=1 2

dan bentuk konjugatnya adalah

da

asa _ —(a1u" + azvY)
dr '

2

7=0,1=1



55

Lampiran 4. Perhitungan Nilai cos wq, cos mw,, dan cos(m + 1)w,
Misalkan A = e'®o adalah akar persamaan (3.15) saat =171, maka
persamaan (3.15) menjadi
elm+Dwo _ pimwo 4 (g . u* 4+ a,,v*)Th = 0,
atau dapat dinyatakan dalam bentuk polar, yaitu
cos(m + 1wy + i sin(m + 1w, — (cosmw, + i sinmw,)
= —(a1u” + a,,v*)Th. (D
Persamaan (1) dapat dipisahkan antara bagian real dan imaginernya. Bagian real
persamaan (1) adalah
cos(m + 1wy — cosmwy = —(a u” + ay,v*)th (2)
dan bagian imaginer persamaan (1) adalah
sin(m + 1)wy — sinmw, = 0. (3)
Untuk memperoleh nilai cosw,, persamaan (2) dan (3) dikuadratkan
kemudian dijumlahkan

cos?(m + Dwy — 2(cos(m + 1)wg) (cos mwg) + cos? mw,
* * 2
= ((anu + a,, v )Th)

sin?(m + 1w, — 2(sin(m + 1)wy) (sinmw,) + sin? mwy = 0

o 1—2[(cos(m + 1)wy)(cosmwgy) + (sin(m + 1) wy) (sinmwy)] + 1
= ((allu* + azzv*)rh)z
o 2 - 2[cos((m + Dwy — mwo)] = ((anu* + azzv*)rh)z
2
& 2—-2coswy = ((allu* + azzv*)rh)

S 2coswy =2 — ((allu* + azzv*)rh)z
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((a v + azzv*)‘rh)z
2

(4)

S coswy=1-
Untuk memperoleh nilai cos mw,, persamaan (2) dikalikan dengan cos mw,

dan persamaan (3) dikalikan dengan sim mw,, kemudian dijumlahkan

(cos(m + 1)wy) (cos mwy) — cos? mwy = —((anu* + azzv*)rh) cos mw,

(sin(m + 1)wy) (sinmw,) — sin® mwy, = 0

+
S coswy—1= —((allu* + azzv*)Th) Ccos mw,
((ayu + azzv*)rh)z
s 1- > -1= —((allu* + azzv*)rh) COS Mw,
(a;u” + a,,v*)th
& cosmwy = (5)

2

Berdasarkan persamaan (2) dan (5)
cos(m + 1)wy — cos mw, = —((allu* + azzv*)rh)
diperoleh
& cos(m+ Dwg = cosmw, — ((agu” + azv*)Th)

(au™ + a,,v*)Th
2

& cos(m+ Dw, = — ((allu* + azzv*)Th)

au” + a,,v*)th
o cos(m+ Dwy = —( 1 > 22V") (6)
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2
Lampiran 5. Perhitungan nilai dj, = 4]

at lr=1yw=wg

Nilai dth’”z yang diperoleh dari perhitungan sebelumnya

at lr=150=w,

sebagaimana dalam persamaan (3.16) adalah

2(m + 1) cos(m + 1)w, — 2m cos mw,
(m+1)2+m?—-2m(m+ 1) cos w,

dh = _((allu* + azzv*)h) X

Untuk memperoleh nilai dj,, persamaan (3.17), (3.18), dan (3.19) disubstitusi ke
persamaan (3.16). Untuk mempermudah perhitungan, perhitungan dibagi menjadi
dua bagian yaitu bagian pembilang dan penyebut.

a. Bagian pembilang

2(m + 1) cos(m + 1)w, — 2m cos mw,

— z(m + 1) _ (a'llu* + azzv*)Th _ (a'llu* + azzv*)«l-h
2 2
= —(2m+ D[(a;u” + azpv*)th] @)

b. Bagian penyebut
(m+1)2+m? —2m(@m + 1) cos w,

[(a u* + azv*)th + 0(h)]?
2

=(m+1)?+m?-2m(m+1)|1 -

=m?2+2m+1+m?—-2m?-2m+m@m+ D[(a;,u* + ay,v*)th + o(h)]?
=1+m@m+ 1[(a;,u* + ay,v*)Th]? (2)
Berdasarkan persamaan (1) dan (2) diperoleh

2m+ D[(a;u* + ay,v*)Th]
1+m@m+ 1)[(a;u* + ay,v*)Th]?

d, = ((allu* + azzv*)h) X

_ (2m + D[(ayu” + azv*)h][(a;u” + azv*)Th]
h 1+ m(m+ 1D[(a;,u* + a,,v*)Th]?
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Lampiran 6. Perhitungan Nilai T, Menggunakan Maple 15
Berdasarkan persamaan (3.12) dan (3.13), nilai 7, dapat diperoleh dengan
menyelesaikannya menggunakan bantuan software Maple. Maple command yang

digunakan dituliskan sebagai berikut

> restart;

> Digits:= 40;

> eql:=cos((2*m+2)*w)+Al*cos((2*m+1)*w)+A2*cos(2*m*w)
+A3*cos((m+1)*w)+Ad*cos(m*w)+A5;

> eq2:=sin((2*m+2)*w)+ALl*sin((2*m+1)*w)+A2*sin(2*m*w)
+A3*sin((m+1)*w)+A4*sin(m*w);

>rl:=1; r2:=0.4; all:=1; al2:=1; a21:=2; a22:=1; m:=20; h:=1/m;

> u:=evalf((a22*rl-al2*r2)/(all*a22+al2*a2l));

>v:=evalf((a2l*ri+all*r2)/( all*a22+al2*a2l));

> Al:=-2; A2:=1; A3:=(all*u+a22*v)*t*h; A4:=-A3;
Ab5:=(all*a22+al2*a2l)*u*v*t"2*h"2;

>eql;

> eq2;

> solve({eql, eq2}, {t, w});

Dari hasil perhitungan Maple, dipilih nilai t, yang bernilai positif dan paling

kecil.
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clear all;clc;

%$Parameter yang digunakan
tau=1.145;

m=20;

h=1/m;

rl=1;

r2=0.4;

all=1;

al2=1;

a2l=2;

a22=1;

t=0:h:1000; %Lama waktu yang dipilih
M=length (t);
U=zeros (1,M);

U(l:m+1)=0.21; $Nilai awal u
V=zeros (1,M);
V((l:m+1)=0.81; %$Nilai awal v

for i=m+1:M-1

U(i+1l)=U(1i)+tau*h*U(i) *(rl-all*U(i-m)-al2*V(i-m))
V(i+1)=V(i)+tau*h*V (i) * (r2+a2l1*U(i-m)-a22*VvV(i-m));

end;

%$Plot grafik solusi u(t)dan v (t)
figure(1l);

hold on;

plot(t,U,'r', "linewidth',1.5);
plot(t,V,'b', "linewidth',1.5);
title (tau);

xlabel ('waktu');

ylabel ('jumlah populasi');

grid on;

$Plot potret fase/ solusi orbit sistem
figure (2);

plot(U,V,'g', 'LineWidth',3);

title (tau);

xlabel ('x(t)");

ylabel ("y(t)");

grid on; hold on;

%Nilai dari titik tetap E*=(u*,v¥*)
u=(a22*rl-al2*r2)/ (all*a22+al2*a2l);
v=(a2l*rl+all*r2)/(all*a22+al2*a2l);

plot(0.1,0.1, 'ok', "LineWidth', 3); %$Plot nilai awal
plot (0,0, "b*', '"LineWidth', 3); $Plot titik EO
plot (0,r2/a22, 'b*', 'LineWidth',3); %Plot titik E1
plot(rl/all, 0, 'b*', 'LineWidth',3); %$Plot titik E2
plot (u,v, '"b*', '"LineWidth', 3); $Plot titik E*
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