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PENYELESAIAN MASALAH KUADRAT TERKECIL 

NONLINEAR DENGAN FUNGSI B-SPLINE 

 

ABSTRAK 

Pada skripsi ini dibahas penyelesaian masalah kuadrat terkecil 

nonlinear menggunakan fungsi B-spline. Pada tahap pertama, 

dikonstruksi fungsi B-spline. Selanjutnya, fungsi B-spline 

diaplikasikan ke dalam metode kuadrat terkecil. Fungsi B-spline 

pada metode ini merupakan kombinasi linear fungsi-fungsi basis B-

spline kubik. Berbeda dari metode-metode kuadrat terkecil nonlinear 

lainnya, proses penyelesaian masalah kuadrat terkecil nonlinear 

menggunakan fungsi B-spline tidak memerlukan titik penduga awal 

dan membentuk sistem persamaan linear. Solusi sistem persamaan 

linear tersebut merupakan koefisien-koefisien kombinasi linear 

fungsi-fungsi basis. Berdasarkan simulasi numerik diketahui bahwa 

panjang partisi dan banyak data berpengaruh terhadap kinerja metode 

ini. 

 

Kata kunci: fungsi B-spline, fungsi basis B-spline kubik, metode 

kuadrat terkecil. 
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SOLVING NONLINEAR LEAST SQUARES PROBLEM 

WITH B-SPLINE FUNCTION 

 

ABSTRACT 

In this final project, a nonlinear least squares problem using B-

spline function is discussed. Firstly, B-spline function is constructed. 

B-spline function is then applied to the least squares method. B-

spline function in this method is a linear combination of cubic B-

spline basis functions. Different from other nonlinear least squares 

methods, the solution process of nonlinear least squares problem 

using B-spline function does not require an initial guess and forms a 

system of linear equations. Coefficients of the linear combination of 

basis functions are the solution of this system. Based on numerical 

simulation, it shows that the length of partition and the number of 

data affect the performance of this method. 

 

Keywords: B-spline function, cubic B-spline basis function, least 

squares method. 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang 

 Dalam suatu penelitian, sering digunakan data numerik untuk 

mencari hubungan antar peubah-peubah yang diamati. Hubungan 

tersebut biasanya dinyatakan dalam suatu fungsi agar dapat 

digunakan untuk memprediksi nilai fungsi di suatu titik tertentu. 

Banyak metode yang dapat digunakan untuk menentukan fungsi 

yang menjadi hampiran data, salah satunya adalah metode kuadrat 

terkecil. 

 Metode kuadrat terkecil merupakan alat dasar untuk 

pencocokan kurva dan aproksimasi fungsi. Kesesuaian antara model 

dan data hasil pengamatan diukur melalui nilai terkecil dari jumlah 

kuadrat galat, dengan galat merupakan jarak antara nilai pengamatan 

dan nilai yang diberikan oleh model. Metode ini pertama kali 

diperkenalkan oleh Carl Friederich Gauss pada tahun 1809 (Bonnans 

dkk., 2006). 

 Masalah kuadrat terkecil terdiri dari dua jenis, yaitu masalah 

kuadrat terkecil linear dan masalah kuadrat terkecil nonlinear 

(Leader, 2004). Masalah kuadrat terkecil nonlinear merupakan 

analisis kuadrat terkecil yang digunakan untuk melakukan fitting atas 

sekumpulan pengamatan dengan suatu model nonlinear. Dalam 

masalah kuadrat terkecil nonlinear, akan ditentukan vektor parameter 

model yang menghasilkan kecocokan terbaik antara data hasil 

pengamatan dengan prediksi model. 

 Pada umumnya, masalah kuadrat terkecil nonlinear 

diselesaikan dengan metode-metode iterasi, seperti metode Gauss-

Newton dan metode Lavenberg-Marquardt (Leader, 2004). Metode 

tersebut hanya cocok digunakan saat titik penduga awal dekat 

dengan solusi eksak. Untuk dapat memilih titik penduga awal yang 

dekat dengan solusi eksak, diperlukan informasi tertentu mengenai 

perilaku solusi eksak. Namun, tidak semua kasus memberikan 

informasi solusi eksak. 

 Berdasarkan hal tersebut, dalam skripsi ini diulas kembali 

artikel tentang penyelesaian masalah kuadrat terkecil nonlinear 

menggunakan fungsi B-spline yang ditulis oleh Izadian dkk. pada 

tahun 2012. Metode ini bukan merupakan metode iterasi, sehingga 
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tidak memerlukan titik penduga awal. Pada tahap pertama 

dikonstruksikan fungsi B-spline. Selanjutnya dipaparkan cara 

menyelesaikan masalah kuadrat terkecil nonlinear dengan fungsi B-

spline. Pada bagian akhir dilakukan simulasi untuk mengetahui 

kinerja metode ini dalam penyelesaian masalah kuadrat terkecil 

nonlinear. 

1.2 Rumusan Masalah 

 Berdasarkan latar belakang di atas, diperoleh rumusan masalah 

yang akan diselesaikan dalam skripsi ini. 

1) Bagaimana konstruksi fungsi B-spline? 

2) Bagaimana penyelesaian masalah kuadrat terkecil nonlinear 

menggunakan fungsi B-spline? 

3) Bagaimana kinerja metode kuadrat terkecil B-spline dalam 

penyelesaian masalah kuadrat terkecil nonlinear? 

1.3 Tujuan 

 Berdasarkan rumusan masalah di atas, tujuan yang ingin 

dicapai dalam skripsi ini adalah sebagai berikut. 

1) Mengkonstruksi fungsi B-spline. 

2) Menyelesaikan masalah kuadrat terkecil nonlinear dengan fungsi 

B-spline. 

3) Mengetahui kinerja metode kuadrat terkecil B-spline dalam 

penyelesaian masalah kuadrat terkecil nonlinear. 
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BAB II 

TINJAUAN PUSTAKA 

 Dalam bab ini disajikan definisi, teorema, dan contoh sebagai 

dasar teori untuk memudahkan pembaca dalam memahami isi skripsi 

ini. Dasar teori meliputi: interpolasi, optimasi, metode kuadrat 

terkecil, dan regresi. 

2.1 Interpolasi 

 Interpolasi adalah teknik menentukan suatu fungsi      yang 

melalui sekumpulan titik berhingga (  ,   ), dengan           

dan           . Fungsi      disebut sebagai interpolan. 

Macam-macam metode interpolasi antara lain: metode interpolasi 

Newton, metode interpolasi Lagrange, dan metode interpolasi spline 

(Chapra, 2012). 

2.1.1 Interpolasi Spline Kubik 

 Diberikan suatu fungsi      yang terdefinisi pada interval 

[   ] dan sekumpulan simpul               . 

Interpolan spline kubik      terhadap      adalah fungsi yang 

memenuhi ketentuan berikut (Burden dan Faires, 2011). 

1)      adalah suatu polinomial kubik pada subinterval [       ], 

dinyatakan dengan       untuk setiap    ,  ,  ,    . 

Polinomial kubik tersebut dapat ditulis sebagai 

           (    )          
          

 ; 

2)   (  )   (  ) dan   (    )   (    ) untuk setiap    ,  , 

 ,    ; 

3)     (    )    (    ) untuk setiap    ,  ,  ,    ; 

4)   
   (    )    

 (    ) untuk setiap    ,  ,  ,    ; 

5)    
   (    )     

 (    ) untuk setiap    ,  ,  ,    ; 

6) Salah satu kondisi batas berikut harus terpenuhi: 

(i).                  , ini disebut batas alami (natural 

boundary); 

(ii).               dan              , ini disebut batas 

terapit (clamped boundary). 
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 Spline yang memenuhi kondisi batas alami disebut spline 

alami (natural spline). Sedangkan spline yang memenuhi kondisi 

batas terapit disebut spline terapit (clamped spline). Dalam 

interpolasi spline terapit diperlukan informasi fungsi   untuk 

memperoleh nilai turunan pertama   pada ujung-ujung simpul. 

Gambar 2.1 mengilustrasikan fungsi      yang terdefinisi pada 

interval [   ] dan sekumpulan simpul               . 

 
Gambar 2.1 Fungsi      pada interval [   ]. 

Gambar 2.2 mengilustrasikan pendekatan fungsi      dengan 

interpolan spline kubik     . 

 
Gambar 2.2 Interpolan spline kubik      terhadap     . 

Contoh 2.1.1 (Spline Alami) 

 Berikut ini diberikan contoh interpolan spline kubik alami 

yang melewati titik-titik      ,      , dan      . Spline ini berisi dua 
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buah polinomial kubik. Pertama pada subinterval [   ], dinyatakan 

dengan 

                                  , 

dan yang lainnya pada subinterval [   ], dinyatakan dengan 

                                  . 

Terdapat 8 koefisien yang harus ditentukan dengan 8 kondisi yang 

diperlukan. Empat kondisi diperoleh berdasarkan ketentuan bahwa 

pada suatu simpul nilai spline harus bersesuaian dengan nilai fungsi 

sehingga 

               ,  

                        , 

               , 

dan                         . 

Dua kondisi diperoleh berdasarkan ketentuan bahwa   
     

  
     dan    

        
     sehingga 

  
        

                     

dan    
        

                            . 

Dua kondisi terakhir diperoleh berdasarkan kondisi batas alami, yaitu 

   
                             

dan    
                   . 

Dengan menyelesaikan sistem persamaan 

                                 , 

             , 

                                 , 

             , 

                 , 

                         , 

                                , 

dan                        , 
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diperoleh spline 

     {
  

 

 
      

 

 
         [   ]

  
 

 
      

 

 
       

 

 
         [   ]

. 

Gambar 2.3 mengilustrasikan interpolan spline kubik alami yang 

kontinu di titik-titik      ,      , dan      . 

 
Gambar 2.3 Interpolan spline kubik alami pada interval [   ]. 

Perhatikan bahwa interpolan spline kubik ini kontinu pada interval 

[   ]. 

Contoh 2.1.2 (Spline Terapit) 

 Berikut ini diberikan contoh interpolan spline kubik terapit 

yang melewati titik-titik      ,      , dan      . Pada contoh ini 

diketahui               dan              . Spline ini 

berisi dua buah polinomial kubik. Pertama pada subinterval [   ], 
dinyatakan dengan 

                                  , 

dan yang lainnya pada subinterval [   ], dinyatakan dengan 

                                  . 
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Terdapat 8 koefisien yang harus ditentukan dengan 8 kondisi yang 

diperlukan. Enam kondisi diperoleh berdasarkan ketentuan yang 

sama dengan spline alami. Dua kondisi terakhir diperoleh 

berdasarkan kondisi batas terapit, yaitu 

  
                                              

dan   
                            . 

Dengan menyelesaikan sistem persamaan 

                                 , 

             , 

                                 , 

             , 

                 , 

                         , 

                                 , 

dan                  , 

diperoleh spline 

     {
         

 

 
       

 

 
         [   ]

  
 

 
              

 

 
         [   ]

. 

Gambar 2.4 mengilustrasikan interpolan spline kubik terapit yang 

kontinu di titik-titik      ,      , dan      . 

 
Gambar 2.4 Interpolan spline kubik terapit pada interval [   ]. 
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2.2 Optimasi 

 Optimasi adalah meminimumkan atau memaksimumkan suatu 

fungsi tujuan (objective function) berdasarkan peubah-peubah yang 

tidak diketahui. Berdasarkan kondisi peubah-peubah fungsi tujuan, 

optimasi dibedakan menjadi dua, yaitu optimasi terkendala 

(constrained optimization) dan optimasi tanpa kendala 

(unconstrained optimization) (Nocedal dan Wright, 1999). Pada 

skripsi ini optimasi yang akan dilakukan adalah optimasi tanpa 

kendala. 

2.2.1 Optimasi Tanpa Kendala 

 Dalam permasalahan optimasi tanpa kendala, suatu fungsi 

tujuan diminimumkan berdasarkan peubah-peubah riil tanpa kendala. 

Secara matematis dapat ditulis sebagai 

        , 

dengan      adalah vektor riil yang memuat     peubah dan 

       adalah suatu fungsi mulus (Nocedal dan Wright, 1999). 

2.2.2 Minimum Global 

 Suatu fungsi riil      mencapai nilai minimum global di    

jika            untuk semua      (Nocedal dan Wright, 1999). 

2.2.3 Minimum Lokal 

 Suatu fungsi riil      mencapai nilai minimum lokal di    jika 

terdapat persekitaran (neighborhood)      terhadap    

sedemikian sehingga            untuk semua     (Nocedal 

dan Wright, 1999). 

Teorema 2.2.1 (Syarat Perlu Orde Pertama) 

 Jika fungsi      mencapai nilai minimum lokal di   , dengan 

      kontinu pada suatu persekitaran terbuka (open neighborhood) 

terhadap   , maka          (Nocedal dan Wright, 1999). 
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2.3 Metode Kuadrat Terkecil (Least Squares Method) 

 Metode kuadrat terkecil menggunakan asumsi bahwa kurva 

pendekatan terbaik adalah kurva yang mempunyai jumlah kuadrat 

galat minimum (least squares error) terhadap data (Leader, 2004). 

Misal diberikan data        ,        , …,         dengan   adalah 

peubah bebas dan   adalah peubah tak bebas. Gambar 2.5 

merupakan ilustrasi jarak setiap titik terhadap kurva hampiran. 

 
Gambar 2.5 Analisis kurva terhadap data pengamatan. 

 Kurva      mempunyai deviasi galat pada setiap titik data, 

yaitu            ,            , …,            . 
Jumlah kuadrat galat dapat dinyatakan sebagai 

  ∑   
  

    ∑ [        ]
  

   . 

Semakin kecil nilai jumlah kuadrat galat, kesesuaian antara kurva 

pendekatan terhadap data pengamatan akan semakin baik. 

2.4 Regresi 

 Regresi merupakan suatu teknik pencocokan kurva yang 

menggunakan prinsip metode kuadrat terkecil. Beberapa tipe regresi 

antara lain regresi persamaan linear dan regresi persamaan kuadrat. 

2.4.1 Regresi Persamaan Linear 

 Bentuk umum persamaan linear adalah 

      . 
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 Pada regresi ini akan ditentukan nilai-nilai parameter   dan   

berdasarkan sekumpulan data yang diberikan (titik     ) sebanyak 

 ). Jumlah kuadrat galat persamaan linear tersebut terhadap data 

dinyatakan sebagai 

  ∑             
   . 

 Minimasi   terhadap parameter   dan   menghasilkan 

persamaan 
  

  
 

  

  
  . 

  

  
 

 

  
[∑             

   ]   , membentuk persamaan  

∑                
 
       

 ∑   
  

     ∑   
 
    ∑     

 
   .               (2.1) 

  

  
 

 

  
[∑             

   ]   , membentuk persamaan 

∑                
       

 ∑   
 
       ∑   

 
   .                             (2.2) 

Persamaan (2.1) dan (2.2) membentuk suatu sistem persamaan linear 

(SPL), yaitu 

[
∑   

  
   ∑   

 
   

∑   
 
    

] [
 
 
]  [

∑     
 
   

∑   
 
   

].                 (2.3) 

 Penyelesaian SPL (2.3) menghasilkan nilai-nilai parameter   

dan  . 

2.4.2 Regresi Persamaan Kuadrat 

 Bentuk umum persamaan kuadrat adalah 

          . 

 Pada regresi ini akan ditentukan nilai-nilai parameter  ,  , dan 

  berdasarkan sekumpulan data yang diberikan (titik ( ,  ) sebanyak 

 ). Jumlah kuadrat galat persamaan kuadrat tersebut terhadap data 

dinyatakan sebagai 

  ∑        
          

   . 
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 Minimasi   terhadap parameter  ,  , dan   menghasilkan 

persamaan 
  

  
 

  

  
 

  

  
  . 

  

  
 

 

  
[∑        

          
   ]   , membentuk persamaan 

∑        
            

   
       

 ∑   
  

     ∑   
  

     ∑   
  

    ∑   
   

 
   .      (2.4) 

  

  
 

 

  
[∑        

          
   ]   , membentuk persamaan 

∑        
             

 
       

 ∑   
  

     ∑   
  

     ∑   
 
    ∑     

 
   .          (2.5) 

  

  
 

 

  
[∑        

          
   ]   , membentuk persamaan 

∑        
             

      atau 

 ∑   
  

     ∑   
 
       ∑   

 
   .                         (2.6) 

Seperti halnya pada regresi persamaan linear, ketiga persamaan (2.4), 

(2.5), dan (2.6) juga membentuk suatu SPL, yaitu 

[

∑   
  

   ∑   
  

   ∑   
  

   

∑   
  

   ∑   
  

   ∑   
 
   

∑   
  

   ∑   
 
    

] [
 
 
 
]  [

∑   
   

 
   

∑     
 
   

∑   
 
   

].      (2.7) 

 Penyelesaian SPL (2.7) menghasilkan nilai-nilai parameter  , 

 , dan  . 

2.4.3 Regresi yang Diperumum 

 Sebelumnya telah dijelaskan dua tipe regresi, yaitu regresi 

persamaan linear dan regresi persamaan kuadrat. Dua tipe regresi 

tersebut, dapat diperumum menjadi model regresi berikut (Chapra, 

2012). 

                         ,            (2.8) 

dengan   ,   ,   ,  ,    merupakan fungsi-fungsi basis sebanyak 

   . Model (2.8) dapat digunakan dalam regresi persamaan linear 

maupun regresi persamaan multilinear apabila     ,      , 

     , …,      . Selain itu, model (2.8) juga dapat digunakan 
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dalam regresi persamaan parabola maupun regresi persamaan 

polinomial apabila fungsi-fungsi basis merupakan monomial 

sederhana, yaitu     ,     ,      , …,      . 

 Persamaan (2.8) dapat dinyatakan dalam bentuk matriks, yaitu 

{ }  [ ]{ }  { }, 

dengan [ ] menyatakan matriks yang berisi hasil perhitungan nilai-

nilai fungsi basis pada peubah-peubah bebas yang diberikan. Matriks 

Z dapat dituliskan sebagai 

  [

      
      

    

    

  
      

  
    

], 

dengan   adalah banyak peubah pada model dan   adalah banyak 

data. Karena      , terdapat kemungkinan bahwa [ ] bukan 

merupakan matriks persegi. 

Vektor kolom { } berisi nilai-nilai titik  : 

{ }  [         ], 

vektor kolom { } berisi parameter-parameter yang tidak diketahui: 

{ }  [         ], 

dan vektor kolom { } berisi elemen-elemen galat: 

{ }  [         ]. 

 Jumlah kuadrat elemen-elemen galat pada model ini 

dinyatakan sebagai 

  ∑ (   ∑      
 
   )

  
   .                       (2.9) 

Persamaan (2.9) dapat diminimumkan dengan cara menghitung 

turunan parsialnya terhadap setiap parameter dan membuat hasil 

turunan-turunan parsial tersebut menjadi nol. Selanjutnya diperoleh 

sistem persamaan yang dapat ditulis dalam bentuk matriks berikut. 

[[ ] [ ]]{ }  {[ ] { }}.                        (2.10) 
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 Perhatikan kembali bahwa bentuk sistem persamaan (2.10) 

sebenarnya ekuivalen dengan bentuk sistem persamaan yang 

diperoleh pada penurunan rumus regresi persamaan linear dan regresi 

persamaan kuadrat. 

  



 

14 
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BAB III 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

 Dalam bab ini dibahas penyelesaian masalah kuadrat terkecil 

menggunakan fungsi B-spline. Pertama, dikonstruksi fungsi B-spline 

yang akan diaplikasikan pada metode kuadrat terkecil. Kemudian, 

dibuktikan kriteria-kriteria yang memenuhi fungsi basis B-spline 

kubik. Selanjutnya, dipaparkan cara menyelesaikan masalah kuadrat 

terkecil dengan fungsi B-spline. Pada tahap terakhir, dilakukan 

beberapa simulasi numerik untuk memperlihatkan kinerja metode ini. 

3.1 Fungsi B-Spline 

 Berikut ini akan dikonstruksi fungsi B-spline. Pertama, 

diberikan partisi-partisi seragam yang terbentuk dari sekumpulan 

simpul            pada sumbu  , dengan     dan    . 

Selanjutnya, didefinisikan fungsi basis B-spline kubik sebagai 

berikut (Izadian dkk., 2012). 

      

{
 
 

 
 
        

        

        

        

  

                                                  ,                  (3.1) 

dengan 

        
 

   (    )
 
,  

        
 

   ( 
     (      )    (      )

 
 

 (      )
 
),  

        
 

   ( 
     (      )              

          ),  

        
 

   (      )
 
, 

         ,      , dan          . Banyak fungsi basis 

dinyatakan dengan  , fungsi basis ke   dinyatakan dengan      , 

banyak simpul dinyatakan dengan  , dan panjang partisi dinyatakan 

𝑥  [𝑡𝑗      𝑡𝑗  ] 

𝑥  [𝑡𝑗   𝑡𝑗  ] 

𝑥  [𝑡𝑗   𝑡𝑗  ] 

𝑥  [𝑡𝑗   𝑡𝑗  ] 

𝑥    [𝑡𝑗 𝑡𝑗  ] 
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dengan  . Gambar 3.1 mengilustrasikan suatu fungsi basis B-spline 

kubik      . 

 
Gambar 3.1 Fungsi basis B-spline kubik      . 

 Pada Gambar 3.1 diperlihatkan bahwa suatu fungsi basis B-

spline kubik       memuat paling sedikit lima buah simpul yaitu   , 

    ,     ,     , dan     . Nilai fungsi basis B-spline kubik       

pada interval   [       ] adalah nol. 

 Fungsi B-spline merupakan kombinasi linear dari fungsi-

fungsi basisnya. Fungsi B-spline dengan fungsi basis persamaan 

(3.1) dapat dinyatakan sebagai berikut. 

                               ∑        
 
   ,  (3.2) 

dengan   ,          , merupakan parameter-parameter yang 

tidak diketahui. Tujuan utama metode kuadrat terkecil dengan fungsi 

B-spline adalah menentukan nilai parameter-parameter ini agar 

terbentuk kurva B-spline yang paling mendekati data. 

3.2 Kriteria Fungsi Basis B-Spline Kubik 

 Fungsi basis B-spline kubik memenuhi kriteria interpolan 

spline kubik, antara lain: kontinu, turunan pertama kontinu, turunan 

kedua kontinu, dan merupakan spline alami. Pada subbab ini akan 

dibuktikan bahwa fungsi basis B-spline (3.1) memenuhi kriteria-

kriteria tersebut. 
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3.2.1 Kontinu 

 Fungsi basis B-spline       kontinu pada interval [       ]. 

Untuk membuktikannya, cukup dengan menunjukkan kekontinuan 

      pada simpul     ,     , dan     . 

1)       kontinu pada simpul     , hal ini berarti 

                                                                      , 

 

     
                   

             
              

    
 

            
 , 

 

    
                                                           

 

            
 , 

 

    
                                                           

 

    
 , 

 

 
                                                                   

 

 
. 

Terbukti bahwa                      . 

2)       kontinu pada simpul     , hal ini berarti 

                                                                      , 

 

     
                   

             
              

   
 

     
             

                   
  

             
  , 

 

   
                                

 

     
           

     , 

 

     
                                                        

 

     
 , 

                                                                    . 

Terbukti bahwa                      . 

3)       kontinu pada simpul     , hal ini berarti 

                                   , 
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  , 

 

    
                       

 

    
 , 

 

 
                               

 

 
. 

Terbukti bahwa                      . 

Jadi fungsi basis B-spline       kontinu pada interval [       ]. 

3.2.2 Turunan Pertama Kontinu 

 Turunan pertama fungsi basis B-spline       kontinu pada 

interval [       ]. Untuk membuktikannya, cukup dengan 

menunjukkan kekontinuan        pada simpul     ,     , dan     . 

1)   
     kontinu pada simpul     , hal ini berarti 

  
                                                

         , 

 

      
                  

            
                             

 

             
 , 

 

     
                                             

 

     
 , 

 

  
                                                      

 

  
. 

Terbukti bahwa   
            

         . 

2)   
     kontinu pada simpul     , hal ini berarti 

  
                                                    

         , 

 

                         

            
                                 

 

      
                 

             
  , 

 

   
                             

 

   
             , 

                                                             . 
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Terbukti bahwa   
            

         . 

3)   
     kontinu pada simpul     , hal ini berarti 

  
                                   

         , 

 

                 
   

 

                         

            
  , 

 

                                
 

         , 

 
 

  
                                     

 

  
. 

Terbukti bahwa   
            

         . 

Jadi turunan pertama fungsi basis B-spline       kontinu pada 

interval [       ]. 

3.2.3 Turunan Kedua Kontinu 

 Turunan kedua fungsi basis B-spline       kontinu pada 

interval [       ]. Untuk membuktikannya, cukup dengan 

menunjukkan kekontinuan         pada simpul     ,     , dan     . 

1)    
     kontinu pada simpul     , hal ini berarti 

   
                                          

         , 

 

                      
 

               , 

 

                                             
 

     , 

 

                                                 
 

   . 

Terbukti bahwa    
             

         . 

2)    
     kontinu pada simpul     , hal ini berarti 

   
                                          

         , 

 

                      
 

                     , 

 

                                  
 

           , 
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         , 

 
 

                                              
 

  . 

Terbukti bahwa    
             

         . 

3)    
     kontinu pada simpul     , hal ini berarti 

   
                            

         , 

 

                  
 

                     , 

 

                               
 

     , 

 

                                   
 

   . 

Terbukti bahwa    
             

         . 

Jadi turunan kedua fungsi basis B-spline       kontinu pada interval 

[       ]. 

3.2.4 Spline Alami 

 Suatu fungsi basis B-spline kubik       merupakan spline 

alami karena memenuhi kondisi batas alami pada ujung-ujung 

simpulnya, yaitu    
         

         . Berikut akan 

ditunjukkan bahwa fungsi basis B-spline kubik       memenuhi 

kondisi batas alami. 

1) Untuk     , 

   
         

        
 

               . 

2) Untuk       , 

   
           

          
 

                   . 

Terbukti bahwa    
         

         . 

3.3 Penyelesaian Masalah Kuadrat Terkecil dengan Fungsi B- 

Spline 

 Pada pembahasan sebelumnya telah dijelaskan tentang fungsi 

B-spline. Pada tahap ini fungsi B-spline diaplikasikan dalam metode 

kuadrat terkecil. 
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 Diberikan sekumpulan data sebanyak  ,         dengan 

         , dan           . Data tersebut akan didekati 

dengan fungsi B-spline (3.2). Gambar 3.2 mengilustrasikan letak 

titik-titik   ,          , simpul-simpul   ,          , dan 

fungsi-fungsi basis B-spline      ,          . 

 
Gambar 3.2 Letak fungsi-fungsi basis yang diimplementasikan pada 

data. 

Perhatikan bahwa letak titik-titik   ,          , berada pada 

interval [       ]. Hal ini dilakukan agar setiap titik   ,   
       , berada di setiap bagian fungsi basis B-spline (3.1). 

 Untuk menyelesaikan masalah kuadrat terkecil dengan fungsi 

B-spline, pertama, dibentuk jumlah kuadrat galat sebagai berikut. 

              ∑           
  

       

 ∑ (   ∑         
 
   )

  
   ,  (3.3) 

dengan   ,          , merupakan parameter-parameter yang 

tidak diketahui. Selanjutnya akan ditentukan nilai setiap parameter 

tersebut dengan cara meminimumkan persamaan (3.3), yaitu dengan 

membuat gradien   sama dengan nol, secara matematis ditulis 

sebagai 

                .                            (3.4) 

Persamaan (3.3) dapat ditulis sebagai 

              ∑           
  

     

             
            

  

                  

              ,            (3.5) 
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dengan   [

  

  

 
  

] dan   [

     

     
 

     

]. Dari persamaan (3.4) dan (3.5) 

diperoleh 

                [           ]     

 [∑           
  

   ]                                        

 [∑ (   ∑         
 
   )

  
   ]                       

[
 
 
 
 
        (   ∑         

 
   )           (   ∑          

   )

        (   ∑         
 
   )           (   ∑          

   )

 
        (   ∑         

 
   )           (   ∑          

   )]
 
 
 
 

    

  

[
 
 
 
 
      (   ∑         

 
   )          (   ∑          

   )

      (   ∑         
 
   )          (   ∑          

   )

 
      (   ∑         

 
   )          (   ∑          

   )]
 
 
 
 

    

[
 
 
 
 
      (   ∑         

 
   )          (   ∑          

   )

      (   ∑         
 
   )          (   ∑          

   )

 
      (   ∑         

 
   )          (   ∑          

   )]
 
 
 
 

    

[
             

   
             

]

[
 
 
 
 
   ∑         

 
   

   ∑         
 
   

 
   ∑          

   ]
 
 
 
 

    

[
             

   
             

] [

        
        

 
        

]     

atau 

           ,                                  (3.6) 
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dengan     [
             

   
             

]. Selanjutnya, persamaan 

(3.6) menjadi 

                   

              

            

atau 

[
             

   
             

] [

     
     

 
     

]  [
             

   
             

] [

  

  

 
  

]  

[
             

   
             

] [

     
     

 
     

]  [

                   
                   

 
                   

]  

[
             

   
             

] [

     
     

 
     

]  

[
 
 
 
∑         

 
   

∑         
 
   

 
∑         

 
   ]

 
 
 
  

[
             

   
             

]

[
 
 
 
 
∑         

 
   

∑         
 
   

 
∑          

   ]
 
 
 
 

 

[
 
 
 
∑         

 
   

∑         
 
   

 
∑         

 
   ]

 
 
 
  

[
             

   
             

] [

                            

                            
 

                            

]  

 

[
 
 
 
∑         

 
   

∑         
 
   

 
∑         

 
   ]
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[
             

   
             

]([
             

   
             

] [

  

  

 
  

])  

 

[
 
 
 
∑         

 
   

∑         
 
   

 
∑         

 
   ]

 
 
 
   

([
             

   
             

] [
             

   
             

]) [

  

  

 
  

]  

 

[
 
 
 
∑         

 
   

∑         
 
   

 
∑         

 
   ]

 
 
 
  

[
∑         

  
   ∑             

 
    ∑             

 
   

   
∑             

 
   ∑             

 
    ∑         

  
   

] [

  

  

 
  

]  

 

[
 
 
 
∑         

 
   

∑         
 
   

 
∑         

 
   ]

 
 
 
.                                                                        (3.7) 

Persamaan (3.7) dapat dinyatakan menjadi      , dengan 

  [
∑         

  
   ∑             

 
    ∑             

 
   

   
∑             

 
   ∑             

 
    ∑         

  
   

],  

  [

  

  

 
  

], dan   

[
 
 
 
∑         

 
   

∑         
 
   

 
∑         

 
   ]

 
 
 
. 

Perhatikan kembali bahwa bentuk       merupakan sistem 

persamaan linear (SPL), dengan   merupakan matriks koefisien 

berukuran    . Sistem ini mempunyai solusi bila dan hanya bila 

matriks   merupakan matriks non singular. Penyelesaian sistem ini 

menghasilkan nilai vektor   yang merupakan nilai parameter-

parameter fungsi B-spline (3.2). 
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3.4 Simulasi Numerik 

 Simulasi numerik dilakukan untuk enam kasus. Pada kasus 1, 

2, dan 3 diberikan sembarang data numerik. Pada kasus 4, 5, dan 6 

diberikan data numerik yang berasal dari suatu fungsi tertentu, yaitu 

                   . Data untuk kasus 1, 2, dan 3 masing-

masing sebanyak sepuluh titik (    ), dua puluh titik (    ), 

dan tiga puluh titik (    ). Demikian pula data untuk kasus 4, 5, 

dan 6 masing-masing sebanyak sepuluh titik (    ), dua puluh 

titik (    ), dan tiga puluh titik (    ). Pada setiap kasus diuji 

beberapa panjang partisi ( ), yaitu      ,      , dan      . 

Simulasi-simulasi ini dilakukan untuk mengetahui pengaruh   dan   

terhadap kinerja metode ini. Indikator kinerja metode ini didasarkan 

pada nilai jumlah kuadrat galat ( ) dan perilaku kurva B-spline. 

Semakin kecil   dan kurva B-spline tidak berfluktuasi maka semakin 

baik kinerja metode ini. Listing dan output program untuk simulasi-

simulasi ini disajikan pada Lampiran 1 dan 2. 

3.4.1 Kasus 1 

 Pada kasus ini diberikan sebarang data numerik sebanyak 

sepuluh titik (    ), seperti ditunjukkan pada Tabel 3.1. 

Tabel 3.1 Data numerik untuk kasus 1. 

                                       

                                         

 

         

           

 Percobaan pertama menggunakan       sehingga diperoleh 

simpul-simpul yang diberikan pada Tabel 3.2. 

Tabel 3.2 Simpul-simpul untuk      . 
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Gambar 3.3 mengilustrasikan letak titik-titik   ,           , 

simpul-simpul   ,          , dan fungsi-fungsi basis B-spline 

     ,          , untuk kasus ini. 

 
Gambar 3.3 Letak fungsi-fungsi basis untuk kasus 1 (     ). 

Dengan menggunakan      , berarti terdapat sembilan simpul 

(   ) dan lima fungsi basis (   ) sehingga fungsi B-spline 

untuk kasus ini dinyatakan sebagai berikut. 

                               ∑     
 
   .  (3.8) 

Output yang diharapkan untuk kasus ini adalah nilai optimal 

parameter   ,          . SPL untuk kasus ini dinyatakan sebagai 

     , dengan   merupakan matriks koefisien berukuran    . 

Nilai matriks   dan vektor   dipaparkan pada Lampiran 2. Nilai 

determinan matriks   yang diperoleh adalah              , 

artinya matriks   non singular dan SPL       mempunyai solusi. 

Dengan menyelesaikan SPL tersebut diperoleh nilai-nilai optimal 

parameter   ,          , yang ditunjukkan pada Tabel 3.3. 

Tabel 3.3 Nilai-nilai parameter   ,          , untuk kasus 1 

(     ). 

               

                                     

Jumlah kuadrat galat yang diperoleh adalah         . Gambar 3.4 

mengilustrasikan data numerik yang diberikan, kurva solusi B-spline 

yang diperoleh, dan kurva galat. 
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  (a) (b) 

Gambar 3.4 Hasil simulasi numerik kasus 1 (     ); (a) Data 

numerik dan kurva solusi B-spline      yang diperoleh; (b) 

Kurva galat       terhadap   , dengan           . 

 Percobaan kedua menggunakan       sehingga diperoleh 

simpul-simpul yang diberikan pada Tabel 3.4. 

Tabel 3.4 Simpul-simpul untuk      . 

                                     

 

              

Gambar 3.5 mengilustrasikan letak titik-titik   ,           , 

simpul-simpul   ,           , dan fungsi-fungsi basis B-spline 

     ,          , untuk kasus ini. 

 
Gambar 3.5 Letak fungsi-fungsi basis untuk kasus 1 (     ). 
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Dengan menggunakan      , berarti terdapat dua belas simpul 

(    ) dan delapan fungsi basis (   ) sehingga fungsi B-spline 

untuk kasus ini dinyatakan sebagai berikut. 

                               ∑     
 
   .  (3.9) 

Output yang diharapkan untuk kasus ini adalah nilai optimal 

parameter   ,          . SPL untuk kasus ini dinyatakan sebagai 

     , dengan   merupakan matriks koefisien berukuran    . 

Nilai matriks   dan vektor   dipaparkan pada Lampiran 2. Nilai 

determinan matriks   adalah                   , artinya 

matriks   non singular sehingga SPL       mempunyai solusi. 

Dengan menyelesaikan SPL tersebut diperoleh nilai-nilai optimal 

parameter   ,          , yang ditunjukkan pada Tabel 3.5. 

Tabel 3.5 Nilai-nilai parameter   ,          , untuk kasus 1 

(     ). 

                  

                                           

 

      

              

Jumlah kuadrat galat yang diperoleh adalah         , lebih kecil 

daripada percobaan pertama. Gambar 3.6 mengilustrasikan data 

numerik yang diberikan, kurva solusi B-spline yang diperoleh, dan 

kurva galat. 



 

29 

 

 
(a) (b) 

Gambar 3.6 Hasil simulasi numerik kasus 1 (     ); (a) Data 

numerik dan kurva solusi B-spline      yang diperoleh; (b) 

Kurva galat       terhadap   , dengan           . 

Percobaan ketiga menggunakan       sehingga diperoleh 

simpul-simpul yang diberikan pada Tabel 3.6. 

Tabel 3.6 Simpul-simpul untuk      . 

                                       

 

                                

Gambar 3.7 mengilustrasikan letak titik-titik   ,           , 

simpul-simpul   ,           , dan fungsi-fungsi basis B-spline 

     ,           , untuk kasus ini. 

 
Gambar 3.7 Letak fungsi-fungsi basis untuk kasus 1 (     ). 



 

30 

 

Dengan menggunakan      , berarti terdapat tujuh belas simpul 

(    ) dan tiga belas fungsi basis (    ) sehingga fungsi B-

spline untuk kasus ini dinyatakan sebagai berikut. 

                                 ∑     
  
   .  (3.10) 

Output yang diharapkan untuk kasus ini adalah nilai optimal 

parameter-parameter persamaan (3.10). SPL untuk kasus ini 

dinyatakan sebagai      , dengan   merupakan matriks 

koefisien berukuran      . Nilai matriks   dan vektor   

dipaparkan pada Lampiran 2. Nilai determinan matriks   adalah 

                    , artinya matriks   non singular sehinga 

SPL       mempunyai solusi. Dengan menyelesaikan SPL 

tersebut diperoleh nilai-nilai optimal parameter   ,           , 

yang ditunjukkan pada Tabel 3.7. 

Tabel 3.7 Nilai-nilai parameter   ,           , untuk kasus 1 

(     ). 

                  

                                             

 

                     

                                      

 

    

  

Jumlah kuadrat galat yang diperoleh adalah         , lebih besar 

daripada percobaan pertama dan kedua. Gambar 3.8 

mengilustrasikan data numerik yang diberikan, kurva solusi B-spline 

yang diperoleh, dan kurva galat. 
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  (a) (b) 

Gambar 3.8 Hasil simulasi numerik kasus 1 (     ); (a) Data 

numerik dan kurva solusi B-spline      yang diperoleh; (b) 

Kurva galat       terhadap   , dengan           . 

 Pada percobaan pertama dan kedua diketahui bahwa dengan   

yang diperkecil diperoleh   yang semakin kecil. Namun, pada 

percobaan ketiga diketahui bahwa dengan   yang lebih kecil dari 

percobaan sebelumnya diperoleh   yang lebih besar. Kurva B-spline 

berfluktuasi pada percobaan kedua dan ketiga. 

3.4.2 Kasus 2 

 Pada kasus ini diberikan sebarang data numerik sebanyak dua 

puluh titik (    ), seperti ditunjukkan pada Tabel 3.8. 

Tabel 3.8 Data numerik untuk kasus 2. 
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 Percobaan pertama menggunakan       sehingga diperoleh 

simpul-simpul yang sama seperti yang diberikan pada Tabel 3.2. 

Gambar 3.9 mengilustrasikan letak titik-titik   ,           , 

simpul-simpul   ,          , dan fungsi-fungsi basis B-spline 

     ,          , untuk kasus ini. 

 
Gambar 3.9 Letak fungsi-fungsi basis untuk kasus 2 (     ). 

SPL, fungsi B-spline, dan output yang diharapkan untuk percobaan 

ini analog dengan kasus 1 percobaan pertama. Nilai determinan 

matriks   adalah              . Nilai-nilai optimal parameter   , 

         , ditunjukkan pada Tabel 3.9. 

Tabel 3.9 Nilai-nilai parameter   ,          , untuk kasus 2 

(     ). 

               

                                      

Jumlah kuadrat galat yang diperoleh adalah         . Gambar 

3.10 mengilustrasikan data numerik yang diberikan, kurva solusi B-

spline yang diperoleh, dan kurva galat. 
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  (a) (b) 

Gambar 3.10 Hasil simulasi numerik kasus 2 (     ); (a) Data 

numerik dan kurva solusi B-spline      yang diperoleh; (b) 

Kurva galat       terhadap   , dengan           . 

 Percobaan kedua menggunakan       sehingga diperoleh 

simpul-simpul yang sama seperti yang diberikan pada Tabel 3.4. 

Gambar 3.11 mengilustrasikan letak titik-titik   ,           , 

simpul-simpul   ,           , dan fungsi-fungsi basis B-spline 

     ,          , untuk kasus ini. 

 
Gambar 3.11 Letak fungsi-fungsi basis untuk kasus 2 (     ). 

SPL, fungsi B-spline, dan output yang diharapkan untuk percobaan 

ini analog dengan kasus 1 percobaan kedua. Nilai determinan matriks 

  adalah              . Nilai-nilai optimal parameter   , 

         , yang diperoleh ditunjukkan pada Tabel 3.10. 
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Tabel 3.10 Nilai-nilai parameter   ,          , untuk kasus 2 

(     ). 

                  

                                            

 

      

              

Jumlah kuadrat galat yang diperoleh adalah         , lebih kecil 

dari percobaan pertama. Gambar 3.12 mengilustrasikan data numerik 

yang diberikan, kurva solusi B-spline yang diperoleh, dan kurva 

galat. 

 
(a) (b) 

Gambar 3.12 Hasil simulasi numerik kasus 2 (     ); (a) Data 

numerik dan kurva solusi B-spline      yang diperoleh; (b) 

Kurva galat       terhadap   , dengan           . 

 Percobaan ketiga menggunakan       sehingga diperoleh 

simpul-simpul yang sama seperti yang diberikan pada Tabel 3.6. 

Gambar 3.13 mengilustrasikan letak titik-titik   ,           , 
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simpul-simpul   ,           , dan fungsi-fungsi basis B-spline 

     ,           , untuk kasus ini. 

 
Gambar 3.13 Letak fungsi-fungsi basis untuk kasus 2 (     ). 

SPL, fungsi B-spline, dan output yang diharapkan untuk percobaan 

ini analog dengan kasus 1 percobaan ketiga. Nilai determinan 

matriks   adalah                   . Nilai-nilai optimal 

parameter   ,           , ditunjukkan pada Tabel 3.11. 

Tabel 3.11 Nilai-nilai parameter   ,           , untuk kasus 2 

(     ). 

                  

                                           

 

                     

                                          

 

    

        

Jumlah kuadrat galat yang diperoleh adalah         , lebih kecil 

daripada percobaan pertama dan kedua. Gambar 3.14 

mengilustrasikan data numerik yang diberikan, kurva solusi B-spline 

yang diperoleh, dan kurva galat. 
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  (a) (b) 

Gambar 3.14 Hasil simulasi numerik kasus 2 (     ); (a) Data 

numerik dan kurva solusi B-spline      yang diperoleh; (b) 

Kurva galat       terhadap   , dengan           . 

 Berdasarkan percobaan pertama, kedua, dan ketiga diketahui 

bahwa dengan   yang diperkecil diperoleh   yang semakin kecil. 

Kurva B-spline pada percobaan petama dan kedua tidak berfluktuasi, 

sedangkan kurva B-spline pada percobaan ketiga berfluktuasi. 

3.4.3 Kasus 3 

 Pada kasus ini diberikan sebarang data numerik sebanyak tiga 

puluh titik (    ), seperti ditunjukkan pada Tabel 3.12. 

Tabel 3.12 Data numerik untuk kasus 3. 
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 Percobaan pertama menggunakan       sehingga diperoleh 

simpul-simpul yang sama seperti yang diberikan pada Tabel 3.2. 

Gambar 3.15 mengilustrasikan letak titik-titik   ,           , 

simpul-simpul   ,          , dan fungsi-fungsi basis B-spline 

     ,          , untuk kasus ini. 

 
Gambar 3.15 Letak fungsi-fungsi basis untuk kasus 3 (     ). 

SPL, fungsi B-spline, dan output yang diharapkan untuk percobaan 

ini analog dengan kasus 1 percobaan pertama. Nilai determinan 

matriks   adalah              . Nilai-nilai optimal parameter   , 

         , ditunjukkan pada Tabel 3.13. 

Tabel 3.13 Nilai-nilai parameter   ,          , untuk kasus 3 

(     ). 

               

                                     

Jumlah kuadrat galat yang diperoleh adalah         . Gambar 

3.16 mengilustrasikan data numerik yang diberikan, kurva solusi B-

spline yang diperoleh, dan kurva galat. 
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  (a) (b) 

Gambar 3.16 Hasil simulasi numerik kasus 3 (     ); (a) Data 

numerik dan kurva solusi B-spline      yang diperoleh; (b) 

Kurva galat       terhadap   , dengan           . 

 Percobaan kedua menggunakan       sehingga diperoleh 

simpul-simpul yang sama seperti yang diberikan pada Tabel 3.4. 

Gambar 3.17 mengilustrasikan letak titik-titik   ,           , 

simpul-simpul   ,           , dan fungsi-fungsi basis B-spline 

     ,          , untuk kasus ini. 

 
Gambar 3.17 Letak fungsi-fungsi basis untuk kasus 3 (     ). 

SPL, fungsi B-spline, dan output untuk percobaan ini analog dengan 

kasus 1 percobaan kedua. Nilai determinan matriks   yang diperoleh 

adalah              . Nilai-nilai optimal parameter untuk kasus 

ini ditunjukkan pada Tabel 3.14. 



 

39 

 

Tabel 3.14 Nilai-nilai parameter   ,          , untuk kasus 3 

(     ). 

                  

                                           

 

      

               

Jumlah kuadrat galat yang diperoleh adalah         , lebih kecil 

daripada percobaan pertama. Gambar 3.18 mengilustrasikan data 

numerik yang diberikan, kurva solusi B-spline yang diperoleh, dan 

kurva galat. 

 
(a) (b) 

Gambar 3.18 Hasil simulasi numerik kasus 3 (     ); (a) Data 

numerik dan kurva solusi B-spline      yang diperoleh; (b) 

Kurva galat       terhadap   , dengan           . 

 Percobaan ketiga menggunakan       sehingga diperoleh 

simpul-simpul yang sama seperti yang diberikan pada Tabel 3.6. 

Gambar 3.19 mengilustrasikan letak titik-titik   ,           , 
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simpul-simpul   ,           , dan fungsi-fungsi basis B-spline 

     ,           , untuk kasus ini. 

 
Gambar 3.19 Letak fungsi-fungsi basis untuk kasus 3 (     ). 

SPL, fungsi B-spline, dan output percobaan ini analog dengan kasus 

1 percobaan ketiga. Nilai determinan matriks   adalah        
      . Nilai-nilai optimal parameter yang diperoleh ditunjukkan 

pada Tabel 3.15. 

Tabel 3.15 Nilai-nilai parameter   ,           , untuk kasus 3 

(     ). 

                  

                                           

 

                     

                                           

 

    

       

Jumlah kuadrat galat yang diperoleh adalah         , lebih kecil 

daripada percobaan pertama dan kedua. Gambar 3.20 

mengilustrasikan data numerik yang diberikan, kurva solusi B-spline 

yang diperoleh, dan kurva galat. 
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  (a) (b) 

Gambar 3.20 Hasil simulasi numerik kasus 3 (     ); (a) Data 

numerik dan kurva solusi B-spline      yang diperoleh; (b) 

Kurva galat       terhadap   , dengan           . 

 Berdasarkan percobaan pertama, kedua, dan ketiga diketahui 

bahwa dengan   yang diperkecil diperoleh   yang semakin kecil dan 

kurva B-spline pada setiap percobaan tidak berfluktuasi. 

3.4.4 Kasus 4 

 Pada kasus ini diberikan data numerik yang berasal dari fungsi 

     sebanyak sepuluh titik (    ), seperti ditunjukkan pada 

Tabel 3.16. 

Tabel 3.16 Data numerik untuk kasus 4. 
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 Percobaan pertama menggunakan      . Kasus ini analog 

dengan kasus 1 percobaan pertama. Nilai determinan matriks   

adalah              . Nilai-nilai parameter   ,          , 

yang diperoleh untuk kasus ini ditunjukkan pada Tabel 3.17. 

Tabel 3.17 Nilai-nilai parameter   ,          , untuk kasus 4 

(     ). 

               

                                           

Jumlah kuadrat galat yang diperoleh adalah         . Gambar 

3.21 mengilustrasikan data numerik yang diberikan, kurva solusi B-

spline yang diperoleh, dan kurva galat. 

 
  (a) (b) 

Gambar 3.21 Hasil simulasi numerik kasus 4 (     ); (a) Data 

numerik dan kurva solusi B-spline      yang diperoleh; (b) 

Kurva galat       terhadap      , dengan           . 

 Percobaan kedua menggunakan      . Kasus ini analog 

dengan kasus 1 percobaan kedua. Nilai determinan matriks   yang 

diperoleh adalah                   . Nilai-nilai optimal 

parameter   ,          , ditunjukkan pada Tabel 3.18. 
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Tabel 3.18 Nilai-nilai parameter   ,          , untuk kasus 4 

(     ). 

               

                                            

 

         

                           

Jumlah kuadrat galat yang diperoleh adalah         , lebih kecil 

daripada percobaan pertama. Gambar 3.22 mengilustrasikan data 

numerik yang diberikan, kurva solusi B-spline yang diperoleh, dan 

kurva galat. 

 
(a) (b) 

Gambar 3.22 Hasil simulasi numerik kasus 4 (     ); (a) Data 

numerik dan kurva solusi B-spline      yang diperoleh; (b) 

Kurva galat       terhadap      , dengan           . 

 Percobaan ketiga menggunakan      . Kasus ini analog 

dengan kasus 1 percobaan ketiga. Nilai determinan matriks   adalah 

                     . Nilai-nilai optimal parameter   , 

          , ditunjukkan pada Tabel 3.19. 
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Tabel 3.19 Nilai-nilai parameter   ,           , untuk kasus 4 

(     ). 

                  

                              

 

                         

                            

Jumlah kuadrat galat yang diperoleh adalah          , lebih 

besar daripada percobaan pertama dan kedua. Gambar 3.23 

mengilustrasikan data numerik yang diberikan, kurva solusi B-spline 

yang diperoleh, dan kurva galat. 

 
  (a) (b) 

Gambar 3.23 Hasil simulasi numerik kasus 4 (     ); (a) Data 

numerik dan kurva solusi B-spline      yang diperoleh; (b) 

Kurva galat       terhadap      , dengan           . 

 Pada percobaan pertama dan kedua diketahui bahwa dengan   

yang diperkecil diperoleh   yang semakin kecil dan kurva B-spline 

tidak berfluktuasi. Sebaliknya, pada percobaan ketiga dengan   yang 

lebih kecil dari percobaan sebelumnya diperoleh   yang lebih besar 

dan kurva B-spline berfluktuasi. 
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3.4.5 Kasus 5 

 Pada kasus ini diberikan data numerik yang berasal dari fungsi 

     sebanyak dua puluh titik (    ), seperti ditunjukkan pada 

Tabel 3.20. 

Tabel 3.20 Data numerik untuk kasus 5. 

                                

                                            

 

                                     

                                                  

 

                                     

                                                  

 

                                

                                                  

 Percobaan pertama menggunakan      . Kasus ini analog 

dengan kasus 2 percobaan pertama. Nilai determinan matriks   yang 

diperoleh adalah              . Nilai-nilai optimal parameter   , 

         , ditunjukkan pada Tabel 3.21. 

Tabel 3.21 Nilai-nilai parameter   ,          , untuk kasus 5 

(     ). 

               

                                          

Jumlah kuadrat galat yang diperoleh adalah         . Gambar 

3.24 mengilustrasikan data numerik yang diberikan, kurva solusi B-

spline yang diperoleh, dan kurva galat. 
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  (a) (b) 

Gambar 3.24 Hasil simulasi numerik kasus 5 (     ); (a) Data 

numerik dan kurva solusi B-spline      yang diperoleh; (b) 

Kurva galat       terhadap      , dengan           . 

 Percobaan kedua menggunakan      . Kasus ini analog 

dengan kasus 2 percobaan kedua. Nilai determinan matriks   adalah 

             . Nilai-nilai optimal parameter   ,          , 

ditunjukkan pada Tabel 3.22. 

Tabel 3.22 Nilai-nilai parameter   ,          , untuk kasus 5 

(     ). 

               

                                            

 

         

                           

Jumlah kuadrat galat yang diperoleh adalah         , lebih kecil 

daripada percobaan pertama. Gambar 3.25 mengilustrasikan data 

numerik yang diberikan, kurva solusi B-spline yang diperoleh, dan 

kurva galat. 
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(a) (b) 

Gambar 3.25 Hasil simulasi numerik kasus 5 (     ); (a) Data 

numerik dan kurva solusi B-spline      yang diperoleh; (b) 

Kurva galat       terhadap      , dengan           . 

 Percobaan ketiga menggunakan      . Kasus ini analog 

dengan kasus 2 percobaan ketiga. Nilai determinan matriks   yang 

diperoleh adalah              . Nilai-nilai optimal parameter 

yang diperoleh untuk kasus ini ditunjukkan pada Tabel 3.23. 

Tabel 3.23 Nilai-nilai parameter   ,           , untuk kasus 5 

(     ). 
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Jumlah kuadrat galat yang diperoleh adalah              , 

lebih kecil daripada percobaan pertama dan kedua. Gambar 3.26 

mengilustrasikan data numerik yang diberikan, kurva solusi B-spline 

yang diperoleh, dan kurva galat. 

 
  (a) (b) 

Gambar 3.26 Hasil simulasi numerik kasus 5 (     ); (a) Data 

numerik dan kurva solusi B-spline      yang diperoleh; (b) 

Kurva galat       terhadap      , dengan           . 

 Berdasarkan percobaan pertama, kedua, dan ketiga diketahui 

bahwa dengan   yang diperkecil diperoleh   yang semakin kecil. 

Kurva B-spline pada semua percobaan tidak berfluktuasi. 

3.4.6 Kasus 6 

 Pada kasus ini diberikan data numerik yang berasal dari fungsi 

     sebanyak tiga puluh titik (    ), seperti ditunjukkan pada 

Tabel 3.24. 

Tabel 3.24 Data numerik untuk kasus 6. 
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 Percobaan pertama menggunakan      . Kasus ini analog 

dengan kasus 3 percobaan pertama. Nilai determinan matriks   

adalah              . Nilai-nilai parameter   ,          , 

ditunjukkan pada Tabel 3.25. 

Tabel 3.25 Nilai-nilai parameter   ,          , untuk kasus 6 

(     ). 

               

                                           

Jumlah kuadrat galat yang diperoleh adalah         . Gambar 

3.27 mengilustrasikan data numerik yang diberikan, kurva solusi B-

spline yang diperoleh, dan kurva galat. 
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  (a) (b) 

Gambar 3.27 Hasil simulasi numerik kasus 6 (     ); (a) Data 

numerik dan kurva solusi B-spline      yang diperoleh; (b) 

Kurva galat       terhadap      , dengan           . 

 Percobaan kedua menggunakan      . Kasus ini analog 

dengan kasus 3 percobaan kedua. Nilai determinan matriks   yang 

diperoleh adalah              . Nilai-nilai optimal parameter 

yang diperoleh untuk kasus ini ditunjukkan pada Tabel 3.26. 

Tabel 3.26 Nilai-nilai parameter   ,          , untuk kasus 6 

(     ). 

               

                                            

 

         

                           

Jumlah kuadrat galat yang diperoleh adalah         , lebih kecil 

daripada percobaan pertama. Gambar 3.28 mengilustrasikan data 

numerik yang diberikan, kurva solusi B-spline yang diperoleh, dan 

kurva galat. 
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(a) (b) 

Gambar 3.28 Hasil simulasi numerik kasus 6 (     ); (a) Data 

numerik dan kurva solusi B-spline      yang diperoleh; (b) 

Kurva galat       terhadap      , dengan           . 

 Percobaan ketiga menggunakan      . Kasus ini analog 

dengan kasus 3 percobaan ketiga. Nilai determinan matriks   yang 

diperoleh adalah              . Nilai-nilai optimal parameter 

untuk kasus ini ditunjukkan pada Tabel 3.27. 

Tabel 3.27 Nilai-nilai parameter   ,           , untuk kasus 6 

(     ). 
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Jumlah kuadrat galat yang diperoleh adalah              , 

lebih kecil daripada percobaan pertama dan kedua. Gambar 3.29 

mengilustrasikan data numerik yang diberikan, kurva solusi B-spline 

yang diperoleh, dan kurva galat. 

 
  (a) (b) 

Gambar 3.29 Hasil simulasi numerik kasus 6 (     ); (a) Data 

numerik dan kurva solusi B-spline      yang diperoleh; (b) 

Kurva galat       terhadap      , dengan           . 

 Berdasarkan percobaan pertama, kedua, dan ketiga pada kasus 

ini diketahui bahwa dengan   yang diperkecil diperoleh   yang 

semakin kecil. Selain itu, kurva B-spline semua percobaan pada 

kasus ini tidak berfluktuasi. 

 Berdasarkan semua kasus yang dibahas dalam subbab ini 

diketahui bahwa banyak data ( ) dan panjang partisi ( ) 

berpengaruh terhadap kinerja metode ini. Tabel 3.28 menunjukkan 

hasil simulasi numerik semua kasus. 
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Tabel 3.28 Hasil simulasi numerik semua kasus. 
Kasus               Perilaku kurva 

                       Tidak 

berfluktuasi 

          
      

       Berfluktuasi 

           
       

       Berfluktuasi 

                       Tidak 

berfluktuasi 

                  Tidak 

berfluktuasi 

          
      

       Berfluktuasi 

                       Tidak 

berfluktuasi 

                  Tidak 

berfluktuasi 

                  Tidak 

berfluktuasi 

                       Tidak 

berfluktuasi 

          
      

       Tidak 

berfluktuasi 

            
       

        Berfluktuasi 

                       Tidak 

berfluktuasi 

                  Tidak 

berfluktuasi 

                 
      

Tidak 

berfluktuasi 

                       Tidak 

berfluktuasi 

                  Tidak  

berfluktuasi 

                 
      

Tidak 

berfluktuasi 
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Berdasarkan Tabel 3.28, banyak data ( ) berpengaruh 

terhadap penggunaan panjang partisi ( ). Semakin banyak   maka   

yang digunakan harus semakin kecil. Sebaliknya, jika   sedikit 

maka   tidak boleh terlalu kecil. Untuk data sebanyak  , dengan   

yang diperkecil diperoleh   yang semakin kecil, namun, bila   

terlalu kecil dapat mengakibatkan kurva B-spline berfluktuasi dan   

membesar. Berfluktuasinya kurva B-spline ditandai dengan nilai 

        yang mendekati nol. Berdasarkan hal tersebut, metode ini 

dapat bekerja dengan baik bila   disesuaikan dengan   sedemikian 

sehingga diperoleh   terkecil dengan kurva B-spline tidak 

berfluktuasi. Dengan kata lain kinerja terbaik metode ini diperoleh 

berdasarkan trial and error, yaitu dengan memperhatikan banyak 

data, panjang partisi, nilai jumlah kuadrat galat, dan nilai determinan 

matriks  . 
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BAB IV 

PENUTUP 

4.1 Kesimpulan 

Berdasarkan hasil dan pembahasan, telah dikonstruksi fungsi 

B-spline yang merupakan kombinasi linear fungsi-fungsi basis B-

spline kubik. Berbeda dari metode-metode kuadrat terkecil nonlinear 

lainnya, proses penyelesaian masalah kuadrat terkecil nonlinear 

menggunakan fungsi B-spline tidak memerlukan titik penduga awal 

dan membentuk sistem persamaan linear. Solusi sistem persamaan 

linear tersebut merupakan koefisien-koefisien kombinasi linear 

fungsi-fungsi basis. Indikator kinerja metode ini didasarkan pada 

nilai jumlah kuadrat galat dan perilaku kurva B-spline. Semakin kecil 

nilai jumlah kuadrat galat dan kurva B-spline tidak berfluktuasi maka 

semakin baik kinerja metode ini. Berfluktuasinya kurva B-spline 

ditandai dengan nilai determinan matriks   yang mendekati nol. 

Berdasarkan simulasi numerik diperoleh kesimpulan bahwa banyak 

data dan panjang partisi berpengaruh terhadap kinerja metode ini. 

4.2 Saran 

Pada penelitian selanjutnya disarankan untuk menggunakan 

polinomial ortogonal, untuk mengetahui pengaruhnya terhadap 

fluktuasi kurva yang terjadi. Selain itu, penelitian ini dapat 

dilanjutkan dengan melakukan analisis galat agar diperoleh   

optimal. 
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LAMPIRAN 

Lampiran 1. Listing Program 

function q1=Q_1(h,x,t) 
q1=(1/(4*h^3))*(x-t)^3; 
end 
function q2=Q_2(h,x,t) 
q2=(1/(4*h^3))*(h^3+3*(h^2)*(x-t)+3*h*((x-t)^2)-

3*(x-t)^3); 
end 
function q3=Q_3(h,x,t) 
q3=(1/(4*h^3))*(h^3+3*(h^2)*(t-x)+3*h*((t-x)^2)-

3*(t-x)^3); 
end 
function q4=Q_4(h,x,t) 
q4=(1/(4*h^3))*(t-x)^3; 
end 
clc; 
clear all; 
%Data untuk kasus 1 
x=[0 0.15 0.33 0.42 0.51 0.63 0.72 0.84 0.92 1];  
y=[0.2 0.34 0.42 0.55 0.56 0.53 0.45 0.32 0.37 ... 
  0.4]; 
%Data untuk kasus 2 
% x=[0 0.05 0.1 0.17 0.2 0.22 0.3 0.35 0.4 0.48 ... 
%    0.5 0.54 0.6 0.69 0.7 0.71 0.8 0.84 0.9 1]; 
% y=[0 0.055 0.089 0.135 0.185 0.225 0.27 0.3 ... 
%    0.33 0.35 0.362 0.355 0.365 0.36 0.34 0.321 

...  
%    0.292 0.228 0.185 0.12]; 
%Data untuk kasus 3 
% x=[0.02 0.05 0.07 0.1 0.15 0.17 0.2 0.22 0.25 ... 
%   0.3 0.32 0.35 0.37 0.4 0.44 0.48 0.5 0.54 ... 
%   0.6 0.65 0.69 0.7 0.71 0.74 0.78 0.8 0.84 ... 
%   0.9 0.95 1];   
% y=[0 0.055 0.123 0.089 0.1 0.135 0.185 0.225 ... 
%   0.27 0.3 0.344 0.33 0.35 0.362 0.355 0.365 ... 
%   0.36 0.34 0.321 0.338 0.346 0.362 0.3 0.292 ... 
%   0.252 0.358 0.228 0.185 0.1 0.12]; 
%Data untuk kasus 4 
% x=linspace(0,1,10); 
% y=exp(2.*x).*(x.^3+2.*x.^2-11); 



 

60 

 

%Data untuk kasus 5 
% x=linspace(0,1,20); 
% y=exp(2.*x).*(x.^3+2.*x.^2-11); 
%Data untuk kasus 6 
% x=linspace(0,1,30); 
% y=exp(2.*x).*(x.^3+2.*x.^2-11); 
%Panjang partisi 1 
% h=0.1; 
%Panjang partisi 2 
% h=0.2; 
%Panjang partisi 3 
h=0.5; 
%Simpul-simpul untuk h=0.1 
% t=-0.3:h:1.3; 
%Simpul-simpul untuk h=0.2 
% t=-0.6:h:1.6; 
%Simpul-simpul untuk h=0.5 
t=-1.5:h:2.5; 
galat=0; 
m=length(x); 
%Matriks Df^t untuk h=0.1 
% for i=1:m 
% if x(i)<=t(1) 
% Q1(i)=0; 
% elseif x(i)<=t(2) 
% Q1(i)=Q_1(h,x(i),t(1)); 
% elseif x(i)<=t(3) 
% Q1(i)=Q_2(h,x(i),t(2)); 
% elseif x(i)<=t(4) 
% Q1(i)=Q_3(h,x(i),t(4)); 
% elseif x(i)<=t(5) 
% Q1(i)=Q_4(h,x(i),t(5)); 
% else 
% Q1(i)=0; 
% end 
% end 
% Q1; 
% for i=1:m 
% if x(i)<=t(2) 
% Q2(i)=0; 
% elseif x(i)<=t(3) 
% Q2(i)=Q_1(h,x(i),t(2)); 
% elseif x(i)<=t(4) 
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% Q2(i)=Q_2(h,x(i),t(3)); 
% elseif x(i)<=t(5) 
% Q2(i)=Q_3(h,x(i),t(5)); 
% elseif x(i)<=t(6) 
% Q2(i)=Q_4(h,x(i),t(6)); 
% else 
% Q2(i)=0; 
% end 
% end 
% Q2; 
% for i=1:m 
% if x(i)<=t(3) 
% Q3(i)=0; 
% elseif x(i)<=t(4) 
% Q3(i)=Q_1(h,x(i),t(3)); 
% elseif x(i)<=t(5) 
% Q3(i)=Q_2(h,x(i),t(4)); 
% elseif x(i)<=t(6) 
% Q3(i)=Q_3(h,x(i),t(6)); 
% elseif x(i)<=t(7) 
% Q3(i)=Q_4(h,x(i),t(7)); 
% else 
% Q3(i)=0; 
% end 
% end 
% Q3; 
% for i=1:m 
% if x(i)<=t(4) 
% Q4(i)=0; 
% elseif x(i)<=t(5) 
% Q4(i)=Q_1(h,x(i),t(4)); 
% elseif x(i)<=t(6) 
% Q4(i)=Q_2(h,x(i),t(5)); 
% elseif x(i)<=t(7) 
% Q4(i)=Q_3(h,x(i),t(7)); 
% elseif x(i)<=t(8) 
% Q4(i)=Q_4(h,x(i),t(8)); 
% else 
% Q4(i)=0; 
% end 
% end 
% Q4; 
% for i=1:m 
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% if x(i)<=t(5) 
% Q5(i)=0; 
% elseif x(i)<=t(6) 
% Q5(i)=Q_1(h,x(i),t(5)); 
% elseif x(i)<=t(7) 
% Q5(i)=Q_2(h,x(i),t(6)); 
% elseif x(i)<=t(8) 
% Q5(i)=Q_3(h,x(i),t(8)); 
% elseif x(i)<=t(9) 
% Q5(i)=Q_4(h,x(i),t(9)); 
% else 
% Q5(i)=0; 
% end 
% end 
% Q5; 
% for i=1:m 
% if x(i)<=t(6) 
% Q6(i)=0; 
% elseif x(i)<=t(7) 
% Q6(i)=Q_1(h,x(i),t(6)); 
% elseif x(i)<=t(8) 
% Q6(i)=Q_2(h,x(i),t(7)); 
% elseif x(i)<=t(9) 
% Q6(i)=Q_3(h,x(i),t(9)); 
% elseif x(i)<=t(10) 
% Q6(i)=Q_4(h,x(i),t(10)); 
% else 
% Q6(i)=0; 
% end 
% end 
% Q6; 
% for i=1:m 
% if x(i)<=t(7) 
% Q7(i)=0; 
% elseif x(i)<=t(8) 
% Q7(i)=Q_1(h,x(i),t(7)); 
% elseif x(i)<=t(9) 
% Q7(i)=Q_2(h,x(i),t(8)); 
% elseif x(i)<=t(10) 
% Q7(i)=Q_3(h,x(i),t(10)); 
% elseif x(i)<=t(11) 
% Q7(i)=Q_4(h,x(i),t(11)); 
% else 
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% Q7(i)=0; 
% end 
% end 
% Q7; 
% for i=1:m 
% if x(i)<=t(8) 
% Q8(i)=0; 
% elseif x(i)<=t(9) 
% Q8(i)=Q_1(h,x(i),t(8)); 
% elseif x(i)<=t(10) 
% Q8(i)=Q_2(h,x(i),t(9)); 
% elseif x(i)<=t(11) 
% Q8(i)=Q_3(h,x(i),t(11)); 
% elseif x(i)<=t(12) 
% Q8(i)=Q_4(h,x(i),t(12)); 
% else 
% Q8(i)=0; 
% end 
% end 
% Q8; 
% for i=1:m 
% if x(i)<=t(9) 
% Q9(i)=0; 
% elseif x(i)<=t(10) 
% Q9(i)=Q_1(h,x(i),t(9)); 
% elseif x(i)<=t(11) 
% Q9(i)=Q_2(h,x(i),t(10)); 
% elseif x(i)<=t(12) 
% Q9(i)=Q_3(h,x(i),t(12)); 
% elseif x(i)<=t(13) 
% Q9(i)=Q_4(h,x(i),t(13)); 
% else 
% Q9(i)=0; 
% end 
% end 
% Q9; 
% for i=1:m 
% if x(i)<=t(10) 
% Q10(i)=0; 
% elseif x(i)<=t(11) 
% Q10(i)=Q_1(h,x(i),t(10)); 
% elseif x(i)<=t(12) 
% Q10(i)=Q_2(h,x(i),t(11)); 
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% elseif x(i)<=t(13) 
% Q10(i)=Q_3(h,x(i),t(13)); 
% elseif x(i)<=t(14) 
% Q10(i)=Q_4(h,x(i),t(14)); 
% end 
% end 
% Q10; 
% for i=1:m 
% if x(i)<=t(11) 
% Q11(i)=0; 
% elseif x(i)<=t(12) 
% Q11(i)=Q_1(h,x(i),t(11)); 
% elseif x(i)<=t(13) 
% Q11(i)=Q_2(h,x(i),t(12)); 
% elseif x(i)<=t(14) 
% Q11(i)=Q_3(h,x(i),t(14)); 
% end 
% end 
% Q11; 
% for i=1:m 
% if x(i)<=t(12) 
% Q12(i)=0; 
% elseif x(i)<=t(13) 
% Q12(i)=Q_1(h,x(i),t(12)); 
% elseif x(i)<=t(14) 
% Q12(i)=Q_2(h,x(i),t(13)); 
% end 
% end 
% Q12; 
% for i=1:m 
% if x(i)<=t(13) 
% Q13(i)=0; 
% elseif x(i)<=t(14) 
% Q13(i)=Q_1(h,x(i),t(13)); 
% end 
% end 
% Q13; 
% Q=[Q1;Q2;Q3;Q4;Q5;Q6;Q7;Q8;Q9;Q10;Q11;Q12;Q13]; 
%Matriks Df^t untuk h=0.2 
% for i=1:m 
% if x(i)<=t(1) 
% Q1(i)=0; 
% elseif x(i)<=t(2) 
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% Q1(i)=Q_1(h,x(i),t(1)); 
% elseif x(i)<=t(3) 
% Q1(i)=Q_2(h,x(i),t(2)); 
% elseif x(i)<=t(4) 
% Q1(i)=Q_3(h,x(i),t(4)); 
% elseif x(i)<=t(5) 
% Q1(i)=Q_4(h,x(i),t(5)); 
% else 
% Q1(i)=0; 
% end 
% end 
% Q1; 
% for i=1:m 
% if x(i)<=t(2) 
% Q2(i)=0; 
% elseif x(i)<=t(3) 
% Q2(i)=Q_1(h,x(i),t(2)); 
% elseif x(i)<=t(4) 
% Q2(i)=Q_2(h,x(i),t(3)); 
% elseif x(i)<=t(5) 
% Q2(i)=Q_3(h,x(i),t(5)); 
% elseif x(i)<=t(6) 
% Q2(i)=Q_4(h,x(i),t(6)); 
% else 
% Q2(i)=0; 
% end 
% end 
% Q2; 
% for i=1:m 
% if x(i)<=t(3) 
% Q3(i)=0; 
% elseif x(i)<=t(4) 
% Q3(i)=Q_1(h,x(i),t(3)); 
% elseif x(i)<=t(5) 
% Q3(i)=Q_2(h,x(i),t(4)); 
% elseif x(i)<=t(6) 
% Q3(i)=Q_3(h,x(i),t(6)); 
% elseif x(i)<=t(7) 
% Q3(i)=Q_4(h,x(i),t(7)); 
% else 
% Q3(i)=0; 
% end 
% end 
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% Q3; 
% for i=1:m 
% if x(i)<=t(4) 
% Q4(i)=0; 
% elseif x(i)<=t(5) 
% Q4(i)=Q_1(h,x(i),t(4)); 
% elseif x(i)<=t(6) 
% Q4(i)=Q_2(h,x(i),t(5)); 
% elseif x(i)<=t(7) 
% Q4(i)=Q_3(h,x(i),t(7)); 
% elseif x(i)<=t(8) 
% Q4(i)=Q_4(h,x(i),t(8)); 
% else 
% Q4(i)=0; 
% end 
% end 
% Q4; 
% for i=1:m 
% if x(i)<=t(5) 
% Q5(i)=0; 
% elseif x(i)<=t(6) 
% Q5(i)=Q_1(h,x(i),t(5)); 
% elseif x(i)<=t(7) 
% Q5(i)=Q_2(h,x(i),t(6)); 
% elseif x(i)<=t(8) 
% Q5(i)=Q_3(h,x(i),t(8)); 
% elseif x(i)<=t(9) 
% Q5(i)=Q_4(h,x(i),t(9)); 
% end 
% end 
% Q5; 
% for i=1:m 
% if x(i)<=t(6) 
% Q6(i)=0; 
% elseif x(i)<=t(7) 
% Q6(i)=Q_1(h,x(i),t(6)); 
% elseif x(i)<=t(8) 
% Q6(i)=Q_2(h,x(i),t(7)); 
% elseif x(i)<=t(9) 
% Q6(i)=Q_3(h,x(i),t(9)); 
% end 
% end 
% Q6; 
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% for i=1:m 
% if x(i)<=t(7) 
% Q7(i)=0; 
% elseif x(i)<=t(8) 
% Q7(i)=Q_1(h,x(i),t(7)); 
% elseif x(i)<=t(9) 
% Q7(i)=Q_2(h,x(i),t(8)); 
% end 
% end 
% Q7; 
% for i=1:m 
% if x(i)<=t(8) 
% Q8(i)=0; 
% elseif x(i)<=t(9) 
% Q8(i)=Q_1(h,x(i),t(8)); 
% end 
% end 
% Q8; 
% Q=[Q1;Q2;Q3;Q4;Q5;Q6;Q7;Q8]; 
%Matriks Df^t untuk h=0.5 
for i=1:m 
if x(i)<=t(1) 
Q1(i)=0; 
elseif x(i)<=t(2) 
Q1(i)=Q_1(h,x(i),t(1)); 
elseif x(i)<=t(3) 
Q1(i)=Q_2(h,x(i),t(2)); 
elseif x(i)<=t(4) 
Q1(i)=Q_3(h,x(i),t(4)); 
elseif x(i)<=t(5) 
Q1(i)=Q_4(h,x(i),t(5)); 
else 
Q1(i)=0; 
end 
end 
Q1; 
for i=1:m 
if x(i)<=t(2) 
Q2(i)=0; 
elseif x(i)<=t(3) 
Q2(i)=Q_1(h,x(i),t(2)); 
elseif x(i)<=t(4) 
Q2(i)=Q_2(h,x(i),t(3)); 
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elseif x(i)<=t(5) 
Q2(i)=Q_3(h,x(i),t(5)); 
elseif x(i)<=t(6) 
Q2(i)=Q_4(h,x(i),t(6)); 
else 
Q2(i)=0; 
end 
end 
Q2; 
for i=1:m 
if x(i)<=t(3) 
Q3(i)=0; 
elseif x(i)<=t(4) 
Q3(i)=Q_1(h,x(i),t(3)); 
elseif x(i)<=t(5) 
Q3(i)=Q_2(h,x(i),t(4)); 
elseif x(i)<=t(6) 
Q3(i)=Q_3(h,x(i),t(6)); 
elseif x(i)<=t(7) 
Q3(i)=Q_4(h,x(i),t(7)); 
else 
Q3(i)=0; 
end 
end 
Q3; 
for i=1:m 
if x(i)<=t(4) 
Q4(i)=0; 
elseif x(i)<=t(5) 
Q4(i)=Q_1(h,x(i),t(4)); 
elseif x(i)<=t(6) 
Q4(i)=Q_2(h,x(i),t(5)); 
elseif x(i)<=t(7) 
Q4(i)=Q_3(h,x(i),t(7)); 
elseif x(i)<=t(8) 
Q4(i)=Q_4(h,x(i),t(8)); 
else 
Q4(i)=0; 
end 
end 
Q4; 
for i=1:m 
if x(i)<=t(5) 
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Q5(i)=0; 
elseif x(i)<=t(6) 
Q5(i)=Q_1(h,x(i),t(5)); 
elseif x(i)<=t(7) 
Q5(i)=Q_2(h,x(i),t(6)); 
elseif x(i)<=t(8) 
Q5(i)=Q_3(h,x(i),t(8)); 
elseif x(i)<=t(9) 
Q5(i)=Q_4(h,x(i),t(9)); 
end 
end 
Q5; 
Q=[Q1;Q2;Q3;Q4;Q5]; 
[n,m]=size(Q); 
%Matriks A 
A=Q*Q'; 
%Determinan matriks A 
Det_A=det(A); 
%Vektor b 
for j=1:n 
b(j,1)=0; 
for i=1:m 
b(j,1)=b(j,1)+Q(j,i)*y(i);   
end 
end 
disp('A=') 
disp(A) 
disp(' ') 
disp('Det(A)=') 
disp(Det_A) 
disp(' ') 
disp('b=') 
disp(b) 
disp(' ') 
%Invers matriks A 
A_1=inv(A); 
%Penyelesaian SPL AX=b ---->X=Invers(A)*b 
X=A_1*b; 
disp('X=') 
disp(X) 
disp(' ') 
%Partisi-patisi untuk h=0.1 
% xx1=linspace(0,0.1);  
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% xx2=linspace(0.1,0.2);  
% xx3=linspace(0.2,0.3);  
% xx4=linspace(0.3,0.4);  
% xx5=linspace(0.4,0.5);   
% xx6=linspace(0.5,0.6); 
% xx7=linspace(0.6,0.7); 
% xx8=linspace(0.7,0.8); 
% xx9=linspace(0.8,0.9); 
% xx10=linspace(0.9,1); 
%Partisi-partisi untuk h=0.2 
% xx1=linspace(0,0.2); 
% xx2=linspace(0.2,0.4);  
% xx3=linspace(0.4,0.6); 
% xx4=linspace(0.6,0.8);  
% xx5=linspace(0.8,1); 
%Partisi-partisi untuk h=0.5 
xx1=linspace(0,0.5); 
xx2=linspace(0.5,1);  
% %Kurva B-spine untuk h=0.1 
% f1=X(1).*(1./(4.*h.^3)).*(t(5)-

xx1).^3+X(2).*(1./(4.*h.^3)).*(h.^3+3.*(h.^2).*(t(5

)-xx1)... 
% +3.*h.*(t(5)-xx1).^2-3.*(t(5)-

xx1).^3)+X(3).*(1./(4.*h.^3)).*(h.^3+3.*(h.^2).*(xx

1-t(4))... 
% +3.*h.*(xx1-t(4)).^2-3.*(xx1-

t(4)).^3)+X(4).*(1./(4.*h.^3)).*(xx1-t(4)).^3; 
% f2=X(2).*(1./(4.*h.^3)).*(t(6)-

xx2).^3+X(3).*(1./(4.*h.^3)).*(h.^3+3.*(h.^2).*(t(6

)-xx2)... 
% +3.*h.*(t(6)-xx2).^2-3.*(t(6)-

xx2).^3)+X(4).*(1./(4.*h.^3)).*(h.^3+3.*(h.^2).*(xx

2-t(5))... 
% +3.*h.*(xx2-t(5)).^2-3.*(xx2-

t(5)).^3)+X(5).*(1./(4.*h.^3)).*(xx2-t(5)).^3; 
% f3=X(3).*(1./(4.*h.^3)).*(t(7)-

xx3).^3+X(4).*(1./(4.*h.^3)).*(h.^3+3.*(h.^2).*(t(7

)-xx3)... 
% +3.*h.*(t(7)-xx3).^2-3.*(t(7)-

xx3).^3)+X(5).*(1./(4.*h.^3)).*(h.^3+3.*(h.^2).*(xx

3-t(6))... 
% +3.*h.*(xx3-t(6)).^2-3.*(xx3-

t(6)).^3)+X(6).*(1./(4.*h.^3)).*(xx3-t(6)).^3; 
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% f4=X(4).*(1./(4.*h.^3)).*(t(8)-

xx4).^3+X(5).*(1./(4.*h.^3)).*(h.^3+3.*(h.^2).*(t(8

)-xx4)... 
% +3.*h.*(t(8)-xx4).^2-3.*(t(8)-

xx4).^3)+X(6).*(1./(4.*h.^3)).*(h.^3+3.*(h.^2).*(xx

4-t(7))... 
% +3.*h.*(xx4-t(7)).^2-3.*(xx4-

t(7)).^3)+X(7).*(1./(4.*h.^3)).*(xx4-t(7)).^3; 
% f5=X(5).*(1./(4.*h.^3)).*(t(9)-

xx5).^3+X(6).*(1./(4.*h.^3)).*(h.^3+3.*(h.^2).*(t(9

)-xx5)... 
% +3.*h.*(t(9)-xx5).^2-3.*(t(9)-

xx5).^3)+X(7).*(1./(4.*h.^3)).*(h.^3+3.*(h.^2).*(xx

5-t(8))... 
% +3.*h.*(xx5-t(8)).^2-3.*(xx5-

t(8)).^3)+X(8).*(1./(4.*h.^3)).*(xx5-t(8)).^3; 
% f6=X(6).*(1./(4.*h.^3)).*(t(10)-

xx6).^3+X(7).*(1./(4.*h.^3)).*(h.^3+3.*(h.^2).*(t(1

0)-xx6)... 
% +3.*h.*(t(10)-xx6).^2-3.*(t(10)-

xx6).^3)+X(8).*(1./(4.*h.^3)).*(h.^3+3.*(h.^2).*(xx

6-t(9))... 
% +3.*h.*(xx6-t(9)).^2-3.*(xx6-

t(9)).^3)+X(9).*(1./(4.*h.^3)).*(xx6-t(9)).^3; 
% f7=X(7).*(1./(4.*h.^3)).*(t(11)-

xx7).^3+X(8).*(1./(4.*h.^3)).*(h.^3+3.*(h.^2).*(t(1

1)-xx7)... 
% +3.*h.*(t(11)-xx7).^2-3.*(t(11)-

xx7).^3)+X(9).*(1./(4.*h.^3)).*(h.^3+3.*(h.^2).*(xx

7-t(10))... 
% +3.*h.*(xx7-t(10)).^2-3.*(xx7-

t(10)).^3)+X(10).*(1./(4.*h.^3)).*(xx7-t(10)).^3; 
% f8=X(8).*(1./(4.*h.^3)).*(t(12)-

xx8).^3+X(9).*(1./(4.*h.^3)).*(h.^3+3.*(h.^2).*(t(1

2)-xx8)... 
% +3.*h.*(t(12)-xx8).^2-3.*(t(12)-

xx8).^3)+X(10).*(1./(4.*h.^3)).*(h.^3+3.*(h.^2).*(x

x8-t(11))... 
% +3.*h.*(xx8-t(11)).^2-3.*(xx8-

t(11)).^3)+X(11).*(1./(4.*h.^3)).*(xx8-t(11)).^3; 
% f9=X(9).*(1./(4.*h.^3)).*(t(13)-

xx9).^3+X(10).*(1./(4.*h.^3)).*(h.^3+3.*(h.^2).*(t(

13)-xx9)... 
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% +3.*h.*(t(13)-xx9).^2-3.*(t(13)-

xx9).^3)+X(11).*(1./(4.*h.^3)).*(h.^3+3.*(h.^2).*(x

x9-t(12))... 
% +3.*h.*(xx9-t(12)).^2-3.*(xx9-

t(12)).^3)+X(12).*(1./(4.*h.^3)).*(xx9-t(12)).^3; 
% f10=X(10).*(1./(4.*h.^3)).*(t(14)-

xx10).^3+X(11).*(1./(4.*h.^3)).*(h.^3+3.*(h.^2).*(t

(14)-xx10)... 
% +3.*h.*(t(14)-xx10).^2-3.*(t(14)-

xx10).^3)+X(12).*(1./(4.*h.^3)).*(h.^3+3.*(h.^2).*(

xx10-t(13))... 
% +3.*h.*(xx10-t(13)).^2-3.*(xx10-

t(13)).^3)+X(13).*(1./(4.*h.^3)).*(xx10-t(13)).^3; 

  
%Kurva B-spine untuk h=0.2 
% f1=X(1).*(1./(4.*h.^3)).*(t(5)-

xx1).^3+X(2).*(1./(4.*h.^3)).*(h.^3+3.*(h.^2).*(t(5

)-xx1)... 
% +3.*h.*(t(5)-xx1).^2-3.*(t(5)-

xx1).^3)+X(3).*(1./(4.*h.^3)).*(h.^3+3.*(h.^2).*(xx

1-t(4))... 
% +3.*h.*(xx1-t(4)).^2-3.*(xx1-

t(4)).^3)+X(4).*(1./(4.*h.^3)).*(xx1-t(4)).^3; 
% f2=X(2).*(1./(4.*h.^3)).*(t(6)-

xx2).^3+X(3).*(1./(4.*h.^3)).*(h.^3+3.*(h.^2).*(t(6

)-xx2)... 
% +3.*h.*(t(6)-xx2).^2-3.*(t(6)-

xx2).^3)+X(4).*(1./(4.*h.^3)).*(h.^3+3.*(h.^2).*(xx

2-t(5))... 
% +3.*h.*(xx2-t(5)).^2-3.*(xx2-

t(5)).^3)+X(5).*(1./(4.*h.^3)).*(xx2-t(5)).^3; 
% f3=X(3).*(1./(4.*h.^3)).*(t(7)-

xx3).^3+X(4).*(1./(4.*h.^3)).*(h.^3+3.*(h.^2).*(t(7

)-xx3)... 
% +3.*h.*(t(7)-xx3).^2-3.*(t(7)-

xx3).^3)+X(5).*(1./(4.*h.^3)).*(h.^3+3.*(h.^2).*(xx

3-t(6))... 
% +3.*h.*(xx3-t(6)).^2-3.*(xx3-

t(6)).^3)+X(6).*(1./(4.*h.^3)).*(xx3-t(6)).^3; 
% f4=X(4).*(1./(4.*h.^3)).*(t(8)-

xx4).^3+X(5).*(1./(4.*h.^3)).*(h.^3+3.*(h.^2).*(t(8

)-xx4)... 
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% +3.*h.*(t(8)-xx4).^2-3.*(t(8)-

xx4).^3)+X(6).*(1./(4.*h.^3)).*(h.^3+3.*(h.^2).*(xx

4-t(7))... 
% +3.*h.*(xx4-t(7)).^2-3.*(xx4-

t(7)).^3)+X(7).*(1./(4.*h.^3)).*(xx4-t(7)).^3; 
% f5=X(5).*(1./(4.*h.^3)).*(t(9)-

xx5).^3+X(6).*(1./(4.*h.^3)).*(h.^3+3.*(h.^2).*(t(9

)-xx5)... 
% +3.*h.*(t(9)-xx5).^2-3.*(t(9)-

xx5).^3)+X(7).*(1./(4.*h.^3)).*(h.^3+3.*(h.^2).*(xx

5-t(8))... 
% +3.*h.*(xx5-t(8)).^2-3.*(xx5-

t(8)).^3)+X(8).*(1./(4.*h.^3)).*(xx5-t(8)).^3; 

  
%Kurva B-spine untuk h=0.5 
f1=X(1).*(1./(4.*h.^3)).*(t(5)-

xx1).^3+X(2).*(1./(4.*h.^3)).*(h.^3+3.*(h.^2).*(t(5

)-xx1)... 
+3.*h.*(t(5)-xx1).^2-3.*(t(5)-

xx1).^3)+X(3).*(1./(4.*h.^3)).*(h.^3+3.*(h.^2).*(xx

1-t(4))... 
+3.*h.*(xx1-t(4)).^2-3.*(xx1-

t(4)).^3)+X(4).*(1./(4.*h.^3)).*(xx1-t(4)).^3; 
f2=X(2).*(1./(4.*h.^3)).*(t(6)-

xx2).^3+X(3).*(1./(4.*h.^3)).*(h.^3+3.*(h.^2).*(t(6

)-xx2)... 
+3.*h.*(t(6)-xx2).^2-3.*(t(6)-

xx2).^3)+X(4).*(1./(4.*h.^3)).*(h.^3+3.*(h.^2).*(xx

2-t(5))... 
+3.*h.*(xx2-t(5)).^2-3.*(xx2-

t(5)).^3)+X(5).*(1./(4.*h.^3)).*(xx2-t(5)).^3; 
%Galat untuk h=0.1 
% for i=1:m 
% err(i)=y(i)-(X(1)*Q(1,i)+X(2)*Q(2,i)+... 
% X(3)*Q(3,i)+X(4)*Q(4,i)+X(5)*Q(5,i)+... 
% X(6)*Q(6,i)+X(7)*Q(7,i)+X(8)*Q(8,i)+... 
% X(9)*Q(9,i)+X(10)*Q(10,i)+X(11)*Q(11,i)+... 
% X(12)*Q(12,i)+X(13)*Q(13,i)); 
% galat=galat+(err(i))^2; 
% Kuadrat_galat=sqrt(galat); 
% end 
%Galat untuk h=0.2 
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% for i=1:m 
% err(i)=y(i)-(X(1)*Q(1,i)+X(2)*Q(2,i)+... 
% X(3)*Q(3,i)+X(4)*Q(4,i)+X(5)*Q(5,i)+... 
% X(6)*Q(6,i)+X(7)*Q(7,i)+X(8)*Q(8,i)); 
% galat=galat+(err(i))^2; 
% Kuadrat_galat=sqrt(galat); 
% end 
%Galat untuk h=0.5 
for i=1:m 
err(i)=y(i)-(X(1)*Q(1,i)+X(2)*Q(2,i)+... 
X(3)*Q(3,i)+X(4)*Q(4,i)+X(5)*Q(5,i)); 
galat=galat+(err(i))^2; 
Kuadrat_galat=sqrt(galat); 
end 
disp('F=') 
disp(Kuadrat_galat) 
subplot(1,2,1) 
%Pemanggil plot untuk h=0.1 
%plot(x,y,'ko',xx1,f1,'b',xx2,f2,'b',xx3,f3,'b',... 
%xx4,f4,'b',xx5,f5,'b',xx6,f6,'b',xx7,f7,'b',... 
%xx8,f8,'b',xx9,f9,'b',xx10,f10,'b','LineWidth',... 
%2,'MarkerEdgeColor','k','MarkerFaceColor','g',... 
%'MarkerSize',8) 
%Pemanggil plot untuk h=0.2 
%plot(x,y,'ko',xx1,f1,'b',xx2,f2,'b',xx3,f3,'b',... 
%xx4,f4,'b',xx5,f5,'b','LineWidth',2,... 
%'MarkerEdgeColor','k','MarkerFaceColor','g',... 
%'MarkerSize',8) 
%Pemanggil plot untuk h=0.5 
plot(x,y,'ko',xx1,f1,'b',xx2,f2,'b','LineWidth',... 
2,'MarkerEdgeColor','k','MarkerFaceColor','g',... 
'MarkerSize',8) 
grid on 
title('Pendekatan Fungsi B-Spline') 
xlabel('x'), ylabel('y'),legend('Data','B-Spline') 
subplot(1,2,2) 
plot(x,err,'b','LineWidth',2) 
grid on 
title('Kurva 

Galat'),legend('Galat'),xlabel('x'),... 
ylabel('Interval Galat') 
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Lampiran 2. Output Program 

KASUS 1 

Percobaan pertama dengan      . 

A= 
    0.0700    0.3318    0.1167    0.0014         0 
    0.3318    2.3165    1.9324    0.2521    0.0022 
    0.1167    1.9324    4.9328    2.5194    0.1828 
    0.0014    0.2521    2.5194    3.4569    0.4776 
         0     0.0022    0.1828    0.4776    0.0911 
 
b= 
    0.0838 
    1.1577 
    2.9250 
    1.8515 
    0.1919 
 
det(A)= 
    0.0016 
 
 
Percobaan kedua dengan      . 

 A= 
  Kolom 1 sampai 6 
    0.0625    0.2518     0.0661     0.0004          0              0 
    0.2518   1.2235     0.6900     0.0589     0.0007         0 
    0.0661   0.6900     1.2663     0.7772     0.1172     0.0010 
    0.0004   0.0589     0.7772     2.1767     1.0570     0.0989 
         0     0.0007     0.1172     1.0570     2.0414     1.0306 
         0               0     0.0010     0.0989     1.0306     2.1409 
         0               0               0     0.0010     0.1016     1.1976 
         0               0               0               0     0.0011     0.0980 
 
 
 

X= 
    0.4526 
   -0.0486 
    0.5862 
   -0.0614 
    1.2527 

F= 
    0.0871 
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  Kolom 7 sampai 8 
         0               0 
         0               0 
         0               0 
    0.0010         0 
    0.1016   0.0011 
    1.1976   0.0980 
    1.8356   0.2945 
    0.2945   0.0654 
 
b= 
    0.0513 
    0.3652 
    0.7154 
    1.3987 
    1.4797 
    1.2196 
    0.8594 
    0.1206 
 
det(A)= 
              
 
 
Percobaan ketiga dengan      . 

A= 
  Kolom 1 sampai 6 
    0.0625     0.2500    0.0625        0               0               0 
    0.2500     1.0010    0.2725    0.0225     0.0010         0 
    0.0625     0.2725    0.5791     0.5166     0.0225          0 
         0     0.0225    0.5166     0.5240     0.0984     0.0448 
         0     0.0010    0.0225     0.0984     0.8010     0.5834 
         0               0              0     0.0448     0.5834     1.2009 
         0               0              0     0.0006     0.0602     0.5843 
         0               0              0               0     0.0003     0.0624 
         0               0              0               0               0          0 
         0               0              0               0               0               0 

X= 
   -0.9459 
    0.4061 
    0.1215 
    0.3804 
    0.4098 
    0.1944 
    0.2538 
    0.4032 

 
F= 
    0.0435 
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         0               0                0               0               0                0 
         0               0                0               0               0                0 
         0               0                0               0               0                0 
 
  Kolom 7 sampai 12 
         0               0               0               0               0               0 
         0               0               0               0               0               0 
         0               0               0               0               0               0 
    0.0006         0               0               0               0               0 
    0.0602     0.0003        0               0               0               0 
    0.5843     0.0624     0.0000          0               0               0 
    1.1589     0.4038     0.0450     0.0006         0               0 
    0.4038     0.9101     0.5835     0.0602     0.0003         0 
    0.0450     0.5835     1.1706     0.4483     0.0355     0.0009 
    0.0006     0.0602     0.4483     0.8491     0.6245     0.0672 
         0     0.0003     0.0355     0.6245     1.3443     0.6611 
         0               0     0.0009     0.0672     0.6611     1.1800 
         0               0               0     0.0003     0.0644     0.2508 
 
  Kolom 13 
         0 
         0 
         0 
         0 
         0 
         0 
         0 
         0 
         0 
    0.0003 
    0.0644 
    0.2508 
    0.0625 
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b= 
    0.0500 
    0.2106 
    0.2944 
    0.2804 
    0.4528 
    0.8417 
    0.8335 
    0.7137 
    0.7199 
    0.5003 
    0.6500 
    0.5620 
    0.1007 
 
det(A)= 
               
 
Pada Lampiran 2 ini hanya ditampilkan output (nilai matriks  , 

vektor   dan  ) untuk kasus 1. Output (ukuran matriks dan vektor) 

untuk kasus 2, 3, 4, 5, dan 6 analog dengan kasus 1, untuk setiap 

percobaan   yang dilakukan. Namun, nilai-nilai matriks dan vektor 

pada setiap kasus tentunya berbeda. 

X= 
   -8.1758 
   -2.9697 
    0.0493 
   -0.9919 
    0.1270 
    0.3828 
    0.3828 
    0.2813 
    0.5313 
   -0.2500 
    0.6250 
    0.2500 
    1.0000 

F= 
    5.3367 


