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Kontrol Optimal pada Model Penyebaran Tuberkulosis dengan
Pengobatan dan Chemoprophylaxis

ABSTRAK

Skripsi ini membahas kontrol optimal pada model penyebaran
tuberkulosis dengan pengobatan dan Chemoprophylaxis. Tujuan
pemberian kontrol pada model TB adalah menerapkan kontrol
pengobatan, kontrol Chemoprophylaxis serta kontrol penanganan
kambuh sehingga dapat mengurangi jumlah individu terinfeksi laten
dan individu terinfeksi. Kontrol optimal diperoleh dengan menerapkan
prinsip minimum Pontryagin, kemudian diselesaikan secara numerik
dengan metode Sweep Maju-Mundur. Hasil simulasi numerik
menunjukkan bahwa kombinasi pemberian obat, Chemoprophylaxis,
dan penanganan kambuh secara serentak lebih optimal dalam
mengontrol penyebaran tuberkulosis sehingga dapat mengurangi
jumlah populasi individu terinfeksi laten dan populasi individu
terinfeksi, serta meminimumkan biaya kontrol.

Kata kunci : tuberkulosis, Chemoprophylaxis, kontrol optimal,

prinsip minimum Pontryagin, metode Sweep Maju-
Mundur.

vii



viii



Optimal Control on the Transmission Model of a Tuberculosis
with Treatment and Chemoprophylaxis

ABSTRACT

This final project studies an optimal control model on a
tuberculosis treatment and Chemoprophylaxis. The purpose of the TB
model was to apply control with treatment, Chemoprophylaxis, and
disease relapse so that the subpopulations of latently infected and
actively infected can be reduced. Optimal control was obtained by
applying the principle of minimum Pontryagin, then it is numerically
solved with the Forward-Backward Sweep method. Numerical
simulations show that the combination of treatment,
Chemoprophylaxis and disease relapse, all at once, is the most effetive
way to reduce the number of latently infected and actively infected
individual populations, as well as to minimize the cost of controller

Keywords: tuberculosis model, Chemoprophylaxis, optimal
control, principle of minimum Pontryagin, Forward-
Backward Sweep method.
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Tuberkulosis (TB) adalah penyakit menular yang disebabkan oleh
Mycobacterium Tuberculosis (Mtb). Selain menyerang paru-paru,
Mtb juga dapat menyerang organ lain. Menurut laporan WHO tahun
2009, diperkirakan sekitar sepertiga penduduk dunia telah terinfeksi
olenh Mtb. Pada tahun 1995 diperkirakan ada sembilan juta pasien
TB baru dan tiga juta kematian akibat TB di seluruh dunia.
Diperkirakan 95% kasus TB dan 98% kematian akibat TB di dunia
terjadi di negara-negara berkembang. Umumnya pasien TB adalah
kelompok usia produktif antara usia 15 hingga 50 tahun (Depkes Rl,
2011).

Pada tuberkulosis, penularan langsung dari penderita aktif kepada
individu yang belum terinfeksi hanya mengakibatkan individu
terjangkit bakteri Mtb tanpa menunjukkan gejala penyakit TB. Pada
kenyataannya sebagian besar individu terinfeksi TB tetap dalam
tahap laten, yaitu tidak pernah menularkan atau menunjukkan gejala
TB. Sebanyak 30% individu yang mengalami kontak dengan pasien
TB aktif akan terinfeksi laten dan pasif, sedangkan 10% dari
kelompok yang terinfeksi akan menjadi penular. Kemungkinan
perkembangan TB laten dan pasif menjadi aktif dan menularkan TB
dapat diperbesar oleh kontak berulang dengan orang yang terinfeksi
TB aktif dan menular (Choi, 2009).

Penyakit tuberkulosis sering disebut sebagai penyakit yang
lambat, karena panjangnya periode penularan dan periode laten.
Bahkan kebanyakan individu yang terjangkit infeksi laten tidak
menjadi terinfeksi. Beberapa penderita bisa menjadi terinfeksi dalam
jangka waktu 5 tahun, sementara yang lainnya perlu waktu lebih
lama, yaitu sekitar 10 tahun (Song, Chaves dan Aparicio, 2002).
Penyebaran TB dapat dikendalikan dengan mengurangi jumlah
pasien TB dan mencegah agar individu sehat tidak tertular oleh
penderita. Salah satu cara pencegahan adalah  dengan
Chemoprophylaxis, yaitu pemberian obat-obatan secara rutin untuk
mencegah terjadinya infeksi suatu penyakit. Perawatan TB yang
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tidak lengkap dan rutin dapat menyebabkan penyakit tersebut
kambuh, bahkan pada penderita yang telah dinyatakan bebas atau
sembuh dari infeksi TB (Driessche, Wang, dan Zou, 2007). Banyak
kasus TB di Amerika Serikat terjadi pada orang dewasa sebagai
akibat dari pengaktifan kembali infeksi laten (Chin, 1999).

Dalam penelitian sebelumnya, Bhunu dkk. (2008) telah
membahas formulasi model serta analisis kestabilan model
penyebaran TB dengan pengobatan dan Chemoprophylaxis.
Sementara itu Agusto (2009) membahas kontrol optimal pada model
TB dengan pengobatan dan Chemoprophylaxis. Pengobatan dan
Chemoprophylaxis terkadang terkendala oleh biaya sehingga belum
tentu optimal secara ekonomis. Dengan demikian perlu ditentukan
pengobatan dan Chemoprophylaxis yang optimal agar biaya yang
dibutuhkan minimum tetapi pengobatan dan Chemoprophylaxis
bekerja secara efektif sebagai pengendali penyebaran penyakit TB.

Skripsi ini mengulas kembali model yang dibahas oleh Agusto
(2009). Model tersebut merupakan modifikasi dengan penambahan
tiga variabel kontrol yaitu kontrol Chemoprophylaxis, kontrol
pengobatan, serta kontrol penanganan kambuh. Pemberian kontrol
dimaksudkan untuk menekan jumlah pertumbuhan individu
terinfeksi laten dan terinfeksi. Masalah kontrol optimal diselesaikan
dengan menerapkan prinsip minimum Pontryagin. Setelah diperoleh
kontrol optimal, model disimulasikan secara numerik dengan metode
Sweep Maju-Mundur menggunakan software MATLAB.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang yang telah diuraikan, rumusan
masalah dalam skripsi ini adalah sebagai berikut.

1. Bagaimana modifikasi pada model penyebaran tuberkulosis
setelah diberikan variabel kontrol optimal?

2. Bagaimana penyelesaian masalah kontrol optimal pada model?

3. Bagaimana hasil simulasi kontrol optimal pada model?



1.3 Tujuan

Tujuan penulisan skripsi ini adalah sebagai berikut.

1. Memodifikasi model penyebaran tuberkulosis dengan
memberikan variabel kontrol optimal.

2. Menyelesaikan masalah kontrol optimal pada model.

3. Mengetahui pengaruh adanya kontrol optimal pada model.






BAB Il
DASAR TEORI

Pada bab ini diberikan teori-teori untuk membantu memahami
persoalan yang dibahas. Berikut adalah teori yang mendasari kontrol
optimal.

2.1 Persamaan Diferensial
Definisi 2.1.1 (Persamaan Diferensial)

Persamaan diferensial adalah persamaan yang memuat satu atau
lebih turunannya dari suatu fungsi yang tidak diketahui.
(Boyce dan Diprima, 2009)

Definisi 2.1.2 (Persamaan Diferensial Biasa)

Persamaan diferensial biasa (PDB) adalah persamaan diferensial
yang hanya memuat satu variabel bebas.
(Boyce dan Diprima, 2009)

Definisi 2.1.3 (Persamaan Diferensial Biasa Linear)

Suatu persamaan diferensial biasa dengan variabel bebas x dan
variabel tak bebas y disebut linear dengan orde n, jika persamaan
tersebut dapat dinyatakan dalam bentuk

ao()y™ +a, )y + -+ @,y =g,  (21)

dengan a, # 0. Pada persamaan tersebut ay(x),a;(x), ..., an(x)
disebut koefisien persamaan diferensial dan g(x) disebut bagian tak
homogen. Apabila persamaan diferensial biasa tidak memenuhi
bentuk umum persamaan diferensial biasa linear maka persamaan
tersebut nonlinear.

(Boyce dan Diprima, 2009)

Definisi 2.1.4 (Persamaan Diferensial Biasa Nonlinear)

Persamaan diferensial biasa nonlinear adalah persamaan
diferensial biasa yang variabel tak bebas atau turunannya berderajat



lebih dari satu atau memuat perkalian antara variabel tak bebas dan
turunannya.
(Boyce dan DiPrima, 2009)

Definisi 2.1.5 (Sistem Persamaan Diferensial Biasa)

Sistem persamaan diferensial biasa berdimensi n adalah suatu
sistem yang terdiri dari n persamaan diferensial biasa dengan n
fungsi yang tidak diketahui, dengan n merupakan bilangan bulat
positif yang lebih besar daripada atau sama dengan dua. Bentuk
umum sistem persamaan diferensial berdimensi n dengan n+1
variabel adalah

dX1

E: fl(xp---'xn; t)

dx; _ .

E = f2 (xl, vy X, t) (22)
dxy,

W = fn (xl, vy Xy t).
(Boyce dan DiPrima, 2009)

2.2 Teori Kontrol Optimal

Diberikan masalah kontrol optimal sebagai berikut.

ty
] = minJ g(t, x,u)dt, (2.3)
U Jo
dengan kendala
dx R
dan kondisi batas
x(0) = xo , x(¢tr) bebas. (2.5)

Persamaan (2.3) disebut fungsi objektif dan persamaan (2.2) disebut
persamaan state. Variabel wu(t) disebut variabel kontrol vyaitu,
variabel yang mempengaruhi suatu state yang dapat dikendalikan,
dengan u(t) € [a, b], untuk setiap ¢ € [0, ¢].

(Lenhart dan Workman, 2007)



Dalam persamaan state (2.3) terdapat tiga variabel yaitu variabel
waktu (t), variabel state (x), dan variabel kontrol (u). Selanjutnya
didefinisikan variabel costate yang dinotasikan dengan A(t). Seperti
pada pengali Lagrange, variabel costate menyatakan nilai bayangan
(shadow price) variabel state.

Variabel costate dilibatkan dalam masalah kontrol optimal
melalui fungsi Hamilton, yang didefinisikan sebagai

H=g(t,%u) + Z/li(t)fi(t,f, w. 2.6)
i=1

(Chiang, 1992)

2.2.1 Prinsip Minimum Pontryagin

Prinsip minimum Pontryagin merupakan prinsip penting dalam
penyelesaian masalah kontrol optimal karena prinsip ini menyatakan
kondisi yang diperlukan agar diperoleh solusi yang optimal. Prinsip
ini digunakan untuk menyelesaikan masalah kontrol optimal yang
meminimumkan fungsi objektif (2.3) dengan kendala (2.4).

Prinsip minimum Pontryagin menyatakan bahwa x dan A akan
berubah terhadap waktu, baik melalui persamaan state maupun
costate. Berdasarkan persamaan (2.4) dan (2.6), persamaan state
dapat dinyatakan sebagai

X Foiu =2 @)

dt_f ,x,u—ai. .
Sebaliknya variabel costate (1) tak terlihat dalam persamaan

(2.4) tetapi variabel tersebut muncul menjadi bagian persamaan (2.6)

yang hanya berfungsi sebagai suatu kondisi optimal. Persamaan
costate dinyatakan sebagai

dA  0H

dt ~ dx’ B

Dengan diperoleh dua turunan yaitu x’ dan A’, maka diperlukan
dua kondisi batas untuk menentukan solusi optimal. Jika diberikan
nilai awal x(0) dan nilai akhir x(t;) maka dapat langsung ditentukan
nilai dua turunan tersebut. Sementara itu jika tidak diberikan nilai
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akhir maka suatu kondisi yang disebut sebagai kondisi transversal,
misalnya A(tf) = 0, harus dimasukkan sebagai pengganti kondisi
akhir.

Dengan demikian diperoleh beberapa komponen dalam prinsip
minimum Pontryagin yaitu

() H(t, #,u",2) < H(t, %1, A) untuk setiap ¢ € [0, t¢],

(ii)x’ = Z_’; (persamaan state),
(iii) ' = _‘;_;’ (persamaan costate), (29)
(iv) A(tf) = 0 (kondisi transversal).

Kondisi (i) pada persamaan (2.9) menyatakan bahwa kontrol
optimal u*(t) harus ditentukan untuk meminimumkan fungsi
Hamilton. Pada kasus tertentu ketika fungsi Hamilton dapat
diturunkan terhadap u maka kondisi (i) dapat diganti oleh

H

P (2.10)

Berdasarkan persamaan (2.9) kondisi (ii) dan (iii) dalam prinsip
Pontryagin merupakan sistem Hamilton. Kondisi (iv) adalah kondisi
transversal yang sesuai untuk masalah yang tidak diberikan pada
nilai akhir.

(Chiang, 1992)



2.3 Metode Sweep Maju-Mundur

Salah satu metode numerik yang dapat digunakan untuk
menyelesaikan masalah kontrol optimal, adalah metode Sweep Maju-
Mundur. Algoritma untuk metode ini adalah sebagai berikut.
Langkah 1 : Membuat dugaan awal nilai u.

Langkah 2 : Menggunakan kondisi awal x(0) = x, dan nilai awal
u untuk menyelesaikan persamaan state (x) dengan
langkah maju metode Runge Kutta orde 4.

Langkah 3 : Menggunakan kondisi tranversal )l(tf) = 0, nilai awal
u dan x, untuk menyelesaikan persamaan costate (A)
dengan langkah mundur metode Runge Kutta orde 4.

Langkah 4 : Memperbarui nilai control u dengan memasukkan nilai
x dan A yang baru ke dalam persamaan karakteristik
dari u.

Langkah 5 : Memeriksa konvergensi. Jika nilai galat setiap variabel
dalam iterasi saat ini dan iterasi sebelumnya sangat
kecil maka cetak nilai-nilai saat ini sebagai solusi.
Apabila nilai galatnya tidak sangat kecil maka kembali
ke langkah 2.

(Lenhart dan Workman, 2007)

2.4 Model Penyebaran Tuberkulosis dengan Pengobatan dan
Chemoprophylaxis.

Pada skripsi ini  proses penyebaran tuberkulosis dinyatakan
sebagai suatu persamaan diferensial nonlinear yang disebut model
epidemi SEIR. S adalah subpopulasi individu rentan (susceptible), E
adalah subpopulasi individu terinfeksi laten (exposed), | adalah
subpopulasi individu terinfeksi (infected), dan R adalah subpopulasi
individu sembuh (recovered). N adalah jumlah dari seluruh
subpopulasi, yang dinyatakan dengan N = S + E + [ + R. Diagram
kompartemen yang menggambarkan aliran individu antar
subpopulasi ini dapat dilihat pada Gambar 2.1 berikut.



Bcl
A-H—S
Bcl 1 il
| S ke @ +m)l
Ml os E | N R
4—
qR
us l uEl T uli l‘“ UR l‘

Gambar 2.1 Skema penyebaran penyakit tuberkulosis dengan pengobatan
dan Chemoprophylaxis.

Model penyebaran tuberkulosis dengan pengobatan dan
Chemoprophylaxis diperoleh dengan menterjemahkan diagram
kompartemen ke dalam model matematika. Laju perubahan
subpopulasi individu rentan, terinfeksi laten, terinfeksi dan sembuh
diperoleh sebagai berikut.

2.4.1 Laju perubahan subpopulasi individu rentan (susceptible)

Laju perubahan subpopulasi individu rentan pada waktu t
dipengaruhi oleh parameter A yang menunjukkan koefisien
pertambahan individu rentan, yang dinyatakan sebagai

s 1
ac

Parameter u menunjukkan koefisien pengurangan subpopulasi
individu rentan karena kematian alami, sehingga perubahan
subpopulasi individu rentan pada waktu t berbanding lurus dengan

berkurangnya jumlah individu rentan akibat kematian alami, yaitu

as _
ac

Selanjutnya terdapat interaksi antara subpopulasi individu rentan
dengan subpopulasi individu yang lain, sehingga menyebabkan
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individu rentan menjadi terinfeksi laten maupun terinfeksi. Koefisien
kontak penularan dinyatakan sebagai % Perubahan subpopulasi

individu rentan pada waktu t berbanding lurus dengan berkurangnya
jumlah individu rentan karena adanya kontak dengan individu
terinfeksi laten maupun terinfeksi, yaitu

as Pl
dt N
Dengan demikian, diperoleh laju perubahan subpopulasi individu
rentan persatuan waktu t, yaitu

ds Bcl
— = A— —— uS. 2.11
It N M (2.11)

2.4.2 Laju perubahan subpopulasi individu terinfeksi laten
(exposed)

Jumlah individu terinfeksi laten dipengaruhi oleh jumlah individu
rentan yang menjadi individu terinfeksi laten karena adanya interaksi
atau kontak penularan. Keadaan ini menyebabkan penambahan
jumlah individu terinfeksi laten. Kemudian penularan dari individu
rentan menjadi individu terinfeksi laten dipengaruhi oleh koefisien
kemungkinan terinfeksi sebesar f. Laju perubahan individu terinfeksi
laten berbanding lurus dengan bertambahnya jumlah individu rentan
yang melakukan kontak dengan individu terinfeksi laten pada waktu
t, yaitu

dE BCIS
dt_fN'

Jumlah individu terinfeksi laten berkurang dipengaruhi oleh
kematian alami sebesar u, pertumbuhan alami TB sebesar k, serta
pengobatan yang diberikan pada individu laten sebesar r;. Jadi laju
perubahan subpopulasi individu terinfeksi laten sebanding dengan
parameter yang menyebabkan jumlah individu laten berkurang dalam
satuan waktu t, yaitu

dE
P —(k +1r +p)E.
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Individu terinfeksi laten dapat menjadi individu terinfeksi karena
berinteraksi  dengan individu terinfeksi. Parameter yang
mempengaruhi adanya penularan adalah &;, yang merupakan
parameter modifikasi. Laju perubahan individu terinfeksi laten
menjadi individu terinfeksi dalam satuan waktu t, yaitu

Bcl
—E.
N

dE _
dt ~ 1t

Jumlah individu yang sembuh dapat kembali menjadi individu
terinfeksi laten karena adanya kontak penularan, sehingga
menyebabkan jumlah individu terinfeksi laten bertambah. Laju
perubahan individu sembuh menjadi individu terinfeksi laten dalam
satuan waktu t, yaitu

dE

Ll
—_—= —R.
dt

5
2 N

Dengan demikian, dapat dibuat model laju perubahan subpopulasi
individu terinfeksi laten dalam satuan waktu t sebagai

dE Bl Bel

= s, T E—(k+r +WE

a7 o 1y Bkt (2.12)
+0, ~

2.4.3 Laju perubahan subpopulasi individu terinfeksi (infected)

Pertambahan subpopulasi individu terinfeksi dipengaruhi oleh
jumlah individu rentan yang menjadi individu terinfeksi karena
adanya interaksi atau kontak penularan. Hal ini menyebabkan
penambahan jumlah individu terinfeksi. Selain itu, penularan dari
individu rentan menjadi individu terinfeksi dipengaruhi oleh
koefisien kemungkinan terinfeksi sebesar (1 — f). Laju perubahan
individu terinfeksi sebanding dengan bertambahnya jumlah individu
rentan yang melakukan interaksi dengan individu terinfeksi pada
waktu t, yaitu

ar 1 BCIS
- A-D s
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Adanya penularan dari individu terinfeksi meyebabkan perubahan
individu terinfeksi laten menjadi individu terinfeksi, sehingga
menyebabkan bertambahnya subpopulasi individu terinfeksi. Laju
perubahan individu terinfeksi berbanding lurus dengan bertambahnya
individu terinfeksi laten yang menjadi individu terinfeksi per satuan
waktu, yaitu

dl Bl
E - 51 WE.
Pertumbuhan alami TB sebesar k menyebabkan jumlah individu
terinfeksi bertambah. Pertambahan ini sebanding dengan laju
perubahan individu terinfeksi pada waktu t yaitu

dal LE
e

Berkurangnya jumlah individu terinfeksi dipengaruhi oleh
kematian alami sebesar u, penyembuhan alami TB sebesar p, serta
pengobatan yang diberikan pada individu terinfeksi sebesar r,, dan
kematian yang terjadi karena penyakit TB  sebesar d. Laju
perubahan individu terinfeksi berbanding lurus dengan parameter
yang menyebabkan individu terinfeksi berkurang dalam satuan
waktu t, yaitu

dl
P —p+ry+u+ad)l

Individu sembuh dapat mengalami kambuh dan dapat kembali
menjadi individu terinfeksi, sehingga koefisien kambuh yang
menyebabkan individu sembuh menjadi individu terinfeksi
dinyatakan dalam gq. Laju perubahan individu terinfeksi berbanding
lurus dengan bertambahnya individu terinfeksi karena kambuh pada
waktu t, yaitu

dl

&R
a1

Dengan demikian dapat dibuat model laju perubahan subpopulasi
individu terinfeksi per satuan waktu, yaitu

13



dl—(l )ﬁ615+8 ﬁCIE+kE
- U= DS+a (2.13)

—(p+r,+pu+d)l+qR.
2.4.4 Laju perubahan subpopulasi individu sembuh (recovered)

Adanya pengobatan menyebabkan jumlah individu yang sembuh
dapat bertambah. Pertambahan individu sembuh dari individu
terinfeksi laten dinyatakan per satuan waktu, yaitu

dR
E = TlE.

Pertambahan subpopulasi individu sembuh dikarenakan adanya
koefisien alami penyembuhan dan perawatan pada individu
terinfeksi, sehingga dapat menjadi individu sembuh. Laju perubahan
individu sembuh pada waktu t berbanding lurus dengan
bertambahnya individu sembuh dari individu terinfeksi, yaitu

dR
E =(p+mn)l
Parameter 1 menunjukkan koefisien kematian alami dari individu

sembuh. Berkurangnya jumlah individu sembuh terjadi karena
individu sembuh kambuh menjadi individu terinfeksi, hal ini
dinyatakan dalam g. Perubahan subpopulasi individu sembuh pada
waktu t berbanding lurus dengan berkurangnya jumlah individu
sembuh akibat kematian alami dan kambuh menjadi individu
terinfeksi , yaitu

dR
—= —(@+wR.

dt
Jumlah individu sembuh dapat berkurang karena adanya interaksi
dengan individu terinfeksi laten, sehingga menyebabkan individu
sembuh menjadi individu terinfeksi laten. Laju perubahan individu
sembuh berbanding lurus dengan adanya kontak penularan dari

individu sembuh menjadi individu terinfeksi laten, yaitu
14



dR

pcl
— = —R.
dt

-5
2 N

Dengan demikian dapat dibuat model laju perubahan subpopulasi

individu sembuh per satuan waktu, yaitu

dt

dR Bcl
—=nE+@+nr)—(q+wR-6, TR'

(2.14)

Berdasarkan persémaan (2.11), (2.12), (2.13), dan (2.14) model

ds Bl
i A—TS—/JS,
dE Bcl Bcl
T fTS—617E—(k+r1 + WE
Bcl
+6ZTR,
%= (1—f)%5+61%E+kE

—(p+ry+u+dI+qR,

dt

dR Bcl
—=nE+(@+nr)l—-(q +,u)R—527R.

penyebaran tuberkulosis dengan pengobatan dan Chemoprophylaxis
dapat dituliskan sebagai berikut

(2.15)
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dengan

= subpopulasi individu rentan,

= subpopulasi individu terinfeksi laten,
= subpopulasi individu terinfeksi,

= subpopulasi individu sembuh,

= total subpopulasi,

= koefisien rekrutmen,

= koefisien kematian karena TB,

= koefisien kematian alami,

= koefisien penularan,

= rata-rata kontak per wilayah,

= koefisien alami pertumbuhan TB,
= koefisien alami penyembuhan,

= koefisien terjadinya kambuh,

= koefisien pengobatan infeksi laten,
Ty = koefisien pengobatan infeksi,

f = kemungkinan terinfeksi laten,
61,0, = parameter modifikasi.

QAT ITODV/RT A= ~IN0

=

(Bhunu, 2008)
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BAB Il
PEMBAHASAN

Pada bab ini dibahas formulasi model penyebaran tuberkulosis
dengan pengobatan dan Chemoprophylaxis setelah diberikan variabel
kontrol optimal. Pembahasan dalam skripsi ini menerapkan prinsip
minimum Pontryagin untuk menyelesaikan kontrol optimal.
Selanjutnya dilakukan beberapa simulasi numerik dengan metode
Sweep Maju Mundur untuk mengilustrasikan model penyebaran
tuberkulosis dengan pengobatan dan Chemoprophylaxis, dengan dan
tanpa kontrol optimal.

3.1 Formulasi Model dengan Kontrol

Model matematika yang dibahas dalam skripsi ini adalah
modifikasi penyebaran tuberkulosis dengan pengobatan dan
Chemoprophylaxis yang telah diuraikan pada bab sebelumnya,
mengacu pada model matematika yang terdapat dalam artikel Bhunu
(2008). Dalam artikel Bhunu (2008) tidak terdapat variabel kontrol,
maka dalam model ini ditambahkan tiga variabel kontrol. Berikut ini
disajikan diagram kompartemen perubahan kepadatan subpopulasi S,

E, I,dan R. un E
1 BCIS
=N
Bcl
A S N E 61‘87kE | (p + quZ)I R
l (1—wu3)q
uS JE T » R ‘
} } u
Bcl

oy N R

Gambar 3.1 Diagram kompartemen model.

Model kontrol optimal pada tuberkulosis dengan pengobatan dan
Chemoprophylaxis diperoleh dengan menterjemahkan diagram

17



kompartemen pada Gambar 3.1 ke dalam model matematika sesuai
dengan artikel Agusto (2009). Secara umum penurunan model
matematika dengan kontrol sama seperti yang telah dijelaskan pada
bab sebelumnya. Pada subbab ini dijelaskan mengenai penambahan
variabel kontrol pada model (2.15).

3.1.1 Laju perubahan subpopulasi individu rentan

Keadaan yang terjadi pada subpopulasi individu rentan tidak
terdapat penanganan khusus pada individunya. Hal ini menyebabkan
tidak adanya pemberian variabel kontrol, sehingga laju perubahan
subpopulasi individu rentan sama dengan penjabaran pada bab
sebelumnya yaitu

ds Bcl
— — uS. 3.1
P A N S—uS (3.1)

3.1.2 Laju perubahan subpopulasi individu terinfeksi laten

Jumlah individu terinfeksi laten berkurang karena adanya
penerapan kontrol u,(t) pada pengobatan individu terinfeksi laten
sebagai upaya pemberian Chemoprophylaxis. Hal ini menyebabkan
laju perubahan subpopulasi individu terinfeksi laten dengan kontrol
sebagai

dE Bl Bcl
E: fTS—(SlTE—(k-FulTl-FH)E
Bcl (3.2)
+8, R,

3.1.3 Laju perubahan subpopulasi individu terinfeksi

Adanya pemberian kontrol wu,(t) pada pengobatan individu
terinfeksi  dengan pemberian pengobatan membuat jumlah
subpopulasi individu terinfeksi berkurang. Selanjutnya diberikan
kontrol u5(t) berupa penangan kambuh pada individu sembuh. Oleh
karena itu, laju perubahan subpopulasi individu terinfeksi dengan
kontrol yaitu

dl cl cl
P (1 —f)%5+ 61%E +kE—(p+ur, +u+d)l (3.3)
18



+ (1 —u3)qR.
3.1.4 Laju perubahan subpopulasi individu sembuh

Adanya kontrol u4 (t) yang diberikan pada individu terinfeksi laten
berupa pemberian Chemoprophylaxis, kontrol u,(t) pada individu
terinfeksi berupa pengobatan, menyebabkan subpopulasi individu
sembuh bertambah per satuan waktu. Perlu dilakukan upaya
pencegahan terhadap individu sembuh agar tidak kambuh dan kembali
menjadi individu terinfeksi, sehingga kontrol us(t) diberikan pada
individu sembuh. Laju perubahan subpopulasi individu sembuh
dengan kontrol yaitu

= unE+ @+unrn)l-— ((1 —uz)q + ,u) R
Bl (3.4)

—8,—R.
2N

dt

Berdasarkan persamaan (3.1), (3.2), (3.3), dan (3.4) diperoleh
model  penyebaran  tuberkulosis dengan pengobatan dan
Chemoprophylaxis dengan kontrol u,(t), u,(t) dan us(t) berupa
sistem persamaan diferensial biasa nonlinear sebagai berikut

dS_A ﬂcIS s
dt N Ko
A bl s P ek vugr + wE+8,P0 R
dt_fN 17y ( uiry + 1) 2y 1Y
dl Bcl Bcl
%:(1—f)TS+617E+kE—(p+u2T2+,U+d)1 (3.5)
+(1_u3)qR'
R
E = ulrlE + (p + uzrz)l - ((1 - u3)q + #)R
Bcl
-5, —R.
2N
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3.2 Penyelesaian Kontrol Optimal

Tujuan yang ingin dicapai dalam menyelesaikan masalah kontrol
optimal pada model (3.5) adalah meminimumkan subpopulasi
terinfeksi laten dan terinfeksi serta meminimumkan pemberian kontrol
Chemoprophylais, kontrol pengobatan, dan kontrol penanganan
kambuh dengan meminimumkan fungsi tujuan berikut.

tf

J™up" ug™) = f ALE() + A1 (1) + Cru + Cur® (3
0
+C3u32J

dengan kendala berupa sistem persamaan (3.5), A; adalah bobot yang
dikenakan pada individu laten, A, adalah bobot yang dikenakan pada
individu terinfeksi, C; adalah faktor bobot biaya untuk pemberian
Chemoprophylaxis, €, adalah faktor bobot biaya untuk
pengobatan, C; adalah faktor bobot biaya untuk penanganan kambubh,
dan t; adalah waktu akhir. Kemudian akan ditentukan u,* , u,* dan
u3* sehingga berlaku

Jui™up" us™ ) = min {J(ug™,up",usz™) 2wt up", uz" e U,

dengan U = {u,(6), uy(t), u3(t) : a; < uy(t),uy(t), us(t) < by,
i =123t € [0,t]}.

Untuk memperoleh kontrol optimal dibentuk fungsi Hamilton,
yaitu

H= AJE +A,] +C,u;? + C, u* + Cyu,?

4+, |14 ﬁCIS S]
1 N u
cl cl cl (3.7)
+1; [f%s —61%E —(k+wn +p)E + SZ%R]

+ [ (- HE S+ B+ B (p+upr, +p+d)]
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+ (1 —-u3)gR]
pcl
A4 [ E + (p+ur )l —((1—uz)q+ w)R - SZTR

Menurut prinsip minimum Pontryagin, fungsi Hamilton mencapai
solusi optimal jika persamaan state dan costate berlaku dan kondisi
stationer terpenuhi.

Persamaan state untuk masalah kontrol optimal (3.6) dengan
kendala (3.5) dan fungsi Hamilton (3.7) adalah

0H _ dS Bel

P

OH dE Bel

- d f —51—E (k+wr, +p)E
+52aR,

aH—dI—(l )ﬁds+8ﬁdE+kE

YN Ta S P 1N (3.8)
—(p+u2T2 +.u+d)] + (1—u3)qR,

OH _dR o ;

oA, dt wnrE + (p +upry)

I
—((1 —uz)q + #)R 52 fe

dengan kondisi awal S(0) = S,, E(0) = E,, 1(0) = I,, dan R(0) =
Ry.

Persamaan costate untuk masalah kontrol optimal (3.6) dengan
kendala (3.5) dan fungsi Hamilton (3.7) adalah

S AR
+2a (- ©9)
di,  oH Bel

9t - 3E —[41 +/12(—51T— (k +ur + )

21



pcl
+/13 (61 T + k) + /14u1r1],

dA 0H BcS E
R R NP Ny
,3 [3 BCcE

—)+/13(1—f)—)+51
—(p + U, +u+d)+ /14(p + u2r2
s BcR
dAa aH 2 Nﬁ]l
4
i - 9R [/12 + A3((1 —u3)q)

1
—14(<1 —upg +u) + 8,00

dengan kondisi transversal A, (¢7) = 2,(tr) = 23(¢r) = 24(t) = 0.

Kondisi stationer untuk masalah kontrol optimal (3.6) dengan
kendala (3.5) dan fungsi Hamilton (3.7) adalah

0H
a) W =0 e 2C1u1 - /127'1E + A4T1E =0
1
(=1 2C1u1 rlE(){z - 14) = 0
. rE; — Ay)
W ET0
1

karena didefinisikan a1 < u; < b, , solusi u,*adalah

a, <a
ut = {ul*, ay <u*<b
bl; ul* = bl-
Jadi kontrol optimal u;* dapat dinyatakan sebagai
rE(A, — ) ]}

Uu,* = minJ by, max |a4,

(3.10)
0H
b) a_ =0 & ZCZuZ _)137‘21 +A4T2] =0

Uy
(=1 2C2u2 7"21(/’13 - /14) =0
1Az — A4)

@UZ*— 2C2
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karena didefinisikan a2 < u, < b, , solusi u,*adalah

aZ; uz* S aZ
uz* = uz*, a; < uz* < b2
b2; uZ* 2 b2-

Jadi kontrol optimal u,* dapat dinyatakan sebagai
" . 11(A3 — A4)
U™ = min{ by, max |a,, —————— | .
2C,

0H
C) —=0 & 2C3u3 —A3CIR + A4qR =0

Jus
& 2C3u; —qR(A3—14) =0
oy = qR(A3 — A4)
2C,
karena didefinisikan as < uz < b3, solusi u, *adalah

as, uz* < as

uz* =4uz*, az <uz* < bz
bs, usz* = bs.

Jadi kontrol optimal us* dapat dinyatakan sebagai
R { [ qR(/lg—/h)]}
u3* = min{ bs, max (a3, ————— |-

2C5

Sistem optimal diperoleh dengan memasukkan kontrol optimal
u* ke sistem persamaan state (3.8) dan costate (3.9) sehingga
diperoleh sistem persamaan diferensial biasa yang terdiri dari 8
persamaan berikut

ast_ . _pel’ .
at N Ho
dE* pcl* . pcl” . i i

Bcl”* (3.11)

o) R*
dI* " IX’ I ’ Bel*
Cc C

= (L= )= S" 4 8 E" + kE

—-ptur,+pu+d)I"+ (1—u3")qR",
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dR* * * * * * *
= u'mE* + (p+uy )l — ((1 —usz")q +y)R

dt -
C
_52ﬁ R*,
dA Bel* Bel”
() 2 (r5)
Bel*

+13 ((1 - T>]”
dA, Bel” .
= A+ (=0 = (k+uy'ry + )

Bel”

+1; (51 T k) + Aqus"n1],
dis BcS* pcS*  BcE® PR
= -+ (- S+ )

BcS* BCE* .
(1= +o——— @ +w'n+u+d
. BcR*

A, (p + uy*r, — 6, N 1,
aAa Bel* . *
— = Tl 251~ u5)9) = A4((1 —u37)q + 1)

Bcl*
5
10, N ]

dengan kondisi batas vyaitu S(0) =S, E(0) = E,, 1(0) = I,
R(0) =Ry,  A(tr) =2,(tr) = 23(tr) = A4(¢r) = 0. Untuk
menyelesaikan kasus tersebut digunakan metode Runge Kutta maju
dan Runge Kutta mundur karena pada 4 persamaan pertama diketahui
nilai awalnya, sedangkan 4 persamaan terakhir diberikan nilai
akhirnya

3.3 Solusi Numerik

Metode numerik yang digunakan untuk menyelesaikan sistem
persamaan (3.11) adalah metode Sweep Maju-Mundur dengan
mendiskritisasi interval [0,ts] menjadi titik-titik ¢; =0+ ih,i =
0,1,..,n, dengan h merupakan ukuran langkah waktu sehingga t, =
ty. Selanjutnya nilai variabel-variabel w4, uy, us, S, E, I, R,
A1, A3, A3,dan A, pada titik t; dinyatakan sebagai uq (i), u,(i),
U3(l), S(l), E(l)' I(l)' R(l), Al(l)l Az(l), 2.3(1), dan /14(1)
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Nilai hampiran variabel state S, E,I, R diperoleh dengan metode
Runge Kutta orde 4 maju dengan nilai awal S(0) = S,, E(0) = E,,
1(0) =1I,, dan R(0) = R,, sedangkan variabel costate A, A,, A3,
dan 4, didekati dengan metode Runge Kutta orde 4 mundur dengan
nilai awal Al(tf) =0, Az(tf) =0, Ag(tf) =0, 14(tf) =0.

Langkah-langkah algoritma tersebut sebagai berikut.

Langkah 1

Membuat tebakan nilai awal untuk variabel kontrol uq, u,, us
Langkah 2

Dengan menggunakan nilai awal S(0) = S,, E(0) = E,, 1(0) = I,,
R(0) = R,.

Untuki = 0:n—1 hitung S(i + 1),E(i+1),I1(i+1),dan R(i + 1)
menggunakan Runge Kutta orde 4 langkah maju.

Langkah 3

Dengan menggunakan nilai awal 2,(tf) = 0,2,(tf) = 0,23(¢7) =
0dan 2,(t) =0. Hitung A;(k —1),2,(k — 1),43(k — 1), dan
A(k — 1),k =n,(n—1),..1 menggunakan Runge Kutta orde 4
langkah mundur.

Langkah 4

Memperbarui nilai kontrol wuq,u,,u; dengan memasukkan nilai
S,E,I,R,A4,1,,A5,dan A, ke dalam persamaan karakteristik dari
U4, Uy, Uz yang optimal.

Langkah 5

Memeriksa konvergensi. Jika nilai galat setiap variabel dalam iterasi
saat ini dan iterasi sebelumnya sangat kecil maka cetak nilai-nilai saat
ini sebagai solusi. Tetapi, jika nilai galatnya tidak sangat kecil maka
kembali ke langkah 2.

Untuk memberikan gambaran tentang model penyebaran
tuberkulosis dengan pengobatan dan Chemoprophylaxis, dilakukan
simulasi numerik dengan nilai awal dan parameter yang digunakan
Agusto (2009) sebagai berikut.
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Tabel 3.1 Nilai awal yang digunakan

Nilai awal
So 95703
E, 13670
I, 1950
Ry 0

Tabel 3.2 Nilai parameter yang digunakan

Parameter Keterangan Nilai
U Koefisien kematian alami 0.01 per tahun
A Koefisien rekrutmen 3000 per tahun
d Koefisien kematian akibat TB 0.3 per tahun
B Koefisien penularan 0.35 per tahun
f Koefisien kemungkinan terinfeksi | 0.99 per tahun
q Koefisien terjadinya kambuh 0.05 per tahun
k Koefisien alami peyembuhan TB | 0.00013 per

tahun

c Rata-rata kontak per wilayah 21 per hari
D Koefisien alami penyembuhan 0.2 per tahun
e :zi)ee:isien pengobatan terinfeksi 0.7 per tahun
1 Koefisien pengobatan terinfeksi 0.55 per tahun
[ Parameter modifikasi 0.7 per tahun
0, Parameter modifikasi 0.9 per tahun
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3.3.1 Simulasi |

Pada simulasi | diterapkan perawatan tuberkulosis tanpa
menggunakan kontrol Chemoprophylaxis (u;*), sehingga kontrol
pengobatan (u,*) dan penanganan kambuh ( u;*) yang dioptimalkan.
Dengan menggunakan nilai awal dan nilai parameter pada Tabel 3.1
dan Tabel 3.2 serta dipilih nilai bobot A1 =10, A2 =10, C1 =0,
C2 =45, €3 =55 pada fungsi objektif diperoleh pengaruh adanya
kontrol. Simulasi dilakukan dengan waktu awal t = 0 (tahun) dan
waktu akhir t; = 25 (tahun).

Pada Gambar 3.2 (a) subpopulasi individu rentan sebelum kontrol
mengalami penurunan hingga waktu t = 3,8 (tahun), jumlahnya
mencapai 81.440 individu. Kemudian jumlahnya beranjak naik
hingga waktu akhir mencapai 100.900 individu. Untuk subpopulasi
individu rentan setelah kontrol mengalami penurunan yang drastis,
yaitu mencapai 636,5 individu pada waktu akhir.

Pada Gambar 3.2 (b) terlihat grafik kepadatan subpopulasi individu
terinfeksi laten sebelum kontrol mengalami penurunan hingga waktu
akhir, yaitu mencapai 2.379 individu, sedangkan grafik sesudah
kontrol mengalami peningkatan maksimum mencapai 54.300
individu pada waktu t = 4,67 (tahun). Selanjutnya, grafik sesudah
kontrol mengalami penurunan hingga waktu t = 25 (tahun). Jumlah
subpopulasi individu terinfeksi laten setelah kontrol menurun hingga
mencapai 3088 individu. Jumlah subpopulasi individu terinfeksi
laten mengalami peningkatan setelah kontrol, hal ini dikarenakan
tidak adanya pemberian kontrol — u;* Chemoprophylaxis pada
individu terinfeksi laten.

Gambar 3.2 (c) menunjukkan grafik subpopulasi individu
terinfeksi sebelum dan sesudah kontrol. Jumlah subpopulasi individu
terinfeksi sebelum kontrol turun mencapai jumlah 250,8 individu
pada waktu akhir t =25 (tahun). Sebaliknya sesudah kontrol
mencapai jumlah maksimal pada waktu t = 5,9 (tahun) sebesar
62.840 individu, kemudian jumlah individu turun pada waktu akhir
hingga 9.692 individu.
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Gambar 3.2 Simulasi model tanpa dan dengan kontrol optimal tanpa u4,
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Pada Gambar 3.2 (d) kepadatan subpopulasi individu sembuh
sebelum kontrol beranjak naik hingga waktu akhir mencapai jumlah
47.250 individu. Kepadatan subpopulasi individu sembuh setelah
kontrol mencapai jumlah maksimal sebesar 11.800 individu pada t =
5,5 (tahun) dan menurun hingga 1.708 saat t = 25 (tahun).

@ (b)

0
0 5 10

a

Gambar 3.3 Kontrol optimal w4, u,*dan uz™ untuk simulasi |

Dengan pemberian kontrol wu,* dan wu3* (tanpa uy*)
menyebabkan pemberian kontrol belum optimal. Hal ini terlihat dari
jumlah subpopulasi individu terinfeksi laten dan terinfeksi yang masih
tinggi. Pemberian kontrol sebesar b = 1 ditunjukkan pada Gambar
3.3, bahwa kontrol u,* dan u3* yang diberikan maksimum sampai
tahun ke-5,5 kemudian dihentikan. Selanjutnya diberikan lagi pada
tahun ke-7,7 hingga akhir.
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3.3.2 Simulasi Il

Pada simulasi Il diterapkan perawatan tuberkulosis tanpa
menggunakan kontrol pengobatan (u,*), sehingga kontrol
Chemoprophylaxis (u;*) dan penanganan kambuh (u3*) yang
dioptimalkan. Dipilih nilai bobot A1 =10, A2 =10, C1 = 20,
C2 =0, C3 = 55. Berdasarkan Gambar 3.4 terlihat perbedaan antara
sebelum dan sesudah kontrol pada semua subpopulasi. Gambar 3.4 (a)
menunjukkan subpopulasi individu rentan yang mengalami
peningkatan mencapai 1.222.700 individu pada t = 25 (tahun). Pada
simulasi Il jumlah subpopulasi individu rentan lebih tinggi
dibandingkan dengan simulasi |.

Gambar 3.4 (b) menunjukkan subpopulasi individu terinfeksi laten
yang mengalami penurunan setelah kontrol. Pada waktu t = 25
(tahun) subpopulasi individu terinfeksi laten mencapai nilai akhir
sebesar 0.008134 individu. Pada simulasi Il jumlah subpopulasi
individu terinfeksi laten lebih rendah dibandingkan dengan simulasi
I. Hal ini dikarenakan adanya pemberian kontrol u,* kepada individu
terinfeksi laten.

Kepadatan subpopulasi terinfeksi ditunjukkan pada Gambar 3.4 (c)
yang mengalami penurunan setelah kontrol. Jumlah subpopulasi
individu terinfeksi mencapai 2,498e — 006 individu pada waktu t =
25 (tahun).

Selanjutnya Gambar 3.4 (d) menunjukkan kepadatan subpopulasi
individu sembuh yang mengalami penurunan dibandingkan sebelum
kontrol. Jumlah subpopulasi individu sembuh setelah kontrol
mencapai 27.660 individu pada waktu t = 25 (tahun). Jumlah ini
lebih banyak jika dibandingkan dengan simulasi 1.

Gambar 3.5 menunjukkan pemberian kontrol sebesar b = 1 yang
dilakukan selama masa pengobatan. Dapat dilihat pada Gambar 3.5 ()
pemberian kontrol Chemoprophylaxis wu;* secara konstan dan
maksimal sampai waktu t = 23,5 (tahun), mengakibatkan jumlah
individu terinfeksi laten berkurang dibandingkan dengan simulasi I.
Selanjutnya Gambar 3.5 (b) menunjukkan tidak adanya pemberian
kontrol u,*. Gambar 3.5 (c) menunjukkan kontrol u;* penangan
kambuh diberikan secara maksimum sampai waktu akhir t =
25 (tahun). Dapat kita ketahui bahwa pemberian kontrol pada simulasi
Il cukup optimal.
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Gambar 3.5 Kontrol optimal u,*, u,*dan u3* untuk simulasi Il

3.3.3 Simulasi 111

Pada simulasi Il diterapkan perawatan tuberkulosis tanpa
menggunakan kontrol penanganan kambuh (us* ), sehingga kontrol
Chemoprophylaxis (u,* ) dan pengobatan ( u,* ) yang dioptimalkan.
Diberikan nilai bobot Al =10, A2 =10, C1 =10, C2 =45,
C3 = 0 serta nilai kontrol b = 1.

Dengan nilai kontrol b = 1 menyebabkan tidak adanya perubahan
pada tiap-tiap subpopulasi setelah kontrol. Subpopulasi rentan,
subpopulasi terinfeksi laten, subpopulasi terinfeksi dan subpopulasi
sembuh setelah kontrol memiliki jumlah individu yang sama dengan
sebelum kontrol, yaitu 100.900, 2379, 250,8 dan 47.250 individu.
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Gambar 3.6 merupakan grafik kepadatan subpopulasi dengan
menggunakan nilai kontrol b = 0.9. Gambar 3.6 (a) menunjukkan
subpopulasi individu rentan setelah kontrol memiliki jumlah yang
lebih rendah dibandingkan dengan sebelum kontrol, yaitu sebesar
99.630 individu pada waktu akhir. Gambar 3.6 (b) menunjukkan
subpopulasi individu terinfeksi laten setelah kontrol berjumlah 2679
individu pada waktu akhir. Gambar 3.6 (c) menunjukkan subpopulasi
individu terinfeksi setelah kontrol berjumlah 256 individu pada waktu
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akhir. Dan Gambar 3.6 (d) menujukkan subpopulasi individu sembuh
setelah kontrol berjumlah 47.690 individu pada waktu akhir.

Gambar 3.7 (a) dan (b) merupakan grafik pemberian kontrol
u,* dan u,* secara maksimal sebesar b = 0.9 selama t = 25 (tahun).
Gambar 3.7 (c) menunjukkan tidak adanya pemberian kontrol
u3* pada model. Dapat diketahui pada simulasi 11l bahwa pengobatan
pdengan menggunakan nilai kontrol yang sama dengan simulasi
sebelumnya, tidak menunjukkan perbedaan sebelum dan sesudah
kontrol.
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Gambar 3.7 Kontrol optimal u;*, u,*dan u3* untuk simulasi Il
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3.3.4 Simulasi IV

Selanjutnya pada simulasi 1V diterapkan kombinasi perawatan
tuberkulosis menggunakan kontrol Chemoprophylaxis wu,*, kontrol
pengobatan u,* dan penangan kambuh wus;* secara bersamaan.
Dengan diterapkan nilai bobot A1 = 10, A2 =10, C1 = 20, C2 = 45,
€3 = 55 pada fungsi objektif serta nilai kontrol b = 1. Pemberian nilai
pada semua bobot mengakibatkan adanya pengaruh yang besar dan
kondisi paling optimal kontrol optimal dibandingkan dengan simulasi
sebelumnya.

Dapat dilihat pada Gambar 3.8 (a) bahwa subpopulasi individu
rentan mengalami kenaikan yang lebih tinggi dibandingkan dengan
kondisi sebelumnya, yaitu mencapai 123.000 individu. Pada Gambar
3.8 (b) menunjukkan pengaruh kontrol pada individu terinfeksi laten
yang mengalami penurunan sampai 0,007993 individu. Sedangkan
dengan pemakaian nilai kontrol b = 0,9 menyebabkan jumlah
subpopulasi individu rentan mencapai 120.100 individu dan individu
terinfeksi laten mencapai 179 individu.

Terjadi perubahan pada subpopulasi individu terinfeksi setelah
adanya kontrol, ditunjukkan pada Gambar 3.8 (c). Subpopulasi
terinfeksi berkurang hingga 2,428e — 006 individu. Gambar 3.8 (d)
menunjukkan pengaruh kontrol pada individu sembuh yang
mengalami kenaikan mencapai 29.130 individu. Jumlah individu
sembuh setelah kontrol lebih rendah dibandingan sebelum kontrol,
yaitu sebesar 47.250 individu. Dengan pemakaian nilai kontrol b =
0,9 menyebabkan nilai subpopulasi individu terinfeksi mencapai
15,92 individu dan subpopulasi individu sembuh mencapai 31.430.
Pemakaian nilai kontrol b = 1 menyebabkan jumlah subpopulasi
individu terinfeksi laten dan terinfeksi berkurang lebih banyak
dibandingkan dengan pemakaian nilai kontrol b = 0,9 , meskipun
dengan kontrol b = 0,9 jumlah individu sembuh lebih banyak. Hal ini
menunjukkan bahwa pemakaian nilai kontrol yang lebih besar
mengakibatkan terjadinya keefektifan dalam pengobatan dan
pemberian kontrol.
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Gambar 3.8 Simulasi model tanpa dan dengan kontrol optimal
serentak, ( A1 =10, A2 =10, C1 =10, C2 =45, €3 =55)
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T P e T

Gambar 3.9 (a) merupakan grafik kontrol optimal wu;* dengan
pemberian Chemoprophylaxis secara maksimal sebesar b = 1 kepada
individu terinfeksi laten hingga tahun ke-23,5. Kemudian pemberian
kontrol turun secara perlahan dan pada tahun ke-25 kontrol dihentikan.
Pada Gambar 3.9 (b) dapat dilihat bahwa pemberian kontrol
pengobatan (u,*) maksimal (b = 1) diberikan hingga 17,98 tahun,
kemudian menurun sampai tahun ke-25. Sedangkan kontrol optimal
us” diberikan konstan sebesar b = 1 hingga tahun ke-25. Dari kontrol
tersebut dapat kita ketahui bahwa dengan kombinasi semua kontrol
(uq”, upy"dan u3*) menunjukkan bahwa waktu yang diperlukan
dalam pengobatan lebih singkat dibandingkan dengan simulasi
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sebelumnya, serta kondisi ini lebih optimal dibandingkan dengan
kondisi sebelum-sebelumnya.
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Gambar 3.10 Kontrol optimal u4*, u,*danus* dengan b = 0,9

Selanjutnya dibandingkan pemberian kontrol sebesar b = 0,9,
maka pemberian kontrol optimal u,*, u,*dan us* dilakukan selama
25 tahun. Hal ini digambarkan pada Gambar 3.10 yang menunjukkan
pemberian kontrol dengan nilai b = 0,9. Dari kondisi ini dapat
diketahui bahwa dengan kontrol sebesar b = 1 lebih efektif dan
membutuhkan waktu yang lebih pendek dalam menurunkan jumlah
subpopulasi terinfeksi laten dan subpopulasi terinfeksi jika dibanding
dengan pemberian kontrol sebesar b = 0,9. Sehingga kombinasi
kontrol u;*, u,*dan us3* lebih efektif dengan nilai kontrol b = 1.
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BAB IV
KESIMPULAN

4.1 Kesimpulan

Dari pembahasan skripsi pada bab sebelumnya, dapat

disimpulkan hal-hal berikut.

1.

Model penyebaran tuberkulosis dengan pengobatan dan
Chemoprophylaxis dikembangkan dengan menambah tiga
variabel kontrol, yaitu kontrol Chemoprophylaxis, kontrol
pengobatan, dan kontrol penanganan kambuh.

Kontrol yang optimal diperoleh dengan menerapkan prinsip
minimum Pontryagin pada model penyebaran tuberkulosis
dengan pengobatan dan Chemoprophylaxis.

Simulasi numerik menunjukkan perbedaan hasil dari masing-
masing  pengobatan.  Pengobatan dengan  menerapkan
pemberian  Chemoprophylaxis, pengobatan tuberkulosis dan
penanganan kambuh secara serentak menunjukkan pengobatan
yang paling efektif dalam meminimumkan jumlah populasi
terinfeksi laten dan populasi terinfeksi.
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LAMPIRAN 1
Program MATLAB plot Gambar SEIR tanpa kontrol

function

dy=State(y, lamda,beta,c,mu, £,d1,d2,%k,d,q,rl,r2,p)
NO=y (1) +y (2) +y (3) +y (4) ;

x (1)=lamda- (beta*c*y (3) /NO) *y (1) -mu*y (1) ;

x(2)=f* (beta*c*y (3) /NO) *y (1) -

dl* (beta*c*y(3)/N0) *y(2) -

(k+rl+mu) *y (2) +d2* (beta*c*y (3) /NO) *y (4) ;

x(3)=(1-

f)* (beta*c*y (3) /NO) *y (1) +d1* (beta*c*y (3) /NO) *y (2) +k
*y (2) - (ptr2+mu+d) *y (3) +g*y (4) ;
x(4)=rl*y(2)+ (p+r2) *y (3) - (g+tmu) *y (4) -

d2* (beta*c*y (3) /NO) *y (4) ;

dy=[x(1) x(2) x(3) x(4)];

close all;clear all;clc;
S0=95703; E0=13670; I0=1950; RO0=0;
NO=SO0+EO+IO0+RO;

lamda=3000;mu=0.01;c=21;
d=0.3;beta=0.35;k=0.00013;
p=0.2;9=0.005;r1=0.7;
r2=0.55;d1=0.7;d2=0.9;£=0.99;

bl=1;b2=1;b3=1;
h=0.0001;
t=0:h:25;
N=length (t);

S=zeros (N, 1) ;E=zeros (N,1l);I=zeros (N, 1) ;R=zeros (N, 1;
So=zeros (N, 1) ;Eo=zeros (N, 1) ;Io=zeros(N,1);Ro=zeros
N,1);

tes=1;
it=0;

S(1)=S0; E(1)=E0;I(1)=I0; R(1)=RO;
for i=1:N-1
y=[S(i) E(i) I(i) R(i)];
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kl=h*State(y, lamda,beta,c,mu, f,d1,d2,k,d,q,rl,r2,p;

k2=h*State(y+0.5*k1l, lamda,beta,c,mu, £,d1,d2,%k,d,q,r
1,1?2/}3);

k3=h*State (y+0.5*k2, lamda, beta,c,mu, f,d1,d2,k,d,q,r
1,r2,p);

k4=h*State (y+k3,lamda,beta,c,mu, £f,d1,d2,k,d,q,rl, r2

' P)
y=y+(1/6) * (k1+2*k2+2*k3+k4) ;

figure (1)

plot(t,S, 'b-', 'linewidth',4); hold on;

xlabel ('Time (Year) '");

ylabel ('S (t)");

legend ('S tanpa kontrol','S dengan
kontrol');

figure (2)
plot(t,E, 'b-', "linewidth',4); hold on;
xlabel ('Time (Year) '");

ylabel ("E(t) ") ;
legend ('E tanpa kontrol','E dengan
kontrol"')

figure (3)
plot(t,I,'b-", "linewidth',4); hold on;
xlabel ('Time (Year) '");

ylabel ("I (t)");
legend('I tanpa kontrol','I dengan
kontrol');

figure (4)
plot(t,R, '"b-', "linewidth',4); hold on;
xlabel ('Time (Year) '");

ylabel ('"R(t) ")
legend ('R tanpa kontrol', 'R dengan
kontrol');
end
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LAMPIRAN 2
Program MATLAB plot Gambar SEIR dengan kontrol

function

dy=ST(y,ul,u2,u3, lamda,beta,c,mu, £,tl,t2,%k,d,q,rl,
r2,p)

NO=y (1) +y (2)+y (3) +y (4) ;

x (1)=lamda- (beta*c*y (3) /NO) *y (1) -mu*y (1) ;

x (2)=f* (beta*c*y (3) /NO) *y (1) -

tl* (beta*c*y (3)/N0) *y(2) -

(k+ul*rl+mu) *y (2) +t2* (beta*c*y (3) /NO) *y (4) ;
x(3)=(1-

f)* (beta*c*y (3) /NO) *y (1) +tl* (beta*c*y(3) /N0O) *y (2)
+k*y (2) - (ptu2*r2+mu+d) *y (3) + (1-u3) *g*y (4) ;

X (4)=ul*rl*y(2)+ (ptu2*r2) *y (3) - ((1-u3) *g+tmu) *y (4) -
t2* (beta*c*y (3) /NO) *y (4) ;

dy=[x(1) x(2) x(3) x(4)];

function

dL=Cco(y,S,E,I,R,ul,u2,u3, lamda,beta,c,mu, f,tl,t2,k,
d,q,rl,r2,p,Al,A2)

NO=S+E+I+R;

Ll=y(1l);L2=y(2);L3=y(3);L4=y (4);

x(1)=-L1* (- (beta*c*I/NO) -

mu) +L2* (£* (beta*c*I/NO) ) +L3* (1-f) * (beta*c*I/NO) ;

X (2)=—(A1+L2* (t1l* (beta*c*I/NO) -

(k+ul*rl+mu) ) +L3* (tl* (beta*c*I/NO)+k)+L4*ul*rl) ;

X (3)=-(A2-L1* (beta*c*S/NO)+L2* (beta*c/NO* (S*f-
t1*E+t2*R) ) +L3* ( (beta*c/NO* ((1-£f) *S+tl1*E)) -
(ptu2*r2+mu+d) ) +L4* ( (ptu2*r2) - (t2*beta*c*R/NO)) ) ;
X (4)==(L2* (£t2* (beta*c*I/NO))+L3* ((1-u3)*q)-L4* ((1-
u3) *g+mu+t2* (beta*c*I/N0))) ;
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clear all;clc;tic

$nilai parameter

S50=95703; E0=13670; I0=1950; RO=0;
NO=S0+EO0+IO0+RO;

lamda=3000;
mu=0.01;
c=21;
d=0.3;
beta=0.35;
k=0.00013;
p=0.2;
g=0.005;
r1l=0.7;
r2=0.55;
t1=0.7;
£2=0.9;
£=0.99;

bl=1;b2=1;b3=1;

$pilihan kasus
%case 1
$A1=10;A2=10;C1=0,;C2=45;C3=55;

%case 2

% Al=10;A2=10;C1=20;C2=0,;C3=55;
case 3
% Al1=10;A2=10;C1=10,C2=45;C3=0;
%case 4
Al=10;A2=10,;C1=20,;C2=45;C3=55;

oe

h=0.005;
t=0:h:25;
N=length(t);
ul=zeros (N, 1);
ulo=zeros (N, 1);
u2=zeros (N, 1);
u2o=zeros (N, 1);
u3=zeros (N, 1) ;
u3o=zeros (N,1);
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);
);
) ;
);
, 1
Eo=zeros (N, 1
Io=zeros (N, 1
Ro=zeros 1
Ll=zeros 1
L2=zeros 1
L3=zeros 1
L4=zeros (N, 1
Llo=zeros
L2o=zeros
L3o=zeros
L4o=zeros

4

N
N
N
N,
(N
(
(N
(N
(N,
(N,
(N,
N,
(N,
(N,
(N,
(N,

tes=1;
it=0;

’
’

’

I
’
I
’
’
’

’
’

’

)i
)7
)i
)7
)i
)7
)7
) i
1)
1)/
1)
1)

’

while tes>le-3

ulo=ul; u2o0=u2;u3o=u3;
So=S; Eo=E;Io=I; Ro=R;
Llo=L1l; L2o0=L2; L30o=L3; L4o=L4;
S(1)=S0; E(1)=E0;I(1)=I0; R(1)=RO;
$J (1t+1)=0;
for i=1:N-1
y=I[S(i) E(i) I(i) R(i)];
k1=h*ST (y,ulo(i),u20(i),u3o(i),lamda,beta,c,mu, £, tl

,t2,k,d,q,rl,r2,p);

k2=h*ST (y+0.5*kl,ulo (i) ,u20 (1)
mu,f,tl,t2,%k,d,q,rl,r2,p);

,u3o0 (i), lamda, beta, c,

k3=h*ST (y+0.5*k2,ulo (i) ,u20 (1)
mu, £,tl,t2,k,d,q,rl,r2,p);

,u3o (i), lamda, beta, c,

kd=h*ST (y+k3,ulo (i) ,u20(1i)
,t1,t2,%k,d,q,rl,r2,p);

,u3o (i), lamda,beta, c,mu, £
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y=y+(1/6)* (k1+2*k2+2*k3+k4)

’

S(i+1)=y(1);
E(i+1)=y(2);
I(i+1l)=y(3);
R(i+1)=y (4);
end
if it==
% figure (1)
% plot(t,S, 'b-', "linewidth',4); hold on;
% xlabel ('Time ') ;
% ylabel ("S(t) ")
% legend ('S tanpa kontrol','S dengan
kontrol"');
% % axis ([0 25 200 1250001);
% figure (2)
% plot(t,E, 'b-', 'linewidth',4); hold on;
% xlabel ('Time ') ;
% ylabel ("E(t) ")
% % axis ([0 25 0 16000]);
% legend ('E tanpa kontrol','E dengan
kontrol'")
% figure (3)
% plot(t,I,'b-',"'"linewidth',4); hold on;
% xlabel ('Time ") ;
% ylabel ("I(t)");
% % axis ([0 25 0 20001);
% legend ('I tanpa kontrol','I dengan
kontrol');
% figure (4)
% plot(t,R, 'b-', "linewidth',4); hold on;
% xlabel ('"Time ') ;
% ylabel ('"R(t)");
% %axis ([0 25 0 500001);
% legend ('R tanpa kontrol', 'R dengan
kontrol'")
% figure (5)
% plot(t,ul, 'b-', 'linewidth',4); hold on;




o\°

xlabel ('Time ')
ylabel ("ul*(t)'
legend ("ul* (
dengan kontrol');
figure (6)
plot(t,u2, 'b-",
xlabel ('Time ") ;
ylabel ('"u2*(t)"'); axis([0 27 0 1.5]1);
legend ('u2* (t) tanpa kontrol', 'u2*(t)
dengan kontrol');
figure (7)
plot(t,u3, 'b-",
xlabel ("Time ")
ylabel ("u3* (t)'
> legend ('u3* (t)
dengan kontrol');
end

o

; axis ([0 27 0 1.5]);

)
t) tanpa kontrol', 'ul* (t)

o

oe

o\°

'linewidth',4); hold on;

o° oe

o

o\°

o©

'linewidth',4); hold on;

o\

o

);axis ([0 27 0 1.571);
tanpa kontrol', 'u3* (t)

\o

y=[L1(3+1) L2(j+1) L3(j+1) L4(j+1)1;

k1l=h*CO(y,S(j+1),E(j+1),I(j+1),R(J+1),ulo(j+1),u20/(
j+1),u30(j+1), lamda, beta,c,mu, f,tl,t2,k,d,q,rl,r2,p
AL, A2);

k2=h*CO (y+0.5*k1,S (j+1),E(j+1),I(j+1),R(F+1),ulo (j+
1) ,u20(j+1),u30(j+1),lamda,beta,c,mu, £,tl,t2,k,d, q,
rl,r2,p,Al,A2);

k3=h*CO (y+0.5*k2,S (j+1) ,E(j+1),I(3+1),R(J+1),ulo(j+
1),u20(j+1),u30(j+1l),lamda,beta,c,mu, £,tl,t2,%k,d, q,
rl,r2,p,Al,A2);

k4=h*CO (y+k3,S(j+1),E(j+1),I(j+1),R(J+1),ulo(j+1),u
20(j+1),u30(j+1),lamda,beta,c,mu, £,tl,t2,k,d,q,rl, r
2,p,Al,A2);
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y=y-(1/6)* (k1+2*k2+2*k3+k4) ;

L1(3)=y(1);

L2(j)=y(2);

L3(3)=y(3);

L4 (J)=y(4);
templ=min ([r1*E () * (L2 (j)-L4 (j))/2*Cl bl]);
ul (j)=max ([templ 0]);
temp2=min ([r2*I(3)* (L3 (j)-L4(3))/2*C2 b2]);
u2(j):max([temp2 01):;
temp3=min ([q*R(J)* (L3 (j)-L4(3))/2*C3 b3]);
u3 (j)=max ([temp3 0]);

end
=(0.5*ul+0.5*ulo) ;
u2=(0.5*u2+0.5*u20) ;
u3=(0.5*u3+0.5*u30);
eS=sum (abs (5-S0)) ;
eE=sum (abs (E-Eo) ) ;
el=sum(abs (I-I0));
eR=sum (abs (R-Ro) ) ;
eLl=sum(abs (L1-L1lo))
elL2=sum (abs (L2-1L20))
eL3=sum (abs (L3-L30) ) ;
elL4=sum (abs (L4-1L40)) ;
( ( ))
( ( ))
))

’

’

eul=sum(abs (ul-ulo
eu2=sum (abs (u2-u2o
eu3=sum(abs (u3-u3o
tes=eS+eE+el+eR+ell+el2+el3++elLd+eul+eu2+eul3;
it=it+1;

end

figure (1)

plot(t,S, 'm—--", "'linewidth',4);

% axis ([0 25 200 125000]);

legend ('S tanpa kontrol','S dengan kontrol');

’

’
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figure (2)
$subplot(2,1,2)
plot(t,E, 'm—="', 'linewidth',4);

xlabel(‘Time‘);

ylabel ('E ")

% axis ([0 25 0 160007);

legend ('E tanpa kontrol','E dengan kontrol');
figure (3)

plot(t,I, 'm—-","'"linewidth',4);
% axis ([0 25 0 20001);

legend ('I tanpa kontrol','I dengan kontrol');

figure (4)
plot(t,R, 'm--"', 'linewidth',4);
% axis ([0 25 0 500007);

legend ('R tanpa kontrol', 'R dengan kontrol');

figure (5)

plot(t,ul, 'r—--"', 'linewidth',4);
xlabel ("Time ") ;

ylabel (' "y axis ([0 27 0 1.51);

ul* (t)
legend ('ul* (t)
kontrol');

)
tanpa kontrol', 'ul*(t) dengan

figure (6)
plot(t,u2, 'r--", 'linewidth', 4);
xlabel ('Time") ;

ylabel ("u2*(t)"'"); axis ([0 27 0 1.5]);

legend ('u2* (t) tanpa kontrol','u2*(t) dengan
kontrol'");

figure (7)
plot(t,u3, 'r—--"', 'linewidth',4);
xlabel ('Time") ;

ylabel ("u3*(t)"); axis ([0 27 0 1.571);

legend ('u3* (t) tanpa kontrol', 'u3*(t) dengan
kontrol');

toc
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