BAB IlI
PEMBAHASAN

3.1 Model SIRS

Pada model SIRS populasi terbagi menjadi tiga subpopulasi
yaitu subpopulasi individu Susceptible (S) yang secara fisik dalam
keadaan sehat tetapi mempunyai kemungkinan untuk tertular
penyakit, subpopulasi individu Infective (I) yang tertular penyakit
dan langsung dapat menularkan penyakitnya kepada individu lain,
subpopulasi individu Removed yang keluar dari bagian terinfeksi,
yaitu individu yang sembuh. Semua subpopulasi pada model SIRS ini
bepergian antar dua kota. Pada masing-masing kota terdapat tiga
populasi, yaitu Sy, l;, dan R; di kota pertama, dan S,, I, R, di kota
dua. Kedua kota ini diasumsikan identik, sehingga laju perubahan
subpopulasi individu yang rentan (S), subpopulasi individu terinfeksi
(1), dan subpopulasi individu yang sembuh (R) di kedua kota adalah
sebagai berikut.

3.1.1 Laju perubahan subpopulasi yang rentan (S)

Semua individu yang sehat serta individu yang baru lahir
mempunyai kemungkinan terinfeksi. Dengan parameter a adalah laju
kelahiran alami dalam kota. Laju perubahan subpopulasi individu
yang (S) berbanding lurus dengan penambahaan populasi a dalam
kota per satuan waktu di masing-masing kota yang dinyatakan
sebagai

ds;
T \|

Selain laju kelahiran, perubahan individu rentan (S) di pengaruhi
oleh laju kematian alami. Dengan parameter b adalah laju kematian
alami. Laju perubahan individu rentan (S) berbanding lurus dengan
berkurangnya individu renatn (S) karena kematian alami pada waktu
t di masing-masing kota yang dinyatakan sebagai

ds;
dt
Interaksi langsung antara individu yang rentan (S) dengan individu
terinfeksi (1) mengakibatkan individu rentan (S) terinfeksi. Dengan
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parameter § adalah laju penularan dalam kota yang terjadi melalui
kontak langsung dengan individu terinfeksi (I). Laju perubahan
individu rentan (S) di masing-masing kota berbanding lurus dengan
berkurangnya individu rentan (S) yang berinteraksi langsung dengan
subpopulasi individu yang terinfeksi (1) per satuan waktu di masing-
masing kota sehinggga

ds; BS;1;
dt  S;+I;+R;’

Tranportasi antar-dua kota menjadikan individu rentan (S)
bertransportasi ke kota lain. Dengan parameter o4 adalah laju
transportasi individu antar-dua kota. Laju perubahan individu rentan
(S) di masing-masing kota berbanding lurus dengan berkurangnya
individu rentan (S) yang transportasi ke kota lain dan bertambahnya
individu rentan (S) yang datang dari kota lain per satuan waktu di
masing-masing kota, sehingga

i =12

as;
R —qS1 + Sy,
ds,
E = _alsz + 0!151.

Transportasi dan interaksi individu terinfeksi (1) mengakibatkan
adanya parameter y menyatakan laju penularan antar-dua Kota.
Adanya faktor transportasi dalam proses penularan penyakit antar-
dua kota menghasilkan parameter yea; Yyang merupakan laju
penularan melalui transportasi antar-dua kota. Laju perubahan
individu rentan (S) berbanding lurus dengan berkurangnya individu
rentan (S) karena berinteraksi langsung dengan individu terinfeksi ()
dan individu rentan (S) dari kota lain per satuan waktudi masing-
masing kota, yaitu

ds; _ YeuSal;
dt  S,+I,+R;
dSZ _ )/0(15111

dt S+ +R,

individu terinfeksi (I) dapat sembuh menjadi individu sembuh (R).
Dengan parameter a, adalah laju perubahan individu sembuh (R)
kembali menjadi individu sembuh (S). Laju perubahan individu
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rentan (S) di masing-masing kota berbanding lurus dengan individu
sembuh (R) per satuan waktu di masing-masing kota, sehingga

ds;

dt
Dari uraian tersebut maka perubahan laju subpopulasi individu yang
rentan adalah

= a,R;, i=12.

as; BS1ly yasS;l;

2 bS8 S Y- =1 R
a ¢ YOS i+ L 4R, 151+ @152 52+12+R2+0’2 y
as, BS,1, yaSily (31)
__a_bSZ 7_a152+a151_ aRz.

= - ——— 4
dt S, + 1L+ R, CEVET &

3.1.2 Laju perubahan subpopulasi terinfeksi (1)

Adanya interaksi individu rentan (S) dengan individu terinfeksi
(I) menjadikan individu terinfeksi (1) bertambah. Dengan parameter
B adalah laju penularan dalam kota yang terjadi melalui kontak
langsung dengan individu terinfeksi (I). Laju perubahan individu
terinfeksi (1) berbanding lurus dengan jumlah individu rentan (S)
yang berinteraksi individu yang terinfeksi (1) pada masing-masing
kota, sehingga

dl; BSi;

AL =12
dt  S;+1I; + R; y

individu yang terinfeksi (1) bertransportasi antar-dua kota dan
berinteraksi langsung sehingga terdapat parameter yea; Yyang
menyatakan laju penularan antar-dua kota melalui kontak langsung
individu rentan (S) dan individu (I) dari kota lain. Laju perubahan
subpopulasi individu terinfeksi (I) berbanding lurus dengan
bertambahnya subpopulasi individu yang terinfeksi (I) karena
berinteraksi langsung dengan subpopulasi individu yang terinfeksi (I)
dan subpopulasi individu yang rentan (S) dari kota lain per satuan
waktu, sehingga

dly _ yauS:h
dt S, +1, + R,
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al,  yoSih
dt S+, +R;

Perubahan laju subpopulasi individu yang terinfeksi (1) juga
dipengaruhi oleh kematian alami. Dengan parameter b adalah laju
kematian alami. Laju perubahan individu terinfeksi (1) berbanding
lurus dengan berkurangnya individu terinfeksi (I) karena kematian
alami pada waktu t di masing-masing kota yang dinyatakan sebagai
dl;
ot
Akibat adanya individu terinfeksi (I) menjadi individu sembuh (R).
Parameter d adalah laju perubahan individu yang terinfeksi (1)
menjadi subpopulasi individu (R). Laju perubahan yang individu
terinfeksi (1) di masing-masing kota berbanding lurus dengan

berkurangnya individu terinfeksi (I) yang berubah menjadi individu
sembuh (R), yaitu

bl, =12

dl;

dt
Adanya individu terinfeksi (1) transportasi ke kota lain terdapat
parameter «; Yyang menyatakan laju transportasi individu antar-dua
kota. Laju perubahan subpopulasi individu terinfeksi (1) di masing-
masing kota berbanding lurus dengan berkurangnnya subpopulasi
individu yang terinfeksi (1) yang transportasi ke kota lain dan
bertambahnya subpopulasi individu yang terinfeksi () yang datang
dari kota lain per satuan waktu, sehingga

dl,

—dl, i=12.

—=—oyqli + 41,
dt a1y T Gqlp
dly L+ al
—=—u aqly,
dt 112 111

Dari uraian di atas maka perubahan subpopulasi individu yang
terinfeksi dapat dinyatakan sebagai

ﬂ \ BSily you S,
dt  S,+L+R, S,+I,+R,

—b+d+ o) + oyl (3.2)
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d_Iz 1 BS,1; you S,y
dt S, +L+2 S+ +R;

- (b + d + 0(1)12 + alll.

3.1.3 Laju perubahan subpopulasi sembuh (R)

Individu (I) akan menjadi individu (R) dengan laju d. Laju
perubahan individu sembuh (R) pada waktu t berbanding lurus
dengan bertambahnya individu terinfeksi (I) yang mengalami
perubahan, sehingga

dR;

E = dRi, i= 1,2

Perubahan laju individu sembuh (R) juga dipengaruhi oleh kematian
alami. Dengan parameter b adalah laju kematian alami. Laju
perubahan sembuh (R) di masing-masing kota berbanding lurus
dengan berkurangnya individu sembuh (R) yang mengalami
kematian alami per satuan waktu, yaitu

dR;

R
Akibat adanya individu sembuh (R) dapat menjadi individu rentan
(S). Parameter o, adalah laju perubahan individu sembuh (R)
menjadi individu rentan (S). Laju perubahan individu sembuh (R) di

masing-masing kota berbanding lurus dengan berkurangnya individu
sembuh (R) per satuan waktu, sehingga

dR;

dt
Adanya individu sembuh (R) bertransportasi ke kota lain sehingga
terdapat parameter ¢« yang menyatakan laju transportasi individu
antar-dua kota. Laju perubahan individu sembuh (R) di masing-
masing kota berbanding lurus dengan berkurangnnya subpopulasi
individu sembuh (R) yang transportasi ke kota lain dan
bertambahnya subpopulasi individu sembuh (R) yang datang dari
kota lain per satuan waktu, sehingga

—bR; i=12.

= —a,R;, i=12.
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dR,

dt

dR,

dt
Dari uraian tersebut laju perubahan subpopulasi individu sembuh
dapat dinyatakan sebagai

dR,
? = de - (b + (2%) + 051)R1 + (Zle,

= _alRl + Olle,

=—oR; + Ry,

(3.3)
dR,
? = dRz S (b + 0(2 aF al)Rz + alRl.

Dari persamaan (3.1), (3.2), dan (3.3) didapatkan sistem

persamaan otonomous nonliear

das Sl Y1 S,1

d—t1=a—b51—ﬁN111—a151+a152— 11v22 24+ R,

ds S, 1. ya,S;1

d—t2=a—b52—ﬁszz—alSz+alSl— 11V11 Lt %R,

I I I

ﬁZBSH L +@_ (b+d+ a1)11 + a112

dt N1 Nz (3.4)

dl; BSxl;  yauSih

@ N, +N—1—(b+d+ )l + ol

dR,

W = dR1 - (b + o, + al)Rl + ale

dR,

W = dRZ - (b + o + al)Rz + a1R1

dengan

S; . banyaknya subpopulasi individu (S) di kota i
pada waktu t (i = 1,2),

I; . banyaknya subpopulasi individu (I) di kota i
pada waktu t (i = 1,2),

Ri . banyaknya subpopulasi individu (R) di kota i
pada waktu t (i = 1,2),

a . laju kelahiran,

b . laju kematian alami,



(2%)

o

B

7

Yo
BS;l;

S +1L +E

Sj+I; + E

laju perubahan subpopulasi (1) menjadi
subpopulasi (R),

laju subpopulasi (R) yang kembali menjadi
subpopulasi individu yang rentan (S)

laju transportasi,

laju penularan dalam kota,

laju penularan antar kota,

laju penularan transportasi antar-dua kota,
incidencerate (jumlah kasus infeksi baru per
satuan waktu) dalam kota j (j = 1,2),

incidencerate (jumlah kasus infeksi baru per
satuan waktu) dari kota j ke kota i (j = 1,2).

Skema perpindahan dari kompartemen-kompartemen dalam model
SIRS dalam persamaan (3.4) secara skematis dijelaskan pada Gambar

3.1.
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Gambar 3.1 Diagram kompartemen model SIRS.

Model SIRS ini menjelaskan bahwa individu infective bepergian
dari satu kota ke kota lain, sehingga terjadi interaksi atau kontak
langsung dengan individu susceptible dalam satu kota yang akan
berpengaruh pada jumlah individu susceptible dan remove dalam
satu kota yang sama maupun kota yang berlainan. Karena populasi
selalu bernilai positif, maka S; I1, Ry, S, 15, R, = 0.
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3.2 Titik Kesetimbangan
Berdasarkan definisi, titik kesetimbangan dari sistem
dy

persamaan (3.4) diperoleh ketika % =0, S 0, dan % = (. Pada

model ini diasumsikan kedua kota identik sehingga S; = S, =S,
I]_:IZ:I, R1=R2=R, —aSl+a52=O, _a11+a12=0,
_aRl + (XRZ = 0, dan
st S
S+, +R, S, +1,+R,

sehingga diperoleh
BSI  ya;SI

S:ZS;bS—STI— v t@R=0, (3.5)
yaq
A 4 3.6
I=—+———G+dI=0, (3.6)
R=dl—(b+a,)R=0. (3.7)
Dari persamaan (3.6) diperoleh
BS  ya,S |
(N+ 5 (b+d)|I=0,
sehingga
[ =0, atau
BS  yaiS hl
(W + 1N (b+d))=0. (3.8)

Jika I = 0 maka persamaan (3.7) menjadi
0= _(b + az)R,

sehingga R = 0. Jika hasil ini di substiusikan ke persamaan (3.5)
diperoleh

0=a-—bS,
sehingga diperoleh titik kesetimbangan bebas penyakit adalah

a a
PO(SP, 19, RY, S5, 18, R9) = (5,00, 0,0).
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Titik kesetimbangan P°(S9,1°,R?,S9,19,RY) = (%,0,0,%,0,0)
menjelaskan bahwa dalam keadaan ini jumlah individu susceptible
tetap, sedangkan jumlah individu removed dan infective bernilai nol.
Hal ini menunjukkan keadaan bebas penyakit karena tidak terdapat
individu infective, sehingga tidak ada interaksi antara individu
suscceptible dengan individu infective.

Selanjutnya ditentukan angka reproduksi dasar untuk
menentukan titik kesetimbangan yang lain dengan diawali
pembentukan matriks Jacobi untuk persamaan (3.4). Sebelum
menentukan matriks Jacobi, akan ditentukan matriks k dan matriks y.
Matriks tersebut diperoleh dari persamaan (3.4) yang populasinya
terinfeksi yaitu infective. Matriks k adalah matriks yang komponen-
komponennya merupakan laju dari munculnya infeksi baru yang
masuk pada kompartemen, sedangkan matriks y adalah matriks yang
komponen-komponennya merupakan laju dari transfer masuk atau

ﬂ dan %
dt dt

ky, k, dan y,, y, yang merupakan laju munculnya infeksi baru yang
masuk dan laju dari transfer masuk atau keluar dari kompartemen
satu ke lainnya.

keluar dari kompartemen satu ke lainnya. Dari didapatkan

Matriks k dan matriks y adalah

Si1 o S,1
.311+V122

k= (k1) | M N,
k;, BS21; +Va15111
N, Ny

_ (}/1) _ ((b + d + 0!1)11 —7 a112>

y .VZ (b+d+a1)12_0.’111 ’
Setelah matriks k dan matriks y terbentuk, ditentukan matriks Jacobi
yang didapatkan dari turunan matriks k dan matriks y terhadap

individu yang terkena infeksi dan disubstitusikan ke titik
kesetimbangan bebas penyakit, yaitu
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ok, (P%) 9k,(P°)
al, al,
Ok, (P%) k. (P°)
ol, a1,
dy1(P®) 0y,(P%)
oI, al,
3y2(P%) ay,(P%) |
ol, ol

sehingga diperoleh

B Va1>
K = (
ya; B
Y_(b+d+a1 —ay )
- —ay b+d+ay)
Setelah mendapatkan matriks Jacobi, kemudian ditentukan matriks
generasi selanjutnya yaitu

BQ +yai Bya; +ya,Q

P=Ky™'= M Yy
Byais +ya;Q  BQ +yai
M M

dengan

M=(b+d®+d+2a,).

Kemudian ditentukan nilai eigen matriks KY 71 yaitu

|IKY ™t —11] =0
BQtyai  BraityaQ
M M 5
Byas +ya,Q  BQ +yai _3 '
M M

dimisalkan
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pQtyai _ .

M
Byai +ya,Q -
M
sehingga diperoleh nilai eigen matriks KY ~* adalah

|C1;/1 62/1':0
(C—2A)?% —=D2=0
((€C-D?=D)(C-N?+D)=0
A=C—-D
A, =C+D

Angka reproduksi dasar R, adalah spectral radius matriks KY ™1
max {1;,4,} = C + D.

BQ +ya? N Bya, +ya,Q

D,

C+D= o
_ QB +yay) + a1 (B +vay)

M
_ (b+d+2a)(B+vay)

(b+ad)(b+d+2ay)
_Btya)
(b+d)
P ; ; A _ (Bryaq)
Jadi diperoleh angka reproduksi dasar, yaitu R, = (P 'l )
Dari angka reproduksi dasar diperoleh
+
b+d=LEYe) (3.9)
Ro

Selanjutnya persamaan (3.9) disubstitusikan ke persamaan (3.8)
.B_S_I_Ya15_ (B +ya) _

NN Ro 0
SRy _ B +vyaq)
N B +vyaq)
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Dari persamaan (3.5) dan (3.6) diperoleh
a—bS+a,R—(b+d)I =0,
dari persamaan (3.7) diketahui
dl—(b+a,)R=0
- (b+ a,)R
—q
sehingga
(b+ad)(b+ ay)R
7 =0
R(b? + ba, + db + day) = d(a — bS + ayR)
R(b% + ba, + db) = d(a — bS)
b\ d(a — bS)
b(b+a,+d)

a—bS + a,R —

Persamaan (3.12) disubstitusikan ke persamaan (3.11)
dl—(b+a,)R=0
d(a — bS) 3
(b% + ba, + db)
_(@a—=bS)(b+ay)
b(b+a,+d)

dl — (b + ay)

(3.10)

(3.12)

(3.12)

(3.13)

Dari persamaan (3.10), (3.12), dan (3.13) masih memuat variabel S,
sehingga persamaan (3.12) dan (3.13) disubstitusikan ke persamaan

(3.10) diperoleh
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(a—bS)(b+ ay) d(a — bS)
b(b+ a,+d) b(b+ a,+d)

S =

Ro—1
SRy a
Ro—1 b(Ry—1)
g = a
= IR (3.14)

Kemudian dari persamaan (3.14) disubstitusikan ke persamaan (3.12)
dan (3.13) diperoleh

ad 1
__ % (1= 3.15
R_b(b+a2+d)(1 320> 3.4
_alb+ay) 1
" b(b+a,+d) ( % 32_0)' (3.16)

Persamaan (3.10), (3.14), dan (3.15) merupakan titik
kesetimbangan kedua P*(S7, I7, R1,S5,15, R5)

, a1l

S ZE:R_O’
- a(b + ay) (1_i)
b(b+ a,+d) Ry/’

. ad (1 1)
" b(b+a,+d) Ro/

Titik  kesetimbangan P*(Sy, I3, Ry, S5, 15, R;) menjelaskan  pada
keadaan ini terdapat individu yang terinfeksi dalam papulasi.
Keadaan ini disebut keadaan endemi.

Jika dilihat dari kedua titik kesetimbangan P° dan P*, dapat
diketahui bahwa jika R, <1 maka titik kesetimbangan endemi
negatif, dan jika R, = 1 maka P° = P*, sehingga ketika R, < 1
hanya terdapat satu titik kesetimbangan yaitu titik kesetimbangan
bebas penyakit. Sedangkan jika Ry, >1 maka terdapat titik
kesetimbangan bebas penyakit dan titik kesetimbangan endemi.
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3.3 Kestabilan Titik Kesetimbangan
3.3.1 Kestabilan Titik Kesetimbangan P°

Untuk mengetahui  kestabilan titik kesetimbangan P°,
ditentukan terlebih dahulu matriks Jacobi dari sistem (3.4),

1B A
dengan
[—p — (N1ﬁ13V*12,35111) - _ (Nlﬂsjv}ﬁSIIl) a,
Al = N1ﬁljv‘1235111 N1,3$;V‘%ﬁ5111 _ (b +d+ al) 0
0 d —(b+d+ay)l
[—p — (NzﬁlzN‘zzﬁszlz) - (4 (Nzﬂsjv’z;ﬁszlz) a
= NyBl,—BS,1 NBS,—BS,1
Az Zﬁ ZIVZZB 212 2)8 jvzzﬂ 212 — (b + d +a1) 0
0 d —(b+d+ay)
_a (ya 1Ny — yaqS:14) (ya SNy —ya,$11;) 0
L= _
N? N?
B, = (yai[1N; — ya,5:11h) (ya SNy —ya,8:1;)
2 7 +a; O
Ny N{
0 d ay
7a _ (ya LN, —ya,S;15) (€ (Yai1S;N, — ya,S;15) 0 ]
! N7 N}
B, = (ya LN, —ya,S;1;) (yai1S:N, —yva,S,15) |
3 i +a; O
N; N; J
0 0 a;

Kemudian Titik kesetimbangan bebas penyakit
PO(S?,19,RY,59,19,R9) = (%,0,0,%,0,0) disubsitusikan ke dalam
matriks JP%sehingga diperoleh

_[A B

0_
JPT =15 4l
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[—b — a; -p a,
dengan A = 0 B—(b+d+a) 0 ,
0 d —(b+d+ay)
(a1 —yaq 0
B=|0 yai+a; O]
| 0 0 aq
dengan menggunakan sifat-sifat determinan didapatkan

o _an_ o JA—Al B
det(JP M)—da[ 5 A_AJ

_ A+B—-A B
_dab+B—M A—M]
_ A+B—Al B
= det [* 0 D
Berdasarkan Teorema 2.3 diperoleh
dauw—an=daﬁ+%‘“ A_g_ﬂ]

= det(A + B — Al)det (A — B — AD).

sehingga nilai eigen dari matriks JP° dapat diketahui dengan
menganalisis nilai eigen dari (A + B) dan (A — B).

—-b —B—voy a3
A+B)=|0 B+ya;—(b+d) 0 ,
0 d a,—(b+d+ ay)
[-b -2 —B —va @
(A+B)—Al = 0 B+ya;—(b+d+2) 0 .
0 d ay—(b+d+a,+21)

Nilai eigen matriks diperoleh dari penyelesaian [(A + B) —Al| =0

b+ —-yva;+b+d+A)(—a;+b+d+a, + 1),

M =-b<0,
A, dan A5 diperoleh dari persamaan polinom berikut
(-B—ya,+b+d+A)(—a;+b+d+a,+1)=0
MP+A-B—ya,+2b+2d —a;+ay)) — (B +ya)(—a; +b+d+ ay)
+b+d)(—a;+b+d+ay,)=0
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A+ A(—B —ya, +2b+2d —a; + ay)

—-(B+ya;)) b+d
+( . b+d)( a;+b+d+a,)(b+d) =0,
karena

:[)’+ya1

T (b+a)

sehingga diperoleh persamaan karakteristik
224+ =B —ya, +2b +2d — a; + @) + (1 = Ro)(—ay + b +d + ay)(b +d) = 0.
Dari nilai eigen (A + B) diperoleh
A =-b
Ay=B+ya; —(b+d)
Az=a; —(b+d+ay).

Untuk matriks (4 + B) jika Ry < 1 maka 1, < 0. Jika R, > 1 maka
B +va; >b+d atau 1, > 0. Nilai eigen (A + B) bernilai negatif
atau A,,4,,1; < 0 jika Ry < 1.

Jadi, untuk matriks A + B, jika Ry <1 maka A4,4,,A3 <0, jika
Ry > 1makai;,A; < 0dani, > 0.

—b —2a, =L +yay a,

(A-B) = 0 B—((b+d)—a,(2+y) 0
0 d —(b+d+a +ay)

—b —2a; — 1 —B+ya, a,
(A=B)—Al = 0 B—+d+D)—a,2+7) 0 .
[ 0 d —(b+d+a;+a,+1)

Nilai eigen matriks diperoleh dari |(A — B) — AI| =0
(—b—2a1—A)(,B—b—d—l—al(Z+y))(—b—d—a1—az—/l)

Ay =—(b+2a;) <0,

As dan Ag di dapat dari persamaan polinom berikut
(,8—b—d—/l—al(2+y))(—b—d—a1—az—/1) =0

AP —AB—ya;—2b—2d—3a; —ay) + (B —ya))(=b—d —a; — a;)

=b+d)(-b—d—a; —ay)
35



A2 —AB —ya; —2b—2d — 3a; — ay)
B—ya; b+d
(b+d_b+d
A2 —A(B —ya; —2b—2d — 3a; — ay)
(B—yal_b+d+2ya1
b+d b+d b+d
2ya4
“b+d
A2 —AB —ya; —2b—2d —3a; —ay)
<ﬁ+ya1 b+d

)b—d-a - )b+ D) =0

)(—b——d——al—CQ)Gr+d)

(=b—d—a; —ay)(b+d)

)(—b——d——al—ch)ar+d)

b+d b+d
2yay
karena
B+ yay
R =
= 4 B

sehingga diperoleh persamaan karakteristik

A2 —AB —yay —2b—2d —3a; —az) + (Rgp—1)(=b—d —a; —ay)(b +d)
2yay

b+d

Untuk nilai eigen A — B jika Ry < 1 maka a4 (y + 2)atau A5 < 0.

Jika Ry, > 1 makais > 0.

Jadi, untuk matriks A — B, jika R, < 1 maka Ay, As,Ag < 0, jika

Ry > 1makai,, Ag < 0danA; > 0.

Dari nilai-nilai eigen matriks JP° yang diperoleh dapat
disimpulkan bahwa jika Ry <1 maka Aq,4;,43,44,25,46 <0
sehingga P° stabil, jika R, >1 maka A;,2A3,A4,A <0 dan
A2, As > 0 sehingga PP tidak stabil.

3.3.2 Kestabilan Titik Kesetimbangan P*

Untuk mengetahui kestabilan titik kesetimbangan P* di
tentukan terlebih dahulu persamaan karakteristiknya dengan

(=b—d—a; —az)(b+d)=0.
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menentukan matriks Jacobi P* dengan cara mensubsitusikan titik
kesetimbangan P*(Sy,Ii,Ri, S5, 15, R;) ke matriks JP* sehingga

diperoleh matriks

A B
= o
Iy B A
dengan
BI*(I*+R*) BS*(S*+R*) BS*I*
|~ rrery - (P H @) TR Gy T |
A= BI*(I*+R*) BS*(S*+R*) st |
| (S"+I"+R")? (S+I'+RDZ (b+d+a) T sr+r? |
| 0 d —(b+ar+ar)]
[-8(1-2) k- +a) B~ (L= 70 -kt ]
:'l p1-2) B(,%ﬂ—,%ﬂ(l——)k) btd+a) —pr(-k= (b+a1+az)J'
0 7(b+a1+a2)
[ ya I'(I" + RY) yalS (S"+R" yau ST ]
R Ay "
(" +I"+R") (S +I"+R") (S"+I"+R") |
B = yauI'(I" + RY) ya;S* (S +R" ) e fqas't
S +I'+R) (S +I'+RY (5*+1*+R*)2|
0 0 o, |
[ =) % -\ (70 Lao Ly
—}’051( _RTO) +a _yal(?!@_(,_ﬂ_(,( —73—0) ) Va13#0( _R_o)
- (1—i)2k Banad, 5% e (1 =k
vy 7, V‘H(RO 7, ( Ro) Jta —yay R ( Ro)
0 0 ay
b+ aq
" bta,+d
kemudian dengan menggunakan sifat-sifat determinan didapatkan
(A — Al B
det(JP* — AI) = det ]
Y ) L B A=Al
[A+ B — Al B
= det
“lA+B-a1 A2l
[A+ B — Al
= det ]
] 0 A—B—Al
Berdasarkan Teorema 2.3 diperoleh
A+B— Al B
det(JP" — AI) = det ]
Y ) 0 A—B— Al
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= det(A + B — Al)det (A — B — Al).

sehingga nilai eigen dari matriks JP* dapat diketahui dengan
menganalisis nilai eigen dari (A + B) dan (A — B).

[ 1y

|—51(1—770> k—b
(A+B)=| 1V
| sla)s

0

2

[
|
Il a1 ,ORLO) Y

1) 1 1 1 1 k
- 1(770—770( _R_o) )

1 1
61R—0(1—R—0)k+a2

51 111k b+d 5111]{
N —(b+ad —1R—O( —:R#O)

d
S. 1 1 L k
. Z(R_O_:R_O( _R_o) )

—(b+ ay)

é, L 1 . k
ZWO( _R_O) +a,

s o L (1= L)k - b+ asz e — Ly [
(755 (177 ) ) - aram —ngra-g
d

—(b+2a; + a;)

dengan
6 =B +vyay)
8, = (B —yay).

Untuk menunjukkan bahwa (4 + B) dan (4 — B) mempunyai nilai
eigen negatif pada R, >1 maka (A+ B) dan (A—B) harus
memenuhi Lemma 2.1. Perhitungan bisa dilihat di Lampiran 1 dan
Lampiran 2.

Dari hasil perhitungan pada Lampiran 1 dan Lampiran 2,
terbukti jika R, > 1, maka matriks (A + B) dan (A — B) memenuhi
Lemma 2.1 sehingga semua nilai eigennya bernilai negatif dan dari
nilai-nilai eigen dari matriks JP* juga disimpulkan untuk R, > 1,
titik kesetimbangan P*stabil.

3.3 Simulasi Numerik.

Perubahan penyakit menular model SIRS antar dua kota dapat
diamati dengan melakukan simulasi numerik. Simulasi dibuat
menggunakan software Matlab dengan metode Runge-Kutta orde
empat (RK4). Listing program dari simulasi model SIRS dan simulasi
pengaruh transportasi terdapat di Lampiran 6 dan Lampiran 7.

3.3.2 Simulasi Numerik untuk Ry < 1.

Simulasi numerik untuk R, < 1 menggunakan nilai parameter
pada Tabel 3.1 dan dengan mengubah nilai parameter 8, a4, dan y
untuk memperoleh nilai R, yang berbeda. Dengan memperkecil
B = 0.24, model disimulasikan ketika populasi awal kota pertama
dan kota kedua adalah (s, (0), 1,(0), R,(0),5,(0), 1,(0), R,(0)) = (2,0.5,4.5,0.9,0.75,0),
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(4,3.5,1,1,4.5,0),(3,1.5,0,3,0.5,4),(1,0.5,3.5,1,1,3).

Tabel 3.1 Nilai parameter untuk simulasi model SIRS

Parameter Nilai
a 1
0.2
d 0.1
a; 0.5
a, 0.001
y 0.1
B 0.26

Dari nilai parameter tersebut diperoleh

? _(B+ya) (024+01%05)
= " b+d 0.2+ 0.1

titik kesetimbangan P°(S?,12,R?,52,19,RY) = (5,0,0,5,0,0), dan
P*(S;,I{,R,S5,15,R3) dengan S§* = 5.1724. Dari titik
kesetimbangan tersebut diketahui bahwa titik kesetimbangan endemi
tidak eksis dan titik kesetimbangan bebas penyakit stabil.
Selanjutnya dengan mengubah nilai parameter a¢; = 0.3 dan
menggunakan nilai parameter pada Tabel 3.1 diperoleh R, =
0.967,  titik  kesetimbangan = P°(S2,I1?,R?,S9,19,R) =
(5,0,0,5,0,0), dan P*(S;, 15, R7,S;,15,R5) dengan S* = 5.1724. Dari
titik kesetimbangan tersebut diketahui bahwa titik kesetimbangan
endemi tidak eksis dan titik kesetimbangan bebas penyakit stabil.

= 0.967,
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3.3.1 Simulasi Numerik untuk Ry > 1.

Simulasi numerik pada saat kondisi R, > 1, digunakan nilai
parameter pada Tabel 3.1. Model SIRS ini disimulasikan ketika
populasi awal kota pertama dan kota kedua adalah
(51(0), 1,(0), R1(0),5,(0), 1,(0), R,(0)) = (3,1.5,2.5,2.5,2.5,2.5)
,(3,1,2.5,2.5,0,2.5), (3,1.5,0,2.5,2.5,0), (4.5,0,0.01,2,0.1,0.1).

Dari nilai parameter yang terdapat pada Tabel 3.1 diperoleh

(B+ya) 026+ (0.1x0.5)
b+d  02+01

titik kesetimbangan P°(S2,12,R?,S2,19,R?) = (5,0,0,5,0,0), dan
P*(S;,1;,R;,S3,13,R3) dengan S* = 4.8387, I* = 0.1077, dan
R* = 0.0536. Hasil simulasi numerik ditampilkan potret fase pada
Gambar 3.2.

Berdasarkan Gambar 3.2 dapat diketahui bahwa dengan empat
nilai awal yang berbeda, ketiga populasi dari masing-masing kota
akan stabil menuju titik endemi P*(Sy,I{,Ri,S;,15,R;) dengan
S* =4.8387, [ = 0.1077, dan R* = 0.0536. Hal ini terbukti sama
dengan perhitungan yang menunjukkan bahwa jika R, > 1 maka
titik kesetimbangan endemi stabil sedangkan titik kesetimbangan
bebas penyakit tidak stabil.

R0=

= 1.033,

Potret fase

Nilai awal

Titik bebas penyakit
®  Titik endemi

(4.8387,0.1077,

Removed

0.0536)

z=

y=Infected x=Susceptible

(a) Potret fase kota pertama.
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Potret fase

b (2.5,2.5,2.5) Nilai awal

] Titik bebas penyakit
2 ®  Titik endemi

Removed

z=

y=Infected 0 2 x=Susceptible

(b) Potret fase kota kedua.
Gambar 3.2 Potret fase untuk R, = 1.033.

3.3.3 Simulasi Numerik untuk R, = 1.

Simulasi numerik untuk R, = 1 menggunakan nilai parameter
pada Tabel 3.1 dan memperkecil nilai g = 0.25. Model SIR ini
disimulasikan ketika populasi awal kota pertama dan kota kedua
adalah (5,(0), 1,(0), R,(0),5,(0), 1,(0), R,(0)) = (3,3,2.5,4,4,4),
(1,4.9,1.5,2,4.8,3), (0.6,1.5,0,0.3,3,1.5), (3,0,1.2,1,0,1.5).

Dari nilai parameter tersebut diperoleh

_(Brya) 1
R\ T
dan 1 titik kesetimbangan yaitu P°(SY,I?,R?,59,19,RY) =
(5,0,0,5,0,0). Hal ini ditampilkan dalam potret fase pada Gambar 3.6
yang menunjukkan terdapat satu titik kesetimbangan yaitu titik
kesetimbangan bebas penyakit. Dengan 4 nilai berbeda dari kota
pertama dan kota kedua menunjukkan populasi stabil saat S = 5,1 =
0, dan R = 0. Hal ini juga membuktikan perhitungan untuk R, = 1
terdapat titik kesetimbangan bebas penyakit yang stabil.
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(a) Potret fase kota pertama.
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Nilai awal
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Titik bebas penyakit
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(b) Potret fase kota kedua.
Gambar 3.6 Potret fase untuk R, = 1.
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3.3.4 Simulasi Numerik Pengaruh Transportasi

Pada titik kesetimbangan endemi, jika parameter y berjalan dari
0 menuju 1, dengan nilai parameter yang lain tetap seperti Tabel 3.1,
maka semakin meningkatnya y, populasi individu susceptible
berkurang karena semakin banyak individu terjangkit penyakit,
sedangkan populasi individu infective dan removed bertambah,
seperti yang ditampilkan pada Gambar 3.7.

Susceptible
Infective

Remowved

Gambar 3.7 Grafik perubahan y terhadap populasi

Bersadarkan simulasi numerik pada model SIRS ini disimpulkan
bahwa dinamika penyakit menular dipengaruhi laju penularan dalam
kota dan faktor transpotasi. Berdasarkan simulasi numerik ketika
meningkatnya laju penularan antar-dua kota melalui transportasi
akan membuat kasus penyebaran penyakit menular akan semakin
parah. Hal tersebut menyatakan faktor transportasi berpengaruh
dalam penyebaran penyakit menular.
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BAB IV
KESIMPULAN DAN SARAN

4.1 Kesimpulan

Dari pembahasan pada skripsi ini, dapat ditarik kesimpulan

sebagai berikut.

1. Model SIRS dengan Tranport-Related Infection merupakan
sistem persamaan differensial non linear dengan enam
persamaan dan tujuh parameter.

2. Pada Model SIRS dengan Tranport-Related Infection diperoleh
dua titik kesetimbangan vyaitu titik kesetimbangan bebas
penyakit dan titik kesetimbangan endemi. Titik kesetimbangan
bebas penyakit akan stabil jika angka reproduksi dasar kurang
dari sama dengan satu sedangkan titik kesetimbangan endemi
akan selalu stabil jika angka reproduksi dasar nilainya lebih dari
satu.

3. Syarat eksistensi diketahui dan hasil simulasi numerik sesuai
dengan hasil analitik.

4.2 Saran

Pada penelitian selanjutnya, disarankan membahas tentang

kestabilan global titik kesetimbangan.
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