BAB 11
TINJAUAN PUSTAKA

Berikut ini diberikan definisi, toerema serta contoh yang menjadi
acuan untuk mempermudah pembahasan mengenai ideal c-maksimal
dari ring berhingga.

2.1 Pemetaan dan Operasi Biner

Pemetaan dan operasi biner merupakan dasar untuk mempelajari
struktur aljabar. Definisi dan contoh diberikan sebagai berikut.

Definisi 2.1.1 (Pemetaan)

Misalkan A dan B adalah dua himpunan. Relasi f dari A ke B
disebut pemetaan dari A ke B, jika untuk setiap elemen x di A
terdapat tunggal elemen y di B (disebut image dari x oleh f),
sedemikian sehingga y = f(x). Pemetaan dari A ke B dinotasikan

f
f:A - Batau A - B.

(Bhattacharya, dkk., 1995)

Definisi 2.1.2 (Operasi Biner)
Misalkan A adalah himpunan tak kosong. Suatu operasi biner * pada
himpunan A adalah pemetaan dari setiap pasangan terurut
(a,b) € A X Apadaa*b € A. Dalam hal ini dinotasikan
s AXA— A
(a,b) —=* (a,b) = a *b.
(Fraleigh, 1994)

2.2 Grup

Grup merupakan suatu struktur aljabar dengan satu operasi biner
dan memenuhi aksioma-aksioma tertentu. Definisi dan contoh yang
terkait dengan grup diberikan sebagai berikut.

Definisi 2.2.1 (Semigrup)

Misalkan S adalah himpunan tak kosong dengan satu operasi biner *
dinotasikan (S,*). (S,*) disebut semigrup jika memenuhi aksioma-
aksioma sebagai berikut.



(i) Tertutup, yaitu untuk setiap x,y € S sedemikian sehingga
xX*y€S.
(ii) Asosiatif, yaitu untuk setiap x,y,z € S sedemikian sehingga
(x*y)xz=x*(yx*2).
(Whitelaw, 1978)
Contoh 2.2.2

Diberikan himpunan matriks M = {[g 3” a,b e Z} dengan
operasi pergandaan (). Maka (M,-) adalah semigrup.

Bukti
Ambil sebarang matriks A,B,C € M, misalkan Az[%l %1
_[az b, _[as bs
B 0 0],danC [0 0].
i .p_[a bi].[az D
@) 4-B [0 0 [0 0
_ [a1a; a1b2]_
0 0

Bilangan bulat memenuhi sifat tertutup terhadap pergandaan,

maka A-B = [a1a2 albz] EM.

0 0
i BY.c - ([@2 Dbi].[@2 Dbz]).[a3z b3
i @-p-c=(5 S5 7D [5 Gl
=.[61102 a1b2]. as bz
0 0 0 O
— [a1a2a3 a1a2b3]
0 0o r
(R = [ bi].([az b2].[as b3
A-(B-C) .00(0 0]00)
_[ax b1 _[a2a3 azba]
L0 0 0 0
— [a1a2a3 a1a2b3]
0 o F
Oleh karena (A-B) - C = A - (B - C), berlaku sifat asosiatif.
Berdasarkan (i) dan (ii) terbukti (M, +) adalah semigrup. [
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Definisi 2.2.3 (Grup)

Misalkan G adalah himpunan tak kosong dengan satu operasi biner *.

(G,*) disebut grup jika memenuhi aksioma-aksioma sebagai berikut.

(i) Tertutup, yaitu untuk setiap x,y € G sedemikian sehingga
x*y €QG.

(ii) Asosiatif, yaitu untuk setiap x,y,z € G sedemikian sehingga
(x*xy)xz=xx(y*2).

(iii) Terdapat elemen identitas yaitu e € G sedemikian sehingga
x * e = e *x = x untuk setiap x € G.

(iv) Untuk setiap x € G maka memiliki elemen invers yaitu x™* € G
sedemikian sehingga x * x ™1 = x"1xx = e.

(Bhattacharya,dkk., 1995)

Contoh 2.2.4

Diberikan himpunan matriks M = {[a y

b c

dengan operasi pergandaan (). Jadi (M,-) adalah grup.

Bukti

Ambil sebarang matriks A,B,C € M, misalkan A = [Zl CO]
1 1

”a,b,ce R, a dan ¢ # 0}

B=|% 0 ,danC = [a3 0] . memenuhi:
b, c;) by c3
. n_[a 0] [az 0]
W) 4-B= 12 Cl] b, ¢
[ a1a; +0 0 ]
= |biay + ¢1b, 0+ cqcy
[ aa, 0 ]
" lbiay + ¢1b, oy

Bilangan real memenuhi sifat tertutup terhadap penjumlahan

dan pergandaan, maka A - B € M.

wan-c=[G ][ G el



a,a, 0 ]_[a3 0]
[bya; + c1b; i) [bs  c3

a,a, 0 ]
|biayas; + cybyas + cicbs  cicocs

> [a; 0] ([az O] [az O
4-(B-0) 121 C1] (bz Cz] [bs C3]>

_ [ax O]_ a,as 0 ]
a .bl Cq1 b2a3 + C2b3 CyC3
| a,a, 0 ]
= Ibiazas + cibyas + cicbs  cicpcs]

Oleh karena (A-B) - C = A (B - (), berlaku Asosiatif.

(iii) Terdapat elemen satuan, yaitu e = [é (1J] sedemikian sehingga

: 1 0] ,_ ,.[1 0]_
untuk setiap A € M berlaku [0 1] A=A [0 1] = A.
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(iv) Untuk setiap A € M memiliki invers, yaitu A=t =| ¢~ |

Tac ¢

dengan a, ¢ # 0 sedemikian sehingga A: A1 =A"1-A =e.
Berdasarkan (i), (ii), (iii), dan (iv) terbukti (M,-) adalah grup. [

Definisi 2.2.5 (Grup Komutatif)
Suatu (G,*) adalah grup disebut komutatif jika operasi binernya
memenuhi hukum komutatif, yaitu untuk setiap a,b € G berlaku
axb=>b=*a.

(Bhattacarya,dkk., 1995)

Contoh 2.2.6
Diberikan himpunan bilangan bulat modulo 4, yaitu Z, dengan
operasi penjumlahan (+). (Z,, +) adalah grup komutatif.



Bukti
Tabel 2.1 Operasi penjumlahan pada Z,

+10/1[2]| 3
0/0[1]2]3
1(1]2[3]0
2230/ 1
3[3]0|1] 2

Berdasarkan Tabel 2.1 dibuktikan (Z,, +) adalah grup komutatif.
(i) Tertutup, yaitu untuk setiap x,y € Z,, berdasarkan Tabel 2.1
terlihat bahwa x + y € Z,.
(ii) Asosiatif, yaitu ambil sebarang x,y,z € Z,. Misalkan x = 1,
y = 2,dan z = 3 sedemikian sehingga
x+(y+z)=1+2+3) =2,
(x+y)+z=(1+2)+3=2.
Dengan cara sama berlaku untuk setiap x,y, z € Z,.
(iii) Terdapat elemen identitas, yaitu e = 0 berlaku untuk setiap
x € 7, sedemikian sehinggax + 0 = 0 + x = x.
(iv) Untuk setiap x € Z, mempunyai invers di Z,, yaitu
invers 0 adalah 0 karena 0 + 0 = 0,
invers 1 adalah 3 kerena1 + 3 = 0,
invers 2 adalah 2 kerena 2 + 2 = 0,
invers 3 adalah 1 karena3 + 1 = 0.
(v) Komutatif, yaitu ambil sebarang x,y € Z,. Misalkan x = 2 dan
y = 3 sedemikian sehingga
x+y=2+3=1,
y+x=3+2=1
Dengan cara yang sama berlaku untuk setiap x, y € Z,.
Berdasarkan (i), (ii), (iii), (iv), dan (v) maka (Z4,+) adalah grup
komutatif. [

| Sl

Definisi 2.2.7 (Subgrup)
Misalkan S adalah himpunan bagian tak kosong dari grup G. Maka S
dikatakan subgrup dari G, jika S merupakan grup dengan operasi
biner yang sama dengan G.

(Bhattacharya, dkk,.1995)



Contoh 2.2.8
Diberikan Z, dengan operasi penjumlahan (+4), telah dibuktikan
pada Contoh 2.2.6 bahwa (Z,, +) adalah grup. Misalkan S = {0, 2}
maka (S, +) adalah subgrup dari Z,.
Bukti
Akan dibuktikan bahwa S = {0, 2} adalah grup dengan operasi yang
sama dengan G.

Tabel 2.2 Operasi penjumlahan pada S

N|| S| +
N[OOI
OINIIN

Berdasarkan Tabel 2.2 dibuktikan (S, +) adalah grup.
(i) Tertutup, yaitu untuk setiap x,y € S, berdasarkan Tabel 2.2
terlihat bahwa x + y € S.
(ii) Assosiatif, yaitu ambil sebarang x,y,z € S. Misalkan x = 2,
y = 0, dan z = 2 sedemikian sehingga
x+(y+2)=2+(0+2)=0,
(x+y)+z=2+0)+2=0.
Dengan cara yang sama berlaku untuk setiap x,y,z € S.
(ili) Terdapat elemen identititas, yaitu e = 0 berlaku untuk setiap
x € S sedemikian sehinggax + 0 =0 + x = x.
(iv) Untuk setiap x € S mempunyai invers di S, yaitu
invers 0 adalah 0 kerena 0 + 0 = 0,
invers 2 adalah 2 karena 2 + 2 = 0.
(v) Komutatif, yaitu ambil sebarang x,y € S. Misalkan x = 0 dan
y = 2 sedemikan sehingga
x+y=0+2=2,
y+x=2+0=2.
Dengan cara yang sama berlaku untuk setiap x,y € S.
Berdasarkan (i), (ii), (iii), (iv), dan (v) maka (S,+) adalah grup.
Jadi S adalah semigrup dari Z,. ]

Lemma 2.2.9

Misalkan (G,*) adalah grup dan H adalah himpunan tak kosong dari
G. H adalah subgrup dari G jika hanya jika untuk berlaku sebagai
berikut.



(i) Untuk setiap x,y € H sedemikian sehingga x * y € H.
(ii) Untuk setiap x € H memiliki invers, yaitu x™ € H.
(Bhattacharya, dkk,. 1995)

Bukti

(=) Diketahui H adalah subgrup dari G. Berdasarkan Definisi 2. 2. 7
H adalah grup sehingga untuk setiap x,y € H sedemikian
sehingga x * y € H terpenuhi dan untuk setiap x € H memiliki
invers, yaitu x~1 € H terpenuhi.

(<) Diketahui H tertutup, yaitu untuk setiap x,y € H sedemikian
sehingga x +y € H dan untuk setiap x € H memiliki invers,
yaitu x~1 € H. Akan dibuktikan bahwa H adalah subgrup. Oleh
karena H tidak kosong dari G maka memenuhi sifat asosiatif
dan H memiliki elemen idetitas karena x,x~! € H maka
x*x 1 =x"1xx=e€H. Jadi H memenuhi sifat tertutup,
asosiatif, mempunyai elemen identitas dan setiap elemen
mempunyai invers. Jadi H adalah subgrup dari G. [

Lemma 2.2.10

Misalkan (G,*) adalah grup. H adalah himpunan bagian tak kosong

dari G. H adalah subgrup dari G jika hanya jika untuk setiap x,y € H

berlaku x * y~* € H.

Bukti

(=) Diketahui H adalah subgrup dari G. Akan ditunjukkan untuk
setiap x,y € H berlaku x*y~' € H. Untuk setiap y € H,
berdasarkan Lemma 2.29 y l!€H dan untuk setiap
x,y~! € H, berdasarkan Lemma 2.2.9 berlaku x x y~* € H.

(<) Diketahui untuk setiap x,y € H berlaku x * y~! € H. Akan
ditunjukkan H adalah subgrup dari G. Untuk x € H maka
xx*x1=e€H sehingga untuk e,a€H  berlaku
exx'=x1eH dan untuk e,y€H  berlaku
exyl=yleH Oleh karena x*y 1€H maka
x*(y 1)l =x*y € H. Berdasarkan Lemma 2.2.9 karena
terpenuhi (i) dan (ii), jadi H adalah subgrup dari G. [



2.3 Ring

Ring merupakan suatu struktur aljabar dengan dua operasi biner
yaitu penjumlahan dan pergandaan dan memenuhi aksioma-aksioma
tertentu. Definisi, contoh dan teorema diberikan sebagai berikut.

Definisi 2.3.1 (Ring)
Misalkan R adalah himpunan tak kosong dengan dua operasi biner
yaitu penjumlahan (+) dan pergandaan (-), dinotasikan (R,+,).
Maka (R, +,-) disebut ring jika memenuhi aksioma-aksioma sebagai
berikut.
1. (R, +) adalah grup komutatif.
2. (R, adalah semigrup.
3. (R, +,") memenuhi sifat distributif yaitu untuk setiap x,y,z € R.
i.  Hukum distributif kanan, yaitu (x + y) - z=x-z+y - z.
ii. Hukum distributitf kiri, yaitu x- (y +z) = x-y + x - z.
(Dummit dan Foote, 1999)

Contoh 2.3.2

Diberikan himpunan matriks M = {[a b

a,b,c,d € Rt dengan
il } deng

d
operasi penjumlahan (+) dan pergandaan (+). Jadi (M, +,-) adalah
ring.
Bukti

1. (M, +) adalah grup komutatif.
Akan ditunjukkan (M,+) adalah grup komutatif. Ambil

sebarang matriks 4,B,C € M, misalkan A= [;1 Izl]
1
B [az b2]1 S = [a3 b3] memenuhi:
d, c dz ¢

(i) A+B= [ ] a, ] [a1+a2 b1+b2]

d, di+d, ci+c)
kerena bilangan real memenuhi sifat tertutup terhadap

penjumlahan maka A + B € M,
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o aeme (5 2ol 20 2

1 (%) C3

_[ay+a; by + bz] as b3]
— d1 + dz Cq1 + Cy d3 C3

_[as+ay;+a; b1+b2+b3]
a d1+d2+d3 C1+C2+C3,

i 1 by a, b, as bs )
ey [d1 C1]+<[d2 Cz]+ ds C3]
_ a, bl] + I:Clz + as bz + b3]
dl Cq1 dz + d3 Cy + C3

_Ja; ta;+a; b1+b2+b3]
T ldy+dy+ds et

oleh karena (A + B) + C = A + (B + (), berlaku sifat
asosiatif.

0 0
0 0

sehingga untuk setiap A € M berlaku A + e = e + A = A,

(iii) terdapat elemen satuan, yaitu ez[ ] sedemikian

(iv) untuk  setiap A€M  memiliki invers, Vyaitu

A1 = [:Z :lc’] sedemikian sehingga untuk 4,471 € M

berlaku A + A’ = A" + A = A,

_[ay by a, bz]_[a1+a2 b1+b2]
V) A+B_[d1 C1]+ dy ¢ ldi+d; ¢ +c

__[az by a, bl]_[a2+a1 b2+b1]
B+A_[d2 Cz]+[d1 ;] ldy+dy cptcl

oleh karena bilangan bulat memenuhi sifat komutatif maka
A+ B =B+ A.
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2. (M,") adalah semigrup.
Akan dtunjukkan (M,) adalah semigrup. Ambil sebarang

matriks A4, B,C € M, misalkan A = [a1 bl], B = [az bz],
di d, ©

dan C = [33 b3] memenuhi:
3 C3

a; b a, b
i A-Bz[l 1]_[2 2]
0 di ¢l ldy ¢
g [a1a2 +bid, aib, + blcz]
Y dlaz + Cle dle + C1Cy

oleh karena bilangan real memenuhi sifat tertutup terhadap
pergandaan dan penjumlahan maka A - B € M,

.. . . _ aq bl 7 a, bz]) ( [a3 b3]

) @it = ([dl C1] d, ¢ d; c3
_ [aja; + bid, a;b, + blcz] [as b3]
~ldyay + ¢idy diby + i) lds o

wo=[ (2 2 e &)
& C)_[d1 Cl] d, ¢ d; ¢
2 bl] _ [a2a3 + b,ds aybs + bzc3]
~ldy ¢l ldyas 4+ cpds  dybs + cycs)

maka (A-B) - C = A - (B - C) berlaku asosiatif.
3. (M, +,") memenuhi sifat distributif.

o weme=( e Y

_[ag +a; b1+b2]_[a3 bg]
T ldy+d, ¢t lds oo

-(& ol aD+(E a& 2D
“\ld; gl lds ¢ d, ¢3| lds 3
= AC + BC

.. _ _Jar bi] ([az by as; bs]
(i) A-(B+C) = d, C1] (dz cz]+[d3 c3_>

_[aq bl] _ [az +a; b+ b3]
“ldy ¢l ldy+ds ¢yt
12



o (e e G e g
di ¢ d, ¢ di ¢ d; ¢

= AB + AC.

Berdasarkan 1, 2, dan 3 terbukti bahwa (M, +,-) adalah ring. (]

Definisi 2.3.3 (Ring Berhingga)
Misalkan R adalah ring. Jika banyaknya elemen dari ring tersebut
berhingga maka disebut ring berhingga.

(Bhattacarya,dkk., 1995)

Contoh 2.3.4

Diberikan himpunan bilangan bulat modulo 6, yaitu Z, dengan
operasi biner penjumlahan (+) dan pergandaan (). Jadi (Z¢,+,")
adalah ring.

Bukti

1.

(Zg, +) adalah grup komutatif.
Tabel 2.3 Operasi penjumlahan pada Z¢

+]10|1]2 3|45
00|12 |3|4]5
1|/1]2|3|4|5]0
2|2 |3|4|5|0]1
3|3 |4 |5|0|1]2
4 | 4|5 |0|1]2]3
5/5]0]1]2|3]|4

Berdasarkan Tabel 2.3 akan dibuktikan (Z¢, +) adalah grup
komutatif.
(1) Tertutup, yaitu untuk setiap x,y € Z¢, berdasarkan Tabel
2.3 terlihat bahwa x +y € Z.
(if) Asosiatif, yaitu ambil sebarang x,y,z € Zg. Misalkan
x =1,y = 2,dan z = 3 sedemikian sehingga
(x+y)+z=(10+2)+3=0,
x+(y+z)=1+B+3)=0.
Dengan cara sama berlaku untuk setiap x,y, z € Zg.
(iii) Terdapat elemen identitas yaitu 0 sedemikian sehingga
x+0 =0+ x = x untuk setiap x € Zg.
(iv) Untuk setiap x € Zg mempunyai invers di Zg, yaitu:
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invers 0 adalah 0 kerena 0 +
invers 1 adalah 5 karena T +
invers 2 adalah 4 kerena 2 +
invers 3 adalah 3 karena 3 +
invers 4 adalah 2 kerena 4 +
invers 5 adalah 1 kerena 5 +

(v) Komutatif, yaitu untuk setiap x, y € Zg, berdasarkan Tabel
2.2 memenuhix +y =y + x.

Jadi terbukti (Z¢, +) adalah grup komutatif.

2. (Zg,) adalah semigrup.
Tabel 2.4 Operasi pergandaan pada Z¢

Il

| NI WIS U1l O
Il
ol ol Ol Ol O O

(]| [e]] [e]| ]| ]| ]| =}
U o I NI = O |
BN O NI I IN
WI| Ol WI| Ol WI| DI | W
NI DI O B O |
iU ENIE S S E=]119 ]

U1 || W[N] =] S| -

Berdasakan Tabel 2.4 akan ditunjukkan (Ze,") adalah semigrup.
(i) Tertutup, yaitu untuk setiap x,y € Zg, berdasarkan Tabel
2.3 terlihat bahwa x - y € Zs.
(if) Asosiatif, yaitu ambil sebarang x,y,z € Zg. Misalkan
x =1,y = 2,dan z = 3 sedemikian sehingga
(x-y)-z=(1-2):3=0,
x-(y-z)=1-(2-3)=0.
Dengan cara sama berlaku untuk setiap x, y, z € Zs.
Jadi terbukti (Zg, ) adalah semigrup.
3. (Zg, +,7) memenuhi sifat distributif. Ambil sebarang x,y,z € Z¢
misalkan x = 1,y = 4, dan z = 2, berlaku:
(i) 1+4):2=1-2+4-2=4dan
(i) 1-4+2)=1-4+1-2 =0.
Dengan cara sama berlaku untuk setiap x,y, z € Zg.
Jadi terbukti (Zg, +,-) memenuhi sifat distribusi.
Berdasarkan 1,2, dan 3 terbukti bahwa (Ze, +,-) adalah ring. [
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Definisi 2.3.5 (Subring)
Misalkan S adalah himpunan bagian tak kosong dari ring R dengan
dua operasi biner yaitu penjumlahan (+) dan pergandaan (-).
S disebut subring dari ring R dinotasikan S <R jika (S,+,)
merupakan ring.

(Bhattacharya,dkk., 1995)

Teorema 2.3.6

Misalkan R adalah ring dan S adalah himpunan bagian tak kosong

dari R. S adalah subring dari R jika hanya jika memenuhi:

(i) untuk setiap x,y € S berlakux —y € S,

(if) untuk setiap x,y € S berlaku xy € S.

(Judson, 2009)

Bukti

(=) Diketahui bahwa S adalah subring. Akan dibuktikan S adalah
himpuan tak kosong dan untuk setiap x,y €S berlaku
x—y €S dan xy € S. Berdasarkan Definisi 2.3.3 terbukti
bahwa setiap subring adalah ring maka memenuhi untuk setiap
x,y € S berlaku x —y € S karena S adalah subgrup dari grup R
terhadap operasi penjumlahan berdasarkan Lemma 2.2.9 dan
memenuhi untuk setiap x,y € S berlaku xy € S karena S
bersifat tertutup terhadap pergandaan.

(<) Diketahui bahwa untuk setiap x,y € S berlaku x —y € S dan
xy € S. Akan dibuktikan S adalah subring. Oleh karena untuk
setiap x,y € S berlaku x —y € S sehingga S adalah subgrup
dari R terhadap operasi penjumlahan berdasarkan Lemma 2.2.9.
Serta karena untuk setiap x,y € S berlaku xy € S sehingga S
tertutup terhadap pergandaan serta S berlaku hukum distributif.

Oleh karena itu, S adalah subring. [
Contoh 2.3.7
Misalkan ring M = {[Z lg” a,b,c,d € ]R{} dengan himpunan
bagian T = {[8 IZ” a,b,c€ R}. Jadi T adalah subring.
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Bukti
a,; by

Ambil sebarang matriks A,B € T, misalkan Az[o C
d)

] dan

B = [az bz], memenuhi:
0 Cy

(i) Untuk setiap A, B € T, berlaku

_hp_la b [a bz]_[a1_a2 bl_bz]
A B_[O C1] [0 c] 0 ¢ —Cf

Oleh karena bilangan real berlaku sifat tertutup terhadap

a; —a; by —b,

0 Al er

penjumlahan maka A — B = [

(ii) Untuk setiap A, B € T, berlaku

a, bl] [az bz]_ a,a, a1b2+blcz]

AB:[O c]10 ¢ [ O €1Cy

Oleh karena bilangan real berlaku sifat tertutup terhadap

pergandaan dan penjumlahan maka

AB = [a1a2 a, b, + blcz] eT

0 €1Cy

Berdasarkan (i) dan (ii) terbukti T adalah subring. [

Definisi 2.3.8 (Ideal)
Misalkan [ adalah himpunan bagian tak kosong dari ring R.
I disebut ideal kiri (kanan) dari R jika memenubhi:
(1) untuk setiap x,y € I berlaku x — y € I,
(if) untuk setiap x € I dan r € R berlaku rx € [ (xr € I) disebut
ideal kiri (kanan).
I disebut ideal dua sisi jika memenuhi rx = xr. Setiap ideal dari R
adalah subring dari R.
(Rotman, 2002)
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Contoh 2.3.9

Diberikan ring M :{[C

a b

d] ' a,b,cde Z} dengan himpunan

bagian K = {[g g] | a,b e Z} dan L = {[Z g] | a,b e Z}. Jadi

K adalah ideal kanan dan L adalah ideal Kiri.
Bukti

(i)

(i)

Untuk setiap  A,B € K, misalkan A= [%1 %1] dan
__|a bz )
B = [0 0] berlaku:

A_B:[%l %1_[%2 %2:[‘116‘12 b16b2]_

Bilangan bulat memenuhi sifat tertutup terhadap penjumlahan

maka A—Bz[alga2 blabz

. ] _[a; O _[az 0]
matriks C,D € L, misalkan C_[bl 0] dan D—[b2 0

]eK. Serta untuk setiap

berlaku:
n_fa 0] Jaz 0] _Jag—a; O
c=p = o| =[5 ol =[5 25 ol
Bilangan bulat memenuhi sifat tertutup terhadap penjumlahan
maka C — D = [al—az O] €L

by—b, 0
Untuk setiap matriks A €K dan T € M, misalkan

A= [661 %1] danT = [f Z] berlaku:

AT = [661 %1 ' [1; ‘SI] Al [alp 3‘ bir ai1q ;‘ b15], GiEl

karena bilangan bulat memenuhi sifat tertutup terhadap

pergandaan dan penjumlahan maka A- T € K.
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T.C= p q” 0] pa; +qby 0
1

e 0]’ oleh  karena

bilangan bulat memenuhi sifat tertutup terhadap pergandaan dan
penjumlahan maka T - C € L.

Berdasarkan (i) dan (ii) terbukti K adalah ideal kanan dan L adalah
ideal Kiri. ]

Definisi 2.3.10 (Ideal Maksimal)
Misalkan R adalah ring. M adalah ideal dari R disebut maksimal jika
ideal M # R dan tidak terdapat ideal I dari R sedemikian sehingga
McIGR.

(Grillet,2007)

Contoh 2.3.11

Diberikan himpunan bilangan bulat modulo 12, yaitu Z,, dengan
ideal-idealnya  yaitu I, = {0}, I, ={0,6}, I5=1{0,3,6,9},
1, = {0,4,8}, Is = {0,2,4, 6,8} dan I = Z,,. Maka I5 dan I adalah
ideal maksimal dari Z, .

Bukti

Ditunjukkan bahwa I3 dan I; adalah ideal maksimal. Oleh karena
I3 # 74, dan I5 # 7, Serta tidak ada ideal M dari R sedemikian
sehingga I; S M & Z,, dan Is & M & Z,,. Maka I; dan I5 adalah
ideal maksimal dari Z ,. [

Definisi 2.3.12 (Hpg)
Misalkan R adalah ring. Dan H adalah ideal dari R. Maka Hy adalah
ideal maksimal dari R yang termuat di H. Hyp dinotasikan juga
sebagai Coreg(H).

(Tashtoush dan Jawarneh, 2011)

Contoh 2.3.13
Diberikan himpunan bilangan bulat modulo sepuluh, yaitu Z,,

Hp = Coreg(H) = {0,2,4,6,8} adalah ideal maksimal yang
termuat di H. -
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Definisi 2.3.14 (Ring Faktor)
Misalkan R adalah ring dengan I adalah ideal dari R.
R/I adalah {@,b,c, ..},dengan@a =a+1,b=b+1,é =c + 1, dan
seterusnya dengan a, b, c € R dengan operasi sebagai berikut.
(a+D+B+D=(@+b)+1
(a+DMB+I)=ab+1.

Maka R/I dengan operasi di atas merpakan ring dan disebut ring
faktor.

(Bhattacarya, dkk., 1995)

Contoh 2.3.15

Misalkan himpunan bilangan bulat modulo 8, yaitu Zg adalah ring
dan I ={0,4} adalah ideal dari Zg, maka elemen-elemen
Zg/l = {I,L1+1,2+1,3+1}.

Bukti
Ditunjukkan bahwa Zg /I = {I,1+ 1,2 + 1,3 + I}.
0+1={0,4}=1,

1+1={15},
2+1=1{26},
3+1={3,7},

4+1={40}=1,

5+1={51}=1+1,

6+1=1{62}=1+2,

7+1={7,3}=1+3.

Jadi elemen-elemen Zg /I = {I,1 + 1,2 + 1,3 + I}. "

Teorema 2.3.16 (Identitas Dedekind untuk Ring)
Misalkan R adalah ring dengan subring A, B,dan C. Jika B < A,
maka AN BC = B(A N ().
(Tashtoush dan Jawarneh, 2011)

Bukti
Diketahui B < A. Akan dibuktikan (AN BC) =B(ANC) artinya
ditunjukkan bahwa

B(ANC) < (AN BC) dan

(ANBC)<S B(AN ).
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(i) B(ANC)<S (ANBC)
B(AnC)=BANBC, misalkan ba € BANBC artinya
ba € BA dan ba € BC. Pandang ba € BA, karena B < A maka
B c A. Karena BA = {balb € Adana € A} dan A adalah
subring, berlaku tertutup terhadap pergandaan sehingga b € A
dan a € A maka ba € A. Oleh karena itu ba € An BC. Jadi
terbukti bahwa B(AN C) € An BC.

(i) (ANBC)SB(ANC)
Misalkan a € AnBC artinya a€ A dan a € BC. Karena
a € BC, maka a=bc dengan b€ B dan c € C. Akan
ditunjukkan a = bc € BA. Karena B < A maka B € A artinya
b € A, sehingga a = bcdengan b € A dan c € C maka a € AC.
Karena a € A dan a € AC. Oleh karena itu, a = bc dengan
b € B dan c € A maka a € BA sehingga BAN BC = B(AN C).
Jadi terbukti (A N BC) € B(ANC).

Berdasarkan (i) dan (ii) jadi terbukti (A N BC) = B(ANC). [

Contoh 2.3.17

Misalkan himpunan bilangan bulat modulo 24, yaitu Z,, adalah ring
dengan  masing-masing  subringnya  adalah  C = {0, 8,16}
B =1{0,4,8,12,16,20}, A = {0,2,4,6,8,10,12,14, 16,18, 20, 22}.
Maka (AN BC) = B(ANC).

Bukti

Berdasarkan A, B, C seperti pada Contoh 2.3.17, maka diperoleh
BC ={0,8,16}, (AnBC)={0,8,16}, AnC ={0,8,16} dan

B(AN C) = {0,8,16}. Jadi (A n BC) = B(A N C). -

Teorema 2.3.18
Misalkan R adalah ring. Jika A dan B adalah ideal dari R maka
A + B adalah ideal dari R.
(Tashtoush dan Jawarneh, 2011)
Bukti
(i) Misalkan x,y € A+ B maka x =a; +b; € A+ B dengan
a, €A dan beB dan y=a, + b, € A+ B dengan a, € A
dan b, € B, sehingga
x—y=(ay+by)— (ay + by)
=(ay—ay,)+ (b, —b,) EA+B
dengan (a; —a,) € Adan (b, —b,) €EB.Jadix —y € A+ B.
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(i) Misalkan x € A+ B maka x =a; +b; €A+ B dan r €R
sehingga untuk rx = r(a; + b;) =ra, +rby €A+ B dan
xr=(ay +b))r=a;r+b;r € A+ B dengan aqr,ra; €A
karena A adalah ideal dan b,r,vb; € B karena B adalah ideal.
Oleh karena itu xr dan rx € A + B.

Berdasarkan (i) dan (ii) maka A + B adalah ideal dari R. u

Contoh 2.3.19
Misalkan himpunan bilangan bulat modulo 12, yaitu Z,, adalah ring.
A; dengan i = 1,..,5 adalah setiap ideal dari Z,,, yaitu 4, = {0},
Jadiaka A; + A; adalah ideal dari Z .
Bukti

Tabel 2.5 Penjumlahan antara Ideal-ideal dari Z,

Pada Tabel 2.5 terlihat bahwa hasil penjumlahan antara ideal dari

Z1, adalah ideal dari Z, ,.

(i) Ambil sebarang x,y € A4; + A;. Misalkan x = 4 dan y = 0 pada
AsAs berlaku x —y = 4 + 0 = 4 € Ag + B;. Dengan cara yang
sama berlaku untuk setiap x,y € A; + 4;.

(i) Ambil sebarang x € A; + 4; dan r € Z,,. Misalkan x = 3 pada
A, +A, dan r=4 berlaku xr =3-4=0€ A, + A, dan
rx=4:3=0€ A, +A,. Dengan cara yang sama berlaku
untuk setiap x € A; + A; danr € Z,,.

Berdasarkan (i) dan (ii) terbukti A; + A; adalah ideal dari Z,,. ]

Teorema 2.3.20
Misalkan R adalah ring dengan subring A. Jika B adalah ideal dari R
maka A N B adalah ideal dari A.
(Tashtoush dan Jawarneh, 2011)
Bukti
(i) Misalkan x,y € AnB artinya x,y € A dan x,y € B berlaku
x—y€eAdanx —y € B, sehinggax —y € AnB.
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(i) Misalkan x € An B artinya x € A dan x € B dan untuk a € 4,
berlaku ax € A dan ax € B sehingga ax € AN B.
Berdasarkan (i) dan (ii) terbukti A n B adalah ideal dari A. [

Contoh 2.3.21

Misalkan himpunan bilangan bulat bodulo 12, yaitu Z,, adalah ring
dengan A; dan B; dengan i = 1,..,5 adalah setiap ideal dari Z;,,
yaitu A, ={0}, 4, ={0,6}, A3—{67}§} A4_{6§6§}

B4—{0 § 6 §} BS—{O 2,4,6,8, 10} Jadi A nB adalah ideal

Bukﬁ
Tabel 2.6 Irisan antara ideal-ideal dari Z,,

Nn| B B, B, B, B:

4,1 {0} | {0} {0} {0} {0}

Ay | {0} | {0,6} | {0} {0, 6} {0,6}

A; | {0} {0} {0,4,8} | {0} {0,4,8}

Ay | {0} {0, 6} {0} 1{0,3,6,9} {0,6}

As| (0} | (0,6} | {048 | (0,6} |{0,2 468,10}

Pada Tabel 2.6 terlihat bahwa irisan antara ideal-ideal dari Z,,adalah

ideal dari Z,

(i) Ambil sebarang x,y € A; N B;. Misalkan x = 8 dan y = 4 pada
A;N By, berlaku x —y=8—-4=14, Jadi x—y € A3 N B;.
Dengan cara yang sama berlaku untuk setiap x,y € A; N B;

(ii) Ambil sebarang x € A; N B;. Misalkan x = 4 pada A3 N Bz dan
ambil sebarang a € A5, misalkan a = 8 berlaku x - a = 8 dan
a-x=8.Jadi x-a =a-x € A; N B;. Dengan cara yang sama
berlaku untuk setiap x € A; N B; dan a € A;.

Berdasarkan (i) dan (ii) terbukti A; N B; adalah ideal dari 4;. [

Teorema 2.3.22
Misalkan R adalah ring dengan subring H dan N serta ideal K
sedemikian sehingga K < H<R dan K <N <R.R=H+N jika
dan hanya jika R/K = (H/K) + (N/K).

(Tashtoush dan Jawarneh,2011)
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Bukti
(=) Diketahui R =H + N sehingga r = h+n dengan r € R,
h € H, dan neN. Akan dibuktikan bahwa
R/K = (H/K)+ (N/K) artinya akan ditunjukkan bahwa
R/K € (H/K)+ (N/K) dan (H/K) + (N/K) € R/K. Ambil
r+ K € R/K untuk setiap r € R,
r+K=(h+n)+K=h+K)+(n+K)€e (H/K)+ (N/K)
untuk setiap heH dan neN. Disisi lain, jika
(h+K)+ (n+K) e (H/K)+ (N/K) maka
(h+K)+(n+K)=(h+n)+K=r+KeR/K
Jadi terbukti bahwa R/K = (H/K) + (N/K).
(<) Diketahui R/K = (H/K) + (N/K). Akan ditunjukkan bahwa
R=H+ N. Untuk setiap r + K € (H/K) + (N/K) terdapat
h € Hn e N dan k € K sedemikian sehingga r =h +n + k.
Karena K < (HNN) maka r =h+n+n'=h+n, dengan
n, € N dan h € H. Serta untuk setiap h € H maka h € R kerena
H < R dan untuk setiap n € N maka n € R karena N < R.
Maka h+n € R sehingga r=h+n dengan r € R. Oleh
karena itu, R = H + N. [

Contoh 2.3.23
Misalkan himpunan bilangan bulat modulo 12, yaitu R = 7Z,, adalah

ring, dengan subring-subringnya yaitu ={0,3,6,9} dan
= {0,2,4,6,8,10}, serta ideal K = {0, 6}. Jadl R=H+N jika

dan hanya jika R/K = (H/K) + (N/K).

Bukti

Diketahui ring R, subring H dan N serta ideal K, maka

(®>)R/K={0+K,1+K,2+K,3+K,4+K,5+K}

(H/K)+ (N/K) ={0+K,3+K}+{0+K,2+K,4+K}
={0+K1+K2+K3+K4+K,5+K}
=R/K

Jadi terbukti R/K = (H/K) + (N/K).

(S)R=1Z1
H+N = {0 9}+{0 2,4,6,8, 10}
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Jadi terbukti bahwa untuk R
ideal K berlaku R




