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GRADED IDEAL SEMIPRIMA

ABSTRAK

Pada skripsi ini dibahas mengenai graded  ideal
semiprima dari G-graded ring komutatif dengan elemen
identitas tak nol. Suatu G-graded ring komutatif dengan elemen
identitas tak nol didefinisikan sebagai direct sum subgrup-
subgrup aditif sebanyak order grup G dari ring komutatif
dengan elemen identitas tak nol dan memenuhi syarat tertentu,
sedangkan graded ideal didefinisikan sebagai direct sum irisan
ideal dengan subgrup aditif sebanyak order grup G dari ring
komutatif dengan elemen identitas tak nol. Suatu graded ideal
adalah graded ideal semiprima jika dan hanya jika graded ring
faktor dari G-graded ring oleh graded ideal-nya tidak memiliki
elemen nilpoten tak nol.

Kata Kunci: G-graded ring komutatif dengan elemen identitas
tak nol, graded ideal, graded ideal semiprima.
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SEMIPRIME GRADED IDEALS

ABSTRACT

In this paper, we observe about semiprime graded ideals of
commutative G-graded rings with non zero identity. A
commutative G-graded rings with non zero identity is defined
as a direct sum of some additive subgroups whose order G from
commutative rings with non zero identity and satisfy certain
conditions, whereas graded ideals is defined as a direct sum of
ideals intersection and additive subgroups whose order G from
commutative rings with non zero identity. A graded ideals is
called semiprime graded ideals if and only if the quotient
graded rings from G-graded rings by their graded ideals have
no nonzero nilpotent elements.

Keywords: commutative G-graded rings with non zero identity,
graded ideals, semiprime graded ideals.
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BAB I
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Struktur aljabar atau sistem aljabar adalah himpunan tak kosong
yang dilengkapi dengan satu atau lebih operasi biner. Banyaknya
operasi biner dan aksioma yang menyertai himpunan menjadi
pembeda antara struktur aljabar yang satu dengan yang lain. Ring
adalah struktur aljabar yang dilengkapi dengan dua operasi biner,
yaitu penjumlahan dan pergandaan serta memenuhi aksioma tertentu.
Suatu ring yang memenuhi sifat komutatif terhadap operasi
pergandaan disebut ring komutatif. Di dalam ring dibahas mengenai
ideal. Terdapat beberapa macam ideal dari ring komutatif, salah
satunya adalah ideal semiprima.

Konsep ring terus mengalami perkembangan, salah satunya
adalah G-graded ring komutatif, yaitu direct sum subgrup-subgrup
aditif sebanyak order grup G dari ring komutatif R dan memenuhi
syarat tertentu. Konsep ideal juga mengalami perkembangan, salah
satunya adalah graded ideal, yaitu direct sum irisan ideal dengan
subgrup aditif sebanyak order grup G dari ring komutatif R.

Pada tahun 2004 diperkenalkan konsep graded ideal prima oleh
M. Refaei dan K. Alzobi dalam jurnal yang berjudul On Graded
Primary Ideals. Selanjutnya, pada tahun 2013 Farkhonde Farzalipour
dan Peyman Ghiasvand memperkenalkan jurnal yang berjudul On
Graded Semiprime and Graded Weakly Semiprime ldeals. Oleh
karena itu, skripsi ini mengkaji ulang jurnal tersebut serta membahas
definisi, contoh, dan sifat-sifat dari graded ideal semiprima yang
berupa lemma, proposisi, dan teorema beserta buktinya.

1.2 Rumusan Masalah

Rumusan masalah dalam skripsi ini sebagai berikut.
1. Bagaimana definisi dan contoh dari graded ideal semiprima.
2. Bagaimana sifat-sifat dari graded ideal semiprima.



1.3 Tujuan

Tujuan pembahasan skripsi ini sebagai berikut.
1. Membahas definisi dan contoh dari graded ideal semiprima.
2. Membahas sifat-sifat dari graded ideal semiprima



BAB Il
TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini diberikan definisi, contoh, teorema, dan lemma
sebagai acuan untuk membahas permasalahan yang akan
disampaikan pada bab selanjutnya.

2.1 Pemetaan, Operasi Biner, dan Struktur Aljabar

Definisi 2.1.1 (Pemetaan)
Misalkan A dan B adalah himpunan. Sebuah relasi f dari A ke B
disebut pemetaan (peta atau fungsi) dari A ke B, jika untuk setiap
elemen x di A terdapat tepat satu elemen y di B (disebut image dari
x oleh f) sedemikian sehingga f (x) = y.

(Bhattacharya, dkk., 1995)

Operasi biner merupakan salah satu kasus khusus dari pemetaan.
Adapun definisi dari operasi biner dan struktur aljabar adalah sebagai
berikut.

Definisi 2.1.2 (Operasi biner)
Operasi biner pada himpunan S adalah pemetaan = Yyang
menghubungkan semua elemen pasangan terurut (x, y) dari S X S ke
elemen S, yang dinotasikan
*x: X5 —>S
(e, y) = (x,y) =xxy
(Bhattacharya, dkk., 1995)

Definisi 2.1.3 (Struktur aljabar)
Struktur aljabar atau sistem aljabar adalah himpunan tak kosong
yang dilengkapi dengan satu atau lebih operasi biner.

(Bhattacharya, dkk., 1995)

2.2 Semigrup

Semigrup merupakan struktur aljabar yang dilengkapi dengan satu
operasi biner dan memenuhi aksioma-aksioma tertentu. Berikut ini
diberikan definisi dan contoh yang berkaitan dengan semigrup.



Definisi 2.2.1 (Semigrup)
Misalkan S adalah himpunan tak kosong dan didefinisikan operasi
biner *, maka struktur aljabar (S, *) disebut semigrup jika dan hanya
jika memenuhi aksioma berikut.
i. S tertutup terhadap operasi biner *, yaitu untuk setiap a,b € S
makaa * b € S.
ii. Operasi biner = asosiatif pada S, yaitu untuk setiap a, b,c € S
maka (a * b) *xc = a * (b * c).
(Whitelaw, 1995)

Contoh 2.2.2
Diberikan himpunan 2Z dengan operasi penjumlahan. Maka (27, +)
merupakan semigrup.

Bukti.
Akan ditunjukkan bahwa (2Z,+) memenuhi aksioma semigrup.
Ambil sebarang a, b, ¢ € 2Z. Misalkan a = 2x;, b = 2x, , dan
¢ = 2x3 untuk x;, x,, x3 € Z, maka berlaku
i. Tertutup terhadap penjumlahan.
a+b=2x; + 2x,
= 2(x; + x5).

Karena x;, x, € Z maka x; + x, € Z, sehingga 2(x; + x,) € 2Z.
ii. Asosiatif terhadap penjumlahan.
(@a+b)+c=2x; +2x,)+2x;

= 2Xq + 2x, + 2x3

= 2(x; + x5 + x3),
dan
a+ (b+c)=2x;+ (2x, + 2x3)

= 2%q + 2x5 + 2x3

= 2(x; + x3 + x3).
Karena i dan ii terpenuhi maka (27, +) merupakan semigrup. ]

2.3 Grup

Grup merupakan suatu semigrup yang memenuhi aksioma-
aksioma tertentu. Berikut ini diberikan definisi dan contoh yang
berkaitan dengan grup.



Definisi 2.3.1 (Grup)
Suatu struktur aljabar (G, *) di mana G adalah himpunan tak kosong
dan = adalah operasi biner pada G, maka G disebut grup jika dan
hanya jika memenuhi aksioma berikut.
i. Tertutup, artinya untuk setiap a,b € G terdapatlah tepat satu
¢ € G sedemikian sehingga berlaku a * b = c.
ii. Asosiatif, artinya untuk setiap a, b, c € G sedemikian sehingga
berlaku (a * b) * c = a * (b * ¢).
iii. Mempunyai elemen identitas.
Terdapat e € G untuk setiap a € G, sedemikian sehingga berlaku
ax*xe= exa=a.
iv. Setiap elemen mempunyai invers.
Untuk setiap a € G terdapatlah a™ € G, sedemikian sehingga berlaku
axa’= atxa=e.
(Chaudhuri, 1983)

Contoh 2.3.2
Diberikan G < Z, yaitu G = {1, —1} dengan operasi pergandaan.
Maka (G, ) adalah grup.

Bukti.
Tabel 2.1 Operasi pergandaan pada G
o 1 | -1
1 1| -1
-1[-1] 1

Berdasarkan Tabel 2.1, terlihat bahwa

i. Tertutup terhadap pergandaan terpenuhi.

ii. Asosiatif terhadap pergandaan.

Ambil sebarang a,b,c € G. Misalkan a = -1, b =1, dan ¢ = —1,
maka

(@eb)ec =(-1ee(-1)=(-De(-1) =1,
as(ec)=(-1De(le(-1))=(-De(-D=1.

Dengan cara yang sama berlaku untuk setiap a,b,c € G, (a*b) »
c=aes(bec)



iii. Memiliki elemen identitas yaitu 1, sedemikian sehingga untuk
setiap a € Gherlakulea=ae«1=a.

iv. Setiap elemen memiliki invers, yaitu:

invers dari 1 adalah 1 sedemikian sehingga 1« 1 = 1,

invers dari —1 adalah —1 sedemikian sehingga —1 « (—1) = 1.

Karena aksioma i, ii, iii, dan iv terpenuhi maka (G, ) merupakan

grup. ]

Definisi 2.3.3 (Grup komutatif)
Sebuah grup G disebut komutatif (abelian) jika operasi binernya
memenuhi hukum komutatif, yaitu untuk setiap a,b € G berlaku
axb= b=*a.

(Chaudhuri, 1983)

Contoh 2.3.4
Diberikan himpunan Z,. Maka (Z,, +) merupakan grup komutatif.

Bukti.
Tabel 2.2 Operasi penjumlahan pada Z,

W= DI +
OSTIESTI N =T =)
O WO NI 1| b=t
1| Ol Ll NI N
NI | OI| Wl | @

Berdasarkan Tabel 2.2, terlihat bahwa

i. Tertutup terhadap penjumlahan terpenuhi.

ii. Asosiatif terhadap penjumlahan.

Ambil sebarang a,b,c € Z,. Misalkan a = 2, b = 3, dan ¢ =1,
maka

(a+bh)+c=Q2+3)+1=1+1= 2,
a+(b+c)=2+B+1)=2+0=2.

Dengan cara yang sama berlaku untuk setiap a, b,c € Z,, (a + b) +
c=a+(b+0c).

iii. Mempunyai elemen identitas yaitu 0, sehingga untuk setiap
a€Z,berlakua+0=0+a=a.

6



iv. Setiap elemen memiliki invers, yaitu:

invers dari 0 adalah 0 sedemikian sehingga 0 + 0
invers dari 1 adalah 3 sedemikian sehingga 1 + 3
2
1

invers dari 2 adalah 2 sedemikian sehingga 2 +
invers dari 3 adalah 1 sedemikian sehingga 3 +
v. Komutatif terhadap penjumlahan.
Ambil sebarang a,b € Z,. Misalkan a = 2 dan b = 3 maka
a+b=>b+a=1. Dengan cara yang sama berlaku untuk setiap
a,b€ Zy,a+b=>b+a.
Karena aksioma i, i, iii, iv, dan v terpenuhi maka (Z,, +) merupakan
grup komutatif. [

0
0
0
0

Definisi 2.3.5 (Subgrup)
Sebuah himpunan tak kosong H yang merupakan subset dari grup G
disebut subgrup dari G, jika H merupakan grup dengan operasi biner
yang sama dengan G.

(Chaudhuri, 1983)

Teorema 2.3.6

Misalkan (G,*) adalah grup dan H subset dari G. H disebut subgrup
dari G jika dan hanya jika memenuhi

i. untuksetiap a,b € H,makaa *b € H.

ii. untuk setiap a € H, makaa™! € H.
(Bhattacharya, dkk., 1995)

Bukti.

(=) Diketahui H subgrup dari G.Karena H subgrup, berarti H
adalah grup, sehingga i dan ii terpenuhi.

(&) Diketahui H subset dari G dan berlaku i dan ii. Akan
dibuktikan H subgrup. Tertutup telah dipenuhi oleh i. Assosiatif
dengan sendirinya dipenuhi karena semua elemen di H juga
merupakan elemen di G. Ambil sebarang a € H, dari ii maka
terdapat a~! € H. Karena a,a™! € H dan berlaku sifat tertutup.
Makaa xa~! € H, sehingga diperoleh axa™! =e € H. Setiap
elemen mempunyai invers dipenuhi oleh ii. ]



Contoh 2.3.7
Diberikan grup (Z,+) dan H = {3n|n € Z} adalah subset dari Z.
Maka (H, +) adalah subgrup dari Z.

Bukti.
Himpunan H = {0,+3,+6,+9,+12,...} subset dari Z. Akan
ditunjukkan bahwa H adalah subgrup.
i. Ambil sebarang a,b € H. Misalkan a = 3n; dan b = 3n, untuk
ny,n, € Z, maka berlaku
a+b=3n;+3n,
= 3(ny +ny).
Karena nq,n, € Z, maka n, + n, € Z, sehingga 3(n; + n,) € H.
ii. Untuk setiap 3n € H memiliki invers —3n € H, sedemikian
sehingga
3n+ (—3n) = 0.
Terbukti (H, +) adalah subgrup dari (Z, +). ]

2.4 Ring

Ring merupakan struktur aljabar yang dilengkapi dengan dua
operasi biner yaitu penjumlahan dan pergandaan, serta memenuhi
aksioma-aksioma tertentu. Berikut ini diberikan definisi dan contoh
yang berkaitan dengan ring.

Definisi 2.4.1 (Ring)
Misalkan R adalah himpunan tak kosong dengan dua operasi biner,
yaitu penjumlahan dan pergandaan. Maka (R, +,¢) disebut ring jika
memenuhi aksioma berikut.
I. (R, +) grup komutatif.
Il. (R,e) semigrup.
I11. Berlaku hukum distributif kiri dan kanan, yaitu
i. untuk setiapa,b,c € R, a(b +c) = ab + ac
ii. untuk setiap a,b,c € R, (b + c)a = ba + ca
(Chaudhuri, 1983)



Contoh 2.4.2
Diberikan  himpunan matriks M = {[)(; JZ/] |x, Y,z € Z}. Maka
(M, +,) merupakan ring.

Bukti.

Ambil sebarang matriks A, B, C € M. Misalkan
V1 Y2 _[X3 V3

A= [ 1] B= [ Zz]'C_ 0 23]'

I.  Akan ditunjukkan (M, +) grup komutatif.

Terhadap penjumlahan berlaku:

i. Tertutup
X1 V1 X2 Y21 _[*¥1+ X2 Y1t
0 Zl]+[0 Zz]_[ 0 Zl+zz]EM'

ii. Asosiatif: (A+B)+C =4+ (B +C).

@a+n+c=([o 2+le 2D+ 2]

_[xitx2 ity [x3 }’3]
- 0 71+ 7, 0 z;

_ [*¥a T X2t %3 3’1+}’2+3’3]
0 Zy+ Zy+2z3 |

ar@ro=[g 21+ =+ [0 =)

™1 3’1]+ Xp+X3 Y2t Y3
e 0] Al 0 Z2+Z3

_[atx2txz yity:+ys
0 Z1 +2zy+z3 |

0 0
0 0

A+[0 0 ‘[0 g]+‘4=‘4‘

iv. Untuk setiap A € M mempunyai invers.

Jika 4 = [’f)l yl]

iii. Terdapat elemen identitas e = [ ] € M sedemikian sehingga

maka invers dari 4 adalah



-a=[o" ]

sedemikian sehingga A + (—A4) = [g

v. Komutatif: A+ B=B+ A4

1 N Xo Y21 _[X1+%X2 Y1t+Y2
A+B_[0 ] 0 Zz]_[ 0 Zl+22]'

X2 Y2 X1 Y1) _[xaatx; ity
B+A_[0 Zz]+[0 ]_[ 0 Zl+zz]'
I. Akan ditunjukkan (M,e) semigrup.

Terhadap pergandaan berlaku:

i. Tertutup
X1 V1) ¥z Y2]_[*x1°X% Xx1°)2tyi°2
0 Zl] [0 Zz]_[ 0 Z1 % Zy ]EM'

Ii. Asosiatif: (AeB)eC =Ae(BeC().

amec= (5 105 2D-L5 2

_[x1eXx2 X1°y:+ Y12 .[x3 3’3]
- O Zl.ZZ 0 Z3

_[x1°x2-x3 xl-xz-y3+z3(x1-y2+y1022)]
a 0 Zl.ZZ.Z3 ’

a-@-0=[p 3] (s %[ 2]
st Xz * X3 x2~y3+y2-Z3
10 ] [ 2°7Z3 ]

9 [x1 exzex3 X1(xz°y3+yz°23) +y1(2 '23)]
0 Z1 ®Zy) ®Z3 ’

111, Berlaku hukum distributif kiri dan kanan.

I. Hukum distributif kiri: Ae (B+C)=AeB+Ae(C
ac+er =[o nl*(o zl+[o z))
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_[x1 yl].x2+x3 Y2 +¥3
10 Al 0 Zz+Z3

A [x1 c( +x3) X102 t+y3)+yie(z+ Z3)]
0 zy * (2, +23) '

Aera <[g 2lle Zl+le 2l[0 Z
[x1 b x1')’2+)’1'22] X X3 x1'3’3+3’1'Z3]

Z1 %27, 0 Zq ® Z3
[xl o (xz+x3) xp¢ ()’2 + }’3) +y10 (2, + 23)]
0 * (25 + z3)

ii. Hukum distributif kanan: (B+C)eA=BeA+C<* A

w+oea =6 2l+[0 =)[o 2

_[x2+Xx3 ¥ +}’3] i [xl 3’1]
R 0 Zy + Z3 0 Al

b [(xz txz)ex; (p+x3)eyi+ (2 +y3)e Zl]
(2 +23) e 24

BeA+C _[¥2 Y21, 2 N vy (1

.A ,O Zz] [0 Zl] + [0 Z3] [O Zl]

[X2 ¢ X1 X0 )1 +YZ'Z1] [x30x1 x3°y1+y3021]
0 22.21 0 23.21

_[Gztxs)exs (p+x3)eyr+ (V2+y3)e 21]
0 (zy+2z3) 074
Karena aksioma I, II 111 terpenuhi maka (M, +,¢) merupakan ring. m

Definisi 2.4.3 (Ring komutatif)

Jika dalam ring R terhadap operasi pergandaan berlaku aksioma

komutatif maka ring R disebut ring komutatif atau abelian.
(Chaudhuri, 1983)

Contoh 2.4.4
Diberikan himpunan Z,. Maka (Z,, +,*) merupakan ring komutatif.

11



Bukti.
I. Berdasarkan Contoh 2.3.4, (Z,, +) grup komutatif.

I1. Akan ditunjukkan (Z,,*) semigrup komutatif.

Tabel 2.3 Operasi pergandaan pada Z,

Ql|ol|ol|ol|l@
WD 21| O | =t
NI O NI I IN
=N WI Ol W

W N[ = S

Berdasarkan Tabel 2.3, terlihat bahwa
i. Tertutup terhadap pergandaan terpenuhi.

ii. Asosiatif terhadap pergandaan.
Ambil sebarang a,b,c € Z,. Misalkan a = 2, b = 1, dan ¢ = 3,
maka

(aeh)ec=(2e1)e3 = 23=2,
as(bec)=2e(13)= 2+3=2.
Dengan cara yang sama berlaku untuk setiap a, b,c € Z,, (a e b) o

c=ae(bec).
iii. Komutatif terhadap pergandaan.

Ambil sebarang a,b € Z,. Misalkan a =2 dan b =1, maka
aeb= bea=2. Dengan cara yang sama berlaku untuk
setiap a,b € Z,,aeb =b e« a.

Berlaku hukum distributif kiri dan kanan.
Ambil a = 1, b = 2,dan ¢ = 3. Berdasakan Tabel 2.2 dan  Tabel
2.3 memenuhi aksioma berikut.
i. Hukum distributif kiri: 1e (2+3) =12+ 13 =1,
Hukum distributif kanan: (2+3)e1=2e¢1+3¢1=1.
Dengan cara yang sama berlaku untuk setiap a,b,c € Z,,
ae(b+c)=aeb+aecdan(b+c)ea=bea+cea.
Karena aksioma I, Il, Il terpenuhi maka (Z,, +,») merupakan ring
komutatif. |
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Definisi 2.4.5 (Ring dengan elemen satuan)
Jika dalam ring R terhadap operasi pergandaan terdapat elemen e
sedemikian sehingga untuk setiap a € R berlaku aee =eea = a,
maka R disebut ring dengan elemen satuan.

(Chaudhuri, 1983)

Contoh 2.4.6

Berdasarkan Contoh 2.4.4 dan terlihat pada Tabel 2.3 bahwa (Z4,*)
memiliki elemen satuan yaitu 1 sedemikian sehingga untuk setiap
a €7, berlaku ae1 = 1ea=a. Jadi (Z,,+,») merupakan ring
dengan elemen satuan.

Definisi 2.4.7 (Subgrup aditif dari ring)
Misalkan (R, +,¢) adalah ring, (R, +) adalah grup aditif dari
(R,+,2), dan (S, +) adalah subgrup dari (R, +). Maka (S, +) adalah
subgrup aditif dari (R, +,e).

(Hartley dan Hawkes, 1970)

2.5 Elemen Nilpoten

Elemen nilpoten merupakan suatu elemen dalam ring sedemikian
sehingga memenuhi syarat tertentu. Berikut ini diberikan definisi dan
contoh elemen nilpoten.

Definisi 2.5.1 (Elemen nilpoten)
Misalkan R adalah ring, suatu a € R disebut elemen nilpoten jika
dan hanya jika terdapat bilangan bulat positif n sedemikian sehingga
a™ = 0.

(Bhattacharya, dkk., 1995)

Contoh 2.5.2
Diberikan ring komutatif (Zg, +,#). Akan ditentukan elemen nilpoten
dari Zg.

Penyelesaian.

Zg memiliki anggota sebagai berikut, Zg = {0, 1, 2,3,4,5, 6, 7}.
Untuk 0 terdapat n = 1, sedemikian sehingga 0* = 0.

13



Untuk 1 tidak dapat ditemukan nilai n berapapun, sedemikian
sehingga 1 = 0.

Untuk 2 terdapat n = 3, sedemikian sehingga 23 = 0.

Untuk 3 tidak dapat ditemukan nilai n berapapun, sedemikian
sehingga 3" = 0.

Untuk 4 terdapat n = 2, sedemikian sehingga 42 = 0.

Untuk 5 tidak dapat ditemukan nilai n berapapun, sedemikian
sehingga 5" = 0.

Untuk 6 terdapat n = 3, sedemikian sehingga 63 = 0.

Untuk 7 tidak dapat ditemukan nilai n berapapun, sedemikian
sehingga 7" = 0.

Berdasarkan uraian yang telah diberikan, maka elemen nilpoten dari
Zg adalah 0, 2, 4, 6.

2.6 Ring Polinomial

Berikut ini diberikan definisi dan contoh yang berkaitan dengan
ring polinomial.

Definisi 2.6.1 (Polinomial)
Misalkan R adalah ring dan diberikan jumlahan dalam bentuk

Apx™ + ap_1x™ T + -+ agx + ay,

di mana n = 0 dan setiap a; € R disebut polinomial dalam variabel
x dengan koefisien a; di R. Jika a,, # 0 maka disebut polinomial
berderajat n.

(Dummit dan Foote, 2004)

Definisi 2.6.2 (Ring polinomial)
Himpunan semua polinomial di mana koefisien polinomial anggota
dari R yang dilengkapi dengan operasi penjumlahan dan pergandaan
membentuk sebuah ring yang disebut ring polinomial atas R, dan
dinotasikan dengan R[x].

(Dummit dan Foote, 2004)

Contoh 2.6.3
Berdasarkan Contoh 2.4.4, (Z,4, +,*) adalah ring komutatif.
14



Diberikan Z,[x] = {a + bx|a,b € Z,} dan didefinisikan operasi
penjumlahan dan pergandaan sebagai berikut.
(aq + b1x) + (az + by,x) = (ay + a,) + (by + by)x,
(a1 + bix) ® (az + byx) = (ay ® ay) + (by * by)x.
Maka (Z4[x], +,») merupakan ring polinomial.

Bukti.
Akan ditunjukkan (Z,[x], +,») memenuhi aksioma ring. Ambil
sebarang f(x), g(x),h(x) € Z,[x] dengan a;, b; € Z,. Misalkan
fx)=14+2x, g(x) =2+ 1x, h(x) =2 + Ox.
I. Akan ditunjukkan (Z,[x], +) grup komutatif.

i. Tertutup terhadap penjumlahan terpenuhi dari definisi.

ii. Asosiatif terhadap penjumlahan.

(F) +gx) +h(x) =(T+2x)+2+1x))+ (2 + 0x)

(B+3x) + (2 +0x)
1+ 3x.

f(x) + (9(x) + h(x)) (A+2x)+ (2 +1x) + (2 + 0x))
= (1+2x)+ 0+ 1x)
= 1+ 3x.
Dengan cara yang sama berlaku untuk setiap f(x), g(x), dan
h(x) € Z,[x] dengan a;, b; € Z, (lihat Lampiran 1).
iii. Terdapat elemen identitas e = (0 + 0x), sehingga untuk
setiap f(x) € Z,[x] berlaku f(x) + (0 + 0x) = f(x).
iv. Setiap f(x) mempunyai invers yaitu —f (x) = —a + (—b)x.
v. Komutatif terhadap penjumlahan.
f@) +g(x) =g(x) + f(x) = (3+3x).
Dengan cara yang sama berlaku untuk setiap f(x), g(x) € Z,[x] di
mana a;, b; € Z, (lihat Lampiran 1).
I1. Akan ditunjukkan (Z,[x],¢) semigrup.
i. Tertutup terhadap pergandaan terpenuhi dari definisi.
ii. Asosiatif terhadap pergandaan.
(fF)eg)eh(x) =(A+2x)e2+1x))e(2+0x)
= (24 2x) ¢ (2 + 0x)
=(0+0x)=0.
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f(x)e (g(x) o h(x)) =(142x)e ((2 +1x)e (2 + Ox))
= (1+2x) « (0 + 0x)
= (0 + 0x) = 0.
Dengan cara yang sama berlaku untuk setiap f(x), g(x), dan
h(x) € Z,[x] (lihat Lampiran 2).

I11. Berlaku hukum distributif kiri dan kanan.
i. Hukum distributif Kiri.

fF) e (gx) +h(x)) =A+2x)+(2+1x)+ (2 +0x))
=1 +2x)e(0+1x)
= (0 + 2x) = 2x.
fxX)egx)+ f(x)eh(x) =@ +2x)e(2+1x)+ (1+ 2x) (2 + 0x)

(
(2 + 2x) + (2 + 0x)
(0 + 2x) = 2x.

ii. Hukum distributif kanan.

(9 +h(x)  f(x)

(C2+1x)+ (2+0x)) (1+2x)
0+ 1x) ¢ (1 +2x)
(0 + 2x) = 2x.

+
+

gx)ef(x)+h(x)ef(x) =Q2+1x)e(1+2x)+ (2+ 0x) e (1+ 2x)
= (2+2x)+(2+ 0x)
= (0 + 2x) = 2x.

Dengan cara yang sama berlaku untuk setiap f (x), g(x), dan

h(x) € Z,[x].

Karena aksioma I, Il, 111 terpenuhi maka (Z,[x], +,») merupakan

ring polinomial. ]

2.7 ldeal

Ideal merupakan suatu subset dari ring yang memenuhi aksioma
tertentu. Berikut ini diberikan definisi dan contoh yang berkaitan
dengan ideal.
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Definisi 2.7.1 (Ideal)
Misalkan R merupakan ring, I adalah himpunan tak kosong dan
subset dari R.
I disebut ideal kiri jika dan hanya jika dipenuhi
(i) untuksetiapa,b €l,a—b € I,
(ii) untuk setiapa € I, r E R,ra € I.
I disebut ideal kanan jika dan hanya jika dipenuhi
(i) untuksetiapa,b € I,a —b €I,
(i) untuk setiapa € I, r € R,ar € 1.
Jika untuk setiap a € I, r € R, ar = ra € I maka I disebut ideal dua
Sisi.
(Bhattacharya, dkk., 1995)
Contoh 2.7.2
Berdasarkan Contoh 2.6.3 (Z,[x], +,¢) merupakan ring polinomial.
Maka I[x] = {0, 2, 2x, 2 + 2x} adalah ideal dari Z,[x].

Bukti.
Akan ditunjukkan I[x] merupakan ideal.

Tabel 2.4 f(x) — g(x) pada I[x]

P @ 3 2 2x 7 +2x
0 0 2 2x 2+ 2x
2 2 0 2+ 2x 2x
2x 2x 2+ 2x 0 2
Z2+2x | 242« 2 2 0

i. Berdasarkan Tabel 2.4 terlihat bahwa

untuk setiap f(x), g(x) € I[x], maka f(x) — g(x) € I[x].

ii. Ambil sebarang f(x) € I[x] dan r(x) € Z,[x]. Misalkan

f(x) =2+ 2xdanr(x) = 1 + 3x. Maka

f(x) e r(x) = 2 + 2x € I[x]. Dengan cara yang sama berlaku untuk

setiap f(x) € I[x] dan r(x) € Z4[x] (lihat Lampiran 3).

Karena i dan ii terpenuhi maka I[x] = {0, 2, 2x, 2 + 2x} adalah ideal

dari Z,[x]. [
17



Definisi 2.7.3 (Ideal sejati)
Ideal sejati I dari ring R adalah ideal selain R dan {0}.

(Chaudhuri,1983)

Contoh 2.7.4
Diberikan ring (Zg, +,¢). Maka (Zg, +,2) memiliki ideal sejati.

Bukti.

Ideal-ideal di Zg adalah I, = {0}, I, = {Zg}, I3 = {0, 2,4, 6}, dan

1, = {0,4}. Maka terbukti (Zg, +,*) adalah ring yang memiliki ideal
sejati yaitu I; dan I,. [

Definisi 2.7.5 (Ideal semiprima)

Misalkan R adalah ring dan I adalah ideal sejati dari R. I dinamakan

ideal semiprima jika untuk setiap a € R berlaku a? € I = a € I.
(Dakheel, 2010)

Contoh 2.7.6

Diberikan ring (Zg, +,») dan I ={0,2,4,6} S Zg. Maka I adalah

ideal semiprima dari Zg.

Bukti.
Akan ditunjukkan I merupakan ideal

Tabel 2.5 a — b pada [/

Nlo |z |25
0|0 |6 | 4|2
2 | 2|0 |6 | 4
4 | 4|2 |06
6 | 6| 4|20
Tabel 2.6 ar dengan a € [ danr € Zg
NJo 1|2 |3 |2 |5|6]7
0|/ 0|O0|O0|O0O|O0O]|O/|O0O]|O
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Berdasarkan Tabel 2.5 dan 2.6 terlihat bahwa
i. untuk setiapa,b € I makaa —b € I,
ii. untuk setiapa € I, r € R maka ar € I.

Karena i dan ii terpenuhi maka I = {0, 2, 4, 6} adalah ideal dari Zg.
Selanjutnya akan ditunjukkan I adalah ideal semiprima dari Zg
dengan menggunakan kontraposisi, yaitu untuk setiap a € Zg berlaku
agl=a’¢l.

Ambil a € Zg dana ¢ I, yaitua = 1,3,5,7.

Untuk a = 1, berlaku jikaa =1 ¢ I makaa®? =12 =1 ¢ I.
Untuk a = 3, berlaku jikaa =3 ¢ I makaa®? =32=1¢ I.
Untuk a = 5, berlaku jikaa =5 ¢ I makaa? =52 =1 ¢ I.
Untuk a = 7, berlaku jikaa =7 ¢ Imakaa? =72 =1 ¢ I.

Karena kontraposisi benar maka dapat disimpulkan bahwa

I = {0, 2,4, 6} adalah ideal semiprima dari Zg. ]

Definisi 2.7.7 (I1deal faktor)
Misalkan I dan J adalah ideal-ideal dari ring R. Didefinisikan ideal
faktor yaitu (I:J) = {aJ S I|a € R}.

(Refaei dan Al-Zoubi, 2004)

Contoh 2.7.8
Diberikan ring komutatif (Zg,+,%). Diketahui I = {0,2,4, 6} dan
J = {0,4} adalah ideal-ideal dari Zg. Akan ditentukan (I:]).

Penyelesaian.
Ambil a € Zg dan J = {0,4} maka
aJ = 0+ {0,4} = {0},

1+ {0,4} = {0,4},

2+ {0,4} = {0},
3+{0,4} = {0,4},
4.{0,4} = {0},
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5¢{0,4} = {0,4},

6 o {6, ‘_1-} = {6},

7 «{0,4} = {0,4},
sehingga (I:]) = {{6}, {0, ZL}}
Contoh 2.7.9

Diberikan ring komutatif (Zg, +,*). Diketahui I = {0, 3} dan
] = {0,2,4} adalah ideal-ideal dari Z4. Akan ditentukan (I:]).
Penyelesaian.

Ambil a € Z, dan ] = {0,2,4} maka
aJ =0+{0,2,4} = {0},
1+{0,2,4} ={0,2,4},
2+{0,2,4} ={0,4,2},
3+{0,2,4} = {0},
7}- {0,2,4} = {0, 2, 4},
54{0,2,4} ={0,4,2},
sehingga (I:]) = {{O}}

2.8 Ring Faktor

Berikut ini diberikan definisi dan contoh yang berkaitan dengan
ring faktor.

Definisi 2.8.1 (Ring faktor)
Misalkan R adalah ring, I adalah ideal dua sisi di R. R/I adalah
{a,b,c, ...} di mana @=a+l, b=b+1I, c=c+1, dan
seterusnya dengan a, b, c € R. Didefinisikan operasi penjumlahan
dan pergandaan sebagai berikut

(a+D+B+1)=(a+b)+]1,

(@a+De(+I)=(aeh)+1.
Maka R/, disebut ring faktor.

(Chaudhuri,1983)

Contoh 2.8.2
Diberikan ring (Z,, +,») dan I = {0,2} merupakan ideal dari Z,.

Maka anggota dari Z4/1 adalah {I,1 +1}.
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Bukti.
Ambil a € Z,, yaitua = 0,1, 2, 3 maka
a+I=0+1=1,
1+1=1{13}
2+1={2,0}=1,
3+1={3,1}=1+1.
Jadi, anggota dari Z4/I ={,1+1)}. m

2.9 Direct Sum dari ldeal

Definisi 2.9.1 (Direct sum dari ideal)
Misalkan R adalah ring dan andaikan R memiliki ideal-ideal
13,1, ..., I, sedemikian sehingga
(i) R=Y“,[,dan
(ll) LN Zjii I] = {0} untuk i = 1,2, ..., n.
Maka R disebut direct sum dari ideal I; dan dinotasikan sebagai
R=ILL®L®L®..DI,
(Hartley dan Hawkes, 1970)
Contoh 2.9.2
Diberikan ring (Zg, +,*). ldeal-ideal dari Z adalah I, = {0, 3}
dan I, = {0, 2, 4}. Akan ditunjukkan bahwa Z, = I; @ L.

Bukti.
(i) L+L={03}+{0,24}

= 7.
(i) L, nI, ={0,3}n{0,2,4}
= {0}.

Karena memenuhi (i) dan (ii) maka Zg = I; @ 1. [

Contoh 2.9.3
Diberikan ring (Zs, +,*). Ideal-ideal dari Z,5 adalah I; = {0},

215 =11 @Iz ®13
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Bukti.
11 + 12 = {6} + {6, E,E} = {(_), E,E},

= {0}.
I, n (I, +I3) = {0,5,70} n {0,3,6,9,12}
= {0}.
13 n (11 aF 12) = {6} N {6, g,ﬁ}
= {0}.
Karena memenuhi (i) dan (ii) maka Z,5s = I, @ I, @ I5. [

Lemma 2.9.4

Misalkan R adalah direct sum dari ideal-ideal 1,1, ...,I,. Maka

setiap elemen r € R dapat dinyatakan secara tunggal dalam bentuk
r=r+nr+---+n,

di mana r; € I;.

(Hartley dan Hawkes, 1970)

Bukti.
Karena R =@, I;, untuk setiap r € R dapat dinyatakan sebagai
r=nrn+t+r+--+n.
Andaikan r € R dapat dinyatakan dalam bentuk lain sebagai
r=r+nrn +-+r/,
dimana r;, ;" € I; untuki =1,...,n,
sehingga
ntnrn+otn=n"+nrn"+-+1/
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dapat dituliskan sebagai
(n—n)+—-n)+-+0G-—n)=0,

dimanar;, r;’ € I;, sehinggar; —r;" € [ untuki =1, ..., n.

Makar, —r' =0,...,1, — 1, = 0, artinya untuk setiap i diperoleh

ri= Ti’,

sehingga untuk setiap r € R dapat dinyatakan secara tunggal dalam

bentuk r =1y + 1, + -+ 1,. ]

Contoh 2.9.5

Diberikan ring (Zg, +,*). Ideal-ideal dari Z, adalah I; = {0, 3} dan

I, = {0,2,4}. Serta telah ditunjukkan pada Contoh 2.9.2 bahwa

Ze =1, @ I,. Akan ditunjukkan setiap r € Zg dapat dinyatakan

secara tunggal sebagai r =r; + 1, dimanar; € I, 1, € I,.

r=0,1,2,3,4,5 € Zg, maka
r=r+r, dmanar, €1, €I,

0=0+0,
1=3+4,
2=0+2,
3=3+40,
4=0+4,
5=3+2

Jadi setiap elemen r € Z, dapat dinyatakan secara tunggal dalam
bentuk r = r; + 1. [ ]

2.10 Diret Product dari Ring

Definisi 2.10.1 (Direct product dari ring)

Misalkan (Ry,+,) dan (R,,+,») adalah dua ring. Maka direct
product dari ring R; dan R, yang dinotasikan sebagai R; X R, adalah
{(r, )| 11 € Ry, 15 € Ry}

Didefinisikan operasi penjumlahan dan pergandaan sebagai berikut:
(i) (rur) + (51,82) = ( + 51,12 +57),
(i) (ry, 1) @ (51,52) = (rp ® 51,72 @ 52).

(Dummit dan Foote, 2004)

Contoh 2.10.2
Diberikan ring (Z,, +,¢) dan (Z3, +,#). Akan ditentukan Z, X Z.
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BAB IlI
PEMBAHASAN

Pada bab ini dibahas mengenai definisi, contoh, proposisi, lemma,
dan teorema yang berkaitan dengan graded ideal semiprima dari
sebuah G-graded ring komutatif dengan elemen identitas tak nol dan
dinotasikan sebagai (R, G). Pada pembahasan ini, contoh dari G-
graded ring komutatif dikhususkan pada ring polinomial yang
berbentuk a + bx. Berikut ini diberikan definisi G-graded ring
komutatif yang memiliki peran penting pada pembahasan
selanjutnya.

3.1 G-Graded Ring Komutatif

Definisi 3.1.1 (G-Graded ring komutatif)
Misalkan (G,x) adalah grup dan R adalah ring komutatif dengan
elemen identitas tak nol, maka R adalah G-graded ring komutatif
dengan elemen identitas tak nol jika terdapat subgrup aditif R, dari R
sedemikian sehingga untuk semua g,h € G, R =@geq Ry dan
RgRp € Ry

(Nastasescu dan Qystaeyen, 1982)

Catatan:
1. Ry ={rx9|r €R, g €G}.

2. Rth = {Zg,hEG Tgrhl Tg € Rg,T'h Gl Rh}

Contoh 3.1.2
Diberikan grup (Z,,+). Berdasarkan Contoh 2.6.3 (Z,[x], +,°)
merupakan ring komutatif di mana Z,[x] = {a + bx| a,b € Z,} dan
didefinisikan:

(a1 + b1x) + (ay + byx) = (aq + az) + (by + by)x,

(a; + bix) * (az + byx) = (ay * az) + (by * by)x.
Akan ditunjukkan (Z,[x], +,») adalah Z,-graded ring komutatif.

Bukti.
Ambil Rg ={0,1,2,3} dan Ry = {0,x, 2x,3x}. Akan ditunjukkan
Ry subgrup aditif dari Z,[x].
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Tabel 3.1 Operasi oenjumlahan pada Ry terhadap Z,[x]

W =S|+
wi| NI I ol| ol
O W[ D[ 1] |
1| ol LI NI N
NI =i Ol vl W)

Berdasarkan Tabel 3.1 terlihat bahwa

i. Tertutup terhadap penjumlahan terpenuhi.

ii. Setiap elemen memiliki invers, yaitu:

invers dari 0 adalah 0 sedemikian sehingga 0 + 0

invers dari 1 adalah 3 sedemikian sehingga 1 + 3

invers dari 2 adalah 2 sedemikian sehingga 2 + 2
+1
8

Il
ol ol ol oI

invers dari 3 adalah 1 sedemikian sehingga 3
Karena memenuhi i dan ii maka Rg = {0,

aditif dari Z,[x].

3} adalah subgrup

Akan ditunjukkan R1 = {0, x, 2x, 3x} subgrup aditif dari Z,[x].

Tabel 3.2 Operasi penjumlahan pada Ry terhadap Z, [x]
aF 0 x | 2x | 3x
0 | 0 | x | 2x | 3x
x | x | 2x | 3x | 0
2x | 2x | 3x | 0 | «x
3x |3x | 0 | x | 2x

Berdasarkan Tabel 3.2 terlihat bahwa

i. Tertutup terhadap penjumlahan terpenuhi.

ii. Setiap elemen memiliki invers, yaitu:

invers dari 0 adalah 0 sedemikian sehingga 0 + 0 = 0,
invers dari x adalah 3x sedemikian sehingga x + 3x = 0,
invers dari 2x adalah 2x sedemikian sehingga 2x + 2x = 0

invers dari 3x adalah x sedemikian sehingga 3x + x = 0.
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Karena memenuhi i dan ii maka Rz = {0, x, 2x, 3x} adalah subgrup
aditif dari Z, [x].

Selanjutnya akan ditunjukkan Z,[x] adalah Z,-graded ring
komutatif.
I. Akan ditunjukkan Z,[x] = R5 @ R7.

i. Rg+R7; ={0,1,2,3} +{0,x,2x, 3x}
0,x,2x,3x,1,1+x,...,3 +3x }

I1. Akan ditunjukkan

RyRy = {Ygnec TySnl 7y € Ry 7y € Ry} C Ryyp  uUntuk  semua
g, h EZ, ,_yaitu

RgRg = {0} < Roy5 = Ry,

RgRi = {0} © Ro41 = Ry,

RiRg = RgRz Karena ringnya komutatif,

RiR; = {0} € Ri41 = Ry

Karena memenuhi | dan Il maka Z,[x] adalah Z,-graded ring
komutatif, selanjutnya dinotasikan dengan (Z,[x], Z,). ]

3.2 Graded ldeal

Definisi 3.2.1 (Graded ideal)
Misalkan I adalah ideal dari R yaitu ring komutatif dengan elemen
identitas tak nol dan (R, G) adalah G-graded ring komutatif dengan
elemen identitas tak nol. Maka I adalah graded ideal dari (R, G) jika
I =@ gec Iy, dimanal; = 1N R, untuk g € G.

(Abhyankar, 2006)
Contoh 3.2.2
Berdasarkan Contoh 3.1.2 (Z4[x],Z,) adalah Z,-graded ring
komutatif dengan R; =1{0,1,2,3} dan Rz = {0,x,2x,3x}.
Berdasarkan Contoh 2.7.2 I[x] = {0, 2, 2x, 2 + 2x} adalah ideal dari
Z4|x]. Akan dibuktikan I[x] adalah graded ideal dari (Z,[x],Z,).

Bukti.
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Akan ditunjukkan I[x]

(Z4x],Z,), yaitu I[x] =I5 @ I3
Didefinisikan
I =I[x]NRg
={0,2,2x,2 + 2x} n {0,1, 2,3}
= {0,2}.
I =I[x]NnRy
={0,2,2x,2 + 2x} n {0, x, 2x, 3x}
= {0, 2x},

i. Iy + I7 = {0,2} + {0,2x} = {0, 2x,2,2 + 2x} = I[x].
il Nz = {6, 2} n {6, ?x} = {6 .

Karena i dan ii terpenuhi maka I[x] =I5 @ I3, sehingga dapat
disimpulkan bahwa I[x] = {0,2,2x,2 + 2x} adalah graded ideal
dari (Z4[x], Z,). [

3.3 Graded Ideal Semiprima

Pada bagian ini didefinisikan graded ideal semiprima dan
diberikan beberapa sifat dari graded ideal semiprima.

Definisi 3.3.1 (Graded ideal semiprima)
Misalkan (R,G) adalah G-graded ring komutatif dengan elemen
identitas tak nol dan P adalah graded ideal sejati dari (R,G). P
disebut graded ideal semiprima jika untuk setiap a, b € Ugeg Ry dan
terdapat k € Z* berlaku
a¥b € P = ab € P.
(Farzalipour dan Ghiasvand, 2013)

Contoh 3.3.2
Diketahui (Z,[x],Z,) adalah Z,-graded ring komutatif, di mana
Ry = {0,1,2,3} dan Ry = {0, x, 2x, 3x}. Berdasarkan Contoh 3.2.2
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P[x] = {0,2,2x,2 + 2x} adalah graded ideal dari (Z,[x],Z,). Akan
dibuktikan P[x] = {0, 2, 2x, 2 + 2x} adalah graded ideal semiprima.

Bukti.
Akan ditunjukkan P[x] = {0,2,2x,2 + 2x} adalah graded ideal
semiprima dengan menggunakan kontraposisi, yaitu

untuk setiap f(x),g(x) € Ugeg Ry sedemikian sehingga terdapat
k € Z* berlaku f(x) ¢ g(x) & P[x] = f(x)* « g(x) & P[x].
Didefinisikan

RzGURT =

Ambil sebarang f(x), g(x) € Ugeg Ry. Misalkan f(x) = x dan

g(x) = 3x sedemikian sehingga terdapat k = 2 maka berlaku
xe3x=3x¢P[x] = (x)?¢3x =x¢3x=3x & P[x].

Dengan cara yang sama berlaku untuk setiap f(x), g(x) € Ugeg Ry

(lihat Lampiran 4).

Karena kontraposisi benar maka dapat disimpulkan bahwa

P[x] ={0,2,2x,2 + 2x} adalah graded ideal semiprima dari

(Z4[x], Z).

[ |

Definisi 3.3.3 (Subgrup semiprima)
Misalkan P adalah graded ideal dari (R, G). Untuk g € G, P; adalah
subgrup semiprima dari R, jika untuk setiap ag, by € R; dan
terdapat
k € Z* berlaku

ag*b; € B, = ayb, € P,

(Farzalipour dan Ghiasvand, 2013)

Contoh 3.3.4
Diketahui (Z4[x],Z,) adalah Z,-graded ring komutatif dengan
Ry = {0,1,2,3} dan Ry = {0, x, 2x, 3x}. Diketahui
P[x] ={0,2,2x,2 + 2x} adalah graded ideal dari (Z,[x],Z,).
Akan ditunjukkan P5 = {0, 2} adalah subgrup semiprima dari R dan
Pt = {0, 2x} adalah subgrup semiprima dari Rz.
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Bukti.

i. Akan ditunjukkan Pz = {0,2} adalah subgrup semiprima dari
Ry = {0,1,2,3}. Dengan menggunakan kontraposisi, yaitu untuk
setiap ag, by € Ry sedemikian sehingga terdapat k € Z* berlaku

a5°b5€P5:>a5k°b5$P5.

Ambil sebarang ag, by € Ry. Misalkan ag =3 dan by =3

sedemikian sehingga terdapat k = 2 maka berlaku

3¢3=1¢P;=3%¢3=3 ¢P;.

Dengan cara yang sama berlaku untuk setiap ag, by € Ry (lihat

Lampiran 5).

Karena kontraposisi benar maka dapat disimpulkan bahwa Pg =

{0,2} adalah subgrup semiprima dari Ry = Z,. n

li. Akan ditunjukkan P; = {0,2x} adalah subgrup semiprima dari
R1 = {0,x,2x,3x}. Dengan menggunakan kontraposisi, Yyaitu
untuk setiap ag, by € R7 sedemikian sehingga terdapat k € Z*
berlaku

ag by ¢ P = ag” ¢ by & P1.

Ambil sebarang ag, by € R7. Misalkan a; =3x dan by=x

sedemikian sehingga terdapat k = 2 maka berlaku

3xex=3x¢ P;= (3x)*’ex=x & P1.

Dengan cara yang sama berlaku untuk setiap ag, b7 € Ry (lihat

Lampiran 6).

Karena kontraposisi benar maka dapat disimpulkan bahwa P; =
{0, 2x} adalah subgrup semiprima Ry = {0, x,2x,3x} m

Proposisi 3.3.5
Misalkan (R,G) adalah G-graded ring komutatif dengan elemen
identitas tak nol dan P =€ ;¢ F, adalah graded ideal dari (R, G).
Jika F; adalah subgrup semiprima dari R, untuk setiap g € G, maka
P adalah graded ideal semiprima dari (R, G).

(Farzalipour dan Ghiasvand, 2013)

Bukti.
Diketahui F; subgrup semiprima dari R, maka berlaku
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jika ag"bg € F, maka agby € Fy, di mana untuk setiap ag, by € Ry.
Akan dibuktikan P =€ ¢ P, adalah graded ideal semiprima, yaitu
untuk setiap a, b € Ugeg Ry berlaku a®b € P = ab € P.
Ambil sebarang a, b € Ugeg Ry dan misalkan a®b € P sehingga
a*b = Fgiec Xg, = (%g, +Xg, + -+ Xg,),
di mana Xg, € Bypyi=12,..,n Karena Py, SRy, SR maka
Xg, Xg, -1 Xg, € R, berarti a®b € R. Dan karena Ry, subgrup dari
R, jelas a*b € Rg, untuk suatu g;. Serta karena F,, subgrup dari R,
jelas ab € P,, untuk suatu g;. Berdasarkan Definisi 3.3.3 diperoleh
jika akb e P,, maka abe€ P, untuk suatu g;. Dengan
memperhatikan P =@ 4,¢ Fy, jelas bahwa ab € P. ]

Contoh 3.3.6

Diketahui (Z,[x],Z,) adalah Z,-graded ring komutatif dengan
Ry = {0,1,2,3} dan R; = {0, x, 2x, 3x}. Berdasarkan Contoh 3.3.4
P5 = {0,2} adalah subgrup semiprima dari Ry dan Pt[x] = {0, 2x}
adalah subgrup semiprima dari R, sehingga

P5; @ P; = {0,2x,2,2 + 2x} = P[x]. Berdasarkan Contoh 3.3.2
P[x] ={0,2x,2,2 + 2x} adalah graded ideal semiprima dari
(Z4[x], Z).

Lemma 3.3.7

Misalkan (R,G) adalah G-graded ring komutatif dengan elemen

identitas tak nol, jika I dan J adalah graded ideal dari (R, G) maka

I+],In], 1], dan (I: J) adalah graded ideal dari (R, G).
(Farzalipour dan Ghiasvand, 2013)

Bukti.
a. KasusI + /.

Akan ditunjukkan bahwa I + J graded ideal dari (R, G), yaitu
I+]) =@gec U+])yg,
=@ (U + NRy,).
Dengan menggunakan Definisi 2.9.1, akan ditunjukkan
i (T+)) =2Xgec +1)g,-
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Oleh karena I dan J adalah graded ideal maka I = Zgieg 1, dan
J = %g,c6Jq, sehingga
ZgiEG Igi + ZgiEG]gi = ZgieGU +])gl--
Dengan menggunakan Definisi 3.2.1 dapat ditulis
ZgiEG(l n Rgi) + ZgiEG Jn Rgi) = ZgiEG ((I +/)N Rgi) :
Misalkan 4 = Y5.ec(I N Ry,) + X g,ec(J N Ry,) dan
B =Y4ec ((1 +/)NR l.), akan ditunjukkan A = B.

Ambil x € A. Misalkan
x =ag tag, +--+ag +by +by ++by

= (a91 + bgl) ot (agn + byn)
= > (ag+bs) € Y (INR)+ > (NRy),  (BD

gi€G gi€G gi€G
di mana ag, €1, ag, € Ry, by, € ], dan by, € Ry, artinya

(ag, + bg,) € I +]) N Ry, sehingga

x = (ag, +by,)++(ag, +by,)EUA+DNRy, ++U+])NR,
= ZgiEG(aQi + bgi) € ZgiEG(I +n Rgi' (32)

Berdasarkan (3.1) dan (3.2) diperoleh A < B.

Sebaliknya ambil x € B. Misalkan
x = (ag, +bg,) + -+ (ag, +by,)
= ZgiEG(agi + bgi) € ZgiEG(I +]) N R i’ (33)
di mana (ag, + by,) € (I + ) dan (agy, + by,) € Ry,.
(ag, +bg,) €I +]) artinya a, €1 dan by €/, sedangkan
(ag, + by,) € Ry, artinya ay, € Ry, dan by, € Ry,.
Perhatikan a,, € I dan ag, € Ry, artinya ay, € I N Ry,
Perhatikan by, € ] dan by, € Ry, artinya by, € ] N Ry, sehingga

x = Zagi+zbgie z(ngi)+Z(]nRgi). (3.4)

gi€G gi€G gi€G 9gi€G
Berdasarkan (3.3) dan (3.4) diperoleh B < A. Oleh karena A € B
dan B € A maka A = B, dengan kata lain
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ZgiEG(I n R.gi) + ZgiEG Jn Rgi) = ZgiEG ((1 +/)N Rgi)' -

ii. Akan ditunjukkan (I +J)g4, N Zg]-:tgi(l +])g,- = {0},
atau dengan kata lain ((I +/)n Rgi) n Zgﬁtgi ((1 +
DN Rg,) = {0}

Karena I, ] adalah graded ideal maka berlaku

(1 n Rgi) n Zgjigi (I n jo) = {0}
dan

(] n Rgi) n Zgjiyi (] n jo) = {0}
Ambil x € (1 +1) 01 Rg,) 0 Sg,g, (1 + 1) 01 Ry, ) maka
x € ((1 +)n Rgl.) dan x € ¥y 2, ((1 +)n jo).

Perhatikan x € ((1 +)nN Rgl.). Misalkan x = a4, + by, di mana
ag, €1, by, €], dan (ag, + by,) € Ry,.

Perhatikan

X € Zgmg,(A+1) N Ry ).
Misalkan
ag; + by, = Z (a+b)g,

gjigi
= (a+ b)g1 + (a + b)gz+..+(a + b)gn
=ag, t+by +:-+ay +by,
SN2 s e B T b, NS RO
= Zyjiyi agj +Zgj¢yi bgj’
di mana a4, € Zgﬁgilgj dan by, € Zgﬁgi/gj- Oleh karena ay; € 1,
ag, € Zg].igi Iy, dan ay, € Ry, artinya

ag; € (I n Rgi) n Zgjigi (I n jo)’
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sehingga diperoleh a,, = 0. Oleh karena by, € J, b € Zgj==gi]gj' dan
by, € Ry, artinya

bgi 5 (] n Rgi) n Zgj*!]i (] n jo)'
sehingga diperoleh by, = 0.
Jadi untuk setiap x € ((1 +/)n Rgi) n Zgj:tgi ((I +/)Nn jo>
berlaku x = ag4, + by, = 0, sehingga dapat disimpulkan bahwa

((1 +)n Rgi) 0Ty, 20: ((1 +)n jo) = {0}. n

b. KasusI nj.
Akan ditunjukkan bahwa I n J graded ideal dari (R, G) yaitu
UND  =@geq U0 N)g, =Bgiec (01 0 Ry,).

Dengan menggunakan Definisi 2.9.1, akan ditunjukkan
i (Un))=Xgecl N))g,.
Oleh karena I dan J adalah graded ideal maka [ = Zgieg I, dan
J = Zg,e6]g, sehingga
ZgiEG Igi n ZgiEG]gi = ZgiEGU n])gi-

Dengan menggunakan Definisi 3.2.1 dapat ditulis
ZgiEG(l n Rgi) n ZgiEG(] n Rgi) > ZgiEG ((I npn Rgi)'

Misalkan
A= (IR0 D (NRy)

9i€G gi€G
dan
B = Ygec (U NN ORy,),

akan ditunjukkan A = B. Ambil x € A. Misalkan

X=Ty +1g, ++1, € z (I n Rgi) n Z (] N Rgi)' (3.5)

gi€G 9gi€G

di mana 7, €1, 1, ERy, dan 7, €] artinya 7, €EINJNRy,
sehingga diperoleh

x=1y +1, ++1, €(InJNR,)+--+(INJNRy),

34



atau dapat ditulis

X =Ty 1y ke 1y € Z (tnpnr,). 36
9gi€G
Berdasarkan (3.5) dan (3.6) diperoleh A < B.

Sebaliknya, ambil x € B. Misalkan

X=1, 47, + oty € Z (anpnry), G
9i€G
di mana Ty Edd 75, € 1, dan Ty, € Ry, Perhatikan 7, € I dan
Ty, € Ry, artinyary, € I N Ry, sehingga diperoleh
X =Ty g+t Ty, € (InRy)+-+(InRy),
atau dapat ditulis

X=1g +1, + - +1, € Z INRy,. (3.8)
9i€G
Dengan cara yang sama diperoleh
X =1, 1, + -t € Z]nRgi. (3.9)

gi€G
Berdasarkan (3.8) dan (3.9) diperoleh

x € Z (InRy)N Z (JNRy,). (3.10)

gi€G gi€G
Berdasarkan (3.7) dan (3.10) diperoleh B < A. Oleh karena A < B
dan B € A maka A = B, dengan kata lain

ZgiEG(I n Rgi) N ZgieG Jn Rgi) = ZgiEG ((1 npn Rgi)' =

ii. Akan ditunjukkan (I N )4, N Zgj:#gi(l n])gj = {0}.
Karena I, graded ideal maka

(I n Rgi) n Zgﬁgi (I n jo) = {0},
dan

U NRg) N Eg2g, (] n Rg,-) = {0}.
Dengan menggunakan Definisi 3.2.1

u n])gi n Zg}.;égi(l n])gj = {0}!

dapat ditulis sebagai
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(anpn Rgl.) op N ((1 NN Rg].) = {0}.
Ambil

x € ((1 nj)n Rgi) N Yy 20, ((1 NN Rg].),

maka x € ((1 nnHN Rgl.) dan x € ¥g 4, ((1 nn Rg].).

Perhatikan x € ((1 nJj) nRgi) maka x € I, x €/, dan x € Ry,

sehingga
x €I NRy,. (3.11)

Selanjutnya perhatikan x € Zg,-:tgi ((1 nJj)n jo). Misalkan
x=kg +kg, +tkg

= Zgﬁgikgj € Zgjigi ((1 ﬂ]) n jo>’
dimana kg €1, kg, €], dank, € Ry, sehinggak,. € INRy..

Oleh karena itu diperoleh

x € Z I njo. (3.12)
9j*gi
Berdasarkan (3.11) dan (3.12) diperoleh

X€(INRy)NTgeg I NRy;.
Karena (I N Ry,) N Yg;2g: 1 N Ry, = {0} sehingga x = 0.
Dengan cara yang sama diperoleh (/ N R,,) N Yg;29:) NRy; = {0}
sehingga x = 0. Jadi

((1 nHN Rgi) | ((1 NN jo) - {0). .

c. Kasus /J.

Akan ditunjukkan bahwa I graded ideal dari (R, G) yaitu
([]) =®giEG (I])gl
@6 (NN Ry,)
Dengan menggunakan Definisi 2.9.1, akan ditunjukkan

i () =2g.ecUDg,-
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Oleh karena I dan J adalah graded ideal maka I = Zgieg Iy, dan
J = %g,c6Jq, sehingga
ZgieG Igi ZgiEG]gi = ZgieG(U)gi-

Dengan menggunakan Definisi 3.2.1 dapat ditulis

ZgiEG(l n Rgi) ZgiEG Jn Rgi) = ZgiEG ((U) n Rgi)'

Misalkan 4 = ¥;.ec(I N Ry,) Xg,ec(J N Ry,) dan

B =346 ((I]) n Rgi)’ akan ditunjukkan A = B.

Ambil x € A. Misalkan

X =Tg,Sg, T 1g,5g, T T 15, 5g,

= D tsg € ) (InRg) D (INRy), (3.13)

gi€G gi€G gi€G
di mana 7, € (I N Ry,) dan sy, € (J N Ry,), maka 1, € I, 15, € Ry,

Sg; €J, dan s, € R,. Oleh karena itu r,.s, € ((I]) N Rgl.),
sehingga
X =15Sg ++15 5, €E(JJNRy)+ -+ (IJNRy,),
atau dapat ditulis
X =1, Sg o b s € Z (unngg). (314)

gi€G
Berdasarkan (3.13) dan (3.14) diperoleh A € B.

Sebaliknya, ambil x € B. Misalkan

X =1y,Sq, + 15,55, 1 +15.5, € Z ((I]) n Rgi)' (3.15)
gi€G
di mana 7,s,, € IJ danr s, € Ry,.

Ty,Sg; € 1] artinya r,. € I dan sgi_ej, sedangkan 7,54, € Ry, art?nya
7y, € Rg, dan sy € Ry,. Perhatikan 7, € I dan 7, € Ry, artinya
17y, € I N Ry,. Perhatikan sy, € J dan sy, € Ry, artinya s, € J N Ry,
sehingga

X =1y Sg, ++1y 5, € z (I N Rgi) z (] N Rgz)' (3.16)

9i€G 9i€G
Berdasarkan (3.15) dan (3.16) diperoleh B <€ A. Oleh karena A < B
dan B € A maka A = B, dengan kata lain

37



ZgiEG(I n Rgi) ZgiEG Jn R.gi) = ZQiEG ((U) n Rgi)' n

ii. Akan ditunjukkan (I]), nZgjigi(I])gj = {0}, dengan
ata tain (U0 Ry,) 0 Zgpe0,(AD N Ry, ) = (03

Karena I, | adalah graded ideal maka

(InRy)N Z (1 N Rg].) - {0}

9j*gi
dan

(] n Rgi) n Zgjiyi (] n jo) = {0}
Ambil x € ((1]) N Rgl.) N Yg,20 ((1]) n jo> maka
x € ((1]) N Rgi) dan x € 3 g, ((1]) n jo).

Perhatikan x € ((1]) n Rgi)- Misalkan x = ag bg,, di mana ay, €1,
by, € ], dan ag.bg, € Ry,

Perhatikan x € X+, ((1]) n jo). Misalkan
agibgi = Z (ab)gj

gﬂtgi
= (ab)g1 + (ab)g2+..+(ab)gn
= ag1bg1 +ot agnbgn
= (ag, + ag, + - +ag,)(bg, + by, ++by,)
= Zgﬁtgi ayj Zgjiyi bgj'
di mana a4, € Zgjigilgj dan by, € Zg]-igi]g,-- Oleh karena ay, € I,
a, € Zgj::gilgj, dan a4, € Ry, artinya
ag; € (1 n Rgi) n Zgjiyi (I n jo)’
sehingga diperoleh a,, = 0. Oleh karena by, € J, b € Zgﬁgi/gj’ dan
by, € Ry, artinya
bgi € (] n Rgi) n Zgj:#gi (] n jo)'
sehingga diperoleh b, = 0.
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Jadi untuk setiap x € ((Ij) n Rgi) n Zgj:tgi ((1]) n jo> berlaku
x = ag,bg, = 0, sehingga dapat disimpulkan

(DN R) NSy mq(ADNRG ) =0} m
d. Kasus (I:)).

Diketahui I dan J adalah graded ideal dari (R, G). Akan dibuktikan
(1: ]) adalah graded ideal dari (R, G).
Misalkan r» € (I:]) di mana

7= YgieaTy =g Ty, tot Ty
akan ditunjukkan 7. € (I:]).
Karena r € (I:]) artinyar = aJ < I, sehingga rJ < I. Maka berlaku
Yg.ec Ty, J € 1. Misalkan ¢ € ] maka 7,c € I untuk sebarang c € J.
Oleh karena r € (I:]) diperoleh rc € I, jelas bahwa Y g.cq 75.¢ € 1.
Dengan demikian untuk sebarang c € ] diperoleh 7, J S I untuk
semua i =1,2,..,n. Oleh karena itu, 7, € (I:J) maka terbukti
bahwa (I:]) adalah graded ideal dari (R, G). [

n'

Proposisi 3.3.11
Misalkan (R,G) adalah G-graded ring komutatif dengan elemen
identitas tak nol dan I adalah graded ideal dari (R, G). Jika P adalah
graded ideal semiprima dari (R,G) sedemikian sehingga jika
I € P untuk suatun € N, makal € P.

(Farzalipour dan Ghiasvand, 2013)

Bukti.
Diketahui I™ < P untuk suatu n € N. Selanjutnya akan dibuktikan
I € P. Misalkan a € I maka dapat dinyatakan sebagai

a= ZgEG ag ,
dimana a; €1 NRy,artinyaa, €/dana, €R,.
Perhatikan a, €1 dan Definisi 2.7.1 (ii) dengan mengambil
r =a, € Idiperoleh

a;" €1, (3.17)
sehingga berlaku a,™ € I™. Oleh karena I™ < P diperoleh
a," € P. (3.18)
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Berdasarkan (3.17) dan (3.18) maka IS P.
[

Proposisi 3.3.12
Misalkan (R,G) adalah G-graded ring komutatif dengan elemen
identitas tak nol dan I adalah graded ideal dari (R, G). Jika P adalah
graded ideal semiprima dari (R,G) sedemikian sehingga jika
I = Puntuk suatun € N, makaI = P.

(Farzalipour dan Ghiasvand, 2013)

Bukti.

Diketahui I™ = P untuk suatu n € N. Selanjutnya akan dibuktikan
[=P. Jika [" =P maka [ € P dan P < I™. Perhatikan P < I™.
Karena a,™" € P maka a," € I". Selanjutnya berlaku a,™ € I, jelas

P < I. Dengan menggunakan Proposisi 3.3.11 diperoleh I € P dan
P < I, dengan kata lain I = P. [ ]

Definisi 3.3.13 (Graded ring faktor)
Misalkan (R,G) adalah G-graded ring komutatif dengan elemen
identitas tak nol dan I adalah graded ideal dari (R,G), maka

(R'G)/I={a+l,b+1, ...} adalah graded ring faktor di mana

a, b, ... € (R, G). Didefinisikan operasi penjumlahan dan pergandaan
sebagai berikut.
i. (a+D+B+D)=(@+b)+]1,
ii. (a+De(b+I)=(aeh)+1I.
(Nastasescu dan Oystaeyen, 1982)

Contoh 3.3.14
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Diketahui (Z,[x],Z,) adalah Z,-graded ring komutatif dengan
elemen identitas tak nol dan I[x] = {0, 2, 2x, 2 + 2x} adalah graded

ideal dari (Z,[x], Z,). Akan ditentukan anggota dari Z4 [x]/ I[x]’
Penyelesaian.

Ambil a € Z,[x], maka a + I[x] adalah

0+ I[x] = {0,2,2x,2 + 2x} = I[x],

x+1[x] = {x,2 + x,3x,2 + 3x},

2x +I[x] = {2x,2 + 2x,0,2} = I[x],

3x +1I[x]={3x,2+3x,x,2+x} = x + I[x],

1+1[x] ={1,3, i+2x 3+ 2x},

A+x)+1[x] ={1+x3+x1+3x,3+ 3x},

(A+2x)+I[x]={1+2x,3+2x,1,3} =1+ I[x],
A+3x)+I[x]={1+3x,3+3x,1+x3+x}=(1+x)+I[x],
2+ 1[x] ={2,0,2 + 2x,2x} = I[x],

QR+x)+I1[x] ={2+xx,2+3x,3x}=x + I[x],

(2 + 2x) + I[x] = {2 + 2x, 2x,2,0} = I[x],
2+3x)+I[x]={2+3x,3x,2+x,x} = x +I[x],

3+1[x] ={3,1,3+ 2x,1+ 2x} =1+ I[x],
B+x)+I[x]={3+x1+x3+3x,1+3x}=10+x)+I[x],
B+2x)+I[x]={3+2x,1+2x,3,1} =1+ I[x],
B+3x)+I[x]={

3+3x,1+3x,3+x,1+x}=1+x)+I[x].
JadiZ4[x]/I[x] Ul x + 1), T+ I[x], @ + %) + I[x]}.

Proposisi 3.3.15
Misalkan I € P adalah graded ideal sejati dari (R,G). P adalah

graded ideal semiprima dari (R, G) jika dan hanya jika P/I adalah
graded ideal semiprima dari (R, G)/I.

(Farzalipour dan Ghiasvand, 2013)

Bukti.
(=) Diketahui P adalah graded ideal semiprima dari (R, G).
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Akan dibuktikan P/[ adalah graded ideal semiprima dari (R, G)/I.

Ambil a,b € Ugeg Ry, misalkan akb € P. Dengan menggunakan
Definisi 3.3.13 diperoleh

(a*b+1) € P/, (3.19)
Selanjutnya persamaan (3.19) dapat ditulis
(a*b+1) =(ak+0)b+DeP/
=(a.a...a+Db+DeP/
=@+D(@+D..(a+D) b+DeP/

k
=(@+D*b+DeP/. (3.20)
Berdasarkan Definisi 3.3.1 berlaku jika a®b € P maka ab € P. Oleh
karena itu dari persamaan (3.20) juga berlaku

(@+D*b+DeP/j=@+Db+DeP/,
dengan kata lain dari persamaan (3.20) diperoleh (ab + 1) € P/I' [

(&) Diketahui P/I adalah graded ideal semiprima dari (R'G)/I.

Akan dibuktikan P adalah graded ideal semiprima dari (R, G).
Ambil (a+1),(b+1) € Uges Rg/l. Misalkan

(a+D*®b+1eP/,, dimana
(a+D¥b+D=(@+D@+D..(a+D (b+1)E P/I. (3.21)

k
Dengan menggunakan Definisi 3.3.13, persamaan (3.21) dapat
ditulis sebagai

(a*b+1) € P/, (3.22)

di mana a®b € P. Berdasarkan persamaan (3.22) dan Definisi 3.3.1
berlaku

Oleh karena itu diperoleh jika a®b € P maka ab € P. ]
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Proposisi 3.3.16

Misalkan (R,G) = (R,G), X (R, G), dimana (R, G); adalah
G-graded ring komutatif dengan elemen identitas tak nol untuk
i = 1,2, maka berlaku

(1) P; adalah graded ideal semiprima dari (R,G); jika dan hanya

jika P; X (R, G), adalah graded ideal semiprima dari (R, G).
(2) P, adalah graded ideal semiprima dari (R, G), jika dan hanya

jika (R, G), X P, adalah graded ideal semiprima dari (R, G).

(Farzalipour dan Ghiasvand, 2013)
Bukti.
(1) (=) Diketahui P, adalah graded ideal semiprima dari (R, G);.
Akan dibuktikan P; X (R, G), adalah graded ideal semiprima dari
(R, G). Diketahui bahwa (R, G) = (R, G)1 X (R, G),, maka
Ugec Rg = Ugec [(Rg)l 3 (Rg)z]v
= (Ugec Rg)1 x (Ugeq Rg)z-

Ambil m,n € Ugeq Ry Misalkan m = (ay,a,) dan n = (by, by), di
mana ay, by € (Ugee Rg)1 dan a,, b; € (Ugeg Rg)z'
Misalkan (a;, a,)*(by, b,) € P; X (R, G),, sehingga

(a1'a2)k(b1, b,) = (a4, a3)(a,,az) ...(ay,a;) (by, by)

k
= (a1kra2k)(b1»b2)
= (a;* by, a,* by) € P, X (R, G),, (3.23)
di mana a,* b; € P, dan a,* b, € (R, G),. Dengan memperhatikan
a,*b, € P, dan Definisi 3.3.1 maka dari persamaan (3.23)
diperoleh a, b; € P;, dengan kata lain
(ay,a3)(by, by) € Py X (R, G)s. u
(&) Diketahui P; X (R,G), adalah graded ideal semiprima dari
(R,G). Akan dibuktikan P; adalah graded ideal semiprima dari
(R,G);. Ambil ay,b; € (Ugec Rg)1 dan misalkan a,* b, € P;,
sehingga

(a,% by, a,% b,) € Py X (R, G),. (3.24)
Selanjutnya persamaan (3.24) dapat ditulis
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(a1¥, ") (b1, by) = (a1,a,)*(by, by) € Py X (R,G),.  (3.25)
Berdasarkan persamaan (3.25) dan Definisi 3.3.1 berlaku
(a1, a2)*(by,by) € Py X (R, G); = (ag,a;)(by, b;) € Py X (R,G),
dengan kata lain

(a;% by, a,* b,) € Py X (R,G); = (a1by, azb,) € Py X (R, G),.
Oleh karena itu diperoleh jika a;* b, € P; maka a,b; € P;.
Jadi P; adalah graded ideal semiprima dari (R, G);. |

(2) (=) Diketahui P, adalah graded ideal semiprima dari (R, G).
Selanjutnya akan dibuktikan (R,G), X P, adalah graded ideal
semiprima dari (R, G). Ambil m,n € Ugeq Ry. Misalkan

m = (a;,a;) dan n = (by,by), di mana a;,b; € (Ugeg Rg)1 dan
az,b; € (Ugec Rg)z' Misalkan (a;, a;)*(by, b,) € (R, G), X Py,
sehingga

(a1'a2)k(b1, b;) = (a1, a;)(aq,az) ... (a4, a;) (by, by)

k
= (a1kra2k)(b1»bz)
= (a,* by, a,% b,) € (R,G)1 X P, (3.26)
di mana a,* b, € (R,G), dan a,* b, € P,. Dengan memperhatikan
a,*b, € P, dan Definisi 3.3.1 maka dari persamaan (3.26)
diperoleh a,b, € P,, dengan kata lain
(ay,a;)(by, b;) € (R,G); X P;. u

(&) Diketahui (R,G), X P, adalah graded ideal semiprima dari
(R,G). Akan dibuktikan P, adalah graded ideal semiprima dari
(R, G),. Ambil az,bze(Uga;Rg)2 dan misalkan a,* b, € P,,
sehingga

(a1¥ by, a,* by) € (R,G); X P,. (3.27)
Selanjutnya persamaan (3.27) dapat ditulis
(alk ,a" )(b1: by) = (a1, a)*(by,b,) € (R,G); X Py. (3.28)

Berdasarkan persamaan (3.28) dan Definisi 3.3.1 berlaku
(a1,a2)* (b1, by) € (R,G)q X P, = (ay,a3)(by,b;) € (R, G)y X Py,
44



dengan kata lain

(a,% by, a,% b,) € (R, G)1 X P, = (a1by,a3b,) € (R, G)1 X Py.
Oleh karena itu diperoleh jika a,” b, € P, maka a,b, € P,.
Jadi P, adalah graded ideal semiprima dari (R, G),. ]

Teorema 3.3.17

Misalkan (R,G) adalah G-graded ring komutatif dengan elemen
identitas tak nol dan P adalah graded ideal dari (R,G). P adalah
graded ideal semiprima dari (R, G) jika dan hanya jika graded ring

(R, G)/P tidak memiliki elemen nilpoten tak nol.

(Farzalipour dan Ghiasvand, 2013)

Bukti.
(=) Diketahui P adalah graded ideal semiprima dari (R, G).

Akan dibuktikan (R, G)/P tidak memiliki elemen nilpoten tak nol.

Ambil sebarang (a + P) € (R, G)/P. Diasumsikan bahwa

(a Ar P)n = O(R'(;)/P, di mana O(R’G)/P =P,
(a+P)" =0 s dapat dinyatakan sebagai
(a+P)a+P)..(a+P)= O(R'G)/p'

n
Berdasarkan Definisi 3.3.13 diperoleh
(a™+P) = O(R,G)/ ,
P
maka
(a"+P) =P,
jelas bahwa a™ € P. Berdasarkan Definisi 3.3.1 berlaku jika a™ € P
maka a € P, sehingga
(a+P)=P.
Dengan kata lain
(a AP P) = O(R'G)/P. ]
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(<) Diketahui (R, G)/P tidak memiliki elemen nilpoten tak nol.

Selanjutnya akan dibuktikan P adalah graded ideal semiprima, yaitu
ah € P = ab € P, di mana a,b € Ugeq Ry. Misalkan (ab + P)

elemen nilpoten dari (R, G)/P, maka berlaku
(ab + P)n B O(R,G)/ y
P
di mana O(R_G)/ = P. Oleh karena (R G)/P tidak memiliki elemen
P

nilpoten tak nol maka (ab + P) = O(R,G)/ . Dengan kata lain
P

(ab+P) =P,
sehingga jelas bahwa ab € P. ]
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BAB IV
KESIMPULAN

Berdasarkan pembahasan pada bab sebelumnya, maka dapat

disimpulkan sebagai berikut.

iy

G-graded ring komutatif dengan elemen identitas tak nol yang

dinotasikan sebagai (R, G) adalah direct sum subgrup-subgrup

aditif sebanyak order grup G dari ring komutatif dengan elemen

identitas tak nol dan memenuhi syarat tertentu.

Misalkan (R, G) adalah G-graded ring komutatif dengan elemen

identitas tak nol. P =@ geq Py, 1,] adalah graded ideal dari

(R, G) berlaku

a. Jika P, adalah subgrup semiprima maka P adalah graded
ideal semiprima dari (R, G).

b. Jumlahan, irisan, dan pergandaan dari I,J adalah graded
ideal.

Suatu graded ideal P adalah graded ideal semiprima jika dan

hanya jika graded ring faktor dari P oleh I adalah graded ideal

semiprima.

Suatu graded ideal adalah graded ideal semiprima jika dan

hanya jika graded ring faktor dari G-graded ring oleh graded

ideal-nya tidak memiliki elemen nilpoten tak nol.
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