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PERLUASAN TEOREMA TITIK TETAP BANACH
PADA RUANG METRIK PARSIAL

ABSTRAK
Dalam skripsi ini dipelajari teorema titik tetap rizeh
pada ruang metrik parsial. Hasil pembahasan mekkeju

bahwa teorema titik tetap Banach berlaku pada rumetik
parsial.

Kata kunci : ruang metrik parsial, titik tetap.
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EXPANSION OF BANACH FIXED POINT THEOREM ON
PARTIAL METRIC SPACE

ABSTRACT

The purpose of this final project is studying Bandixed
point theorem on partial metric spaces. The resiit is Banach
fixed point theorem can be applied on partial neetspace.

Keyword . partial metric spaces, fixed point.
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Dalam ilmu matematika, ruang metrik merupakan kesajarak
yang didefinisikan antara unsur-unsur dari suatophinan. Metode
ruang metrik telah digunakan selama puluhan talaland berbagai
aplikasi, misalnya dalam mesin pencari internetsikikasi citra atau
klasifikasi protein.

Diperkenalkan oleh Matthews pada tahun1992, selyuahg
metrik parsial merupakan generalisasi dari sebusng metrik.
Jarak suatu titik dari dirinya sendiri tidak sel@lernilai nol. Hal ini
memotivasi seorang ahli komputer untuk mendalamiateg ruang
metrik parsial (Bukatin,2009).

Ruang metrik yang tidak selalu bernilai nol ketikarjarak
dengan dirinya sendiri membuat teorema tentang faemekontraksi
sedikit mengalami perubahan. Dalam skripsi ini allifbahas tentang
teorema pemetaan kontraksi pada ruang metrik parsia

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang diatas, rumusan magalain akan
dikemukakan dalam skripsi ini sebagai berikut:

1. Bagaimana definisi ruang metrik parsial?
2. Bagaimana teorema pemetaan kontraksi pada ruamdgs met
parsial?

1.3 Batasan Masalah

Masalah yang akan dibahas pada skripsi ini hanysarig
pemetaan kontraksi pada ruang metrik parsial.



14 Tujuan

Tujuan dari penulisan skripsi ini adalah:
1. Untuk mengetahui bagaimana definisi ruang metrikipa
2. Untuk mengetahui teorema pemetaan kontraksi padegmnetrik
parsial.
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Pada bab ini akan dibahas tentang definisi darenes yang
akan menjadi dasar pada pembahasan bab Il yaftoisieuang
metrik, definisi barisan, definisi pemetaan, deifiritik tetap, dan
definisi fungsi komposisi.

2.1 Ruang Metrik

Definis 2.1.1 (Ruang Metrik)

Diberikan himpunanX yang tidak kosong. Fungsl: X x X — R
disebut metrik pad# jika memenuhi aksioma-aksioma dibawah ini:
M1. d(x,y) = 0 untuk setiap;,y € X;

M2.d(x,y) = 0 jika dan hanya jika = y;

M3. d(x, y)=d(y, x) untuk setiapc,y € X;

M4. d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) untuk setiapr, y danz € X.

HimpunanX yang dilengkapi dengan fungsi jardkdisebut
ruang metrik dan dinyatakan dendahd)(Soemantri, 1988).

Contoh 2.1.2
Pandang X = R. Didefinisikan fungsi d(x,y) = |x — y|, untuk
semuax, y € R, makad merupakan metrik.

Bukti:

Ambil sebarangx,y,z € R. Akan ditunjukkan bahwad adalah
metrik
i. d(x,y)=|x—y|= 0 (sifat nilai mutlak)
i. dx,y) =0 |x—y|l=0x—y=0x=y
ii. dix,y)=Ilx—yl=|y—x|=d@,x)
iv. dx,y)=|x—y|l=|x—z+z—y]|
Slx—z|l+|z-yl
=d(x,z) +d(z,y)

Jadi, terbukti bahwd merupakan metrik.



2.2 Barisan

Definisi 2.2.1 (Barisan)
Diberikan ruang metrik dan himpunan bilangan afliserta fungsi
f:N->X

yang didefinisikan sebaggi(n) = x, € X untuk setiapn € N.
(Muslikh,2012).

Definisi 2.2.2 (Barisan K onver gen)
Diberikan ruang metrikKX, d) dan barisafx,) di dalamX. Barisan
(x,) dikatakan konvergen ke jika untuk setiaps > 0 terdapat
bilanganN € N sehingga untuk setiap > N berlaku

d(xp,x) <e&.

Barisan (x,) yang konvergen kex, ditulis lim,_. x, = x atau
X, = x, dimana titik x disebut limit barisan dari barisax,,)
(Soemantri, 1988).

Teorema 2.2.3
Jika barisan(x,) dalam (X,d) konvergen maka limit barisannya
tunggal.

Bukti:
Misalkan barisar(x,) konvergen ke titik x dan y, akan dibuktikan
x = y (tunggal). Diberikan sebaramg> 0. Karenax,, konvergen ke
x dany maka terdapaiV;e N dan N,e N sehingga untuk setiap
n > N; berlaku

d(x,,x) < % (2.1)

dan untuk setiap > N, berlaku

dCny) <3 22

Jika bilanganN = maks{N;, N,} maka dari ketaksamaan (2.1) dan
(2.2) serta sifat ketaksamaan segitiga diperoleh

d(x,y) < d(x,x,) + d(x,,y) <§+§ — ¢,



Untuk setiap = N. Jadi,d(x,y) < €. Karenas > 0 sebarang maka
x = y tunggal.

Definis 2.2.4 (Barisan Cauchy)
Barisan (x,,) di dalam ruang metrikX, d) dikatakan barisan Cauchy
jika untuk setiape > 0 terdapat bilanganN € N sedemikian
sehingga untuk setiap,n > N berlaku

d(xp, xy) < €

(Soemantri, 1988).

Teorema2.2.5
Setiap barisan yang konvergen dalam suatu m@frit) merupakan
barisan Cauchy (Soemantri, 1988).

Bukti:
Misalkan x, - x. Maka untuk setiap€ > 0 terdapatN € N
sedemikian sehingga untuk setia> N berlaku

d(xp, x) < —;—
Ambil m > n = N, maka juga berlaku
d(Xp,x) < %
Dengan pertidaksamaan segitiga, maka untuk = N berlaku
d(m, %) < d(m, x) +d(x,x,) < §+ % =k

Dengan demikianx,,) adalah barisan Cauchy. Teorema tidak
berlaku sebaliknya.

Definis 2.2.6 (Ruang Metrik Lengkap)
Ruang metrikX dikatakan lengkap jika setiap barisan Cauchy di
dalamX konvergen di dalam (Soemantri, 1988).



2.3 Pemetaan

Definisi 2.3.1 (Pemetaan)

Misalkan X dan Y himpunan tidak kosong. Pemetagn dari
himpunanX ke himpunanY dinotasikan dengarf: X — Y adalah
suatu pengawanan setiape X dikawankan secara tunggal dengan
y € Y dan ditulisy = f(x) (Soemantri,1988).

Definisi 2.3.2 (Pemetaan K ontinu)

Misalkan X = (X,d,) danY = (Y,d,) adalah ruang-ruang metrik.
Pemetaanf: X — Y dikatakan kontinu di titikx, € X jika untuk
setiap€ > 0 terdapath > 0 sedemikian sehingga untuk setiafe X
dengand, (x, xy) < & maka berlaku

dp(f (%), f(x0)) < &

pemetaary dikatakan kontinu padi jika f kontinu di setiap titik
anggotaX (Soemantri, 1988).

Definisi 2.3.3 (Pemetaan K ontraksi)

Misalkan (X,d) ruang metrik. Pemetaarf: X — X dinamakan
pemetaan kontraksi, jika ada suatu bilangankekEngam < k < 1
sedemikian sehingga:

d(f(x), f(y)) < kd(x,y),Vx,y € X
untuk setiapc, y € X (Kreyszig, 1978).
2.4 Titik Tetap

Definisi 2.4.1 (Titik Tetap)
Misalkanf adalah pemetagh X — X. Titik x € X disebut titik tetap
f jikax = f(x) (Kreyzig, 1978).

Teorema 2.4.2 (Titik Tetap Banach pada Ruang Metrik)

Misalkan (X, d) adalah ruang metrik lengkap. JikaX — X adalah
pemetaan kontraksi padd makaf mempunyai titik tetap yang
tunggal (Kreyzig, 1978).



Bukti :
Ambil x, € X dan dibentuk barisafx,,) dengan suku-suku sebagai
berikut

x0,%1 = f(x0), %3 = f(x1), o, X = f (Xn—1)
Akan ditunjukkan bahwéx,, ) adalah barisan Cauchy.
d(Xm+1, Xm) = d(f (o), f (Xm-1))
< ad(m Xm-1)
= ad(f (xXm-1), f(xm-2))

< a® d(Xm-1, Xm—2)

< a™ d(xq,xp) (2.3)
Ambil € > 0, karenaf kontraksi maka

d(f(x),f)) < ad(x,y),

dimanal < a < 1. Ambil bilangann, m € N, dengam > m maka
dengan sifat ketaksamaan segitiga pada metrik @aakéamaan
(2.3), didapatkan
d(xm' xn) = d(xmr xm+1) + d(xm+1'xm+2) 1 U=l s d(xn—ern—l)
+ d(xn—lrxn)
<(@m+a™ 4.4+ av? +a™Nd(xq, %)

<am™(1+a+a®+-+a""™ 1)d(xq, %)

n-m-1

=a™ z a d(xy,xo)
i=0

< a™ Y at d(x, %) (2.4)



Karena 0 < a <1, maka derety®,a’' pada ketaksamaan (2.4)
konvergen keli—a sehingga didapat

am
d Qe xn) < 7 d(x1, %)

Untukn >m = N.
Misal d(x;,x9) = A, maka

Aa™
d (X, xn) < 1

—a
Dipilih N € N dengan

In (5(1/1— a))

Ina

W) 7l 5
a <—/1

N <

Maka diperoleh

Aam</1a"
1-a 1-—a

d(xXp, xp) < =\e

Dengan demikiatix,, )barisan Cauchy.

Karena X lengkap, (x,) konvergen, katakanx, — x. Akan
ditunjukkan bahwax adalah titik tetap dari pemetagn Karena
x, — x, berlaku :

d(x,f(x)) <§+a(§) =0+a) (g) < 2(%) =e.

Karenae > 0 sebarangd(x, f(x)) = 0. Berdasarkan sifat metrik
didapatkanx = f(x). Jadi, menurut definisi (2.3.1y, merupakan
titik tetap dari pemetaan kontralfSi



Sekarang akan ditunjukkan bahwa titik tetap tunglyatiaikanx
dany adalah titik tetap dafi, sehingga berlaku

x = f(x) dany = f(»)-

Dengan demikian

d(x,y) = d(f(x), f(¥)) < ad(x,y).

Karenal < a < 1 sehinggad(x,y) = 0. Sehingga berdasarkan sifat
metrik didapatkary = x. Dengan demikian terbukti bahwa pemetaan
konraksi pad& yang lengkap mempunyai titik tetap yang tungmal.

2.5 Fungsi Komposis

Definisi 2.5.1 (Fungs Komposisi)
Fungsi komposisi adalah penggabungan operasi duogsifu
secara berurutan sehingga menghasilkan sebuah hargs
Suatu fungsif dengan daerah as&; dan daerah hasky,
fungsi g dengan daerah as@), dan daerah hasR, untuk “f
komposisi g” dilambangkan fog ={(x,y)|x € Dy, y €
R¢ dan f(g())} dimanaD, N Ry.

Komposisi fungsif terhadap dirinya sendiri dapat ditulis

(f e F)x) = f2(x)
(f o f2)() = f3(x)

(f e fPH) = ().
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3.1 Ruang Metrik Parsial

Definis 3.1.1 (Ruang Metrik Parsial)

Diberikan himpunanX yang tidak kosong. Funggi X x X — R*
disebut metrik parsial padd jika memenuhi aksioma-aksioma
dibawabh ini:

Pl.p(x,x) < p(x,y), untuk semuax,y € X

P2.p(x,x) = p(x,y) = p(y,y) jika dan hanya jika =y

P3.p(x,y) = p(y, x) (simetri)

P4.p(x,z) <p(x,y) + p(v,z) — p(y,y) (ketaksamaan segitiga).

Sebuah ruang metrik parsial adalah pasangan(kawi) yang
manaX adalah sebuah himpunan tidak kosong paadalah suatu
metrik parsial pad#.

Contoh 3.1.2
Misalkan(X = R) didefinisikanp: R X R = R sehingga
=yl + x| + 1yl

p(x, }’) - 2
Makap(x, y) adalah ruang metrik parsial.
Bukti :
Pl.p(x x) = |x|
e = x|+ x| + x|
_ K
IZI I2 I
X X—y+y
2 + 2

x| | lx =yl + 1yl
<+
2 2

_ =yl +lyl+1xl
= > =

p(x, y).

11



P2.p(x,y) =p(x,x) =p(y,y) & x=y

p(x,y) = p(x,x)
Ix—yl+|xl+lyl=Ix—xI+IxI+IxI
2 » 2
X
=== x| (3.1)

p(x,x) =p(,y) < x| = |yl (3.2)
p(x,y) =p(,y)
- lx =yl + |x| + |yl _ ly =yl + |yl + |yl

2 2
== 1y (3.3)
Dengan (3.2) dan (3.1) diperoleh
Ml = 1
lx -yl
R

[x—y| =0 x=1y.
Dengan (3.2) dan (3.3) diperoleh

ly — x|
2

ly — x|
=0
2

ly—x| =0y =nx.
Jadi terbukti bahwa(x,y) = p(x,x) =p(y,y) & x = y.

+ |yl = |yl

P3. =yl Ixl + Iyl
p(x;Y) -
_ly=xl ¥ 1yl + 1]
2
=p,x)
P4. |x—z|+ |x| + |z| lx —z| + x| + |z| + 2|y]|
+lyl = 5
Tl—y+y—zl 4l + Izl + 2y

2

12



=yt ly -zl + Ixl + 2] + 2]y

2
lx =yl + x| + |yl |y —z|+ |yl + |zl
= it
2 2
=pxy) +pW, 2).

Jadi terbukti bahwan (x, z) < p(x,y) + p(y, 2).

Contoh 3.1.3
Diberikan (X, p) adalah ruang metrik parsial. Didefinisikdp: X x
X - R sehingga

dp(x,y) = 2p(x,y) —p(x,x) —p(y,y)

Makad,, adalah metrik.

Bukti :
i. Ambil x,y € X, didefinisikan
dp(x,y) = 2p(x,y) —p(x,x) —p(,y)
(p(e,y) —p(x, %) + (p(x, ) — p(,¥)) = 0
2p(x,y) —p(x,x) —p(y,y) =0

ii. 2p(x,y) —p(,x)—pr,y) =0 x=y
(p(x,y) — p(x,x)) + (p(x,y) —p(»,¥)) = 0

p(xJ’) = p(x,x) =0 p(x'y) = p(xrx)l
dan

p(x,y) —p(y,y) =0 plx,y) =p,y).

Jadi,p(x,y) = p(x,x) = p(y,y) jika dan hanya jika = y.

iii. d,(x,y) =2p(x,y) — p(x,x) = p(y,¥)
=2p(y,x) —p(y,y) —p(x,x)
= dp(% x)

iv. dp(x,y) =2p(x,y) —p(,x) —p(,y)
= (p(x,y) —p(x, %)) + (@(x,y) — . ¥))
< (p(x,2) +p(z,¥) —p(z,2) — p(x,x))
+ (p(x,2) +p(z,y) —p(2,2) —p(y,y))

13



= (2p(x,2) — p(z,2) — p(x,x))
+ 2p(z,y) —p(z,2) —p(y,y))
=d,(x,2) +dy(2,y)

Jadi,d,(x,y) < d,(x,2) + dy(2,y).

Definisi 3.1.4 (Barisan Cauchy)

Sebuah barisan titikc,,) di dalam ruang metrik parsiéX, p) adalah
Cauchy jika terdapagt(a,a) = 0 sedemikian sehingga untuk setiap
e > 0 terdapatV € X sehingga untuk semugm > N,

|p(xp, X)) — p(a,a)| < e.

Dengan kata lain,{(x,) adalah Cauchy jika barisan
p(x,, x,) konvergen ke p(a,a) untuk n,m - oo, atau
lim;, 00 DX, X)) = p(a,a). Jika (X,p) adalah ruang metrik
makap(a,a) = 0.

Definisi 3.1.5 (Barisan Konvergen)
Sebuah barisan titiKx,,) di dalam ruang metrik parsidlX,p)
konvergen kea € X, untuk setiape > 0 maka terdapatV € N
sedemikian sehingga> N berlaku

p(xp,a) —p(a,a) <e

dan

(X, @) — p(xp, Xp) < €.

Barisan(x,,) yang konvergen ke dapat ditulis
lim p(x,,a) = lim p(x,, x,) = p(a,a).
n—oo n—>co
Jika sebuah barisan titik konvergen maka jarakatgap dirinya
sendiri adalah konvergen pada titik yang berjarak.

Teorema 3.1.6

Misal (X,p) adalah ruang metrik parsial dan bar{sgh di dalam
X. Jika(x,) konvergen, makéx, ) adalah barisan Cauchy.
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Bukti :
Misalkan barisan(x,) konvergen ket € X maka untuk sebarang
¢ > 0 terdapatv € N sedemikian sehingga setiap> N, berlaku :

&
plxn,a) —p(a,a) <7
dan
&
p(xnr a) B p(xn'xn) < E
Untukm > N juga berlaku

&
p(xmr a) - p(ar a) < E
dan

P, @) — P (X, X)) < ;
Dengan ketaksamaan segitiga , maka :
lp(xn, %) — p(a, @)
< lpGens @) + p(xp, @) = pla, @) — p(a,a)
< |p(xn, @) —p(a, @) + |p(xm, @) — p(a, a)
= (p(xn, @) = p(a,@)) + (p(tm, @) = p(a,a))

&

<-—+—-—=¢
2

&
2
Sehinggdp (xp, xn) — p(a,a)| < e.

Jadi, terbukti bahwa setiap barisan yang konvergemupakan
barisan Cauchy.

Definis 3.1.7 (Barisan L engkap)
Suatu ruang metrik parsiglX,p) dikatakan lengkap jika setiap
barisan Cauchy konvergen.
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Definisi 3.1.8 (Kontraksi)

Diberikan ruang metrik parsidlX,p), pemetaary: X — X disebut
kontraksi jika terdapal < ¢ < 1 sedemikian sehingga untuk semua
x,y € X berlaku

p(f00), f() < cplx, ).

Teorema 3.1.9 (Matthews)

Diberikan ruang metrik parsialX,p). Jika f:X - X adalah
pemetaan kontraksi padd makaf mempunyai titik tetap yang
tunggal.

Bukti :
Ambil x, € X, kemudian dibentuk barisarx,) dengan
Xn+1 = f(xy), sehingga diperoleh

x1 = f(xo)
X, = f(x1) = f(f () = f2(x0)

Xn = f™(x0)

Dari definisi kontraksi (3.1.6) diperoleh
p(x1,x3) = P(f(xo),f(xﬂ)

< cp(xp,x1)

P(f(x1)Jf(x2))
¢ p(x1,x2)

c (C P(xo;xﬂ)
c? p(xo, x1)

p(xz,x3)

A IA Il

Secara umum diperoleh

p(xn, Xpt1) < ™ p(x9,x1) (3.1)
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Ambil n,k € N dengann > k, maka dengan ketaksamaan segitiga
dan (3.1) didapatkan :

P(Xk, Xn) < D(Xky Xpew1) + P X1, X)) — PKgen, Xier)
< c* p(xg, x1) + DOkr1, Xn) — P(Xper1, Xier1)
< c* p(xg, x1) + p(Xpr1, %)

< c* p(xg, x1) + D(Xks1, Xper2) + P (gt 2, Xn)
— p(Xk42, Xk+2)

< c* p(xg, x1) + * p(xo, x1) + (K2, X0)
— P (Xk42) Xkt2)

k+1

< ¢ p(xg,x1) + " p(xg, x1) + (k20 %)

< c* p(xg, x1) + 1 p(xg, 1) + P (K20 Xie43)
+ p(Xk+3, %) — P (X 43, X +3)

k+1 k+2

< c® p(xg, x1) + c**1 p(xg, x1) + 52 p(xg, x1)
+ p(Xk+3,%n) — P (K43, X 43)

< c® p(xg, x1) + 1 plxg, x1) + c**2 p(xg, x1)
+ P (X3, Xn)

< c*p(xg, x1) + ¥ p(xg, x1) + ¢ 2p (g, %1) ...
+ " p(xg, x1) + ¢ p(xg, x1)

<1+ 4+ "R 4 TR D)p(g, %)
= ck Z?:_ok_l cip(xo,xl) (3.2)

Karena0 < c <1 , maka derep™-#~'c! pada ketaksamaan (3.2)
konvergen keli—C sehingga didapat :
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k
p(xk:xn) < IC__C-.p(x()r xl)'
Dimisalkanp(xg, x;) = r, untukn > k > N diperoleh
k
p(xk'xn) < 1_

Dipilih N € N dengan

In (e(lr— c))

N <
Inc
e(1-c
N < ( )
r
. rcN r e(1-c)
Sehingga— < —-———<
1-c 1-c T

Maka diperoleh

k
p(xkr xn) S S

|z

<éE&.

[y

[

Dengan demikiakix,,) adalah barisan Cauchy.

Karena X lengkap, (x,) konvergen, katakanx, — x*. Akan
ditunjukkkan bahwac* € X adalah titik tetap pemetagn Menurut
definisi (3.1.5) berlaku

£
Pl x) —p(x',x") <5 (33)
Dan
£
p(xn, x*) — p(xn, xn) < E (3.4)

untuk setiag > 0 dann > N.
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Dengan (3.3) dan (3.4) diperoleh
p(f(x"),x") —p(x*,x7)
< p(f (), £ ) + p(F (), ) = p(F (e, £ (%))
- p(x*, x*)
= (p(f(x"), f ) = p(x*,x)
+ (P Gtnd ) = p(f (), f () )
< ¢ (pOc", xn) —p(x*, X)) + ¢ (p(on, ™) — P(Xn, X))
Sc(§+§) <ce<e
Untuk semua > N dane > 0 sehingga(f(x*),x*) — p(x*,x*) =
0, atau

p(f(x*),x*) = p(x*,x"), (3.5)

Selain dari pada itu juga diperoleh

p(f(x*),x*) = p(f(x7), f(x7))
< p(f (), f(n)) + (f (), x7) = p(f G, £ ()
—p(f(x"), f(x")
= p(f(x"), f(xn)) = p(f (), f(x) + p(f (o), x7)
= p(f(xn), £ ()
< ¢ (pOen, ) = pln, %)) + ¢ (PO, x7) = (™, %)
< c(§+§) <ce<e.
Untuk semua > N dane > 0 diperolehp(f(x*),x*) —
p(f ("), f(x7)) = 0, atau

p(f (), x7) = p(f (), f(x1) (3.6)

Berdasarkan persamaan (3.5) dan (3.6) diperoleh

p(f(x"),x) = p(x*,x) = p(f ("), f(x")).
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Menurut aksioma P2 diperolgf(x*) = x*, sehinggagf mempunyai
titik tetapx™ € X.

Andaikanx™ dany* adalah titik tetap darf sedemikian sehingga
x* = f(x*) dany® = f(y*), akan ditunjukkax* = y* tunggal.

p(x*y") — "y =p(f ). f D)) —p(fOO,. fO))
<c(ptx’y) —pG*y))
Karena0 < ¢ < 1, sehingga

p(x%y") —p(y5y") =0

p("y") =p(y"y) 3.7
Demikian juga dengan
p(x*,y*) = p(e',x") = p(f(x"), fFOD)) = p(f(x"), f(x9))
<c(p(x',y) —px*,x")
Karena0 < ¢ < 1, sehingga

Atau

p(x*,y") —p(x*,x") =0

p(x",y") = p(x*,x") (3.8)
Berdasarkan persamaan (3.7) dan (3.8) diperoleh

atau

p(x*,x*) =px*y") =p(y"y").

Menurut P2 diperolel™ = y*. Sehingga titik tetap dari pemetaéan
adalah tunggalm
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BAB IV
KESIMPULAN
4.1 Kesimpulan

Dari pembahasan didapatkan kesimpulan sebagauberik
1. Ruang metrik parsial merupakan generalisasi darigunetrik.
2. Pada ruang metrik parsial berlaku teorema titixgedanach.

4.2 Saran

Pada pembahasan selanjutnya, hal yang perlu untuk
dikembangkan dalam skripsi ini adalah eksisteri tetap dalam
ruang metrik parsial untuk pemetaan yang lain.
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