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GENERALIZED (o,7) —DERIVATION DI RING SEMIPRIMA

ABSTRAK

Misal R adalah ring semiprima, I adalah nonzero ideal dari R, dan
o, T adalah dua epimorfisma pada R. Suatu additive mapping

F:R — R adalah generalized (o, T) —derivation pada R jika terdapat
(g, T)-derivation d: R — R sedemikian sehingga

F(xy) = F(x)a(y) + t(x)d(y) untuk setiap x,y € R. Pada skripsi
ini akan ditunjukkan bahwa jika t(I)d(I) # 0, maka R memuat
nonzero central ideal dari R, jika salah satu dari persamaan berikut
berlaku

(0). F([x,yD) = £(x © y)gr; (ii). F(x o y) = £[X, ¥]51;

(iii). F[x,y] = £[F (%), Y]gr: (V) . F(x 0 y) = £(F(x) ° ¥)ocs

(V). F[x,y] = £[a(y), G(x)], untuk setiap x,y € I.

Kata Kunci: additive mapping, central, (o, )-derivation,
generalized (o, T)-derivation, nonzero ideal
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GENERALIZED (o,7) —DERIVATION IN SEMIPRIME
RINGS

ABSTRACT

Let R be a semiprime ring, I a nonzero ideal of R, and g, t two
epimorphisms of R. An additive mapping F:R — R is generalized
(o, 7)-derivation on R if there exists a (o, t)-derivation d: R - R
such that F(xy) = F(x)a(y) + t(x)d(y) hold for all x,y €R. In
this paper, it is shown that if t(I)d(I) # 0, then R contains a
nonzero central ideal of R, if one of the following holds

(). F([x, y]) = £(x 0 ¥)gzi (i1). F(x 0 y) = £[x,¥]5;

(iii). Fx,y] = £[F (%), ¥]o,0; (IV) . F(x 0 y) = £(F (%) ° ¥) 515

(V). Flx,y] = £[a(y),G(x)], forall x,y € I.

Keywords: additive mapping, central, (o, t)-derivation,
generalized (@, T)-derivation, nonzero ideal
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Struktur aljabar adalah suatu himpunan tak kosong yang
dilengkapi dengan satu atau lebih operasi biner yang memenuhi
aksioma tertentu. Dengan kata lain struktur aljabar dibangun oleh
tiga komponen, yaitu himpunan, operasi, dan aksioma. Banyaknya
operasi atau banyaknya aksioma menjadi pembeda antara struktur
aljabar yang satu dengan yang lain, sebagai contoh grup, semiring,
ring, ring semiprima, dan lain sebagainya.

Ring merupakan perluasan dari konsep grup. Berbeda dengan
grup yang merupakan sistem matematika yang terdiri dari satu
himpunan tak kosong dan operasi, ring merupakan sistem
matematika yang terdiri dari satu himpunan tak kosong dengan dua
operasi biner, yaitu penjumlahan dan pergandaan. Di dalam ring
terdapat subring dan ideal. Ideal ada dua macam yaitu ideal kanan
dan ideal kiri. Jika suatu ideal memenuhi kedua jenis, ideal tersebut
disebut ideal dua sisi.

Konsep tentang ring terus mengalami perkembangan, salah
satunya adalah ring semiprima. Ring semiprima ini juga terus
dikembangkan dengan diterapkannya berbagai teori, seperti
derivation. Pada tahun 2007 dalam jurnal Mohamad Nagy Daif
memperkenalkan spesifikasi dari derivation, yaitu On Generalized
Derivation in Semiprime Rings.

Selanjutnya, Basudeb Dhara dan Atanu Pattanayak pada tahun
2012 dalam jurnalnya yang berjudul On Generalized (o,7)-
Derivation in Semiprime Rings memperkenalkan dan membahas
mengenai definisi dan teorema yang berkaitan dengan generalized
(o, T)-derivation di ring semiprima. Oleh karena itu, dalam skripsi
ini akan dibahas mengenai definisi dan teorema yang berkaitan
dengan generalized (o, 7)-derivation di ring semiprima.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang di atas, permasalahan yang akan
dibahas dalam skripsi ini adalah bagaimana definisi dan teorema
beserta bukti-bukti yang berkaitan dengan generalized (o,7)-
derivation di ring semiprima yang memuat nonzero central ideal.



1.3 Tujuan

Tujuan pembahasan skripsi ini adalah menjelaskan definisi dan
teorema beserta bukti-bukti yang berkaitan dengan generalized
(g, T)-derivation di ring semiprima yang memuat nonzero central
ideal.



BAB 11
TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini akan diberikan beberapa definisi, contoh, dan
teorema beserta buktinya sebagai acuan dalam membahas
permasalahan yang akan disampaikan.

2.1 Relasi, Pemetaan, dan Operasi Biner

Sebagai dasar untuk memahami Generalized (o, 7)-Derivation di
Ring Semiprima, perlu dipahami beberapa istilah yang terkait di
dalamnya termasuk pembahasan mengenai relasi, pemetaan, dan
operasi biner.

Definisi 2.1.1 (Hasil Kali Kartesius)

Misalkan A dan B adalah himpunan. Himpunan dari semua pasangan
terurut (x,y), dengan x € Adan y € B disebut hasil kali kartesius
dari A dan B, dinyatakan dengan:
AXB ={(x,y)|x€Aye€B}
(Bhattacharya, dkk., 1994)

Contoh 2.1.2

Diberikan A = {1,2,3}, B = {c,d}, dan C = {y,z}. Tentukan hasil
kali kartesius dari A X B, B X C,B xA,dan A X B X C.

Bukti:

hasil kali kartesius dari A X B, B X C,B x A, dan A X B x C adalah.
AXB = {(1,¢),(1,d),(2,¢),(2,d),3,¢),(3,d)}

BxC = {(c,y),(dy),(c2),(dz)}

BxA = {(c,1),(d,1),(c,2),(d,2),(c3),(d,3)}
AXBXC={1,cv),(2cy),3,cy),,c2),2/c2z),3cz),
(1,4,v),(2,d,y),(3,d,y),(1,d,2),(2,d,z),(3,d,2)}.



Definisi 2.1.3 (Relasi)

Misalkan A dan B adalah himpunan tak kosong, dan R adalah
himpunan bagian (subset) dari A X B, maka R disebut relasi dari A
ke B.

(Bhattacharya, dkk., 1990)

Contoh 2.1.4

Diberikan himpunan A = {2,3,4} dan B = {2,4,8,9,15}. lJika
didefinisikan relasi R dari A ke B dengan (a,b) € R jika a habis
membagi b. Tentukan elemen-elemen dari R.

Bukti:

Elemen-elemen dari R adalah.
R =1{(2,2),(2,4),(4,4),(2,8),(4,8),(3,9),(3,15)}.

Definisi 2.1.5 (Pemetaan)

Misalkan A dan B adalah himpunan tidak kosong. Pemetaan  f dari
A ke B adalah suatu relasi sedemikian sehingga untuk setiap a € A
terdapat tunggal b € B dengan (a,b) € f, selanjutnya dituliskan
sebagai f(a) = b.
Suatu pemetaan f: A — B disebut:
i. Injektif (1-1) jika untuk setiap a,; dan a, elemen di A, berlaku
jika a; # a, maka f(a,) # f(a,).
ii. Surjektif (onto) jika untuk setiap elemen b di B, terdapat eleman
a di A sedemikian sehingga f(a) = b.
iii. Bijektif jika f injektif dan surjektif.
(Bhattacharya, dkk., 1994)

Definisi 2.1.6 (Operasi Biner)

Misalkan S himpunan tak kosong, operasi biner * pada himpunan S
adalah pemetaan S x S ke S, atau dinotasikan sebagai berikut:
*xSXS->S



Operasi biner pada S harus dalam bentuk pasangan terurut (a, b) dan
dikawankan pada elemen S secara tunggal:
(a,b) »*(a,b) =a*xb=c€S
Dengan kata lain, S harus tertutup atas operasi biner pada S.
(Bhattacharya, dkk., 1994)

Definisi 2.1.7 (Pemetaan ldentitas)

Misalkan A adalah himpunan tidak kosong. Pemetaan f:4 — A

sedemikian sehingga f(a) = a untuk setiap a € A disebut sebagali

pemetaan identitas pada A, atau dinotasikan dengan I,.
(Bhattacharya, dkk., 1990)

Definisi 2.1.8 (Additive Mapping)

Misalkan A dan B adalah himpunan tak kosong. Suatu pemetaan
f:A— B disebut additive mapping jika untuk setiap a,b € A
memenuhi
fla+b) = f(a)+f(b).
(Bartle, dkk., 1992)

Contoh 2.1.9

Diberikan himpunan A =B =7. Pemetaan f:7Z — 7Z yang
didefinisikan sebagai f(a) = 3a dengan a € Z. Maka f merupakan
suatu additive mapping.

Bukti:

Akan dibuktikan f merupakan suatu additive mapping.
Ambil sebarang a, b € Z.
fa+b)=3(a+b)=3a+3b=f(a)+ f(b)
Jadi, f merupakan additive mapping.



2.2 Semigrup

Semigrup adalah suatu struktur aljabar yang sederhana dan
dilengkapi dengan satu operasi biner. Semigrup merupakan suatu
himpunan tidak kosong yang didalamnya terdapat satu operasi biner
yang memenuhi syarat-syarat tertentu. Definisi, contoh, serta teorema
yang berkaitan dengan semigrup diberikan sebagai berikut.

Definisi 2.2.1 (Semigrup)

Misalkan M adalah himpunan tidak kosong yang di dalamnya
didefinisikan operasi biner *, atau dinotasikan dengan (M,*). (M,*)
disebut sebagai semigrup jika dan hanya jika:
(i) (M,*) tertutup yaitu (a * b) € M, untuk setiap a,b € M.
(if) (M,*) assosiatif yaitu (a*b)*c=a=(b=c), untuk setiap
a,b,c € M.
(Whitelaw, 1995)

Contoh 2.2.2

Diberikan Z* adalah himpunan bilangan bulat positif terhadap
operasi penjumlahan. Maka (Z*, +) merupakan semigrup.

Bukti:

Akan dibuktikan (Z*,+) adalah semigrup dengan memenuhi

aksioma-aksioma berikut:

1. (Z*,+) tertutup.
Ambil sebarang a, b € Z* maka a + b € Z*. Misal diambil a = 1
dan b = 2 maka 1 + 2 € Z*. Dengan cara yang sama untuk setiap
a,b € Z" berlaku a + b € Z*. Jadi (Z*,+) bersifat tertutup.

2. (Z*,+) assosiatif.
Ambil sebarang a,b,c € Z*, maka (a+b)+c=a+ (b+ c).
Misal diambil a = 1, b = 2, dan ¢ = 3 maka

(a+b)+c=a+(b+c).

Dari ruas kiri diperoleh (a + b) + ¢ = (1 +2) + 3 = 6.
Dari ruas kanan diperoleha + (b +¢) =1+ (2 + 3) = 6.
Dengan cara yang sama untuk setiap a, b, ¢ € Z* berlaku
(a+b)+c=a+ (b+c).Jadi (Z*,+) berlaku sifat assosiatif.



Karena (Z*,+) memenuhi (1) dan (2) maka (Z*,+) adalah
semigrup.
[

Definisi 2.2.3 (Semigrup Komutatif)
Misalkan (M,x) adalah semigrup. Maka (M,x) disebut semigrup
komutatif jika a * b = b * a, untuk setiap a, b € M.

(Whitelaw, 1995)

Contoh 2.2.4

Diberikan semigrup (Z*,+). Maka (Z*,+) adalah semigrup
komutatif.

Bukti:

1. Akan dibuktikan (Z*, +) adalah semigrup.

(Z*,+) adalah semigrup telah dibuktikan pada Contoh 2.2.2
2. Akan dibuktikan (Z*, +) adalah semigrup komutatif.

Ambil sebarang a,b € Z* makaa + b = b + a.

Misal diambila = 1danb =2makal+2=2+1=3

Dengan cara yang sama untuk setiap a, b € Z* berlaku

Jadi (Z*, +) merupakan semigrup dan memenuhi sifat komutatif.
Karena (Z*, +) memenuhi (1) dan (2) maka terbukti bahwa (Z*, +)
adalah semigrup komutatif.

|

Definisi 2.2.5 (Semigrup Monoid)

Misalkan (M,*) suatu semigrup dan mempunyai elemen identitas e
terhadap operasi biner penjumlahan atau pergandaan, sedemikian
sehingga e * a = a * e = a untuk setiap a € M. Maka (M,*) disebut
semigrup dengan elemen identitas atau semigrup monoid.

(Durbin, 1992)

Contoh 2.2.6

Diberikan Z, = {0,1,2,3} dengan operasi pergandaan. Maka
(Z,, o) adalah semigrup monoid.



Bukti:

1. Akan dibuktikan (Z,, e) adalah semigrup dengan memenuhi
aksioma-aksioma berikut:

() (Zs o).
Operasi pergandaan pada Z, diberikan pada Tabel 2.2
berikut:

Tabel 2.1 Operasi Pergandaan pada Z4

W[N] ROl e
ol|ol| ol| ol | Ol
W[N] | Ol
N[Ol Nl ol (M)
=[N wi| Ol wl

Ambil sebarang a,b € Z, maka aeb € Zy. Jadi (Z4, ®)
berlaku sifat tertutup.
(ii) (Z4, @) assosiatif yaitu (aeb)ec = ae(bec) untuk
setiap a, b, c € Zy.
Ambil sebarang a, b, c € Z4 , maka (a® b)ec =ae (bec).
Berdasarkan Tabel 2.1, misal diambil a = 0, b = 2, dan ¢ =
3 maka dari ruas Kiri diperoleh
(aebh)ec=(0e2)e3=0
dan dari ruas kanan diperoleh
ae(bec)=0e(2e3)=0.
Dengan cara yang sama untuk setiap a, b, ¢ € Z4 berlaku
(aeb)ec = ae(bec)
Jadi (Z,, ®) berlaku sifat assosiatif.
Karena (Z4, ®) memenuhi (i) dan (ii) maka (Z4, ®) adalah
semigrup.
2. Akan dibuktikan (Z,, @ ) adalah semigrup yang monoid.
Elemen identitas Z, untuk pergandaan adalah 1 karena untuk
setiapa € Zy berlakuae1 =1ea = a.
Karena (Z4, ) memenuhi (1) dan (2) maka terbukti bahwa (Z,, ®)
adalah semigrup monoid.
|



Teorema 2.2.7

Elemen identitas pada semigrup (M,*) adalah tunggal.
(Whitelaw, 1995)

Bukti:

Misalkan (M,x) adalah semigrup, dan e,f € M adalah elemen
identitas. Akan ditunjukkan bahwa e = f. Karena f merupakan
elemen identitas maka f *x e = e * f = e. Karena e juga merupakan
eleman identitas maka e * f = f * e = f. Dengan demikian e = f.
Jadi, terbukti bahwa suatu semigrup hanya mempunyai elemen
identitas yang tunggal.

]

Definisi 2.2.8 (Subsemigrup)

Misalkan (M,*) adalah semigrup dan P adalah himpunan bagian dari
M. Jika (P,*) merupakan semigrup, maka (P,*) disebut subsemigrup
dari (M,*).

(Bhattacharya, dkk., 1994)

2.3 Grup

Grup merupakan struktur aljabar yang lebih sempit dari
semigrup, karena suatu himpunan dapat disebut sebagai suatu grup
harus bersifat semigrup, mempunyai elemen identitas, dan setiap
elemennya mempunyai invers. Definisi, contoh, dan teorema yang
berkaitan dengan grup diberikan sebagai berikut.

Definisi 2.3.1 (Grup)

Misalkan G adalah himpunan tidak kosong yang di dalamnya

didefinisikan operasi biner =, atau dinotasikan dengan (G,*). (G,*)

disebut sebagai grup jika memenuhi aksioma-aksioma sebagai

berikut.

(i) Tertutup yaitu untuk setiap a, b € G berlaku a * b € G.

(if) Assosiatif yaitu untuk setiap a, b, c € G berlaku
(axb)+c=a=(b=*c).



(iii) Mempunyai elemen identitas yaitu terdapat e € G untuk setiap
a € G sedemikian sehingga berlaku e *a = a * e = a.
(iv) Setiap elemen mempunyai invers yaitu untuk setiap a € G
terdapata ! xa =a*a !l =e.
(Durbin, 1992)

Contoh 2.3.2

Diberikan G =Z X Z = {(a,b)|a, b € Z}. Didefinisikan operasi
biner * pada G, yaitu untuk setiap (a, b), (¢, d) € G berlaku
(a,b) * (c,d) = (a+c,b+d). Maka G merupakan grup terhadap
operasi *?

(Wijna, 2008)

Bukti:

Akan dibuktikan G merupakan grup. Jelas bahwa G bukan

merupakan himpunan kosong.

1. Akan ditunjukkan bahwa G memenuhi sifat tertutup. Untuk
sebarang (a, b), (c,d) € G, maka (a, b) * (c,d) € G.

2. Akan ditunjukkan bahwa G memenuhi sifat assosiatif. Untuk
sebarang (a, b),(c,d),(e,f) € G, dan dengan menggunakan
sifat bilangan bulat diperhatikan bahwa:

((a,b) x (c,d)) x(e,f) =(a+c,b+d)* (exf)
=(@a+c+eb+d+f)
= (a,b)x(c+ed+f)
= (a,b) * ((c,d) * (e, f))-

Jadi, terbukti bahwa sifat assosiatif berlaku.

3. Akan ditunjukkan bahwa G mempunyai elemen identitas. Jika
dipilih elemen (0,0) € G, maka untuk setiap (a,b) € G akan
berlaku:

(0,0) * (a,b) = (0+a,0+ b)

= (a,b)
=(a+0,b+0)
= (a,b) * (0,0).
Jadi, (0,0) € G merupakan elemen identitas pada G.
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4. Akan ditunjukkan bahwa setiap elemen G mempunyai invers.
Untuk sebarang (a,b) € G dipilih elemen (—a, —b) € G,
sehingga berlaku:

(a,b) * (=a,=b) = (a + (=a),b + (=h))

=(a—a,b—Db)

= (0,0)
=((-a)+a (=b) +b)
= (—a,—b) * (a,b).

Jadi, setiap elemen (a, b) € G memiliki elemen invers terhadap
operasi * yaitu (—a, —b) € G.
Karena G memenuhi (1), (2), (3), dan (4) maka terbukti bahwa G
adalah grup terhadap operasi *.
]

Dari Definisi 2.3.1, dapat disimpulkan bahwa suatu grup pasti
merupakan semigrup. Akan tetapi tidak berlaku sebaliknya, yaitu
tidak semua semigrup merupakan suatu grup.

Definisi 2.3.3 (Grup Komutatif)

Misalkan (G,*) adalah grup. (G,*) disebut sebagai grup komutatif
jika berlaku a * b = b * a untuk setiap a, b € G.
(Isnarto, 2008)

Contoh 2.3.4

Grup (G,*) pada Contoh 2.3.2 merupakan grup komutatif karena
untuk setiap (a, b), (c,d) € G berlaku (a,b) *(c,d) = (a+c, b+
d) =(c+a,d+b) =(c,d) *(a,b), sesuai dengan sifat komutatif
pada penjumlahan bilangan bulat.

(Wijna, 2008)

Definisi 2.3.5 (Subgrup)

Misalkan (G,*) adalah grup dan H adalah himpunan bagian dari G.
(H,*) disebut subgrup dari (G,*) jika (H,*) juga merupakan suatu
grup.

(Durbin, 1992)
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Contoh 2.3.6

Diberikan G seperti didefinisikan pada Contoh 2.3.2. Misalkan H =
{(a,0)|a € Z} < G. Maka H merupakan subgrup dari G?

(Wijna, 2008)

Bukti:

Akan dibuktikan H merupakan subgrup dari G. Jelas bahwa H bukan
merupakan himpunan kosong.

1.

2.

4.

12

Akan ditunjukkan bahwa H memenuhi sifat tertutup. Untuk
sebarang (a, 0), (b,0) € H, maka (a,0) = (b,0) € H.
Akan ditunjukkan bahwa H memenuhi sifat assosiatif. Untuk
sebarang (a,0),(b,0),(c,0) € H, dan dengan menggunakan
sifat bilangan bulat diperhatikan bahwa:
((a, 0) = (b, 0)) * (c,0) = (a+b,0) *(c,0)
=(a+b+c0)
= (a,0) * (b +¢,0)
= (a,0) = ((b,0) = (c,0)).
Jadi, terbukti bahwa sifat assosiatif berlaku.
Akan ditunjukkan bahwa H mempunyai elemen identitas. Jika
dipilih elemen (0,0) € H, maka untuk setiap (a,0) € H akan
berlaku:
(0,0) * (a,0) = (0+a,0)
=(a,0)
= (a+0,0)
= (a,0) * (0,0).
Jadi, (0,0) € H merupakan elemen identitas pada H.
Akan ditunjukkan bahwa setiap elemen H mempunyai invers.
Untuk sebarang (a, 0) € H dipilih elemen (—a, 0) € H, sehingga
akan berlaku:
(@,0) *(=a,0) = (a+ (-a),0)
=(a—a,0)
=(0,0)
= ((—a) +a, 0)
= (—a,0) * (a,0).
Jadi, setiap elemen (a,0) € H memiliki elemen invers terhadap
operasi = yaitu (—a, 0) € H.



Karena H memenuhi (1), (2), (3), dan (4) maka terbukti bahwa H
adalah grup terhadap operasi *. Akibatnya H merupakan subgrup
atas G.

[ |

Teorema 2.3.7

Misalkan (G,*) adalah grup dan H adalah himpunan bagian dari G.
(H,*) subgrup dari (G,*) jika dan hanya jika.
(i) H=+0.
(ii) Jikaae Hdan b € H,makaa b € H.
(iii) Jikaa € H makaa™! € H.
(Durbin, 1992)

Bukti:

= Jika diketahui (H,*) subgrup maka
(i) Terdapat e € H, sehingga terbukti bahwa H + Q.

(it) Terdapat (H,*) subgrup, sehingga (H,*) juga merupakan
grup, maka a * b € H untuk setiap a * b € H.

(iii))Untuk setiap a € H, maka terdapat b € H sedemikian
sehingga a * b = b » a = e berdasarkan aksioma ke (iv) dari
grup.Jadi, b =a "t € H

Jadi terbukti (i), (ii), (iii) terpenuhi.

& Diketahui (G,*) adalah grup dan H adalah himpunan bagian dari
G yang memenuhi kondisi (i), (ii), (iii), akan dibuktikan bahwa
(H,*) subgrup dari (G,*).

(i) Tertutup dipenuhi oleh kondisi (ii).

(i) Ambil a,b,c € H. Karena H adalah himpunan bagian dari

G, maka untuk setiap a, b, ¢ € G, sehingga berlaku
ax(bxc)€ (axb)=*c. Sifat assosiatif tersebut juga
berlaku untuk setiap elemen di H.

(iii) Misalkan a € H, dari kondisi (iii) maka a=! € H. Kondisi
(i) mengakibatkana *a~* € H. Tetapi axa ! €G,
sedangkan axa ' €e. Sehingga e=axa"!€H.
Terbukti bahwa setiap e adalah elemen identitas di H.

13



(iv) Setiap elemen di H mempunyai invers, terpenuhi pada
kondisi (ii).
Karena H adalah himpunan bagian dari G, maka terbukti bahwa
(H,*) subgrup dari (G,*).
|

2.4 Ring

Ring merupakan struktur aljabar yang terdiri dari himpunan
tidak kosong dengan dua operasi biner yaitu operasi penjumlahan
dan pergandaan. Definisi, contoh, dan teorema yang berkaitan
dengan ring diberikan sebagai berikut.

Definisi 2.4.1 (Ring)

Misalkan R adalah himpunan tidak kosong dengan dua operasi biner
penjumlahan dan pergandaan, atau dinotasikan dengan (R,+, ®).
(R, +, @) disebut sebagai ring jika memenuhi aksioma-aksioma
sebagai berikut.
(i) (R,+) adalah grup komutatif.
(if) (R, ®) adalah semigrup.
(iii) (R,+, ) memenuhi hukum distributif yaitu untuk setiap

a, b, c € R berlaku:

(a+ b)c = (ac) + (bc) dan

a(b + ¢) = (ab) + (ac).

(Dummit dan Foote, 2002)

Contoh 2.4.2
Diberikan Z; = {0, 1, 2}. Maka (Z3, +, ) adalah ring.
Bukti:

Z+ adalah ring jika memenuhi

(i) (Zsz,+) grup komutatif.
Himpunan bilangan bulat modulo 3 terhadap operasi
penjumlahan didefinisikan pada Tabel 2.2 berikut.
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Tabel 2.2 Operasi Penjumlahan pada Z;

+

N[Ol

N[Ol Ol
Ol |N ||
O[N] [N

Jelas Z4 tertutup terhadap operasi penjumlahan, karena untuk
setiap a, b € Z5 berlakua + b € Z3
Akan ditunjukkan berlaku sifat assosiatif pada Z.
Misal diambil a = 0,b = 1, dan ¢ = 2, maka
O+1)+2=1+2=0,
sedangkan pihak lain
0+(1+2)=0+0=0.
Dengan cara yang sama, untuk setiap a,b,c € Z3 akan
diperoleh (a+b)+c=a+ (b+c). Jadi pada (Zs +)
berlaku sifat assosiatif.
Elemen identitas pada Z; untuk penjumlahan adalah 0,
karena untuk setiap a € Z; berlakua+0=0 +a = a.
Berdasarkan Tabel 2.2, diperoleh bahwa 0 + 0 = 0,
1+2=0,dan2 + 1 = 0. Ini berarti (0)~* =0, (1)"! =2,
dan (2)~! =1. Jadi setiap elemen dalam Z; mempunyai
invers.
Akan ditunjukkan berlaku sifat komutatif pada Z;. Misal
diambil @ =1 dan b =2, maka 1+ 2 =0 sedangkan di
pihak lain 2 + 1 = 0. Dengan cara yang sama berlaku untuk
setiap a, b € Zs.

(if) Akan dibuktikan (Z5, e ) adalah semigrup.

a.

(Z5, ) tertutup.

Opearasi pergandaan pada Z; akan diberikan pada Tabel 2.3
berikut.

Tabel 2.3 Operasi Pergandaan pada Z3

N[Ol e
ol|ol|ol|o
N[Ol
N[Ol
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Ambil sebarang a,b € Z; maka aeb € Z3. Jadi (Zs, ®)
berlaku sifat tertutup.

b. (Zs, ) assosiatif, yaitu (aeb) eCc = a e(bec), untuk
setiap a, b, ¢ € Z3. Ambil sebarang a, b, c € Z3, maka
(aeb) ec =ae(bec). Jadi (Z3 o) berlaku sifat
assosiatif.

(iii) Akan ditunjukkan berlaku sifat distributif pada Z;. Misal diambil
a=0,b=1,danc = 2, maka

a. ae(b+c)=0e(1 +2)=0e2=0, sedangkan di pihak
lain (aeb) + (aec) =(0e1) +(0e2)=0+0 = 0.

b. (a+b)ec=(0+1)e2=1e2=2, sedangkan di pihak
lain (aec) + (bec)=(0e3)+(1e2)=0+2 = 2.

Dengan cara yang sama, untuk setiap a, b, ¢ € Z3 akan diperoleh

ae(b+c)=(aeh)+ (aec)

dan

(a+b)ec=(aec)+ (bec).
Karena Zs; memenubhi (i), (ii) dan (iii) maka terbukti Z5 adalah ring.
|

Definisi 2.4.3 (Ring Komutatif)
Suatu ring R disebut komutatif jika (R, e ) bersifat komutatif yaitu
aeb = beauntuk setiap a, b € R.

(Bhattacharya, dkk., 1994)
Contoh 2.4.4
Berdasarkan Contoh 2.4.2, akan dibuktikan Z; adalah ring komutatif.
Bukti:

Z5 adalah ring komutatif, yaitu ae b = b e a, untuk setiap a, b € Zs.
O0el= 1 ° 0 =0

Jadi Z; merupakan ring komutatif terhadap pergandaan.
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Definisi 2.4.5 (Subring)

Misalkan (R, +, @) adalah ring dan S adalah himpunan bagian dari
R. S # @, maka (S, +, e) disebut sebagai subring dari (R, +, e ) jika
(S, +, @) juga merupakan suatu ring.

(Dummit dan Foote, 2002)

Teorema 2.4.6

Misalkan (R, +, ) adalah ring. Maka S c R disebut subring jika
(i) S=+0.
(if) x —y € S, untuk setiap x,y € S.
(iii)x ey € S, untuk setiap x,y € S.
(Hidayanto dan Santi Irawati, 2000)

Bukti:

(i) Misalkan (R,+, @) adalah ring. S c R disebut subring dari R.
Berdasarkan Definisi 2.4.5, (S,+, ) membentuk ring dengan
operasi yang sama di (R,+, ). Karena (S, +, @) ring, maka
S+ 0.

(ii) Selanjutnya, ambil sebarang x,y € S. y € S, berarti —y € S.
Karenax,—y € S, makax + (—y) =x —y € S.

(iii) Ambil sebarang x € S. Menurut (i) y —y € S dan
0 —x = —x € S. Sehingga apabila x,y € S, maka x, —y € S dan
x—(—y)=x+y€S. Karena S c R dan R adalah ring, maka
elemen-elemen di S juga merupakan elemen di R. Disamping itu,
juga memenuhi sifat assosiatif dan komutatif terhadap
penjumlahan, assosiatif terhadap pergandaan, dan distributif
terhadap pergandaan dan penjumlahan. Karena memenuhi sifat
tersebut, maka S adalah ring.

|

Definisi 2.4.7 (Elemen Identitas pada Ring)

Suatu elemen e dalam ring R disebut elemen identitas atau elemen
satuan pada R jika ea = ae = a untuk setiap a € R.
(Bhattacharya,dkk., 1994)
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Definisi 2.4.8 (Subgrup Additive)

Misalkan (R,+, ) adalah ring, misalkan (R,+) adalah grup

additive dari (R,+, ), dan misalkan (H,+) adalah subgrup dari

(R,+), maka (H,+) disebut subgrup additive dari (R, +, ®).
(Hartley dan Hawkes, 1970)

Contoh 2.4.9

Diberikan Z, = {0, 1, 2,3} merupakan suatu ring. Akan ditunjukkan
bahwa H = {0, 2} adalah subgrup additive dari Z,.

Bukti:

Akan ditunjukkan bahwa (H, +) adalah subgrup additive dari Z,.
1. JelasH # @dan H € Z,.
2. Ambil sebarang a,b € H, makaa + b € H

misalkan diambil 0,2 € H

0+2=2
2+2=0
2+0=2

Jadi H merupakan subgrup additive dari Z,.

Definisi 2.4.10 (Central)

Suatu elemen r pada ring R dikatakan central jika xr = rx, untuk

setiap x € R. Himpunan semua elemen central membentuk subring

pada R, dikenal sebagai center pada R.
(http://en.wikipedia.org/wiki/Glossary of ring theory| 2010)

Contoh 2.4.11

Diketahui dari Contoh 2.4.4 bahwa Z; merupakan ring komutatif.
Central dari r adalah elemen-elemen dalam Z; yang memenuhi xr =
rx untuk setiap x € Zs. Sehingga central dari Z5 adalah r = 0,

r =1,danr = 2. Karena

untuk r = 0 berlaku

ol ol ol
NI =Sl
I
NI = Ol
ol ol Sl
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oo
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Definisi 2.4.12 (Center Dari Ring R)

Misalkan R adalah ring. Z(R) = {x € R|ax = xa,Va € R} adalah
center dari ring R.
(Bhattacharya, dkk., 1990)

Contoh 2.4.13

Berdasarkan Contoh 2.4.11, diketahui center dari Z adalah
Z(Z3) = {0,1,2}.

Teorema 2.4.14 (Z(R) Subring Dari Ring R)

Misalkan R adalah ring. Z(R) = {x € R|ax = xa,Va € R} adalah
subring dari ring R.
(Bhattacharya, dkk., 1990)

Bukti:

Misalkan R adalah ring dan Z(R) = S. Karena 0 € S, maka S # 0.
Misalkan a, b € S dan x € R. Maka

(a —b)x = ax — bx = xa — xb = x(a — b). Jadi, (a — b) € S.
(ab)x = a(xb) = (ax)b = (xa)b = x(ab). Jadi, ab € S.

Definisi 2.4.15 (Ring Prima)

Suatu ring R disebut prima jika untuk setiap a, b € R:
aRb=0=a=0ataub =0
(Dhara dan Pattanayak, 2012)
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Contoh 2.4.16
Diberikan Zs = {0, 1, 2, 3, 4}. Maka (Zs, +,») merupakan ring prima.
Bukti:

Dengan menggunakan kontraposisi akan dibuktikan bahwa (Zs, +,e)
adalah ring prima, jika a # 0 dan b # 0 maka aRb # {0}.
Misalkan a = 1 dan b = 2, untuk sebarang r # 0 terdapat

== =]

AW NI =

NIENIENINNT
Il

NIENIENIENT
Il
[SUNSNIENENT]

[
AW NI R

Dengan cara yang sama untuk sebarang a # 0 dan b # 0 maka
aRb # {0}, jika aRb =0 maka a =0 atau b = 0, untuk setiap
a,b € R. Jadi (Zs, +,») merupakan ring prima.

]

Definisi 2.4.17 (Homomorfisma Ring)

Misalkan f adalah pemetaan dari ring R ke ring S. Maka f disebut
homomorfisma ring jika memenuhi:
i. f(a+b) = f(a)+ f(b), untuk setiap a,b € R.
ii. f(ab) = f(a)f(b), untuk setiap a, b € R.
f disebut epimorfisma jika f adalah homomorfisma yang surjektif.
f disebut monomorfisma jika f adalah homomorfisma yang injektif.
f disebut isomorfisma jika f adalah homomorfisma yang bijektif.
Endomorfisma dari ring R adalah homomorfisma dari ring R ke
dirinya sendiri.
Automorfisma dari ring R adalah isomorfisma dari ring R ke dirinya
sendiri.

(Hartley dan Hawkes, 1970)
Contoh 2.4.18

Diberikan Z dan M,(Z) adalah ring. Pemetaan f yang didefinisikan
sebagai berikut merupakan homomorfisma ring.

fi 7. - M,(Z), dengan f(x) = [g 2

20



Bukti:
x+y

0 fa+N =87 o3]
01, [y O
=)(; x]+0 b%

= F() + )

i ren =y )

0
:[g 2] [%)/ y
=ff )

Karena f memenuhi (i) dan (ii) jadi terbukti bahwa f merupakan
homomorfisma ring.
|

Definisi 2.4.19 (Komutator)

Misalkan R adalah ring. [a,b] disebut komutator dari R, jika
memenuhi:
[a, b] = ab — ba, untuk setiap a, b € R.
(Dhara dan Pattanayak, 2012)

Proposisi 2.4.20
Dari Definisi 2.4.12 berlaku sifat:

i. [a+b,c]l=]ac]+][bc]
ii. [a,b+c]=]ab]+]ac]
iii. [a,b] = —[b,a]

Bukti:

i. [a+b,c]l=(@a+b)c—c(a+b)
=ac+bc—ca—cbh
=ac—ca+bc—cb=1[ac]+][bc]

a(b+c)—(b+c)a

ab + ac — ba — ca

ab — ba + ac — ca = [a,b] + [a, c]

ii. [a,b+c]
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iii. [a,b] =ab — ba
= —(ba — ab)
= —|b,qa]

Contoh 2.4.21
Diberikan Z, = {0, 1,2, 3}. Maka (Z,, +, ® ) merupakan komutator.
Bukti:

Ambil sebarang a, b € Z,, misalkan diambil @ = 1 dan b = 2, maka
[a,b] = ab — ba
=12-21

Dengan cara yang sama, untuk setiap a, b € Z, akan diperoleh
[a,b] = ab — ba.
Maka terbukti (Z,, +, @) adalah komutator.

Definisi 2.4.22 (Anti-komutator)

Misalkan R adalah ring. (a o b) disebut anti-komutator dari R, jika
memenuhi:
(a o b) = ab + ba, untuk setiap a, b € R.
(Dhara dan Pattanayak, 2012)

Contoh 2.4.23
Diberikan Z, = {0, 1,2, 3}. Maka (Z,, +, ® ) merupakan komutator.
Bukti:

Ambil sebarang a, b € Z,, misalkan diambil a = 1 dan b = 2, maka
(aeb)=ab + ba
=12+21
=0.
Dengan cara yang sama, untuk setiap a, b € Z, akan diperoleh
(aob) =ab + ba.
Maka terbukti (Z,, +, @) adalah anti-komutator.

Definisi 2.4.24 (Komutator Atas o dan t)
22



Misalkan R adalah ring, o dan t adalah dua epimorfisma pada R.
[a, b], ; disebut komutator atas ¢ dan 7, jika memenuhi:
[a,blsr = ac(b) — ©(b)a, untuk setiap a, b € R.
(Dhara dan Pattanayak, 2012)

Definisi 2.4.25 (Anti-komutator Atas o dan t)

Misalkan R adalah ring, o dan t adalah dua epimorfisma pada R.
(a o b),  disebut anti-komutator atas ¢ dan 7, jika memenuhi:
(a°b)sr =aa(b) + t(b)a, untuk setiap a, b € R.
(Dhara dan Pattanayak, 2012)

Definisi 2.4.26 (Idempoten)

Elemen x dalam ring R disebut elemen idempoten dari R jika x2? =

X.
(Bhattacharya, dkk., 1994)

2.5 Ideal
Definisi 2.5.1 (Ideal)

Himpunan bagian tak kosong I pada ring R disebut ideal kanan (Kiri)
pada R jika:
(i) a—b €I, untuk setiapa, b € I
(if) ar € I(ra € I), untuk setiapa €  dan r € R
Jika | ideal kiri dan ideal kanan pada R (ra € I dan ar € I) maka |
disebut ideal dua sisi.

(Bhattacharya, dkk., 1994)

Contoh 2.5.2
Diberikan ring R = {[Ccl Z] |a, b,c,d € Z} .
Akan ditunjukkan M = {[I(; (l)] |k,l (S Z} adalah ideal kanan di R.

Bukti:
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1.
2.

JelasM # @ dan M € R.
Ambil sebarang P,Q € M dan T € R. Maka P,Q dan T dapat
. L [ _[u v _Ja b
dinyatakan sebagai P = [0 0],0 = [0 0], dan T = [C d]
dengan k,l,u,v,a,b,c,d € Z. Maka

[k 1 _u v
P=0g [o o] 0 0
[k—u l—v

0 0

| em

Pr=lo ollc 4
NG i

] ; ]eM.

o=t |

_ [ak al
ck cl

k l]
0 0
| & m.

Jadi, M merupakan ideal kanan di R.

Contoh 2.5.3

Diberikan ring R = {[* Z] |a,b,c,d € 2}, Akan ditunjukkan N =

{10 *]|K.1 & z} adatah idea kiri di k.

Bukti:

1.
2.
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Jelas N # @ dan N € R.
Ambil sebarang K,L € N dan T € R. Maka X,Y dan T dapat

dinyatakan sebagai K = [8 Il‘]L X [8 ‘;] dan T = [Ccl Z]

dengan k,l,u,v,a,b,c,d € Z. Maka

L

=[o 4 =ylen
abOk]

TK:[C allo 1



[0 ak + bl
= lo ck+dl]EN'

_ [0 kl[a b
b i
_ [kc
e ld] A
Jadi, N merupakan ideal kiri di R.

Definisi 2.5.4 (Nonzero Central Ideal )

Misalkan R adalah ring, / adalah nonzero ideal dari R. J disebut
nonzero central ideal jika J< Z(R).
(Dhara dan Pattanayak, 2012)

Definisi 2.5.5 (Ideal Prima)

Misalkan R adalah ring, I adalah ideal dari R. I disebut prima jika
untuk setiap ideal-ideal 4,B € R dengan AB € I, maka A € [ atau
BCl.

(Anwar, dkk., 2010)

Contoh 2.5.6

Diberikan Z[x] merupakan suatu ring. Maka (x) merupakan ideal
prima di Z[x].

Bukti:

1. Akan dibuktikan (x) ideal di Z[x].

(i) Jelas bahwa (x) € Z[x] dan (x) # @.

(i) Ambil sebarang f(x),g(x) € (x). Maka f(x) dan g(x)
dapat dinyatakan sebagai f(x) = xp(x) dan g(x) = xq(x),
dengan p(x), q(x) € Z[x]. Sehingga
fx) + g(x) = xp(x) + xq(x)

=x(p(x) + q(x)),p(x) + q(x) € Z[x].
Jadi, f(x) + g(x) € (x).

(iii) Ambil sebarang f(x) € (x) dan s(x) € Z[x]. Maka f(x)

dapat dinyatakan sebagai f(x) = xp(x),p(x) € Z[x].
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Sehingga f(x)s(x) = xp(x)s(x), dengan p(x)s(x) € Z[x].
Jadi, f(x)s(x) € (x).
Dari (i), (ii), dan (iii) terbukti bahwa (x) ideal di Z[x].

2. Ambil sebarang ideal kanan A dan B di Z[x] sedemikian
sehingga AB < (x). Selanjutnya ambil sebarang f(x) € A dan
g(x)eB. Maka f(x)g(x)€ AB < (x). Sehingga dapat
dinyatakan dengan f(x)g(x) = xh(x),h(x) € Z[x]. Misal
f(x)=ag+a;x+ax*>+--,a, €Z.i =0,1,2, ...

g(x) = by + byx + byx?>+ - ,b; €EZ.i = 0,1,2, ...
h(x) =co+cix+cx?++,¢; €EZ.i =012, ..

Maka
(ag +a;x+-)(bg+bix+-)=x(co+c1x+-+)
aobo + (a0b1 aF albo)x SF 900 = Cox + C1x2 + .-

Berarti ayb, = 0. Karena Z tidak mempunyai pembagi nol sejati,
maka a, = 0 atau by = 0, sehingga
f() =ax + ax?+ - =x(a; + azx + )
atau
g(x) = byx + byx? + - = x(by + byx + =)
Maka f(x) € (x) atau g(x) € (x). Karena untuk setiap
f(x) € A dan g(x) € B berlaku f(x) € (x) atau g(x) € (x)
maka A € (x) atau B € (x). Jadi terbukti (x) merupakan ideal
prima di Z[x].

|

Definisi 2.5.7 (Ideal Semiprima)

Suatu ideal I di ring R disebut ideal semiprima di ring R jika untuk
setiap A ideal di ring R berlaku jika A2 € I maka A € I.
(Whitelaw, 1995)

Contoh 2.5.8

X = {2l|l € Z} merupakan ideal semiprima di ring Z.

Bukti:

Jelas bahwa X merupakan ideal di ring Z. Ambil sebarang ideal A di
ring Z sedemikian sehingga A? € X. Selanjutnya ambil sebarang x €
A. Maka xex =x2€ A2c X. Hal ini berarti bahwa x2 € X.

Dengan kata lain x? merupakan bilangan genap atau nol. Maka x
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pasti merupakan bilangan genap atau nol. Dengan kata lain dapat
dinyatakan sebagai x = 21,1 € Z. Jadi x € X. Karena untuk setiap
x € A berlaku x € X, maka A € X. Sehingga terbukti bahwa X
merupakan ideal semiprima di ring Z.
|
Berdasarkan Definisi 2.5.5 dan Definisi 2.5.7 dapat dikatakan
bahwa setiap ideal prima di ring R adalah ideal semiprima.

2.6 Derivation
Definisi 2.6.1 (Derivation)

Misalkan R adalah ring dan didefinisikan d: R — R adalah additive
mapping. d:R — R disebut derivation jika untuk setiap a,b € R
berlaku d(ab) = d(a)b + ad(b).

(M.N. Daif dan Tammam El-Sayiad, 2007)

Contoh 2.6.2

Misalkan R adalah ring dan suatu pemetaan d:R — R Yyang
didefinisikan oleh d(a) = xa — ax, untuk setiap a € R. Maka d
merupakan suatu derivation.

Bukti:

i. Akan dibuktikan d adalah pemetaan aditif.
dla+b)=x(a+b)—(a+b)x
= xa + xb — (ax + bx)
= xa —ax + xb — bx
=d(a) + d(b)
ii. Akan dibuktikan d adalah derivation.
d(ab) = xab — abx
= xab — axb + axb — abx
= (xa — ax)b + a(xb — bx)
=d(a)b + ad(b)
Jadi terbukti d adalah derivation.
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BAB 111
PEMBAHASAN

Pada bab ini akan dibahas tentang definisi, contoh, dan teorema
beserta buktinya yang berkaitan dengan Generalized (o,7)-
Derivation di Ring Semiprima (o, 7)-derivation.

3.1 Ring Semiprima
Definisi 3.1.1 (Ring Semiprima)

Misalkan R adalah ring. R disebut ring semiprima jika
aRa = 0 = a = 0, untuk setiap a € R.
(M.N. Daif dan Tammam EI-Sayiad, 2007)

Contoh 3.1.2

Diberikan Z, = {0,1,2,3,4,5,6}. Maka (Z,, +,») merupakan ring
semiprima.

Bukti:

Dengan menggunakan kontraposisi akan dibuktikan bahwa (Z, +,)
adalah ring semiprima, jika a # 0 maka aRa # {0}.
Misalkan a = 2, untuk sebarang r # 0 terdapat

2.1.2=2.2=4
2.22=4.2=1
2.3.2=6.2=5
24.2=12=2
2.5.2=3.2=6
2.6.2=52=3

Dengan cara yang sama untuk sebarang a # 0 maka aRa # {0}, jika
aRa = 0 maka a = 0, untuk setiap a € R. Jadi (Z, +,») merupakan
ring semiprima.

|
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3.2 Generalized (o, T)-Derivation di Ring Semiprima
Definisi 3.2.1 (Generalized Derivation)

Misalkan R adalah ring semiprima, suatu additive mapping
F:R - R dikatakan generalized derivation jika terdapat
derivation d: R — R sedemikian sehingga
F(ab) = F(a)b + ad(b), untuk setiap a, b € R.
(M.N. Daif dan Tammam EI-Sayiad, 2007)

Contoh 3.2.2

Diberikan ring semiprima R yang didefinisikan oleh
_([a b
R = {[0 c] |a,b,c€E Z}.
Misalkan p elemen tidak nol dari Z dan additive mapping F,d
didefinisikan sebagai berikut.

Pl D=lo **o7Ten el D=lo "]

Dengan d adalah derivation. Maka F adalah generalized derivation.
Bukti:

Ambil a;, by, ¢y, a5, b,,c, € Zdan A,B € R.
_[ax by _ [az bz]
A= [0 Cl]danB— [0 Y
dengan

AR (r 3 o S

_ a, b\ _10 pa,—pc;
4®=1([5 cl)=lg 7577
Akan dibuktikan
F(AB) = F(A)B + Ad(B)
Untuk ruas kiri, diperoleh
_ a; bq]fa; bz])
Fa = F(|7 2[5 o
( a,a, a.b,+ bchD
F
0 C1Cy
_ [0 pa;a; + PC102]
) 0 0
untuk setiap a4, ¢, a,, ¢, p € Z.
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Untuk ruas kanan, diperoleh
F(A)B + Ad(B)

_[0 pay+ PC1] az bz] L [‘11 b1] [0 pa; — PCZ]
L0 0 0 ¢ 0 c¢llo 0
_[0 (pa; + pcl)CZ] " [0 a;(pa; — ch)]
L0 0 0 0
_[0 (pas +pci)e; +aqi(pay — pcz)]
X() 0
_ [0 paic; +peic; +aipa; — a1PC2]
L0 0
_[0 pecic; + alpaz]
L0 0
_[0 paa, +pac]
L0 0

untuk setiap a,, a,, ¢y, ¢, p € Z. Berdasarkan Definisi 3.2.1, terbukti
F merupakan generalized derivation.
]

Definisi 3.2.3 ((a, T)-Derivation)

Misalkan R adalah ring semiprima, dan misalkan ¢ dan 7z adalah
epimorfisma pada ring R, sebuah additive mapping d: R — R disebut
(g, T)-derivation jika untuk setiap a, b € R berlaku
d(ab) = d(a)a(b) + t(a)d(b), untuk setiap a, b € R.
(Dhara dan Pattanayak, 2012)

Contoh 3.2.4
Misalkan R adalah ring semiprima dengan elemen idempoten yaitu
e’=e
o:R >R T:R->R d:R—->R
a»a ar (1-e)a aw» ea

dengan e € IR, akan ditunjukkan bahwa d adalah (o, 7)-derivation.
Bukti:

Ambil sebarang a,b,e € R. Pertama akan dibuktikan bahwa
d additive mapping
dla+b)=e(a+b)=ea+eb=d(a)+d(b)
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Terbukti bahwa d adalah additive mapping, kemudian akan
ditunjukkan
d(ab) = t(a)d(b) + d(a)a(b)
d(ab) = eab
= eab — eab + eab
karena e € C dan e = e? sehingga diperoleh
d(ab) = aeb — eab + eab
aeb — e%ab + eab
aeb — eaeb + eab
(a —ea)eb + eab

t(x)d(b) +d(x)a(y)

Definisi 3.2.5 (Generalized (a, T)-Derivation)

Misalkan R adalah ring semiprima, misalkan ¢ dan 7 adalah
epimorfisma pada ring R. Suatu additive mapping F: R — R disebut
generalized (o, t)-derivation jika terdapat d: R — R yang merupakan
(o, T)-derivation sedemikian sehingga
F(ab) = F(a)a(b) + t(a)d(b), untuk setiap a, b € R.
(Dhara dan Pattanayak, 2012)

Contoh 3.2.6

g lc)]|a,b,cEZ}.

Didefinisikan o, 7: R = R yang memenuhi

Diberikan ring semiprima R = {[

[a b]\ _[a O] a by _J[0 O
0(.0 c.)_.O 0 danT(O c])_ 0 C]
didefinisikan d: R — R yang memenuhi
[a b]\ _[a O]
d(.o c.) ~lo o
dan didefinisikan F: R — R yang memenuhi
[a b]\ _[a O] : R
F (_0 C_) =lo ol maka F adalah generalized (o, T)-derivation.
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Bukti:

Ambil sebarang 4, B € R, misalkan 4 = [g IZ] dan B = [g Z]

i. Akan dibuktikan F adalah additive mapping
_ a b p q
F(A+B)—F(0 el o)

= ("7 2

_fa+p O
_[ 00 o] o
=[5 ol*[5

Jadi F adalah gdd?tive moapp?ng.

ii. Akan dibuktikan F adalah generalized (o, 7)-derivation
Untuk ruas kiri, diperoleh

Fan=F([5 llo 1)

b
i FaE) aopo aq C-I; TD

Lo o]_
untuk ruas kanan, diperoleh

F(A)o(B) + T(A)bd(B) .
= (5 Do D-=(3 Dall 7
. g 0”0 r]+[g 0”5 o]
_ [ap 0]
Jadi, F(AB?z %(A)O’(B) + t(A)d(B).
Berdasarkan Definisi 3.2.5, terbukti F merupakan generalized (o, 7)-

derivation.
n
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3.3 Teorema Generalized (o, T)-derivation di Ring Semiprima
Untuk membuktikan teorema yang akan dibahas menggunakan
identitas dasar sebagai berikut:
[xy, Z]cm' = x[y, Z]a,‘r + [x, T(Z)]y = x[y,a(z)] + [x, Z]a,‘ry!
[x, yZ]O',T =1(y)[x, Z](T,T + [x, y]”a(z),
(x ° (yz))a,‘r — (X ° y)a,ro_(z) - T(y) [X, Z]o,‘[

=t()(xe Z)a,‘r + [x, y]a,‘r a(z),
((xy) ° 2)gr = x(y ° 2) g — [x,T(2)]y

=(xo Z)a,ry + x[y, a(2)].

Pada pembahasan ini, R adalah ring semiprima dengan
center Z(R).

Teorema 3.3.1

Misalkan R adalah ring semiprima, I suatu nonzero ideal dari R,
o dan T dua epimorfisma pada R dan F suatu generalized (o,7)-
derivation yang berhubungan dengan d: (g, 7)-derivation dari R
sedemikian sehingga t(/)d(I) # 0. Jika F([x,y]) = £(x°¥)sr
untuk setiap x, y € I, maka R memuat nonzero central ideal.

Bukti 1:

Pertama perhatikan kasus

F([x'}’]) = (xo y)a,r (3-1)
untuk setiap x, y € I.

Ganti y dalam persamaan (3.1) dengan yx, diperoleh
F([x»yx]) =(xo yx)a,‘r
F([x,yDo(x) + 7([x,yDd(x) = (x ° ¥)5:0(x) = TD)[x, X] 51
(3.2)
Kalikan persamaan (3.1) dengan o (x), diperoleh
F([x,yDa(x) = (x ° ¥)5,.0(x). (33)
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Masukkan persamaan (3.3) kedalam persamaan (3.2), diperoleh
F([x, Y])O'(x) + 7([x, Y])d(x) =(xo Y)a,ro-(x) - t(y)[x, x]a,r
(xo Y)a,ro'(x) + T([x» }’])d(x) =(xo Y)a,‘ro-(x) — 1(Y)[x, x]a,r

t([x, yd(x) = — (¥ [x, x]5,2 (3.4)

untuk setiap x,y € 1.

Kemudian ganti y dalam persamaan (3.4) dengan ry, diperoleh
t([x, ryDd () = —1(ry)[x, X]5 ¢
T((Mx, ]+ [x, r]1())d(x) = —1() () [x, X510
(@)e([x, yD) + =[x, rDr(y))d(x) = —(r)T () [x, x5 (3.5)

untuk setiap x,y € I danr € R.

Dengan menggunakan perkalian kiri (left multiplying), kalikan
persamaan (3.4) dengan z(r), diperoleh

t(M)t(lx, yDd(x) = —1()T(M)[x, x]0r (3.6)

kemudian kurangkan persamaan (3.5) dengan persamaan (3.6),
diperoleh
t()e([x, yDd(x) + ([x, r)T(d(x) = =1 ()t (y)[x, x5,
M yDd®) = —t()T()[x xlor
t([x, rD(y)d(x) = 0

(3.7)
untuk setiap x,y € I danr € R.

Ganti y dalam persamaan (3.7) dengan sy, dimana s € R, diperoleh

([x, rDr(s)r()d(x) = 0 (3.8)
untuk setiap x,y € I danr, s € R.

Karena t adalah epimorfisma di R, maka persamaan (3.8) dapat
dinyatakan sebagai berikut
[R,7(x)]Rt(D)d(x) = 0. (3.9

Karena R adalah ring semiprima, maka R memuat keluarga
himpunan Q= {P,|a € A} dari ideal-ideal prima sedemikian
sehingga N P, = {0}. Jika P € Q dan x € I, maka

[R,7(x)] € P ataut(I)d(x) S P. (3.10)
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Konstruksikan dua subgrup additive T; = {x € I|[R,t(x)] € P} dan
T, = {x € I|t(x)d(x) € P}. Maka T; U T, = I. Karena sebuah grup
tidak dapat tersusun atas gabungan dua subgrupnya, yaitu T; = I atau
T, =1, maka [t(I),R] & P atau t(I)d(I) € P. Jadi kedua kasus
sama-sama menghasilkan [R, z(I)]t(I)d(I) € P untuk setiap P € Q.
Oleh karena itu, [R,z(D)]z()d(I) SN4ey P, =0, sehingga
[R, (D] ()d(I) = 0. Jadi

0 = [R,T(RIR)]T(RDd(I) = [R,R t(DRIRT()d(I)  (3.11)

dan juga [R,R t(I)d(I)R]IRt(I)d(I)R. Hal ini mengakibatkan 0 =
[R,J1R], dimana J = R t(I)d(I)R adalah sebuah nonzero ideal dari
R, karena t(I)d(I) # 0. Maka 0 = [R,J]R[R,]]. Karena R adalah
ring semiprima, maka 0 = [R,]], yaitu ] € Z(R).

|

Bukti 2:

Pertama perhatikan kasus

F([x;}’]) v _(x °Y)J,T (3-12)
untuk setiap x, y € I.

Ganti y dalam persamaan (3.12) dengan yx, diperoleh
F([x,yx]) = =(x o yx)oz
F([x,yDo(x) + 7([x, y])d(x) = —((x © ¥)¢0(0) + T(0)[%,X]5)
F([x,yDa(x) + 7([x,yDd(x) = 1(y)[x, X] 5 — (x ° ¥) 50 (x).
(3.13)
Kalikan persamaan (3.12) dengan a(x), diperoleh
F([x,yDo(x) = —(x ° y) g0 (x). (3.14)

Masukkan persamaan (3.14) kedalam persamaan (3.13), diperoleh
F([x,yDo(x) + =([x, yDd(x) = T()[x, ]z — (X ° ¥)g0(x)
—(x°¥)g0(x) + 7([x, y])d(x) = T(V)[x, X] 5,0 — (x © ¥) 5,0 (%)
([, yDd(x) = t()[x, x]o (3.15)
untuk setiap x,y € I.
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Kemudian ganti y dalam persamaan (3.15) dengan ry, diperoleh
t([x, ryDd(x) = T(ry)[x, x]5,2
{ (Mx,y] + [xr]()}dE) = 1) T()[x 1o
@Mt yD + z([x, TDT()d(x) = ()T (V) [x, X152 (3.16)
untuk setiap x,y € R danr € R.

Dengan menggunakan perkalian kiri (left multiplying), kalikan
persamaan (3.15) dengan 7(r), diperoleh

t(MT([x, yd(x) = 1) T[X, x] 60 (3.17)

kemudian kurangkan persamaan (3.16) dengan persamaan (3.17),
diperoleh

@@r([x,yD + 7(lx, rDT())d(x) = t(M) ) [X, X] 50
t(Mt([x, yDd(x) = t1(NTO)[*x, X]or
t([x, rDr(y)d(x) = 0

(3.18)
untuk setiap x,y € I danr € R.

Ganti y dalam persamaan (3.18) dengan sy, dimana s € R, diperoleh

T([x, rDz(s)T(y)d(x) =0 (3.19)
untuk setiap x,y € I danr,s € R.

Karena 7 adalah epimorfisma di R, maka persamaan (3.19) dapat
dinyatakan sebagai berikut
[R,t(x)]RT(Dd(x) = 0. (3.20)

Karena R adalah ring semiprima, maka R memuat keluarga
himpunan Q = {P,|a € A} dari ideal-ideal prima sedemikian
sehingga N P, = {0}. Jika P € Q dan x € I, maka

[R,7(x)] € P atau t(I)d(x) S P. (3.21)

Konstruksikan dua subgrup additive T; = {x € I|[R,7(x)] € P} dan
T, = {x € I|t(x)d(x) € P}. Maka T; U T, = I. Karena sebuah grup
tidak dapat tersusun atas gabungan dua subgrupnya, yaitu T; = I atau
T, =1, maka [t(I),R] € P atau t(I)d(I) € P. Jadi kedua kasus
sama-sama menghasilkan [R, t(I)]t(I)d(I) < P untuk setiap P € Q.
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Oleh karena itu, [R,z(D]z(Dd(I) SNgey P, =0, sehingga
[R,t(D]z()d(I) = 0. Jadi
0 = [R,7(RIR)]t(RDd(I) = [R, R t(DRIRT(Dd()  (3.22)
dan juga [R,R t(I)d(I)R]Rt(I)d(I)R. Hal ini mengakibatkan 0 =
[R,JIR], dimana ] = R t(1)d(I)R adalah sebuah nonzero ideal dari
R, karena t(I)d(I) # 0. Maka 0 = [R,/]R[R,]]. Karena R adalah
ring semiprima, maka 0 = [R, /], yaitu ] € Z(R).
]

Teorema 3.3.2

Misalkan R adalah ring semiprima, I suatu nonzero ideal dari R,
o dan T dua epimorfisma pada R dan F suatu generalized (o, 71)-
derivation yang berhubungan dengan d:(o,7)-derivation dari R
sedemikian sehingga t(I)d(l) # 0. Jika F(x o y) = %[x,y], . untuk
setiap x, y € I, maka R memuat nonzero central ideal.

Bukti 1:

Pertama perhatikan kasus

Fxey) =[x,z (3.23)
untuk setiap x, y € I.

Ganti y dalam persamaan (3.23) dengan yx, diperoleh
F(x ny) = [x'yx]a,r
F(xo }’) o(x)+t(xo y)d(x) = T(y)[x, x]a,‘r 0 [x,y]c,_ra (x).
(3.24)
Kalikan persamaan (3.23) dengan a(x), diperoleh

F(xeoy)o (x) = [x,Y]5:0 (). (3.25)

Masukkan persamaan (3.25) kedalam persamaan (3.24), diperoleh
F(xoy) o (x)+1(xoy)d(x) = 1(¥)[x Xz + [%,Y]g-0 (X)
[x, :V]a,ro_ (x) +(xo Y)d(x) = T(y)[x' x]o,r + [x, y]O‘,TO- (x)
t(x e y)d(x) = 1(V)[x, X] 50 (3.26)
untuk setiap x, y € I.
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Kemudian ganti y dalam persamaan (3.15) dengan ry, diperoleh
T(x o ry)d(x) = T(NT (W) [%, x]5,2
(M xeoy) + ([x, D G))AX) = t(MT()[x, x]50
T(r)t(x o y)d(x) + t([x, T)T(d(x) = t(M) (V) [*, x]5. (3.27)
untuk setiap x,y € R danr € R.

Dengan menggunakan perkalian kiri (left multiplying), kalikan
persamaan (3.26) dengan z(r), diperoleh

t(Mt(x 0 y)d(x) = t(MT)[*, X]o,e (3.28)

kemudian kurangkan persamaan (3.27) dengan persamaan (3.28),
diperoleh

t()7(x e Y)d(x) + 7([x, DTN (x) = () T(Y)[*, X] 0
t(M)7(x e Y)d(x) = (N T([*, X]o,e
t([x, r)r(y)d(x) = 0

untuk setiap x,y € I danr € R.

(3.29)

Ganti y dalam persamaan (3.29) dengan sy, dimana s € R, diperoleh

t([x, rDr(s)T(Md(x) = 0 (3.30)
untuk setiap x,y € I danr,s € R.

Karena 7 adalah epimorfisma di R, maka persamaan (3.30) dapat
dinyatakan sebagai berikut
[R,t(x)]RT(Dd(x) = 0. (3.31)

Karena R adalah ring semiprima, maka R memuat keluarga
himpunan Q = {P,|a € A} dari ideal-ideal prima sedemikian
sehingga N P, = {0}. Jika P € Q dan x € I, maka

[R,7(x)] € P ataut(I)d(x) < P. (3.32)

Konstruksikan dua subgrup additive T; = {x € I|[R,t(x)] € P} dan
T, = {x € I|t(x)d(x) < P}. Maka T; U T, = I. Karena sebuah grup
tidak dapat tersusun atas gabungan dua subgrupnya, yaitu T; = I atau
T, =1, maka [t(I),R] € P atau t(I)d(I) € P. Jadi kedua kasus
sama-sama menghasilkan [R,(I)]t(I)d(I) € P untuk setiap P € Q.
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Oleh karena itu, [R,z(D]z(Dd(I) SNgey P, =0, sehingga
[R,T(D]z(Dd(I) = 0. Jadi
0 = [R,7(RIR)]t(RDd() = [R,R t(DRIRT(Dd(I)  (3.33)

dan juga [R,R t(I)d(DR]Rt(I)d(I)R. Hal ini mengakibatkan 0 =
[R,JIR], dimana | = R t(I)d(I)R adalah sebuah nonzero ideal dari
R, karena t(I)d(I) # 0. Maka 0 = [R,J]R[R,]]. Karena R adalah
ring semiprima, maka 0 = [R,]], yaitu ] € Z(R).

|

Bukti 2:

Pertama perhatikan kasus
F(x °y) = _[x'Y]d,r (3-34)
untuk setiap x, y € I.

Ganti y dalam persamaan (3.34) dengan yx, diperoleh
F(x °yx) = _[x'yx]a,‘r
F(xoy)o (x) +t(x e y)d(x) = —(z(W)[x x5z + [%, ¥]5:0 (X))
F(xey)o (x) +t(x°y)d(x) = —1(¥)[x, X]5r — [*, Y50 (x).
(3.35)
Kalikan persamaan (3.34) dengan a(x), diperoleh
F(xoy)o (x) = —[x,y]s:0 (x). (3.36)

Masukkan persamaan (3.36) kedalam persamaan (3.35), diperoleh
F(xeoy)o (x) +t(x o y)d(x) = —t(¥)[x, x]sr — [*, ¥]520 (x)
-[x, y]a,ra (x) + ‘L'(X O Y)d(x) = _T(:V)[x' x]a,‘r I~ [x' y]cr,’ra (x)

T(x o y)d(x) = —t(V)[x, x5, (3.37)
untuk setiap x, y € I.

Kemudian ganti y dalam persamaan (3.37) dengan ry, diperoleh
T(x e ry)d(x) = —T(ry)[x, x]s 1
(Mo y) + ([, TD)AE) = —t(M T, X] 50
t()t(x 0 y)d(x) + t([x, rDT()d(x) = —1(r)T(Y)[%, X]5 1
(3.38)
untuk setiap x,y € R danr € R.
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Dengan menggunakan perkalian kiri (left multiplying), kalikan
persamaan (3.37) dengan z(r), diperoleh

t()T(x o y)d(x) = —t(M)(V)[x X0 e (3.39)

kemudian kurangkan persamaan (3.38) dengan persamaan (3.39),
diperoleh
t(M)T(x 0 y)d(x) + t([x,rDT()d(x) = —t(M)T)[*, X]5 1
T(Mt(x e Y)d(x) = —1(r)T(Y)[X X]or
t([x, rDT(d(x) = 0

(3.40)
untuk setiap x,y € I danr € R.

Ganti y dalam persamaan (3.40) dengan sy, dimana s € R, diperoleh

T([x, rDz(s)T(y)d(x) =0 (3.41)
untuk setiap x,y € I danr, s € R.

Karena 7 adalah epimorfisma di R, maka persamaan (3.41) dapat
dinyatakan sebagai berikut
[R,T(x)]RT(I)d(x) = 0. (3.42)

Karena R adalah ring semiprima, maka R memuat keluarga
himpunan Q = {P,|a € A} dari ideal-ideal prima sedemikian
sehingga N P, = {0}. Jika P € Q dan x € I, maka

[R,7(x)] € P atau t(I)d(x) < P. (3.43)

Konstruksikan dua subgrup additive T; = {x € I|[R,7(x)] € P} dan
T, = {x € I|t(x)d(x) < P}. Maka T; U T, = I. Karena sebuah grup
tidak dapat tersusun atas gabungan dua subgrupnya, yaitu T; = I atau
T, =1, maka [t(I),R] € P atau t(I)d(I) € P. Jadi kedua kasus
sama-sama menghasilkan [R,T(I)]t(I)d(I) € P untuk setiap P € Q.
Oleh karena itu, [R,7(D)]t(1)d(I) SNgeq P, =0, sehingga
[R, t(D]z(D)d(I) = 0. Jadi

0 = [R,7(RIR)]t(RDA(I) = [R,R t(DR]Rt(D)d(I)  (3.44)

dan juga [R,R t(I)d(I)R]Rt(I)d(I)R. Hal ini mengakibatkan 0 =
[R,J1R], dimana J = R t(I)d(I)R adalah sebuah nonzero ideal dari
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R, karena t(I)d(I) # 0. Maka 0 = [R,/]R[R,]]. Karena R adalah
ring semiprima, maka 0 = [R,]], yaitu ] € Z(R).
]

Teorema 3.3.3

Misalkan R adalah ring semiprima, I suatu nonzero ideal dari R,
o dan 7 dua epimorfisma pada R dan F suatu generalized (o, 7)-
derivation yang berhubungan dengan d:(o,7)-derivation dari R
sedemikian sehingga t(/)d(I) # 0. Jika F[x,y] = £[F(x),y]s+
untuk semua x, y € I, maka R memuat nonzero central ideal.

Bukti 1:

Pertama diasumsikan F[x,y] = [F(x),¥]s ., untuk setiap x,y € I.
Hal ini menyebabkan bahwa
Fx)o(y) + 1()d(y) — F(y)o(x) —1(»)d(x) = [F(x), Y]
(3.45)

Ganti y dalam persamaan (3.45) dengan yx, diperoleh
F(x)o(y)a(x) + (x)d(yx) — F(yx)o(x) — 1(y)t(x)d(x)

= [F(x)'yx]a,‘r
F(x)a(y)a(x) + (x)d(y)a(x) + (x)t(y)d(x) — F(y)o(x)a(x)
—1(y)d(x)o(x) — (y)T(x)d(x)

= T(W[F(x), x]gc + [F(x), ¥]5,:0(x)
F(x)o(y)a(x) + 1(x)(d()o(x) + 1(y)d(x)) — F(y)a(x)?
—1(y)d(x)o(x) — (y)T(x)d(x)

= TWI[F (x), Xz + [F (%), ¥]5,:0(%). (3.46)

Dengan menggunakan perkalian kanan (right multiplying) kalikan

persamaan (3.45) dengan a(x) , diperoleh

F(x)o(y)o(x) + 1(x)d(y)o(x) = F(y)o(x)a(x) — t(y)d(x)a(x)
= [F(x), ylg.0(x) (3.47)

kemudian kurangkan persamaan (3.46) dengan persamaan (3.47),
diperoleh
7(x)T(y)d(x) — T()T(x)d(x) + [F (x), ¥]5,:0(x)

= TW[F (%), %] + [F (%), ¥]5,:0 (%)
7(x)T(y)d(x) — T(¥)T(x)d(x) = TV[F (%), X]5 1 (3.48)
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Ganti y dalam persamaan (3.48) dengan ry, diperoleh
()T T(Y)d(x) — ()T (T d(x) = () TW)[F (%), xg?(:,‘r 3
4
untuk setiap x,y € I dan r € R.
Dengan menggunakan perkalian kiri (left multiplying) kalikan
persamaan (3.48) dengan z(r) , diperoleh
(M) T()d(x) — (M) T(V)T()d(x) = (M T)[F (%), ng;fr, o

kemudian kurangkan persamaan (3.49) dengan persamaan (3.50),
diperoleh

T T(MT()d(x) — (M) T(Y)T(x)d(x) = T(r)T(W[F (%), X] 5 2
(M) d(x) — (M) d(x) = () TW[F (X)), X]o 0
t()r(MT(d(x) —7(r)7(y)T(x)d(x) = 0
(@()z(r) — z(r)r(x))(y)d(x) = 0
[7Co), (M ]z(y)d(x) = 0 (3.51)

7([x, rDT()d(x) = 0 (3.52)
untuk setiap x,y € I danr € R.

merupakan

Ganti y dalam persamaan (3.52) dengan sy, dimana s € R, diperoleh

([x, rD7(s)T(»)d(x) = 0 (3.53)
untuk setiap x,y € I danr,s € R.

Karena 7 adalah epimorfisma di R, maka persamaan (3.53) dapat
dinyatakan sebagai berikut
[R,t(x)]RT(I)d(x) = 0. (3.54)

Karena R adalah ring semiprima, maka R memuat keluarga
himpunan Q = {P,|a € A} dari ideal-ideal prima sedemikian
sehingga N P, = {0}. Jika P € Q dan x € I, maka

[R,7(x)] € P ataut(I)d(x) < P. (3.55)

Konstruksikan dua subgrup additive T; = {x € I|[R,t(x)] € P} dan
T, = {x € I|t(x)d(x) < P}. Maka T; U T, = I. Karena sebuah grup
tidak dapat tersusun atas gabungan dua subgrupnya, yaitu T; = I atau
T, =1, maka [t(I),R] € P atau t(I)d(I) € P. Jadi kedua kasus
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sama-sama menghasilkan [R, T(I)]t(I)d(I) € P untuk setiap P € Q.
Oleh karena itu, [R,z(D]z(Dd(I) ENgeyq P, =0, sehingga
[R,z(D]z(DHd () = 0. Jadi
0 = [R,T(RIR)]t(RDd(I) = [R,R t(DR]Rt()d(I)  (3.56)
dan juga [R,R t(I)d(DR]Rt(I)d(I)R. Hal ini mengakibatkan 0 =
[R,JIR], dimana J = R t(I)d(I)R adalah sebuah nonzero ideal dari
R, karena t(I)d(I) # 0. Maka 0 = [R,J]R[R,]]. Karena R adalah
ring semiprima, maka 0 = [R,]], yaitu ] € Z(R).
|

Bukti 2:

Pertama diasumsikan F[x o y] = —[F(x),y]s, untuk setiap x,y €
I. Hal ini menyebabkan bahwa
F(x)o(y) + t(x)d(y) — F(y)o(x) —7(y)d(x) = —[F (x), yga,f- )
3.57
Ganti y dalam persamaan (3.57) dengan yx, diperoleh
F(x)o(y)a(x) + (x)d(yx) — F(yx)o(x) — t(y)T(x)d(x)
= _[F(x)'yx]a,r
F(x)o(y)a(x) + 1(x)d(y)a(x) + 1(x)t(y)d(x) — F(y)o(x)a(x)
—1(y)d(x)o(x) — (y)T(x)d(x)
= _{T(Y)[F(x)'x]a,‘r + [F(x)ry]a,ra(x)}
F(x)o(y)a(x) + 1(x)(d()o(x) + 1(y)d(x)) — F (y)a(x)?
—1(y)d(x)a(x) — T(y)T(x)d(x)
= —TW[F(x), Xl — [F(X), y]lg0(x).  (3.58)

Dengan menggunakan perkalian kanan (right multiplying) kalikan

persamaan (3.57) dengan a(x) , diperoleh

F(x)o()a(x) + 1(x)d(y)o(x) — F(y)a(x)a(x) — 1(y)d(x)a(x)
= —[F(x),y]g0(x) (3.59)

kemudian kurangkan persamaan (3.58) dengan persamaan (3.59),
diperoleh
T()T()d(x) — (T d (%) — [F(X), ¥]50(x)
= —1(W[F(x), X5 = [F(x), ¥]5r0(x)
()T (Y)d(x) — T T(20)d(x) = —T(Y)[F (x), x]5,7- (3.60)
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Ganti y dalam persamaan (3.60) dengan ry, diperoleh
T()T(M)T(V)d(x) — (M TN d (%) = —T(r)T(Y)[F (%), J(C;)aér )
.61
untuk setiap x,y € I dan r € R.
Dengan menggunakan perkalian kiri (left multiplying) kalikan
persamaan (3.60) dengan =(r) , diperoleh
(M) T()d(x) — (M T()T()d (%) = —1(r)T(Y)[F (%), x](g,%z)

kemudian kurangkan persamaan (3.61) dengan persamaan (3.62),
diperoleh

() T(MT()d(x) —1()T(V)T()d(X) = —t()T(W[F (%), X] 51
1(M()1()d(x) — (M (N T(N)d(x) = —T(MTW[F (), X6
t()r(MT(d(x) —1(r)(x)T(¥)d(x) = 0
(@()z(r) — () r(x))T(y)d(x) = 0
[7Co), (M ]z(y)d(x) = 0 (3.63)

([, rDr(y)d(x) =0 (3.64)
untuk setiap x,y € I danr € R.

merupakan

Ganti y dalam persamaan (3.64) dengan sy, dimana s € R, diperoleh

t([x, rD7(s)T(y)d(x) = 0 (3.65)
untuk setiap x,y € I danr,s € R.

Karena 7 adalah epimorfisma di R, maka persamaan (3.65) dapat
dinyatakan sebagai berikut
[R,7(x)]Rt()d(x) = 0. (3.66)

Karena R adalah ring semiprima, maka R memuat keluarga
himpunan Q = {P,|a € A} dari ideal-ideal prima sedemikian
sehingga N P, = {0}. Jika P € Q dan x € I, maka

[R,7(x)] € P ataut(I)d(x) < P. (3.67)

Konstruksikan dua subgrup additive T; = {x € I|[R,t(x)] € P} dan
T, = {x € I|t(x)d(x) < P}. Maka T; U T, = I. Karena sebuah grup
tidak dapat tersusun atas gabungan dua subgrupnya, yaitu T; = I atau
T, =1, maka [t(I),R] € P atau t(I)d(I) € P. Jadi kedua kasus
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sama-sama menghasilkan [R, T(I)]t(I)d(I) € P untuk setiap P € Q.
Oleh karena itu, [R,z(D]z(Dd(I) ENgeyq P, =0, sehingga
[R,z(D]z(DHd () = 0. Jadi
0 = [R,T(RIR)]t(RDd(I) = [R,R t(DR]Rt(D)d()  (3.68)
dan juga [R,R t(I)d(DR]Rt(I)d(I)R. Hal ini mengakibatkan 0 =
[R,JIR], dimana J = R t(I)d(I)R adalah sebuah nonzero ideal dari
R, karena t(I)d(I) # 0. Maka 0 = [R,J]R[R,]]. Karena R adalah
ring semiprima, maka 0 = [R,]], yaitu ] € Z(R).
|

Teorema 3.3.4

Misalkan R adalah ring semiprima, I suatu nonzero ideal dari R,
o dan T dua epimorfisma pada R dan F suatu generalized (o, 71)-
derivation yang berhubungan dengan d: (o, 7)-derivation dari R
sedemikian sehingga t(I)d(I) # 0. Jika F(xoy) = £(F(x)°¥)sr
untuk semua x, y € I, maka R memuat nonzero central ideal.

Bukti 1:

Asumsi pertama anggap F(xoy) = (F(x)°y),, untuk setiap
x,y € I. Hal ini menyebabkan bahwa
F(x)o(y) + 1(x)d(y) + F(y)o(x) + (y)d(x) = (F(x) ° Y)(a,‘t- )
3.69
Ganti y dalam persamaan (3.69) dengan yx, diperoleh
F(x)o(y)a(x) + 1(x)d(yx) + F(yx)o(x) + T(y)r(x)d(x)
=(F(x)e° yx)a,‘r
F(x)o()a(x) + 1(x)d(y)o(x) + t(x)r(y)d(x) + F(y)o(x)a(x)
+1(y)d(x)o(x) + 7(y)T(x)d(x)
= (F(x) ° Y)a,ra(x) By T(Y) [F(x)'x]a,r
F(x)o()a(x) + 1(x)(d(y)a(x) + 1(y)d(x)) + (F(»)o(x) +
T(y)d(x))a(x) + t(y)T(x)d(x)
=(F(x)e° y)a,rg(x) - T(y)[F(x):x]a,t- (3-70)

Dengan menggunakan perkalian kanan (right multiplying) kalikan

persamaan (3.69) dengan a(x) , diperoleh

F(x)o(y)o(x) + 1(x)d(y)a(x) + F(y)o(x)a(x) + 7(y)d(x)a(x)
= (F(x) °¥)g:0(x), (3.71)
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kemudian kurangkan persamaan (3.70) dengan persamaan (3.71),
diperoleh
F(x)o(y)o(x) + 7(x)(d@)o(x) + 1(»)d(x)) + (F(y)a(x) +
T(y)d(x))o(x) + r(y)T(x)d(x)

=(Fx)e Y)a,ro-(x) - T(Y)[F(x)'x]a,r
(F(x) 2 ¥)gr0(x) + T(x)T(y)d(x) + t(y)T(x)d(x)

=(Fx)e Y)a,ro-(x) - T(Y)[F(x)'x]a,r
() T()d(x) + T(¥)T(x)d(x)

= —T(W)[F(x), X]q,z- (3.72)

Ganti y dalam persamaan (3.72) dengan ry, diperoleh
()T (¥)d(x) + T(MT(Y)T(X)d (%) = —T(M)TY)[F (%), X] 57 1-
(3.73)
Masukkan persamaan (3.72) kedalam persamaan (3.73) didapatkan
T()T(M)T()d(x) + ()T ()T (x)d(x) = (r(x)Tt(¥)d(x) +
T(y)T(x)d(x))T(r)
()t (M)t(y)d(x) + (M) (¥)T()d(x)= (1)t (x)T(Y)d(x) +
7(r) ()T (x)d (%)
T()T(r)T()d(x) — t(r)r()T(y)d(x) =0
@@)T(r) — (M)t ()d(x) =0
[t(x), T(M)]r()d(x) = 0
([x,rDr(y)d(x) =0 (3.74)
untuk setiap x,y € I danr € R.

Ganti y dalam persamaan (3.74) dengan sy, dimana s € R, diperoleh

t([x, rDr(s)r(d(x) = 0 (3.79)
untuk setiap x,y € I danr,s € R.

Karena 7 adalah epimorfisma di R, maka persamaan (3.75) dapat
dinyatakan sebagai berikut
[R,7(x)]Rt(Dd(x) = 0. (3.76)

Karena R adalah ring semiprima, maka R memuat keluarga
himpunan  Q = {P,|a € A} dari ideal-ideal prima sedemikian
sehingga N P, = {0}. Jika P € Q dan x € I, maka

[R,7(x)] € P ataut(I)d(x) < P. (3.77)
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Konstruksikan dua subgrup additive T; = {x € I|[R,t(x)] € P} dan
T, = {x € I|t(x)d(x) € P}. Maka T; U T, = I. Karena sebuah grup
tidak dapat tersusun atas gabungan dua subgrupnya, yaitu T; = I atau
T, =1, maka [t(I),R] & P atau t(I)d(I) € P. Jadi kedua kasus
sama-sama menghasilkan [R, z(I)]t(I)d(I) € P untuk setiap P € Q.
Oleh karena itu, [R,z(D]z()d(I) SN4ey P, =0, sehingga
[R, (D] ()d(I) = 0. Jadi

0 = [R,T(RIR)]T(RDd(I) = [R,R t(DRIRT()d(I)  (3.78)

dan juga [R,R t(I)d(I)R]IRt(I)d(I)R. Hal ini mengakibatkan 0 =
[R,J1R], dimana J = R t(I)d(I)R adalah sebuah nonzero ideal dari
R, karena t(I)d(I) # 0. Maka 0 = [R,J]R[R,]]. Karena R adalah
ring semiprima, maka 0 = [R,]], yaitu ] € Z(R).

|

Bukti 2:
Asumsi pertama anggap F(xeoy) = —(F(x) cy),, untuk setiap
x,y € I. Hal ini menyebabkan bahwa
F(x)o(y) + 7(x)d(y) + F(y)a(x) + 1(y)d(x) = —(F(x) ° )E)a,f-)
3.79
Ganti y dalam persamaan (3.79) dengan yx, diperoleh
F(x)o(y)a(x) + t(x)d(yx) + F (yx)o(x) + 7(y)r(x)d(x)
= _(F(x) 7 yx)a,‘r
F(x)o(y)a(x) + 1(x)d(y)o(x) + 1(x)t(y)d(x) + F(¥)a(x)a(x)
+t(y)d(x)a(x) + t(y)T(x)d(x)
= —{(F(x) ° ¥)g,:0(x) =T [F (%), x5}
F(x)o(y)a(x) + t1(){d(y)o(x) + t(y)d(x)}
HF@)a(x) +()d(x)}o(x) + T(y)T(x)d(x)
= —(F(x) °¥)g:0(x) + T[F (%), x]sr.  (3.80)

Dengan menggunakan perkalian kanan (right multiplying) kalikan

persamaan (3.79) dengan o(x) , diperoleh

F(x)o(y)o(x) + 1(x)d(y)o(x) + F(y)o(x)a(x) + (y)d(x)a(x)
= —(F(x) °¥)50(x), (3.81)
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kemudian kurangkan persamaan (3.80) dengan persamaan (3.81),
diperoleh
F(x)o(y)o(x) + 7(x)(d(@)o(x) + T(y)d(x))
+FQ)o(x) +1(y)d(x))a(x) +1(y)T(x)d(x)
=—(Fx)e° y)a,ra(x) + T(y)[F(x)'x]a,‘r
—(F(x) °¥)g0(x) + T(x)7(y)d(x) + 7(y)T(x)d(x)
=—(F(x)e° y)a,ro-(x) + T(Y)[F(x)r x]a,‘r
T()T()d () + t1(¥)T(x)d(x) = T(Y)[F (), X] 5 1- (3.82)

Ganti y dalam persamaan (3.82) dengan ry, diperoleh
() T(MT(d () + (M)A (x) = () TWV)[F (%), X] 00
(3.83)
untuk setiap x,y € I danr € R.

Masukkan persamaan (3.82) kedalam persamaan (3.83), didapatkan
T()T(r)T()d(x) + t(r)T(MT(N)d(x) = T(x)T(¥)d(x) +
T(y)T(x)d(x))T(7)
()T T(¥)d(x) + ()T T()d ()= T(r)T(x)T(Y)d (%) +
7(r) T(y)T(x)d (%)
T()t()T()d(x) — T(M)Tt(x)T(Y)d(x) =0
@)T(r) —z(MT(x))t(y)d(x) = 0
[z(), T(M]r()d(x) = 0
([x, rDr(y)d(x) =0 (3.84)
untuk setiap x,y € I danr € R.

Ganti y dalam persamaan (3.84) dengan sy, dimana s € R, diperoleh

T([x,7Dr(s)T(¥)d(x) = 0 (3.89)
untuk setiap x,y € I danr, s € R.

Karena 7 adalah epimorfisma di R, maka persamaan (3.85) dapat
dinyatakan sebagai berikut
[R,t(x)]RTt(I)d(x) = 0. (3.86)

Karena R adalah ring semiprima, maka R memuat keluarga
himpunan Q= {P,|a € A} dari ideal-ideal prima sedemikian
sehingga N P, = {0}. Jika P € Q dan x € I, maka

[R,7(x)] € P ataut(I)d(x) < P. (3.87)
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Konstruksikan dua subgrup additive T; = {x € I|[R,t(x)] € P} dan
T, = {x € I|t(x)d(x) € P}. Maka T; U T, = I. Karena sebuah grup
tidak dapat tersusun atas gabungan dua subgrupnya, yaitu T; = I atau
T, =1, maka [t(I),R] & P atau t(I)d(I) € P. Jadi kedua kasus
sama-sama menghasilkan [R, z(I)]t(I)d(I) € P untuk setiap P € Q.
Oleh karena itu, [R,z(D]z()d(I) SN4ey P, =0, sehingga
[R, (D] ()d(I) = 0. Jadi

0 = [R,T(RIR)](RDd(I) = [R,R t(DRIRT()d(I)  (3.88)

dan juga [R,R t(I)d(I)R]IRt(I)d(I)R. Hal ini mengakibatkan 0 =
[R,J1R], dimana J = R t(I)d(I)R adalah sebuah nonzero ideal dari
R, karena t(I)d(I) # 0. Maka 0 = [R,J]R[R,]]. Karena R adalah
ring semiprima, maka 0 = [R,]], yaitu ] € Z(R).

|

Teorema 3.3.5

Misalkan R adalah ring semiprima, I suatu nonzero ideal dari R,
o dan T dua epimorfisma pada R dan F suatu generalized (o,7)-
derivation yang berhubungan dengan d: (o, 7)-derivation dari R
sedemikian sehingga z(l)d(Il) # 0. Jika F[x,y] = [a(y), G(x)]
untuk semua x, y € I, maka R memuat nonzero central ideal.

Bukti 1:
Mulai dengan kasus
Flx,y] = [o(y), G(x)]. (3.89)

Ganti y dalam persamaan (3.89) dengan yx, diperoleh
Flx,yx] = [o(y)a(x), G (x)]
F[(x,y)]o(x) + z([x, yDd(x) = [0(¥)a(x), G(x)]. (3.90)

Dengan menggunakan perkalian kanan (right multiplying) kalikan
persamaan (3.89) dengan a(x) , diperoleh
Fl(x,»]o(x) = [o(y), 6(x)]o (%), (3.91)
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kemudian kurangkan persamaan (3.90) dengan persamaan (3.91),
diperoleh

Fl(x,y)]a(x) + 7([x, yDd(x) = [6(»)a(x), G(x)]
Fl(x, M]ox) = [6(¥), 6(x)]o(x)
T([x, yDd(x) = a(y)[o(x), G(x)]

(3.92)
untuk setiap x, y € 1.
Ganti y dalam persamaan (3.92) dengan ry, diperoleh
t([x, ryDd(x) = a(r)a(y)[o(x), G(x)]
([x, rDT(y)d(x) = 0. (3.93)

Ganti y dalam persamaan (3.93) dengan sy, dimana s € R, diperoleh

T([x, rDr(s)T(y)d(x) =0 (3.94)
untuk setiap x,y € I danr,s € R.

Karena 7 adalah epimorfisma di R, maka persamaan (3.94) dapat
dinyatakan sebagai berikut
[R,T(x)]Rt(D)d(x) = 0. (3.95)

Karena R adalah ring semiprima, maka R memuat keluarga
himpunan Q = {P,|a € A} dari ideal-ideal prima sedemikian
sehingga N P, = {0}. Jika P € Q dan x € I, maka

[R,7(x)] € P atau t(I)d(x) < P. (3.96)

Konstruksikan dua subgrup additive T; = {x € I|[R,7(x)] € P} dan
T, = {x € I|t(x)d(x) € P}. Maka T; U T, = I. Karena sebuah grup
tidak dapat tersusun atas gabungan dua subgrupnya, yaitu T; = I atau
T, =1, maka [t(I),R] € P atau t(I)d(I) € P. Jadi kedua kasus
sama-sama menghasilkan [R, t(I)]t(I)d(I) < P untuk setiap P € Q.
Oleh karena itu, [R,7(D)]t(1)d(I) SNgeqp P, =0, sehingga
[R,t(D]z(D)d(I) = 0. Jadi

0 = [R,7(RIR)]=(RNA(I) = [R,R t(DR]RT(D)d(I)  (3.97)

dan juga [R,R t(I)d(I)R]Rt(I)d(I)R. Hal ini mengakibatkan 0 =
[R,J1R], dimana J = R t(I)d(I)R adalah sebuah nonzero ideal dari
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R, karena t(I)d(I) # 0. Maka 0 = [R,/]R[R,]]. Karena R adalah
ring semiprima, maka 0 = [R,]], yaitu ] € Z(R).

]
Bukti 2:
Mulai dengan kasus
Flx,yl = —[o(»), G(x)]. (3.98)
Ganti y dalam persamaan (3.98) dengan yx, diperoleh
Flx,yx] = —=[o(»)o(x), G(x)]
Fl(x, Mo (x) + 7([x, y])d(x) = —[a(y)o(x), G(x)]. (3.99)

Dengan menggunakan perkalian kanan (right multiplying) kalikan
persamaan (3.98) dengan o (x) , diperoleh

Flx,ylo(x) = —[a(y), G(x)]o(x). (3.100)

Kurangkan dari (3.99)
Fl(x, »]o(x) + 7([x, yDd(x) = =[o(y)a(x), G(x)]
—[o(y), GG)]o(x) + 7([x, yDd(x) = —[a(y)a(x), G(x)]
7([x, yDd(x) = —a(y)[o(x), G(x)] (3.101)
untuk setiap x,y € I.

Ganti y dalam persamaan (3.101) dengan ry, diperoleh
([x,ryDd(x) = —a()a(y)[o(x), G(x)]
o([x, TDT()d(x) = 0 (3.102)
untuk setiap x,y € I danr € R.

Ganti y dalam persamaan (3.102) dengan sy, dimana s € R,
diperoleh

T([x, rDz(s)t(¥)d(x) =0 (3.103)
untuk setiap x,y € I danr,s € R.

Karena t adalah epimorfisma di R, maka persamaan (3.103) dapat

dinyatakan sebagai berikut
[R,t(x)]Rt(1)d(x) = 0. (3.104)
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Karena R adalah ring semiprima, maka R memuat keluarga
himpunan Q = {P,|a € A} dari ideal-ideal prima sedemikian
sehingga N P, = {0}. Jika P € Q. dan x € I, maka

[R,7(x)] € P atau t(I)d(x) < P. (3.105)

Konstruksikan dua subgrup additive T; = {x € I|[R,t(x)] S P} dan
T, = {x € I|t(x)d(x) € P}. Maka T; U T, = I. Karena sebuah grup
tidak dapat tersusun atas gabungan dua subgrupnya, yaitu T; = I atau
T, =1, maka [t(I),R] S P atau t(I)d(I) S P. Jadi kedua kasus
sama-sama menghasilkan [R,z(I)]t(I)d(I) € P untuk setiap P € Q.
Oleh karena itu, [R,z(D]z(Dd(I) SNgeq P, =0, sehingga
[R, (D]t ()d(I) = 0. Jadi
0 = [R, 7(RIR)]z(RDA(I) = [R,R t(DRIRT(I)d(I) (3.106)

dan juga [R,R t(I)d(I)R]Rt(I)d(I)R. Hal ini mengakibatkan 0 =
[R,JIR], dimana | = R t(I)d(I)R adalah sebuah nonzero ideal dari
R, karena t(I)d(I) # 0. Maka 0 = [R,J]R[R,]]. Karena R adalah
ring semiprima, maka 0 = [R,]], yaitu ] € Z(R).

|
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BAB IV

KESIMPULAN
Dari pembahasan skripsi ini dapat diambil beberapa kesimpulan,
yaitu:
1. Suatu (o, t)-derivation adalah generalized (o, 7)-derivation

2.

tetapi tidak berlaku sebaliknya.

Jika t(I)d(I) # 0, dimana R adalah ring semiprima, I suatu
nonzero ideal pada R, o dan 7 dua epimorfisma pada R, dan F
suatu generalized (o, 7)-derivation yang berhubungan dengan
d: (o,7)-derivation dari R, maka R memuat nonzero central
ideal dari R.
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