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2.1 Data Longitudinal
Data longitudinal diperoleh dari hasil pengamatan pada beberapa
unit cross-sectional selama beberapa periode waktu tertentu (Twisk,
2003). Data cross-sectional berasal dari pengamatan yang dilakukan
pada individu berbeda pada waktu tertentu.
Menurut Everitt (2002), data longitudinal dapat dibedakan
menjadi:
1. Data longitudinal seimbang, hasil pengamatan n subjek pada
titik waktu sama.
Tabel 2.1. Struktur Data Longitudinal Seimbang

[ t Yit Xit
1 Y1 X1

1 —2 Y ot
T Yir Xit
1 Yo Xn1

n 2 Yo X.nz
T Yot Xt

unit cross-sectional ke-i = 1, 2, ..., n; n=ukuran contoh

unit waktu ke-t=1, 2, ..., T; T = banyaknya waktu pengamatan
Yi: respon unit cross-sectional ke-i pada unit waktu ke-t

Xie: prediktor unit cross-sectional ke-i pada unit waktu ke-t

2. Data longitudinal tidak seimbang dihasilkan dari pengamatan
terhadap n subjek pada titik waktu berbeda.
Tabel 2.2. Struktur Data Longitudinal Tidak Seimbang

| t Yit Xit
1 Yu Xu

1 2 Y:12 X:12
Ty Yir1 X1




1 Yo X1
2 4 AL <
T, Vo2 Xorz
1 Yor X1
n 2 Yoz Xz
T, Yo Xorn

unit waktu ke-t, t= 1, 2, ..., T;; T; = banyaknya waktu pengamatan pada
unit cross-sectional ke -i

Yit: respon unit cross-sectional ke-i pada unit waktu ke-t

Xit: prediktor unit cross-sectional ke-i pada unit waktu ke-t

2.2 Generalized Linear Models (GLM)

GLM pertama Kali diperkenalkan oleh Nelder dan Wedderburn
pada tahun 1972, merupakan pengembangan dari model linier Klasik,
yang mampu mengatasi masalah ketaknormalan respon. Peubah respon
diasumsikan memiliki sebaran  yang termasuk dalam keluarga
eksponensial (Kleinbaum dan Klein, 2010).

Agresti (2002) menyajikan tiga komponen utama dalam GLM,
yakni:

1. Komponen acak, yakni peubah respon Y yang saling bebas.

2. Komponen tetap yang disebut prediktor linier dalam bentuk:

ni =Z?=1,Bjxij ,i = 1,...,7’l (21)
di mana x; adalah nilai peubah prediktor subjek ke-i pada
peubah prediktor ke-j dan f; parameter peubah prediktor ke-j

Ny = 2?21 Bjx1j = B1x11 + Bax1z + B3x13 + -+ BpXip
N2 = 2?:1 Bjxzj = P1X21 + BaXaz + Baxzz + -+ BpXop

NMn = 25';1 .Bjxnj = P1Xn1 + BoXny + P3xpz + -+ .Bpxnp
3. Fungsi penghubung g(t) menghubungkan suatu fungsi nilai
rata-rata komponen acak dengan komponen tetapz; yaitu 7 =

g(s4)-



m=0() = B1x11 + BoXiz + P3xi3 + o+ Bpxip = gluy)
2= 0(t2) = B1xz1 + Baxay + Paxaz + -+ Bpxap = g(1,)

=9(th) —> P1Xn1 + PaXnz + B3xpz + -+ .Bpxnp B g(/un)

2.3 Regresi Logistik

Hosmer dan Lemeshow (2002) menjelaskan bahwa regresi logistik
merupakan salah satu metode regresi yang digunakan untuk mencari
hubungan antara peubah respon dengan satu atau lebih peubah prediktor
kontinyu maupun kategorik. Banyaknya kategori peubah respon dalam
model logistik dibedakan menjadi dikotom dan politom.

Agresti (2002) mendefinisikan data biner sebagai hasil satu
tindakan sukses (1) atau gagal (0) yang mengikuti sebaran Bernoulli.
Untuk n tindakan maka banyaknya sukses (y) mengikuti sebaran
Binomial dengan fungsi peluang:

! - =
P(Y =y) = y!(:_y)!pya —p)" ¥ ;y=0,1,.,n (2.2)

n: banyaknya tindakan
p: peluang sukses

Subjek tidak hanya dikategorikan menjadi dua, bahkan lebih.
Fahrmeir dan Gerhard (1994) menjelaskan bahwa subjek yang
diklasifikasikan ke dalam lebih dari dua kategori, menghasilkan peubah
respon politom. Peubah respon Y;Y,,..,Yx mengikuti sebaran
multinomial dengan fungsi peluang:

PYy=y) = P(Yy = y3, e Yg :yt;) ]

n!

y1l.g!

(P .. (pg)? (2.3)

n :banyak tindakan; n = %1_, i
Pk : peluang sukses pada kategori ke-k , ), P, = 1.

Model umum persamaan regresi logistik dengan p peubah
prediktor yakni:

loglP (¥ = 11)] =l og |72

Tk

1— 1, = exp(a + f1Xin + -+ BpXip)

Ty, = exp(a + 1 Xy + -+ B,,Xip) — TI; (exp(a + 1 X + o+ BpXip))
Ty, + Ty (exp(a + [ Xy + -+ Ble-p)) = exp(a + 1 X + -+ ,BpXL-p)
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] =a+ Ble'l + ..o BpXip




(1 + exp(a + B1Xi + -+ BpXip) = exp(a + o Xix + -+ BpXip)

o A = _exp(a+Bi X+ +BpXip)
[P(Yk = 1|x1)] 5 T[k ol 1+exp((1+31Xi1+"'+ﬁpXip) (24)

o intersep model logit

B: parameter koefisien peubah prediktor (51, B, ..., Bp)
Xi1...., Xip - peubah prediktor

p: banyaknya peubah prediktor (j=1, 2, ...,p)

2.4 Regresi Logistik Ordinal

Fahrmeir dan Tutz (1994) menyarankan model regresi logistik
ordinal digunakan untuk peubah respon Y dengan k>2 berskala ordinal
dan peubah prediktor X berupa kontinyu maupun kategorik.

Pandang contoh acak dari sebaran bersama (Y, X), di mana Y
merupakan peubah respon berskala ordinal dan X'= (X, Xi,..., Xip)
adalah vektor peubah prediktor. Peubah respon ordinal Y dengan k
kategori dapat dipandang sebagai k titik pada peubah acak kontinyu
tidak teramati (U). Bila Y= k dan o; dalam selang -co<ay<+co, maka
dapat dikatakan bahwa oy <U< oy untuk k= 1, 2, ..., g, dengan
mengasumsikan bahwa peubah U ditentukan oleh peubah prediktor
dengan bentuk linier:

U=XpB+¢ (2.5)

di mana B'= (B, B2, ..., Bp) adalah parameter dan & peubah acak. Dari
persamaan (2.5) diperoleh model peluang kumulatif peubah respon Y
berikut:
P(Y < k|X) =F(a, +XB)

=P(Y=1|X)+P(Y =2|X)+- P(Y =k|X) (2.6)

Pandang fungsi sebaran logistik:

F(x) = ——

1+exp(—x) (2.7)

dan model peluang kumulatif, yakni:
P(Y < k|X)=F(ay+XB)
1

~ 1+exp—(ap+X7PB)
B 1 exp(ap + XB)
" 1+exp—(ay+XB) exp(ay+XB)




_ exp(agtXB)

T 1+exp(ap+X B) (2.8)
k=1,2,...q
o : intersep
B : parameter peubah prediktor (81,82, ..., Bp)
Dari persamaan (2.8) diperoleh persamaan:
P(Y > k|X)=1-P(Y <k|X)
exp(ay + X'B)
1+ exp(ay +X'B)
1
= e 7y
Nisbah (rasio) dua peluang menghasilkan
P(Y <klX) P <klX)
P(Y > k|X) 1-P( <k|X)
( exp(a, + X'B) )
_ \1+ exp(ay+X'B)
- 1
(1 + exp(ay + X'ﬂ))
= exp(ai + X'B) (2.10)

Untuk memperoleh model linier maka persamaan (2.10) dilogaritmakan
menjadi

1—P(Y < k|X)

= In(exp(ay + X'B))
gw) = (ax + X'B)

. P(Y < k|X)
logit[(P(Y < k|X)] = ln( )

(2.11)
2.4.1 Proportional Odds

Menurut Agresti (2002), model kumulatif logit yang digunakan
secara bersamaan berdasarkan persamaan (2.11), yakni:

logit|P(Y < k|x)] =ay, +Bx;, i=1,..,n (2.12)
Tiap kumulatif logit memiliki intersep tersendiri, oy akan

meningkat di q. Model persamaan (2.12) memiliki efek B sama untuk
tiap logit karena 3 tidak dipengaruhi oleh i.

Persamaan kumulatif odds adalah



P(Y<K|X) b
log {m} k=12 ..,q (2.13)

Bentuk persamaan (2.13) ditentukan oleh bentuk linier dari
peubah prediktor. Jika terdapat dua populasi yang dimisalkan x; dan x,

maka rasio dari kumulatif odds dua populasi yakni:

P(Y<k|x1)/P(Y>k|x1) _ _
log {P(Ysklxz)/P(Y>k|x2)} = exp{(x1 — x2)B} (2.14)

Persamaan (2.14) disebut kumulatif rasio odds, yang tidak
bergantung pada kategori, sehingga kumulatif rasio odds dua populasi
sama untuk semua kumulatif odds (Fahrmeir dan Tutz, 1994).

2.4.2 Pendugaan Parameter Model Regresi Logistik Ordinal
Salah satu metode pendugaan parameter yang dapat
dipergunakan pada regresi logistik ordinal adalah Maximum Likelihood
Estimator (MLE). Jika nilai X tertentu menghasilkan lebih dari satu
pengamatan Y dan digolongkan menjadi k kategori, maka ny adalah
banyaknya pengamatan pada kategori ke-k menyebar y~Multinomial (y;,

Yo, ooy Yo T, T2,... Tg) Maka likelihood untuk pengamatan y adalah:

#(a, ) = T1(P) ’
i i i
= H?Zl(nl(x))yll (T[Z(X))yLz R (n’q(X)) q
@1 +X'B \Yil , Lap+X'p \Vi2
n (1+e“1+X'ﬁ) (1+e“2+X'ﬁ)
=1 eak_1+X’B Yiq

(2.15)

Yk : vektor peubah untuk k kategori
n : total pengataman (Yi1, Yiz,--.,Yiq)
m(X) :vektor peluang untuk yy

Untuk mendapatkan nilai maksimum dari fungsi likelihood
maka kedua ruas harus dilogaritmakan. Fungsi log-likelihood untuk
persamaan (2.16)

L(a,p) = Log [ni=1(n1(x))yi1 (2 ()" .. (nq(X))yiq]
= Y [ia log(m: (X)) + vz log (mo (X)) + -+
+Yiq log (14 (X) )]



e®1tX'B e@2+X'B
= Z?:l [%’1109 (m) + yizlog (m) + e
e%k-11X'B
Yiglog (—1+e“k—1+X'ﬁ)] (2.16)

Nilai e=[a,..., 1] dan f=[..5..... 5] didapatkan dari turunan
parsial pertama masing — masing fungsi yang disamakan nol.
Hasil turunan pertama terhadap o, adalah sebagai berikut:
a y o ea1+X’[i' eal ea1+X’ﬁ
;1 y Zi=1 {yil (1 = 1+ea1+X'B) + Yi2 (_ e®2—0a1 ¥ 1+ea1+X’ﬁ')}
Disamakan dengan nol:
oL . . ea1+X’[i' e®1 ea1+X'[i’ 4
a - lel {yll (1 - 1+ea1+X’[i’) + ylZ (_ eaz—al - 1+ell1+X,B)} - 0

(2.17)

Turunan pertama terhadap oy adalah:
e%k—1 e%-11X'B
oL wn (}’k—1—}’k—2) (_ k-1 -2 1+eak+X'ﬁ) N
- i=1 euk_1+X'ﬂ
(n = Y1) (m)

Oak—1

Disamakan dengan nol:
oL
Oak—1

n e%k-1 e—-11X'B
= Zi:l (yk—l_yk—Z) (_ eak—l_a]'—Z y 1+eak—1+X'ﬁ) =

ax—_1+X'B
(n — Yk-1) (lieakm)} =0 (2.18)

Hasil turunan pertama 3 adalah sebagai berikut:
X,ea1+X'B X’ed1+X'ﬁ’)

=20 [ (X~ Tas) + 02 =) (X~ ) +
+(1 = ye) (¥ - £
Disamakan dengan nol: '
5 =2 (X~ i) + 02 0 (¥ - )+
+1 -y (X - 222 =0 (219)

Agresti (2002) menjelaskan bahwa dengan metode iterasi
Newton-Raphson akan didapat penduga parameter secara berulang —
ulang hingga konvergen pada nilai tertentu. Metode iterasi Newton-
Raphson dapat menyelesaikan persamaan fungsi likelihood, untuk

menentukan nilai @ dan 8 dengan rumus iterasi:



6 =g O _ (H®)1g® (2.20)

sehingga H® dan g® berupa matriks

HO = 24O _ g1y 2.21)

g® = fé? X (Y - 7) (2.22)
(H®)™* adalah matriks peragam. Matriks X berukuran (nxp+1) dengan p
peubah prediktor V* adalah matriks dengan diagonal utama 7, (1 —
fix), dengan k=1,2 dan i=1,...,n sehingga didapatkan iterasi Newton
Raphson sebagai berikut:

0t = g — (X'V-1X)"1(X'(Y — 2)) (2.23)

Agresti (2002) menyarankan bahwa melalui iterasi Newton
Raphson H®dan g® digunakan untuk menduga 0® pada iterasi ke-t=0,
1, 2,... Iterasi untuk pendugaan nilai ©; terus dilakukan hingga mencapai
kondisi konvergen berdasarkan indikator:

|9j“) a éj“‘l) <eg=10"6

2.4.3 Pengujian Parameter
Pengujian parameter secara serentak dan parsial dilakukan untuk
mengetahui apakah peubah prediktor menentukan nilai peubah respon.
a. Pengujian secara parsial
Dilakukan untuk mengetahui pengaruh peubah prediktor
terhadap peubah respon secara individu dengan uji Wald berdasarkan
hipotesis:

HO: ﬂj: 0 Hl: ﬂji 0
Jika Hy benar
B;~N (0, 0*2)
w=E2 701 (2.24)
7B;

adalah salah baku penduga ;. Nilai 03 dlperoleh dari akar nilai
dlagonal utama matriks ragam peragam (ﬁ]) X°VIX]*!
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nt; (1 — 1) 0 .. 0
y-1= 0 nit, (1 —17,) . 0
(nxn)

afé = diagonal utama matriks [X’V'X] "

H, ditolak jika P(JZ|] >W) < «a, yang menunjukkan bahwa peubah
prediktor berpengaruh terhadap peubah respon (Hedeker dan Gibbons,
2006).

b. Pengujian secara serentak
Menurut Hosmer and Lemeshow(2002) pengujian dilakukan
untuk menguji keberartian parameter secara serentak menggunakan uji
G yang diperoleh dari pendekatan likelihood ratio test berdasarkan
hipotesis:
Ho: B;=0
H,: Paling tidak ada satu j di mana ;= 0

Jika Hy benar

G=-2Lo—Ly)~ (2.25)

2
)
Lo : log-likelihood model intersep Lo = [17_, ("--k)

n

n x: frekuensi setiap kategori ke-k
L; : log-likelihood model dengan intersep dan semua peubah penjelas
(model penuh)

Ll = HZ=1 H?:l ﬁl(ﬁ-k(xi))n”k
ni = frekuensi setiap kategori ke-I pada peubah penjelas ke-j kategori
respon ke-k
H, akan ditolak jika P[ X?p) >G]<a yang berarti paling sedikit terdapat

satu £ yang tidak sama dengan nol.

2.5 Generalized Estimation Equations (GEE)

Liang dan Zeger (1986) memperkenalkan Generalized
Estimating Equation (GEE) sebagai metode pengembangan dari GLM
yang digunakan untuk menduga parameter model berdasarkan data yang
mengandung autokorelasi dan tidak menyebar Normal. Persamaan GEE
secara umum adalah:

11



gw =Xp (2.26)

Fungsi penghubung pada regresi logistik adalah log e sehingga
model GEE dapat ditulis:

g = logit[(P(Y < kIX) = ay + Z7_; B Xyj (2.27)

1.5.1 Pendugaan Parameter

Hedeker dan Gibbons (2006) menjelaskan bahwa penduga
parameter 3 didapatkan dengan menyelesaikan fungsi quasi score (S(f5))
yang disebut sebagai Generalized Estimating Equations:

SB) =X D" VI¥;—p) =0 (2.28)
[ Xi11 Xit1 ]
A\’ | 9" (1) g'(tir) |
v =(3) =] g
éB [ xllp xitp J
9' (1) g’ (uir)

V merupakan matriks ragam-peragam Y; yakni:
1 1

V = ¢A% R(d)A? (2.29)

di mana A merupakan matriks berukuran nxn dengan ragam (V(u;))
sebagai elemen diagonal ke-n dan R(a) adalah matriks korelasi
berukuran nxn ( Hedeker dan Gibbons, 2006).

Burton et al. dalam Twisk (2003) menjelaskan pendugaan
parameter GEE terdiri tiga tahap, yakni:

1. Pendugaan parameter 3 menggunakan GLM dengan metode
Maximum likelihood.

2. Pembentukan matriks korelasi R(ea) berdasarkan nilai Pearson
residual dan parameter dispersi yang dihasilkan pada tahap pertama.

Vij=Yj

ejj = # (230)
di mana e; adalah Pearson residual dan y;; adalah ragam pada
waktu ke-t yang nilainya sama dengan y ;. Parameter dispersi

diduga dengan persamaan
¢ = ﬁzg;lzfﬂ e? (2.31)
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di mana ¢ merupakan parameter dispersi, n adalah ukuran contoh
dan p banyaknya parameter regresi.

3. lterasi pendugaan parameter.
Untuk mendapatkan penduga parameter yang konvergen maka
dipergunakan iterasi Newton Raphson hingga 8 konvergen.

Pada GEE, korelasi yang terjadi dibentuk dalam sebuah matriks
korelasi R(a) berukuran nxn, di mana struktur matriks korelasi tidak
diketahui dan harus diduga. Kleinbaum dan Klein (2010) menjelaskan
bahwa terdapat lima struktur matriks korelasi yakni:

1. Independent, diasumsikan bahwa tidak terdapat korelasi antar
pengamatan. Pada data longitudinal, struktur korelasi ini tidak
tepat digunakan karena ulangan pada setiap subjek sama akan
menyebabkan korelasi.

Loocor
=
or o

2. Exchangable, diasumsike
memiliki nilai yang hampi

bahwa Kkorelasi antar pengamatan

=

DD -
w
T T RT g
QD
GRS
)T DD

3. Autoregressive AR(1), diasumsikan bahwa semua korelasi antar
pengamatan dipisahkan sejauh t = 1 bernilai p, pada t = 2

bernilai g, hingga t waktu pengamatan bernilai p".

[1 p A P

|p 1 p pZI
l? p 1 pl
2 p 1l

4. m-dependent, diasumsikan bahwa korelasi antar pengamatan
yang dipisahkan oleh t waktu akan bernilai sama, begitu juga
pada t+1 waktu, dengan t = 1,2,...m. Korelasi yang berjarak
lebih dari m akan bernilai nol. Contoh: 2-dependent (m =2, n=4)

1 p1 p2 O
pr 1 p1 p2
Pz P11 ps
0 p2 p1 1
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5. Unstructured, diasumsikan bahwa korelasi antar pengamatan
memiliki nilai yang berbeda. Struktur korelasi ini umum
digunakan karena tidak ada satupun struktur korelasi yang
secara logis dapat merepresentasikan data, jumlah ulangan kecil
dan seimbang untuk tiap unit penelitian (Swan, 2006).

1 p12 p13z pus
P12z 1 p23 p2a
P13 P23 1 p3
P14 P2a P3s 1

2.5.2 Pendugaan Matriks Ragam-Peragam Parameter
Hedeker dan Gibbons (2006) menjelaskan matriks ragam-
peragam parameter cov () perlu diduga untuk memilih struktur korelasi
dan pengujian signifikansi parameter. Penduga matriks cov () terdapat
dua jenis yakni:
1. Naive/model-based estimator
Digunakan apabila struktur korelasi diketahui secara pasti
Va(B)=[p v | (2.32)
2. Robust /empirical/sandwich estimator
Digunakan apabila struktur korelasi tidak diketahui secara pasti
V.(B) = Mg' M My? (2:33)

My=D V7lD
My=Y. D' V'D (yi—B)(yi—R)V'D
2.5.3 Generalized Wald Test dan Wald Test
Pengujian parameter pada GEE dilakukan secara simultan

maupun parsial. Pada pengujian signifikansi parameter secara simultan
digunakan Generalized Wald Test didasarkan hipotesis

Ho: pi= = .= =0
H.: paling tidak ada satu j di mana g; # 0
Jika Ho benar , statistik uji

B'c(cv.(B)CH I ~ ¥ (2.34)
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di mana C adalah matriks berukuran p x g, p = banyaknya parameter, g
= banyaknya parameter yang diuji dan V() matriks ragam—peragam
empirical estimator. Setiap baris dalam matriks C mengandung nilai 1
untuk parameter yang akan diuji dan O untuk parameter lain. Hy ditolak
jika P[x%q > %*] < a (Hedeker dan Gibbons, 2006).

Sedangkan statistik uji Wald digunakan untuk pengujian secara parsial
(2.24).

2.5.4  Pemilihan Struktur Korelasi

Pemilihan struktur korelasi berguna untuk mendapatkan struktur
korelasi yang sesuai dengan data. Swan (2006) memberikan petunjuk
dalam pemilihan struktur korelasi, yakni:

1. Unstructured, digunakan bila jumlah ulangan kecil dan seimbang.

2. Autoregressive AR(m), digunakan bila ulangan tiap objek
berdasarkan waktu, dengan menetukan orde m terlebih dahulu.

3. Exchangable, digunakan bila ulangan tiap objek tidak berdasarkan
waktu.

4. Independent, digunakan bila jumlah objek pengamatan kecil.

5. Bila terdapat lebih dari satu kemungkinan, maka digunakan Quasi-
likelihood under the independence Information Criterion (QIC) .
Rumus QIC sebagai berikut:

QIC = =2Q(B) + 2(Vw ' (B)Ve(B)) (2.35)
dengan Q(p) adalah nilai Quasi-likelihood dengan mengabaikan struktur
korelasi atau menggunakan  struktur  korelasi  independent,
Viu(B) dan V,(B) adalah matriks ragam peragam penduga parameter
model-based estimator dan sandwich estimator. Model dengan nilai
QIC terkecil merupakan model dengan struktur korelasi terbaik.
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