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ESTIMASI BATASATASMINIMAL PADA MODULUS
KOEFISIEN FUNGSI STARLIKE

ABSTRAK

Dalam fungsi univalen terdapat beberapa macam fugpgtu
fungsi basilevic, fungsi hadamard, fungsi konvekasn dfungsi
starlike. Pada skripsi ini dianalisis beberapa modulus ikesf
fungsi starlike untuk memperoleh estimasi batas atas minimal

koefisien tersebut menggunakan ketaksamaan segifiga
transformasi Mobius.

Kata kunci : koefisien fungsi starlike, batas atas minimal,
transformasi Mobius.
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ESTIMATION OF MINIMUM UPPER BOUNDARY ON THE
MODULUS OF STARLIKE FUNCTION COEFFICIENT

ABSTRACT

The univalent function has many kind of functiongls as
basilevic function, hadamard function, convex fiorctand starlike
function. In this paper, the analysis of some moslubf starlike
function coefficient for the result is estimationinfmum upper
boundary of coefficient use by triangle inequaliynd Mobius
transformation.

Keywords : coefficients of starlike function, minimum upper
boundary, Mobius transformation.
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DAFTAR SIMBOL

Simbol K eterangan

€ elemen / anggota

c himpunan bagian

C himpunan semua bilangan kompleks
R himpunan semua bilangan riil

S himpunan fungsi univalen

D(zg, 1) cakram dengan titik pusag berjari-jarir
D cakram satuan di

G daerah subsét

k,n himpunan bilangan bulat

S* himpunan fungsstarlike

z variabel kompleks

ay,0y,ds, 0y, s elemen darC

Yy, r,e elemen darR

a,b,c,d,zy, 7z, konstanta dar€

p titik padaD

[ ] akhir dari pembuktian
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Sebuah fungsft(z) disebut univalen dalam sebuah domain
jika pemetaan satu-satu (ont@)ke dalam bayanganny&G) dan
jika f(z) memenuhi kondisif(z;) = f(z,), z; € G,z € G maka
7z, = z,. Fungsi univalen dapat dikatakan sebagai funggulee
(analitik) di dalamG dan dapat dikatakan sebagai fungsi yang
terdefinisi pada cakram unit terbuta={z € C:|z| < 1}. Jika
g(z) adalah reguler di dalar® maka g(z) mempunyai ekspansi
deret Maclaurin berikut.

g(2z) = by + bz + byz? + - = Z b, z™.
n=0

Sebagai langkah utama terhadap normalisasi padaaclaurin di
atas adalah membuat kondisj = 0 dan b, =1 dengan cara
mengurangib, yakni g(z) — by. Akibatnya, jikag'(z,) = 0 maka
g(z) tidak univalen di sekitag,, jika g(z) univalen diD maka
b, = g'(0) # 0. Oleh sebab itu,

—b
f2) = (9(221 0)

jika g(z) univalen diG makaf(z) univalen di domain yang sama
dan sebaliknya, jikg (z) adalah univalen dG maka g(z) juga
. b | o
univalen. Keadaag’—’ = a,, dalam ekspansi deret Maclaurin disebut
1
bentuk ‘normalisasi’ berikut.

f(z)=Z+a222+a3z3+-~-=Z+Zanzn,ZED. (1.1)
n=2

f(z) disebut fungsi univalen ternormalisir karena bsadkan

konjektur Bieberbach jika memenuhi kondigf =0 dana; =1

pada persamaan (1.1). Koleksi semua fungsi yangilikeasumsi



bahwa semua fungsi dinormalisasi adalah regulerudaralen diD
dinotasikan dengas

(Goodman, 1983).

Sebuah fungsif € S dikatakan starlike (grafik fungsi
starlike pada Lampiran) jika domaif adalahstarlike sehubungan
dengan daerah asal. Fungsarlike dinotasikan olels* danf € S
adalah gtarlike jika dan hanya jika memenuhi kondisi geometri
sebagai berikut.

A

f(2)

Kondisi geometri di atas menunjukkan bahwa kuwtﬁ%—z i (S)

Re

(1.2)

termasuk fungsi analitik ke kel®&sdi bawah ini
p(z) =1+ ciz+ cpz% + 323 + -, (1.3)

dengarp(z) mempunyai bagian riil positif pada
(Babalola, 2007).

Pada skripsi (Ramadhani, 2009) dibahas mengenai
pertidaksamaan koefisien fungsi konveks dtarlike. Skripsi ini
hanya membahas ketaksamaan koefisien pada fustgslike
ternormal. Skripsi ini memperhitungkan batas atasimal dari
beberapa modulus berikufa, — ya,asl, |ay— yvazas —naj|,
|as — pazas| dan |as —&aya, — Ja3| untuk suatu parameter
v,m, 14 &, ¢ € R dengan koefisiem,, a,,as, a,, as € C pada fungsi
starlike dan batas atas minimal dari beberapa modulus Heriku
lay — yazasl, |a4 — Yapas —ya§|, Ias _Va%asl dan |a5 -
ya,a, — ya§| untuk suatu parametere R dengan(y =n =u =
& = () dan koefisien,, a,, az, a4, as € C pada fungsstarlike.



1.2 Rumusan M asalah

Berdasarkan latar belakang di atas, pokok perntzesalalari
skripsi ini sebagai berikut.

1. Bagaimana perhitungan batas atas minimal dari bpber
modulus berikutla, — ya,asl, |a, — vazas —naj|, |as —
pajas|, dan |as — €a,a, — Caj| untuk suatu parameter
v,n, i & ¢ ER dan koefisiena; a,,a;,a4,a; € C pada
fungsistarlike,

2. Bagaimana perhitungan batas atas minimal dari bpber
modulus  berikut |a, — yayasl, |a,— yazas —yaj|,
|as —ya3as|, dan |as—yaza, —ya}| untuk suatu
parametery € R dengany =n = u = & = {) dan koefisien
a,,a,,as,ds, as € C pada fungsstarlike.

1.3 Tujuan Penulisan
Penulisan skripsi ini bertujuan sebagai berikut.

1. Untuk memperoleh perhitungan batas atas minimal dar
beberapa modulus berikuty, — ya,asl, |a, — ya,as —
nai|, |as — paias| dan |as — éaya, — ¢a3| untuk suatu
parametewy,n, 1, ¢, { € R dan koefisier,, a,, as, a,, as € C
pada fungsstarlike,

2. Untuk memperoleh perhitungan batas atas minimal dar
beberapa modulus berikity, — ya,asl, |a, — ya,as —
va3|, |as —vasas|, dan|as —ya,as —ya3| untuk suatu
parametery € R dengany =n = u = & = {) dan koefisien
aq,a,,ds,d,,as € C pada fungs#tarlike.






BAB II
TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini diberikan beberapa definisi dan lenyarag
mendukung dalam pembahasan skripsi ini yaitu, gdankompleks
dan aljabarnya (subbab 2.1), fungsi kompleks (dobb2), dan
fungsi univalen (subbab 2.3).

2.1 Bilangan Kompleks dan Aljabar nya
Definis 2.1.1 (Bilangan Kompleks)

Himpunan bilangan kompleks didefinisikan sebagai
keseluruhan semua besaran yang berbentukb ataua + bi dengan
adanb adalah bilangan riil daif = —1. Jikaz = a + ib merupakan
suatu bilangan kompleks makadinamakan bagian riilréal part) z
dinotasikanRe(z) dan b dinamakan bagian imajineringaginary
part) z dinotasikanm(z).

Oleh karena itu,Re(z) danim(z) adalah bilangan riil, jika
Re(z) = 0 danIm(z) # 0 makaz dinamakan imajiner murnipgre
imaginary), misalnya bilangaz = 3i. Khususnya, jikaRe(z) =0
dan Im(z) =1 makaz =i dan bilangan ini dinamakan satuan
imajiner (maginary unit). Apabila Im(z) = 0 maka z menjadi
bilangan riilRe(z) dengan bilangan rit sebagai bilangan kompleks
dengan bentuk sebagai berikut.

z=x+0i

danz, = x,, + iy,, n = 1,2,3 menyatakan tiga bilangan kompleks
sebarang
(Pallouras, 1975).

Sifat-Sifat 2.1.2 (Aljabar Bilangan K ompleks)

a. Hukum Komutatif
Z1+ 2, =2y + Z4,
212y = Z373,
z1+z,=21+ 2,
Zy =2 =71 = Iy,




212y = 2123,

Z Z;

b. Hukum Asosiatif
71+ (23 + 23) = (21 + 23)23,
z1(2,23) = (z127),
¢. Hukum Distributif (penyebaran)
21(zy + 23) = 212y + 2,23,
2,(2 + 73) = 2173 + 7123,
d. z=7z
e. zzZ =[Re(2)]? + [Im(2)]?
(Pallouras, 1975).

Definis 2.1.3 (Modulus)

Jika untuk sebarang bilangan kompleks- a + ib maka
modulus z ditulis sebagailz| dan didefinisikan sebagai panjang
vektorz sebagai berikut.

|z| =+ a? + b?

Definisi di atas menjelaskan bahwa moduluserupakan jarak titik
(0,0) ke titik (a, b) dan modulug merupakan bilangan yang tidak
negatif

(Pallouras, 1975).

Definisi 2.1.4 (Sifat K etaksamaan Segitiga)

Misalkanz;,z, € C maka akan berlaku sifat ketaksamaan
segitiga sebagai berikut.
|z1 + 23| < |z1] + |2,]
(Suryanto, 1993).

Bidang Kompleks 2.1.5 (Definis Cakram)

Pada bidang komplek§, apabila titikz, € C danr € R,
r > 0 maka himpunan titik-titikD (z,, ) dapat dinyatakan sebagai
berikut.

6



D(zy,r)={z€C: |z—2zy| <71}
dan disebut cakram terbuka dengan jarisfayang berpusat di,.
Jika suatu himpunan titik-titik dinyatakan dalanmtuk berikut.

D(zy,7)={z€C: |z—2z)| <7}

maka himpunan titik-titik D(z,, ) disebut cakram tertutup dengan
jari-jari r yang berpusat di,. D(0,1) disebut cakram satuan dan
untuk selanjutnya akan dinotasikan dengan

D={zeC: |z| <1}
(Graham dan Kohr, 2003).

Definis 2.1.6 (Daerah Terbuka)

HimpunanG < C disebut daerah terbuka jika untuk setiap
titik z, € G terdapaiD (zy, 1) € G
(Suryanto, 1993).

2.2 Fungsi Kompleks
Definis 2.2.1 (Fungs Kompleks)

Dalam bentuk, definisi fungsi kompleks adalah magngan
definisi fungsi peubah riil. Jadi, dengan mengdeanti peubah tak
bebasx denganz dan peubah bebas denganw, suatu definisi
y = f (x) dapat digunakan untuk mendefinisikan suatu fungsi
kompleksw = f (2)

(Pallouras, 1975).

Definis 2.2.2 (Fungsi Analitik)

Suatu fungsif(z) dikatakan analitik di titikz, jika
turunannya ada di semua titik pada suatu lingkuagadadi, fungsi
analitik selalu mempunyai turunan atau differensedangkan fungsi
yang terdifferensial belum tentu analitik

(Pallouras, 1975).



Definisi 2.2.3. (Deret Taylor dan Maclaurin)

Misalkanf(z) analitik dalamG € C danz, € G makaf(z)
dapat diekspansikan menjadi deret pangkat yang iskeefya
ditentukan dengan cara menghitung turunan fufigsada z,.
Ekspansi deret Taylor dituliskan sebagai berikut.

F@) = f0) + @) —20) + T @ zg)? 4t
(m)

jika z, = 0 maka disebut dengan deret Maclaurin
(McMahon, 2008).

Definisi 2.2.4 (Transformasi M obius)

1+z w—-1 .. .
Pemetaarw = o, danz = . dinamakan transformasi

Mobius
(Goodman, 1983).

Lemma 225 (LemmaA)

Jikap € P dan |ck| < 2,k = 1,2,3,.... maka persamaan
tersebut digunakan untuk mencapai transformasi dobeérikut.

f2) = 1 tj (2.1)
(Babalola, 2007).

Lemma 2.2.6 (Lemma B)

Jikap € P maka

_ |C1|2
>

2.2)

2
€
C2—7| <2

Kesamaan berlaku untuk fungsi berikut.

8



1 +% (c1 + €6y)z + 22

p(2) = olel = 1.

1 —
1-5 (g —ec)z— £z?

Dengan catatan bahwa ketaksamaan pada (2.2) dapest kbmbali
menjadi persamaan berikut.

1 1
c, = ch+£<2—§|01|2) el < 1. (2.3)
(Babalola, 2007).

2.3 Fungs Univalen
Definisi 2.3.1 (Fungsi Univalen)

Sebuah fungsf(z) disebut univalen dalam sebuah domain
G jika pemetaan satu-satu (ont®)ke dalam bayanganny&G)
danf(z) dikatakan univalen di dalam sebuah domé&injika
memenuhi kondisf (z,) = f(z2), z; € G, z, € G makaz, = z,
(Goodman, 1983).

Definis 2.3.2 (Fungs Starlike)

Sebuah fungsf € S dikatakanstarlike jika domainG adalah
starlike sehubungan dengan daerah asal. Fustgdike dinotasikan
denganS* dan fungsif € S adalah starlike jika dan hanya jika
memenuhi kondisi geometri sebagai berikut.

zf'(2)

Re T @

>0

(Duren, 1983).






BAB I11
PEMBAHASAN

Pada bab ini dibahas perhitungan batas atas mirtieal
beberapa modulus berikuta, — yasasl, |as — yayas —na3|,
las — nazas|, dan |as —&aya, —{aj| untuk suatu parameter
v,n, 14 & ¢ ER dan koefisienal,az,a3, as,as € C pada fungsi
starlike dan batas atas minimal dari beberapa modulus uierik
lay — yazasl, |a4 — Yazasz — ]/a§|, |a5 - ya§a3|, dan |a5 -
ya,a, — ya§| untuk suatu parametere R denganf =n=u=
& = () dan koefisier,, a,, as, as, as € C pada fungsstarlike.

Teorema 3.1

Misalkan f (z) merupakan fungsstarlike yang diperoleh
dari persamaan (1.1). Kemudian untuk suatu parameteu, é,¢ €
R dan koefisiema,, a,, as, a,, a5 € C sepertil = y, 1 — 2u, 1- ¢,
1 —-2¢, 1 —2¢& — 2 semua bilangan tidak negatif maka
diperoleh beberapa ketaksamaan sebagai berikut.

5
|a4—)/aza3|S4—6y;VS§, (3.1)
5
|a4—ya2a3—na§|$4—6y—8n;3y+4nS§, (3.2)
2
las —uajas| <5—12u; p < 5’ (3.3)
las — €a,a, — Ca3| < 5—88 —97;5¢6+60<2. (3.4)

Bukti :
Diketahui bahwaf (z) adalah starlike di manap €P diperoleh
sebagai berikut.

zf (2) = p(Df (2. (3.5)

Beberapa koefisien dibandingkan pada kedua ruasndpérsamaan
dengan menggunakan persamaan (1.1) dan persamagan (1

11



Dari persamaan (3.5), diperoleh jika
flz) = Z+ a,z% + azz3 + ayz* + agz® + -
f'(z) = 1+ 2a,z+ 3a3z%+ 4a,z3 + 5asz* + -
maka hasilnya sebagai berikut.

zf'(2) = p(2)f(2).

z(1+ 2a,z + 3a32% + 4a,2z% + 5asz* +--)
=1 +ciz+ 2%+ 323+ cpzt + )z + apz® +
a;z3 + ayz* + asz® + )

(z+ 2a,z% + 3a32z3 + 4a,z* + 5a:2° + )
= (z+ az% +a32® + ayz* + asz® + - +
122 + ayc,z3 + azcz* + ayciz° + ascyz8 + -
0323 + ay02% + azcy2° + a40,2% + ascyz” + -
c3z* + ayc32° + asc3z% + agc3z” + ascgz® + -
€42 + A€, 2% + 30427 + a4€428 + asc z® + -

~ 4+ + +

(z+ 2a,z% + 3a32z3 + 4a,z* + 5a:2° + )
= (z+ (az+¢))z% + (a3 + azc, + )23 +
(aq + azcq + aycy, + c3)z* +
(as + ascy + azcy + aycs +¢4)z° + -

dengan cara menyetarakan koefisien antara ruadddriruas kanan
maka diperoleh hasil sebagai berikut.

I) 2a2 = Qa + Cq1
az = Cl
i). az+ayc;+c, = 3as
cZ +c, = 2a;
_ 012 +c;
as = 12
2

12



|||) a4 + a3C1 + a2C2 + C3 = 4a4

a3C1 + a2C2 + C3 = 3a4
2 +c,

2 C1 + C1C2 AP C3 = 3a4
c3 +3cic, + 2¢3 = 6a,
1. N 1 - 1 a
—ci +=c6 +=C =
61 Tk T30 4

V). as+asc; +asc, +aycs +cy = 5as
auCq +aszc, +acz + ¢y = 4as
3 2
¢y + 3c1¢3 + 2c3 ci + ¢y
< 6 Cq1 R 2 Cy + A 4(15
Cc1C3 + ¢y
cf +3cicy + 2c4¢4 N cicy + c3 .
6 2 = 4a5
Cci1C3 + ¢y
1 4 2 1 5 2
—(cf +3cicy +2¢103) +=(cicy + ¢5)
24 8 3 as

+—cic3+—cC
2163 Tl

Jadi, dari perhitungan di atas diperoleh nilai fisien-
koefisien untuk a,,as,a,, dan as. Kemudian, nilai koefisien-
koefisien tersebut disubstitusikan ke dalam persanberikut.

1, 1 1 ct+c,
a, —yazaz = gcl+§clcz+§c3—y Cq >
1 1 1 2+ e
= ng +§C1C2 +§C3 -Y T
1., 1 1 1 ;1
= gcl +§clcz +§C3 —E)/c1 —EVC1CZ

13



3 2 6
cs & 2(1-3y)cf
_ B, qoaaf 20=3nc) 3.6
3 T ¢ ”2{62+3(1—y)2 Sy
1 1 1 i t+¢
_yazag_na% = gcf-i_EClcz +§C3_ycl< 2 >_ncf
1 3 1 1 1 3 1 3
e +EC162 +§C3 oY Tovact =N
s 1 1 1
= 3 +2C162(1 y)+61 <E—EV 7])
= 2+a-n5
y 2(1 -3y —6n)c? (3.7)
k2 3(1-y) 2))
a2 9 1
pasas 7 (et +3cfer + 2¢105) + S (cfe + ) +
1 1 c?+c
4clc3+4 .UC1< 2 )
-1 1 1 1 1
24C1+8C1C2 12C1C3+8C1C2+8C2+
1 1 1 4 2
213t G —EMC1 —E,uclcz
= Cy C1C3
— U 1—-2u)—
S > b +( ) 2+
ct
ﬁ(l —12u)
= C
4 £ —+ (1-2w
Eqf i 1-12u ¢ (3:8)
4 3(1—2;1) 2
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%517 S 00— (0 o3 (cf + 3cfey + 2¢4¢3) + 3 (cZcy +¢2)

1 1 c3 ¢, C
+_C1C3 +_C4_€C1<El+‘£+_3'>_

4 4 2 3
2+ ¢\
()
- ;Zcf+%clzcz +1—120103 +%clzcz +%022
it 2 VN
+ZC1C3 +Zc4—g§cl —Efcl c; —

1 1 4 1 . 1 )
§fC1C3—Z€C1—E§C1C2—Z(C2

=ct/1 4 1 1. 1
—(a‘af‘f)jcfczl(rzf‘zﬂ
20 fl=o) S

\hs 2

Cs i /2 cZ
7T A==+ 0=-205 +(1-2¢

ct 1-4&-67 c?
_2()7{62 + m7} (3.9)

Mengingat kembali dari pernyataan Teorema 3.1 iagiae
bilangan riil, yaitu1l—y,1—2u,1—-¢§,1—-2¢, dan 1 — 2§ — 2(
semua bilangan tidak bernilai negatif. Pada pendshaali ini,
setiapc, (dalam tanda kurung kurawal) di eliminasi padatiben
penyelesaian (3.6} (3.9) menggunakan persamaan (2.3).

Pada penyelesaian (3.6),

21—-3y)c? 5-—9y ¢? 2
( y) et _ Y €1 +£<2_|C1| ) (3.10)

“2T30-y) 2 30-y)2 2
|C1|2

di mana?2 - > 0, modulus dari (3.10) mencapai maksimum

15



untuk |c;| = 2 dengan syaray Sg ( yang mana kondisi tersebut

diberikan pada ketaksamaan (3.1) dari Teorema 3atl, modulus
dari (3.10) sebagai berikut.

21=-3y)c?| 2(5-9y)
Gt

31-y) 2 31-v)
dengan ketaksamaan segitiga dan lemma 2.2.5, msayah (3.6)
memberi hasil ketaksamaan (3.1) pada Teorema 3fhgdh cara
yang sama untuk penyelesaian (3.7) — (3.9) meRkkajumasing-
masing ketaksamaan (3.2) — (3.4) yang tertera padeema 3.1.

Pada penyelesaian (3.7),

20—3y—6n)cf 5-9y—12ncf

. 31—y) 2 3(1-y) 2
,_lal? (3.11)
g 2
2
di mana 2 R = 0, modulus dari (3.11) mencapai maksimum

untuk |c;| = 2 dengan syarat3y + 4n < g (yang mana kondisi

tersebut diberikan pada ketaksamaan (3.2) dariefemr3.1). Jadi,
modulus dari (3.11) sebagai berikut.

21-3y—6n)c?
31-y) 2

2(5=9y —12n)
3(1-v)

(&)

dengan ketaksamaan segitiga dan lemma 2.2.5, msayeh (3.7)
memberi hasil ketaksamaan (3.2) pada Teorema 3.1.

Pada penyelesaian (3.8),

1—12u c? 4 —18u c? ¢ |2
cy; + e s 1+s<2—|1|> (3.12)

2731-2w) 2 3(1-2p) 2 2

. |C1|2
di mana2 — —

16
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untuk |c;| = 2 dengan syaraty < % (yang mana kondisi tersebut

diberikan pada ketaksamaan (3.3) dari Teorema 3atl, modulus
dari (3.12) sebagai berikut.

g 1—12u c? _ 2(4 — 18u)
2T30—202| " 3-2) "’

dengan ketaksamaan segitiga dan lemma 2.2.5, mmayah (3.8)
memberi hasil ketaksamaan (3.3) pada Teorema 3.1.

Pada penyelesaian (3.9),

1-4¢-60 c¢f 4—10¢—12¢
2t3@—20-2002 30-2t-20) ©

£<2 ¥ I61I2> (3.13)

2

2
di mana?2 —lc—zl— > 0, modulus dari (3.13) mencapai maksimum

untuk |c;| = 2 dengan syarat5¢é + 6¢ < 2 (yang mana kondisi
tersebut diberikan pada ketaksamaan (3.4) dariefe®r3.1). Jadi,
modulus dari (3.13) sebagai berikut.

1—-4& -6 c?

2(4 — 10§ — 120)
2t3a-20-202

T30 -28-20)

dengan ketaksamaan segitiga dan lemma 2.2.5, mmayah (3.9)
memberi hasil ketaksamaan (3.4) pada Teoremaa3.1.
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Teorema 3.2

Misalkan f (z) merupakan fungsstarlike yang diperoleh
dari persamaan (1.1). Kemudian, jika untuk suatarpatery € R
dengan (y =n=u=¢& =) dan koefisiena,,a,,az a, as € C
sepertil- y, 1 — 2y, dan1 — 4y semua bilangan tidak negatif
maka diperoleh beberapa ketaksamaan sebagai berikut

5
las —yazas| <4 —6y; ]/Sg, (3.14)
5
lag —yazas —yaj| 34—14)/;)/Sﬁ, (3.15)
2
las — ya3as| SS—lZy;yS;, (3.16)
2
las — yaza, —ya3| 35—17y;ysﬁ. (3.17)
Bukti :

Diketahui bahwaf (z) adalahstarlike di manap € P diperoleh dari
persamaan (3.5). Beberapa koefisien dibandingkaa pedua ruas
dalam persamaardengan menggunakan persamaan (1.1) dan
persamaan (1.3). Dari persamaan (3.5), diperdtah ji

flz) = zZ+ ayz® + azz® + ayz* + agz® + -

f'(z) = 1+ 2a,z+ 3a3z> +4a,z3 + 5asz* + -
maka hasilnya sebagai berikut.

zf'(z) = p(2)f(2).

z (14 2a,z + 3a3z% + 4a,z% + 5asz* + )
=(1+ciz+ 2% + 323+ cpz* + )z + azz? +
a;z3 + az* + asz® + )

18



(z+ 2a,z% + 3a32z% + 4a,z* + 5a52° + )
= (z+ az® +azz® + auz* + asz® + - +
c1z% + ayciz3 + azczt + aycq 2z + ascyz® + -
€223 + ayc2* + a3¢,2°% + a4¢,2°% + ascyz” + -
c3z* + ayc32° + a3c32° + agc3z” + asczz® + -
€4z + a3042% + a3c,27 + agc,z® + ascyz® + -

~ + + +

(z+ 2a,z% + 3a3z° + 4a,z* + 5a52° + )
= (z+ (ay +c)z% + (a3 + aycq + )23 +
(ay + aszcq + azep +¢c3)z* +
(as + ascy + azcy + aycs +¢4)z° + -

dengan cara menyetarakan koefisien antara ruadddriruas kanan
maka diperoleh hasil sebagai berikut.

|) 2a2 = ay + Cq1
az - C1
") a3 + azcl + Cz = 3a3
¢t + ¢, = 203
2
a5 ) +C;
2
|||) a4_ + a3C1 + a2C2 + C3 = 4(14
a3C1 + a2C2 + C3 = 3(14_
cZ +c,
2 C]_ + C1C2 + C3 = 3a4
c2 +3ci0p + 2¢5 H R1E0)
1 3, 1 N 1
—-c —cqC —=C = a
g1 THh T3 4
IV). as+ asc; +asc, +a,c3+cy = 5as
ascq +aszcy; +azez + ¢y = 4as

19



3 2
ci + 3¢5 + 2¢3 i+ ¢y
< 6 Cq1 + 2 Cy +

= 40,5

Cc1C3 + Cy
ct +3cicy + 2cq¢5 N cicy+ c3 N

6 2 = 4(15
Cc1C3 + C4
L 2 1, 2
ﬁ(ﬁ + 3cicy; + 2¢403) +§(C1C2 +c5)+
1 1 = ds
—C1C3 +—cC
7163 T 7€

Jadi, dari perhitungan di atas diperoleh nilai fisben-
koefisien untuk a,,as,a,, dan as. Kemudian, nilai koefisien-
koefisien tersebut disubstitusikan ke dalam persanb@rikut.

1, 1 1 ct +c,
—Yaaz = 601 +EC1C2+§C3—V C1 >
1 1 1 2 +cic,

= 6013'+§C1C2+§C3—V<T

= 1c3+lcc +1c & 63—1 ciC

g1 TH2 TG 2V1 2]’12

c16(1—y) + (1 —3y)
2 6

+(1-v) (3.18)

_3
3
]
3
2(1 —3y)ci
GO =)

20



. 1 1 1 c+c, 4
—yayas; —ya; = gCl +2C1C2+3 —Ya 2 AL
1 1 1 1 3 1 3
= gcl + 2C1C2 + - 3 Eycl —E]/C1CZ —Ya
c 1 1 1
b +2c1c2(1 y) +ci (g—i)f V)
= C3
§+ (1- V)_
. 201 9)/) 2 (3.19)
2T3a-p 2J)
A -1 1
yajas 57 (el +3cfe; +20165) + 5 (cfer + ) +
1 1 2 +c,
ZC1C3 +ZC4_VC12< 2
=1 , 1 1
’2—ch +8C1C2 12C1C3+8C1C2+8C2+
ZC1C3 +ZC4 _Eycl _Eycl )
:C4+C1C3 22_|_(1 2) +
4 3 8

4
Sl iss
24 ¥

2
c2
+§+(1_2V)

2 Pl 12 o (3.20)
3(1—-2y) 2/

[\
+
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> —va?2 =1 1
YazQ4 —¥a3 ﬁ(cf + 3cZc, + 2C1C3) + —(C12C2 +c?)

1 1 C1Co
+ZC163+ZC4 ycl( +—— ——)—
2 +c,\
S5
=1 1 1 1,
ﬁC1+8C1C2+EC153+§C1C2+
1 1 1 LS.
§C2 +Zc1c3 +ZC4 —gycl —E)’C1C2 -
1 1, 1, 1,
3Vats =¥ —5Vat = ve
=ct/1 4
I(E—EV V>+C102(——V)+
C1C3 1 1
S0t ()

o 2

Cy C1C3 c2

4+(1 Y) 3 + (1 2y)8+
(3.21)

2 2
cq 1—-10y ci

1—4y) > —Wl il /Y,
( y)4{C2+3(1—4y) 2

Mengingat kembali dari pernyataan Teorema 3.2 lagiaebilangan
riil, yaitu 1 —y,1 — 2y, dan1 — 4y semua bilangan tidak bernilai
negatif. Pada pembahasan kali ini, setéap(dalam tanda kurung
kurawal) di eliminasi pada bentuk penyelesaian 834 (3.21)
menggunakan persamaan (2.3).

Pada penyelesaian (3.18),

20-3y)cf  5-9y ¢f lcy |
3(1—y) 2 3(1-y)2
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2
di mana?2 —% = 0, modulus dari (3.22) mencapai maksimum

untuk |c;| = 2 dengan syaray Sg (yang mana kondisi tersebut

diberikan pada ketaksamaan (3.14) dari Teorema Bag), modulus
dari (3.22) sebagai berikut.

20 =3y)c?|  2(5-9y)
QFtar—— 5| S s
31-y) 2 31-y)
dengan ketaksamaan segitiga dan lemma 2.2.5, esayeh (3.18)
memberi hasil ketaksamaan (3.14) pada TeoremaD&2gan cara

yang sama untuk penyelesaian (3.19) — (3.21) mekken masing-
masing ketaksamaan (3.15) — (3.17) yang tertera padrema 3.2.

Pada penyelesaian (3.19),

2(1—-9y)c? 5—-21yc? 2
( V)C1_ Y €1 +S<2_|C1|> (3.23)

2T 30—y 2 30-7)2 2

|C1|2

di mana 2 — = 0, modulus dari (3.23) mencapai maksimum

5 -
untuk |c;| = 2 dengan syaraty < == (yang mana kondisi tersebut

diberikan pada ketaksamaan (3.15) dari Teorema JBag), modulus
dari (3.23) sebagai berikut.

21-9y)c?
2T 309 2

2(5 = 21y)
-1 2|0

dengan ketaksamaan segitiga dan lemma 2.2.5, esayah (3.19)
memberi hasil ketaksamaan (3.15) pada Teorema 3.2.

Pada penyelesaian (3.20),

(3.24)

1-12y ¢2 4-18y c? lcy|?
Cy + == —+el2-
3(1-2y) 2 3(1-2y) 2 2
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2
di mana?2 —l%l— = 0, modulus dari (3.24) mencapai maksimum

untuk |c;| = 2 dengan syaraty < g (yang mana kondisi tersebut

diberikan pada ketaksamaan (3.16) dari Teorema JBag), modulus
dari (3.24) sebagai berikut.

1-12y 2

2(4 — 18y)
G+t —
3(1—2y) 2

— 3(1-2p)°

dengan ketaksamaan segitiga dan lemma 2.2.5, esayah (3.20)
memberi hasil ketaksamaan (3.16) pada Teorema 3.2.

Pada penyelesaian (3.21),

1-10y ¢f  4-22y < |01|2>

Y3042 30-4p ¢ 2 (228

2
di mana?2 —% = 0, modulus dari (3.25) mencapai maksimum

untuk |c;| = 2 dengan syaraty < % (yang mana kondisi tersebut

diberikan pada ketaksamaan (3.17) dari Teorema JBa#), modulus
dari (3.25) sebagai berikut.

1-10y c? 2(4 —22y)
GGt | £ ————=,
3(1 —4y) 2 3(1 —4y)

dengan ketaksamaan segitiga dan lemma 2.2.5, esayeh (3.21)
memberi hasil ketaksamaan (3.17) pada Teoremaa3.2.
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BAB IV
KESIMPULAN DAN SARAN

4.1. Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan diperoleh kesimpulan sebemait.

Model analisis pada Teorema 3.1 diperhitungkan sbaii@s
minimal dari keempat modulus untuk suatu parameter
v,n, U, €, € R dan koefisierny;, a,, az, ay, as € C pada fungsi
starlike sehingga diperoleh hasil estimasi batas atas ralnim
pada modulus koefisien fungstarlike dengan menggunakan
ketaksamaan segitiga dan lemma 2.2.5 maka penigiesa
(3.6)— (3.9) terbukti pada Teorema 3.1.

Model analisis pada Teorema 3.2 diperhitungkan sbaiti@s
minimal dari keempat modulus untuk suatu paramgterR
dengan ¥ =n =u = ¢ = () dan koefisiena,,a,,as, a,, as €
C pada fungsitarlike sehingga diperoleh hasil estimasi batas
atas minimal pada modulus koefisien fungsirlike dengan
menggunakan ketaksamaan segitiga dan lemma 2.2ka ma
penyelesaian pada (3.1:8)3.21) terbukti pada Teorema 3.2.

4.2. Saran

Pada pembahasan selanjutnya terdapat beberaparigainasih

dapat dikembangkan dari skripsi ini, yakni membkninodel
analisis estimasi batas atas minimal dengan keefigj, a;, ag dan
sampai tak terhingga.
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LAMPIRAN
Lampiran 1

Listing Program
> restart;
> with(plots);

[ animate, animate3d, animatecurve, arrow, changecoords, complexplot, complexplot3d,
conformal, conformal3d, contourplot , contourplot3d , coordplot , coordplot3d ,
densityplot, display, dualaxisplot , fieldplot , fieldplot3d , gradplot ,gradplot3d ,
implicitplot, implicitplot3d, inequal , interactive, interactiveparams, intersectplot ,
listcontplot, listcontplot3d, listdensityplot, listplot, listplot3d , loglogplot ,logplot ,
matrixplot, multiple, odeplot, pareto, plotcompare, pointplot, pointplot3d, polarplot,
polygonplot, polygonplot3d , polyhedra_supported , polyhedraplot , rootlocus,
semilogplot, setcolors, setoptions, setoptions3d , spacecurve, sparsematrixplot ,
surfdata, textplot, textplot3d, tubeplot ]
>f:=proc(z) local w; w:=Re(z)*exp(Im(z)*I);
w+2*wWA2+3*w 3+4*wN+5*w"5 end proc:
>changecoords(complexplot3d(f,0..10+2*Pi*|,axes=dmhstyle=wir
eframe), spherical);
8. .6 4 2. .0 2 4.5 8

Grafik FungsiSarlike
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Gambar modulus koefisien pada Teorema 3.1 dan e08e2.
> with(plots):
> complexplot((2/3)"0.5*(cos(x)-I*sin(x))"2,x= -PRi);

I 2 —_—
) 06 \
/_/ \‘\\
‘__/'/ ' 04 :"\.\-\
/ 02 \
/ \
lf
Jt 8 06 04 02 L 02 04 06 o.#
/
\ 02 /
\ 04 /
06 g
S "-—»,,‘M_/ii,_,-—""'”/
> with(plots):
> complexplot((2/3)"0.5*(cos(x)-I*sin(x))*2,x= -PRi);
a2 i e
/ 06 AN
/ L
//'/ N\
) 04 \
/"‘! \.\..‘
A'VI! 02 \Illx
{ \
.f \
T 8 06 04 02 L 02 04 06 OT
\ /
'-.\ 02 /
\ /
A\ 04 j £
. //
\\\\ 06 4
; Ny -
~
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> with(plots):

> complexplot((7/3)"0.5*(cos(x)-I*sin(x))"2,x= -PRi);

AT
,‘/"’ - ; N &
/ 1
Fd
7 A\
// \\
/ 05 \
/
/1
| \
-t.s 1 05 05 1 1.f
\ {
\ /
\'\ 045 /
\ :
\ /
\_\\ /
\ 1 /
\_\\ P
~ -
. P
ST R

> complexplot((2-8*3+7.5*3)"0.5*exp

(I*x),x= -Pi..Ipi

///~—~*__4\\ 3
//_,,- - 0.6 N
/ 04
/
/ N\
/
.“‘ \
/ A\
',n" 0.2 \
“(’
f
II 06 04 02 L 02 04 06 }
\
".‘ /
\ 02 /
..I\\ /"I I
\
\\ 04
. 06
\\\x,__i_ -
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> with(plots):
> complexplot((21/11)"0.5*(cos(x)-I*sin(x))"2,x= kEPi);

e —

051

Program fungsstarlike dengan modulus koefisien pada Teorema 3.1
dan Teorema 3.2.

> al:=4/9;
4

al = 9

> a2:=5/9;
=2

az = 9

> a3:=187/162;

a3 - 187
162

> ad.=1-2*y;
93¢

4 = 186
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> a5:=1/5+2*y/5;

37
a5 = 5430

>f:=proc(z) local w; w :=Re(z)*exp(Im(z)*1);
al*w+az2*w"2+a3*w 3+ad*w 4+a5*w"5 end proc:
> changecoords(complexplot3d(f, 0..10+2*Pi*l,
axes=boxed,style=wireframe), spherical);

B 5 4 .2 0 2 4. 85 8
- : |
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