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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar belakang 

Struktur aljabar adalah salah satu bidang matematika yang 

mengalami perkembangan pesat. Struktur aljabar didefinisikan 

sebagai himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan satu operasi 

biner atau lebih. Salah satu struktur aljabar yang dilengkapi dengan 

sebuah operasi biner adalah grup dan struktur aljabar yang 

dilengkapi dengan dua operasi biner diantaranya adalah ring dan 

seminearring. 

Ring adalah suatu struktur aljabar dengan dua operasi biner 

yang memenuhi aksioma-aksioma tertentu. Seminearring merupakan 

perumuman dari ring. Konsep seminearring diperkenalkan oleh B. V. 

Rootselaar dan W. G. Van Hoorn pada tahun 1967. Penulis lain yang 

juga membahas seminearring yaitu H. J. Weinert pada tahun 1976. 

Pada tahun 2012, R. Perumal dan R. Balakrishnan dalam 

jurnalnya yang berjudul Left Bipotent Seminearrings memper-

kenalkan seminearring yang memenuhi suatu kondisi sehingga 

menjadi Seminearring Bipoten Kiri. Oleh karena itu, dalam skripsi 

ini dibahas definisi, sifat-sifat serta membuktikan teorema yang 

berlaku di Seminearring Bipoten Kiri. 

 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang yang telah diuraikan di atas, 

permasalahan yang dibahas dalam penulisan skripsi ini adalah 

bagaimana definisi, contoh dan teorema yang berlaku di 

Seminearring Bipoten Kiri?  

 

1.3 Tujuan 

Tujuan pada penulisan skripsi ini adalah mempelajari 

definisi dan contoh serta membuktikan teorema yang berlaku di 

Seminearring Bipoten Kiri. 
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BAB II 

TINJAUAN PUSTAKA 

 

 Pada bab ini akan diberikan beberapa definisi dan contoh-

contoh terkait yang digunakan sebagai acuan dalam pembahasan. 

 

 

2.1 Operasi Biner 

 

Elemen-elemen suatu himpunan tak kosong dapat dikaitkan 

dengan operasi biner. Berikut ini akan diberikan definisi tentang 

relasi, pemetaan, dan operasi biner. 

 

Definisi 2.1.1 (Hasil Kali Kartesius) 

Misal A dan B adalah himpunan tak kosong. Himpunan pasangan 

terurut (x,y) dengan 𝑥 ∈ 𝐴 dan 𝑦 ∈ 𝐵 disebut hasil kali kartesius dari 

himpunan A dan B, dinotasikan sebagai 

𝐴 × 𝐵 =   𝑥, 𝑦  𝑥 ∈ 𝐴, 𝑦 ∈ 𝐵 . 
(Bhattacharya, dkk., 1986) 

 

Definisi 2.1.2 (Relasi) 

Misalkan 𝐴 dan 𝐵 adalah himpunan tak kosong, dan misalkan 𝑅 

adalah himpunan bagian dari 𝐴 × 𝐵. Maka 𝑅 disebut relasi dari 𝐴  ke 

𝐵. 
(Bhattacharya, dkk., 1986) 

 

Definisi 2.1.3 (Pemetaan) 

Misalkan 𝐴 dan 𝐵 adalah himpunan tak kosong. Pemetaan 𝑓 dari 𝐴  

ke 𝐵 adalah suatu relasi sedemikian sehingga untuk setiap 𝑥 ∈ 𝐴 

terdapat dengan tunggal 𝑦 ∈ 𝐵 dengan (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑓, selanjutnya 

dituliskan sebagai 𝑓 𝑥 = 𝑦. 

Pada pemetaan 𝑓 dari A ke B, himpunan 𝐴 disebut daerah 

asal (domain) 𝑓 dan himpunan 𝐵 disebut daerah kawan (kodomain) 

𝑓. Bayangan pemetaan 𝑓 adalah 𝐼𝑚 𝑥 =  𝑦 ∈ 𝐵|𝑦 = 𝑓 𝑥  .  
  (Bhattacharya, dkk., 1986) 
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Definisi 2.1.4 (Pemetaan Surjektif) 

𝑓 disebut pemetaan onto (surjektif) jika untuk setiap 𝑦 ∈ 𝐵 terdapat 
𝑥 ∈ 𝐴, sedemikian sehingga 𝑦 = 𝑓(𝑥). 

 (Bhattacharya, dkk, 1986) 

 

Definisi 2.1.5 (Operasi Biner) 

Misalkan S adalah himpunan tak kosong. Operasi biner ∗ pada 

himpunan S adalah pemetaan dari S × S ke S, atau dinotasikan 

sebagai  

∗ : S × S → S 

   𝑎, 𝑏 ↦∗  𝑎, 𝑏 = 𝑐 ∈ 𝑆. 

(Bhattacharya, dkk., 1986) 

 

Definisi 2.1.6 (Sifat Operasi Biner) 

Operasi biner ∗ ∶  𝑆 × 𝑆 → 𝑆 pada himpunan 𝑆 dikatakan 

(i) komutatif jika 𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑦 ∗ 𝑥, 
(ii) assosiatif jika 𝑥 ∗  𝑦 ∗ 𝑧 =  𝑥 ∗ 𝑦 ∗ 𝑧,  

Jika ∘ adalah operasi biner yang lain pada 𝑆 maka operasi biner 

∗ dikatakan 

(iii) distributif kiri atas ∘ jika 𝑥 ∗  𝑦 ∘ 𝑧 =  𝑥 ∗ 𝑦 ∘  𝑥 ∗ 𝑧 , 
(iv) distributif kanan atas ∘ jika  𝑦 ∘ 𝑧 ∗ 𝑥 =  𝑦 ∗ 𝑥 ∘  𝑧 ∗ 𝑥 ,  
untuk setiap 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑆. Jika operasi ∗ adalah distributif kanan dan 

kiri atas operasi ∘, maka operasi ∗ dikatakan sebagai distributif atas ∘. 
(Bhattacharya, dkk., 1986) 

 

 

2.2 Semigrup 

Semigrup merupakan suatu struktur aljabar yang terdiri dari 

himpunan tak kosong bersama dengan satu operasi biner. Definisi, 

contoh serta teorema yang berkaitan dengan semigrup diberikan 

sebagai berikut. 

 

Definisi 2.2.1 (Semigrup) 

Misalkan L himpunan tak kosong dan didefinisikan operasi biner ∗. 

(L, ∗) disebut semigrup jika  

(i)  𝐿,∗  tertutup : 𝑎 ∗ 𝑏 ∈ 𝐿 
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(ii)  𝐿,∗  assosiatif :  𝑎 ∗ 𝑏 ∗ 𝑐 = 𝑎 ∗  𝑏 ∗ 𝑐 , 
untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐿.  

  (Whitelaw, 1995) 

 

Contoh 2.2.2 

Diberikan himpunan bilangan asli ℕ dengan operasi penjumlahan. 

Maka  ℕ, +  adalah semigrup. 

Bukti: 

Akan dibuktikan  ℕ, +  adalah semigrup dengan memenuhi 

aksioma-aksioma berikut: 

1.  ℕ, +  tertutup yaitu 𝑎 + 𝑏 ∈ ℕ untuk setiap  𝑎, 𝑏 ∈ ℕ. 

Ambil sebarang 𝑎, 𝑏 ∈ ℕ maka 𝑎 + 𝑏 ∈ ℕ. Ambil 𝑎 = 1 dan 

𝑏 = 2 maka 1 + 2 ∈ ℕ. Dengan cara yang sama untuk setiap 

𝑎, 𝑏 ∈ ℕ berlaku 𝑎 + 𝑏 ∈ ℕ. Jadi   ℕ, +  bersifat tertutup. 

2.  ℕ, +  assosiatif yaitu (𝑎 + 𝑏) + c = 𝑎 + (𝑏 + c) untuk setiap  

 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℕ.  

Ambil sebarang a, b, c ∈ ℕ, maka (𝑎 + 𝑏) + c = 𝑎 + (𝑏 + c ). 

Ambil 𝑎 = 1, 𝑏 = 2, dan 𝑐 = 3 maka  

(𝑎 + 𝑏) + c = 𝑎 + (𝑏 + c ). 

Dari ruas kiri diperoleh (𝑎 + 𝑏) + 𝑐 =  1 + 2 + 3 = 6. 
Dari ruas kanan diperoleh 𝑎 + (𝑏 + 𝑐) = 1 +  2 + 3 = 6. 
Dengan cara yang sama untuk setiap a, b, c ∈ ℕ berlaku  

(𝑎 + 𝑏) + c = 𝑎 + (𝑏 + c ). Jadi  ℕ, +  berlaku sifat assosiatif. 

Karena  ℕ, +  memenuhi (1) dan (2) maka  ℕ, +  adalah semigrup.                        

 ∎ 

Definisi 2.2.3 (Semigrup Komutatif) 

Misalkan (L, ∗) adalah semigrup. Maka (L, ∗) disebut semigrup 

komutatif  jika 𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑏 ∗ 𝑎, untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 

                  (Golan, 1999) 

 

Contoh 2.2.4 

Diberikan semigrup  ℕ, + . Maka  ℕ, +  adalah semigrup komutatif. 

Bukti: 

1. Akan dibuktikan  ℕ, +  adalah semigrup. 

 ℕ, +  adalah semigrup telah dibuktikan pada Contoh 2.2.2 
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2. Akan dibuktikan  ℕ, +  adalah semigrup komutatif. 

Ambil sebarang 𝑎, 𝑏 ∈ ℕ maka 𝑎 + 𝑏 = 𝑏 + 𝑎. Ambil 𝑎 = 1 dan 

𝑏 = 3 maka 1 + 3 = 3 + 1 = 4. Dengan cara yang sama untuk 

setiap 𝑎, 𝑏 ∈ ℕ berlaku 𝑎 + 𝑏 = 𝑏 + 𝑎. 

Jadi  ℕ, +  merupakan semigrup dan memenuhi sifat komutatif. 

Karena  ℕ, +  memenuhi (1) dan (2) maka terbukti bahwa  ℕ, +  

adalah semigrup komutatif.                                                                                    

  ∎    

Definisi 2.2.5 (Semigrup Monoid)  

Misalkan  𝐿, ∗  suatu semigrup dan mempunyai elemen identitas e 
terhadap operasi biner penjumlahan atau pergandaan, sedemikian 

sehingga 𝑒 ∗ 𝑎 = 𝑎 ∗ 𝑒 = 𝑎 untuk setiap 𝑎 ∈ 𝐿. Maka  𝐿, ∗  disebut 

semigrup dengan elemen identitas atau semigrup monoid. 

(Durbin, 1992) 

Contoh 2.2.6 

Diberikan ℤ4 =  0 , 1 , 2 , 3   dengan operasi pergandaan. Maka   
 ℤ4 ,   adalah semigrup monoid. 

Bukti: 

1. Akan dibuktikan  ℤ4 ,   adalah semigrup dengan memenuhi 

aksioma-aksioma berikut: 

(i)  ℤ4 ,   tertutup yaitu 𝑎 𝑏 ∈ ℤ4 untuk setiap a, b ∈ ℤ4. 

Operasi pergandaan pada ℤ4 diberikan pada Tabel 2.1  

berikut: 

Tabel 2.1 Operasi Pergandaan pada ℤ𝟒 

  0  1  2  3  

0  0  0  0  0  

1  0  1  2  3  

2  0  2  0  2  

3  0  3  2  1  

 

Ambil sebarang a, b ∈ ℤ𝟒 maka 𝑎 𝑏 ∈ ℤ𝟒. Jadi   ℤ𝟒,    

berlaku sifat tertutup. 
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(ii)  ℤ𝟒,    assosiatif yaitu (𝑎 𝑏)   c = 𝑎  (𝑏 c) untuk setiap 

a, b, c ∈ ℤ𝟒.  

Ambil sebarang , 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ𝟒, maka (𝑎 𝑏)   c = 𝑎  (𝑏 c).  

Berdasarkan Tabel 2.1, ambil 𝑎 = 0 , 𝑏 = 2 , dan 𝑐 = 3  maka 

dari ruas kiri diperoleh  

(𝑎 𝑏)   𝑐 =  0  2   3 = 0 , 
dan dari ruas kanan diperoleh  

𝑎  (𝑏 c) = 0  (2  3 ) = 0 . 

Dengan cara yang sama untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℕ berlaku 

(𝑎 𝑏)   c = 𝑎  (𝑏 c) 

Jadi  ℤ𝟒,    berlaku sifat assosiatif. 

Karena  ℤ𝟒,    memenuhi (i) dan (ii) maka  ℤ𝟒,    adalah 

semigrup. 

2. Akan dibuktikan  ℤ𝟒,    adalah semigrup yang monoid. 

Elemen identitas ℤ𝟒 untuk pergandaan adalah 1  karena untuk 

setiap 𝑎 ∈ ℤ𝟒 berlaku 𝑎 1 = 1  𝑎 = 𝑎. 
Karena  ℤ𝟒,   memenuhi (1) dan (2) maka terbukti bahwa  ℤ𝟒,   

adalah semigrup monoid.                                                                   

 ∎   

Definisi 2.2.7 (Ideal) 

Misalkan (L, ∗) adalah semigrup. 𝐼 adalah himpunan bagian tak 

kosong dari 𝐿. Maka 𝐼 adalah ideal kanan atau kiri dari 𝐿 jika 𝐼𝐿 ⊆ 𝐼 

atau 𝐿𝐼 ⊆ 𝐼. 𝐼 adalah ideal jika 𝐼 ideal kanan dan ideal kiri. 

(Harju, 1966) 

 

Contoh 2.2.8 

𝐿 = ℤ8 =  0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7   adalah semigrup terhadap operasi 

pergandaan. Maka  𝐼 =  0 , 4   adalah ideal dari ℤ8. 

Bukti: 

1. Diketahui 𝐿 adalah semigrup terhadap operasi pergandaan 

modulo 8. Akan dibuktikan 𝐼 =  0 , 4    adalah ideal kanan, yaitu 

𝑖 ∈ 𝐼 dan 𝑙 ∈ 𝐿 maka 𝑖𝑙 ∈ 𝐼. 

(i) Untuk 𝑖 = 0  

0  0 =  0 , 0  4 =  0 ,  

0  1 =  0 , 0  5 =  0 , 

0  2 =  0 , 0  6 =  0 , 

0  3 =  0 , 0  7 =  0 . 
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(ii) Untuk 𝑖 = 4  

4  0 =  0 , 4  4 =  0 ,  

4  1 =  4 , 4  5 =  4 , 

4  2 =  0 , 4  6 =  0 , 

4  3 =  4, 4  7 =  4 . 

2. Akan dibuktikan 𝐼 =  0 , 4    adalah ideal kiri, yaitu 𝑖 ∈ 𝐼 dan 

𝑙 ∈ 𝐿 maka 𝑙𝑖 ∈ 𝐼. 

(i) Untuk 𝑖 = 0  

0  0 =  0 , 4  0 =  0 ,  

1  0 =  0 , 5  0 =  0 , 

2  0 =  0 , 6  0 =  0 , 

3  0 =  0 , 7  0 =  0 . 

(ii) Untuk 𝑖 = 4  

0  4 =  0 , 4  4 =  0 ,  

1  4 =  4 , 5  4 =  4 , 

2  4 =  0 , 6  4 =  0 , 

3  4 =  4, 7  4 =  4 . 

Berdasarkan (1) dan (2) maka terbukti bahwa 𝐼 =  0 , 4   adalah ideal 

dari ℤ8. 

∎ 
 

     

2.3 Grup  

 

Struktur aljabar yang lain adalah grup yang didefinisikan 

sebagai himpunan tak kosong dengan sebuah operasi biner dan 

memenuhi aksioma-aksioma tertentu. Perbedaan semigrup dan grup 

adalah grup memiliki elemen identitas dan setiap elemennya 

memiliki invers sedangkan semigrup tidak memiliki elemen identitas 

dan setiap elemennya tidak memiliki invers. 

 

Definisi 2.3.1 (Grup) 

Misalkan 𝐺 adalah suatu himpunan tak kosong dengan sebuah 

operasi biner ∗. Maka (𝐺,∗) disebut grup jika memenuhi aksioma-

aksioma berikut: 

(i) tertutup, yaitu untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺, berlaku 𝑎 ∗ 𝑏 ∈ 𝐺,  
(ii) assosiatif, yaitu untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐺 berlaku 𝑎 ∗  𝑏 ∗ 𝑐 =

 𝑎 ∗ 𝑏 ∗ 𝑐,  
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(iii) memiliki elemen identitas, yaitu terdapat 𝑒 ∈ 𝐺 sedemikian 

sehingga 𝑎 ∗ 𝑒 = 𝑒 ∗ 𝑎 = 𝑎, untuk setiap 𝑎 ∈ 𝐺, 
(iv) memiliki invers, yaitu untuk setiap 𝑎 ∈ 𝐺 terdapat 𝑎−1 ∈ 𝐺 

sedemikian sehingga 𝑎 ∗ 𝑎−1 = 𝑎−1 ∗ 𝑎 = 𝑒. 
    (Whitelaw, 1995) 

 

Contoh 2.3.2 

Diberikan 𝐺 =   2 , 4 , 6 , 8   dengan operasi pergandaan terhadap ℤ10. 

Maka   𝐺,   adalah grup. 

Bukti: 

Akan dibuktikan 𝐺 adalah grup. 

(i)  𝐺,   tertutup, yaitu 𝑎 𝑏 ∈ 𝐺, untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺 . 

Operasi pergandaan pada 𝐺 diberikan pada Tabel 2.2 berikut: 

Tabel 2.2 Operasi Pergandaan pada 𝑮 

  2  4  6  8  

2  4  8  2  6  

4  8  6  4  2  

6  2  4  6  8  

8  6  2  8  4  

 

Karena untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺 memenuhi 𝑎 𝑏 ∈ 𝐺, maka  𝐺,   

berlaku sifat tertutup. 

(ii)  𝐺,   assosiatif, yaitu (𝑎  𝑏)  c = 𝑎 (𝑏 c) untuk setiap 

𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐺 . Ambil sebarang , 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐺 , maka (𝑎 𝑏)  c = 

𝑎 (𝑏 c). Berdasarkan Tabel 2.2, ambil 𝑎 = 4 , 𝑏 = 6 , dan 

𝑐 = 8  maka dari ruas kiri diperoleh  

(𝑎 𝑏)   𝑐 =  4  6   8 = 2 , 
dan dari ruas kanan diperoleh  

𝑎  (𝑏 c) = 4  (6  8 ) = 2 . 

Dengan cara yang sama berlaku untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐺.  
Jadi  𝐺,   berlaku sifat assosiatif. 

(iii) Elemen identitas 𝐺 untuk pergandaan adalah 6  karena untuk 

setiap 𝑎 ∈ 𝐺 berlaku 𝑎 6 = 6  𝑎 = 𝑎. 
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(iv) Berdasarkan Tabel 2.2, diperoleh bahwa 2  8 = 6 ,  
4  4 = 6 , 6  6 = 6 , dan 8  2 = 6 . Ini berarti  2  −1 = 8 , 
 4  −1 = 4 ,  6  −1 = 6 , dan  8  −1 = 2 . Jadi setiap elemen dalam 

𝐺 mempunyai invers.  

Karena  𝐺,   memenuhi keempat aksioma, maka terbukti  𝐺,   

adalah grup.                                                                                        

 ∎ 
 

Definisi 2.3.3 (Grup Komutatif ) 

Misalkan  𝐺,∗  adalah suatu grup.  𝐺,∗  disebut grup komutatif jika 

𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑏 ∗ 𝑎 untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺.  
                         (Dummit dan Foote, 2002) 

 

 

2.4 Ring dan Ideal 

 

Ring merupakan salah satu bentuk struktur aljabar dengan 

dua operasi biner di dalamnya dan memenuhi aksioma-aksioma 

tertentu. 

  

Definisi 2.4.1 (Ring) 

Suatu himpunan tak kosong 𝑅 dengan dua operasi biner penjumlahan 
 +  dan pergandaan     disebut ring, jika 𝑅 memenuhi aksioma-

aksioma berikut: 

(i)  𝑅, +  merupakan grup komutatif, 

(ii)  𝑅,     merupakan semigrup, 

(iii)  𝑅, +,    memenuhi hukum distributif, yaitu untuk setiap 

𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 berlaku 

    𝑎  𝑏 + 𝑐 =  𝑎 𝑏 +  𝑎 𝑐  dan  𝑎 + 𝑏  𝑐 =  𝑎 𝑐 +  𝑏 𝑐 . 
   (Bhattacharya, dkk., 1986) 

 

Contoh 2.4.2 

Diberikan ℤ6 =  0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5  . Maka  ℤ6 , +,    adalah ring. 

Bukti: 

ℤ6 adalah ring jika memenuhi: 

(i)  ℤ6 , +  grup komutatif. 
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Himpunan bilangan bulat modulo 6 terhadap operasi 

penjumlahan diberikan pada Tabel 2.3 berikut: 

Tabel 2.3 Operasi Penjumlahan pada ℤ6 

+ 0  1  2  3  4  5  

0  0  1  2  3  4  5  

1  1  2  3  4  5  0  

2  2  3  4  5  0  1  

3  3  4  5  0  1  2  

4  4  5  0  1  2  3  

5  5  0  1  2  3  4  

a. Jelas ℤ6 tertutup terhadap operasi penjumlahan, karena untuk 

setiap 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ6 berlaku 𝑎 + 𝑏 ∈ ℤ6 . 
b. Akan ditunjukkan berlaku sifat assosiatif pada ℤ6 . 

Ambil 𝑎 = 2 , 𝑏 = 3 , dan 𝑐 = 4 ,  maka dari ruas kiri 

diperoleh 

 2  + 3  +  4  = 5  +  4  = 3 , 
dan dari ruas kanan diperoleh 

2  +  3 + 4   = 2  +  1  = 3 . 
Dengan cara yang sama, untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ6 berlaku  

 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 𝑎 +  𝑏 + 𝑐 . Jadi pada   ℤ6 , +  berlaku sifat 

assosiatif. 
c. Elemen identitas ℤ6 untuk penjumlahan adalah 0 , karena 

untuk setiap 𝑎 ∈ ℤ6 berlaku 𝑎 + 0 = 0 + 𝑎 = 𝑎. 
d. Berdasarkan Tabel 2.3, diperoleh bahwa 0 + 0 = 0 , 

1 + 5 = 0 , 2 + 4 = 0 , 3 + 3 = 0 , 4 + 2  = 0 , dan 5 + 1 = 0 . 

Ini berarti  0  −1 = 0 ,   1  −1 = 5 ,  2  −1 = 4 ,  3  −1 = 3 ,  

 4  −1 = 2 , dan  5  
−1

= 1 . Jadi setiap elemen dalam ℤ6 
mempunyai invers. 

e. Akan ditunjukkan berlaku sifat komutatif pada ℤ6. Ambil 

𝑎 = 3  dan 𝑏 = 4 , maka dari ruas kiri diperoleh 3 + 4 = 1  

dan dari ruas kanan diperoleh 4 + 3 = 1 . Dengan cara yang 

sama berlaku untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ6 .  
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(ii) Akan dibuktikan  ℤ6,    adalah semigrup. 

a.  ℤ6,   tertutup, yaitu 𝑎 𝑏 ∈ ℤ6, untuk setiap a, b ∈ ℤ6. 
Operasi pergandaan pada ℤ6 diberikan pada Tabel 2.4 

berikut: 

Tabel 2.4 Operasi Pergandaan pada ℤ6 

  0  1  2  3  4  5  

0  0  0  0  0  0  0  

1  0  1  2  3  4  5  

2  0  2  4  0  2  4  

3  0  3  0  3  0  3  

4  0  4  2  0  4  2  

5  0  5  4  3  2  1  

Ambil sebarang a, b ∈ ℤ𝟔 maka 𝑎 𝑏 ∈ ℤ𝟔. Jadi   ℤ𝟔,    

berlaku sifat tertutup. 

b.  ℤ𝟔 ,   assosiatif, yaitu (𝑎  𝑏)  c = 𝑎 (𝑏 c), untuk 

setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ𝟔. Ambil sebarang  𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ𝟔, maka   

(𝑎 𝑏)  c = 𝑎  (𝑏 c). Jadi  ℤ𝟔,   berlaku sifat assosiatif. 

(iii) Akan ditunjukkan berlaku sifat distributif pada ℤ6.  
Ambil 𝑎 = 1 , 𝑏 = 2 , dan 𝑐 = 3  maka 

a. Distributif kiri: 

Dari ruas kiri diperoleh 𝑎  𝑏 + 𝑐 = 1    2  + 3  = 5  dan 

dari ruas kanan diperoleh   𝑎 𝑏 +  𝑎 𝑐 =  1  2  +
 1  3  = 5 . 

b. Distributif kanan: 

Dari ruas kiri diperoleh  𝑎 + 𝑏  𝑐 =  1 + 2   3 = 3   dan 

dari ruas kanan diperoleh  𝑎 𝑐 +  𝑏 𝑐 =  1  3  +
 2  3  = 3 . 

Dengan cara yang sama, untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ6 berlaku 

𝑎  𝑏 + 𝑐 =  𝑎 𝑏 +  𝑎 𝑐  
dan  

 𝑎 + 𝑏  𝑐 =  𝑎 𝑐 +  𝑏 𝑐 . 
Karena ℤ6  memenuhi (i), (ii), dan (iii) maka terbukti ℤ6 adalah ring. 

 ∎ 
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Definisi 2.4.3 (Ring Komutatif) 

Suatu ring 𝑅 disebut komutatif jika  𝑅,    bersifat komutatif yaitu 

𝑎 𝑏 = 𝑏 𝑎 untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅. 

   (Bhattacharya, dkk., 1986) 

 

Definisi 2.4.4 (Pembagi Nol) 

Elemen 𝑎dalam ring 𝑅 disebut pembagi nol kanan jika terdapat 

elemen 𝑏 ≠ 0 dari 𝑅 sedemikian sehingga 𝑏 𝑎 = 0. Elemen 𝑎 

dalam ring 𝑅 disebut pembagi nol kiri jika terdapat elemen 𝑏 ≠ 0 

dari 𝑅 sedemikian sehingga 𝑎 𝑏 = 0. Elemen 𝑎 disebut pembagi 

nol jika 𝑎 pembagi nol kanan dan kiri. 

   (Bhattacharya, dkk., 1986) 

 

Contoh 2.4.5 

Diberikan ring 𝑀2 ℤ =   
0 𝑎
0 0

  𝑎 ∈ ℤ . Maka 𝑀2 ℤ  memuat 

pembagi nol. 

Bukti: 

Akan ditunjukkan 𝑀2 ℤ  memuat pembagi nol. 

Ambil 𝐴 =  
0 𝑎1

0 0
 , 𝑎1 ≠ 0 dan pilih 𝐵 =  

0 𝑎2

0 0
 , 𝑎2 ≠ 0 

sehingga dari ruas kiri diperoleh 

𝐴𝐵 =  
0 𝑎1

0 0
  

0 𝑎2

0 0
 =  

0 0
0 0

 , 

dari ruas kanan diperoleh 

𝐵𝐴 =  
0 𝑎2

0 0
  

0 𝑎1

0 0
 =  

0 0
0 0

 . 

Terbukti bahwa 𝑀2 ℤ  memuat pembagi nol.                                   

 ∎ 
 

Definisi 2.4.6 (Homomorfisma Ring) 

Misal 𝑅 dan 𝑅′   adalah ring. Homomorfisma 𝑅 ke 𝑅′   adalah 

pemetaan  : 𝑅 → 𝑅′   jika untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 berlaku: 

(i) 𝜎 𝑥 + 𝑦 = 𝜎 𝑥 + 𝜎(𝑦), 

(ii) 𝜎 𝑥𝑦 = 𝜎 𝑥 𝜎(𝑦).  

   (Bhattacharya, dkk., 1986) 
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Contoh 2.4.7 

Diberikan ring 𝑈 = {𝑘 + 𝑙 2 𝑘, 𝑙 ∈ ℤ } dan 𝑉 =   
𝑘 2𝑙
𝑙 𝑘

  𝑘, 𝑙 ∈ ℤ . 

Maka pemetaan 𝜎 yang didefinisikan sebagai berikut merupakan 

homomorfisma ring 
                                  𝜎 ∶ 𝑈 → 𝑉  

𝑘 + 𝑙 2 ↦ 𝜎 𝑘 + 𝑙 2 =  
𝑘 2𝑙
𝑙 𝑘

 . 

Bukti:  

Akan dibuktikan bahwa 𝜎 merupakan homomorfisma ring. 

Ambil 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑈 dimana 𝑥 = (𝑘 + 𝑙 2) dan  𝑦 = (𝑚 + 𝑛 2), 

(i) 𝜎(𝑥 + 𝑦) = 𝜎 (𝑘 + 𝑙 2 ) + (𝑚 + 𝑛 2)  

 = 𝜎   𝑘 + 𝑚 + (𝑙 + 𝑛) 2  

 =  
𝑘 + 𝑚 2 𝑙 + 𝑛 
𝑙 + 𝑛 𝑘 + 𝑚

  

 =  
𝑘 2𝑙
𝑙 𝑘

 +  
𝑚 2𝑛
𝑛 𝑚

  

 = 𝜎(𝑘 + 𝑙 2 ) + 𝜎(𝑚 + 𝑛 2) 
 = 𝜎 𝑥 + 𝛼 𝑦 .  

(ii) 𝜎 𝑥𝑦 = 𝜎 (𝑘 + 𝑙 2 )(𝑚 + 𝑛 2)  

 = 𝜎 𝑘𝑚 + 𝑘𝑛 2 + 𝑙𝑚 2 + 2𝑙𝑛  

 = 𝜎   𝑘𝑚 + 2𝑙𝑛 + (𝑘𝑛 + 𝑙𝑚) 2  

 =  
(𝑘𝑚 + 2𝑙𝑛) 2 𝑘𝑛 + 𝑙𝑚 

(𝑘𝑛 + 𝑙𝑚) (𝑘𝑚 + 2𝑙𝑛)
  

 =  
𝑘 2𝑙
𝑙 𝑘

  
𝑚 2𝑛
𝑛 𝑚

  

 = 𝜎 𝑘 + 𝑙 2 𝜎 𝑚 + 𝑛 2  

 = 𝜎 𝑥 𝜎 𝑦 .  
Berdasarkan (i) dan (ii) maka  𝜎 adalah homomorfisma ring. 

 ∎ 
 

Definisi 2.4.8 (Bayangan Homomorfisma) 

Misalkan 𝑅 adalah ring dan 𝑅′  adalah struktur aljabar. Maka 𝑅′  

adalah bayangan homomorfisma dari 𝑅 jika untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 

dan 𝑥′ , 𝑦′ ∈ 𝑅′  berlaku: 
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𝜎 : 𝑅 ⟶ 𝑅′  surjektif 

𝑥 ⟼ 𝜎 𝑥 = 𝑥 ′  

𝑦 ⟼ 𝜎 𝑦 = 𝑦′    

(i) 𝑥 + 𝑦 ⟼  𝑥 + 𝑦 ′ = 𝑥′ + 𝑦′  

𝜎 𝑥 + 𝑦 = 𝜎 𝑥 + 𝜎(𝑦). 

(ii) 𝑥 𝑦 ⟼  𝑥 𝑦 ′ = 𝑥′  𝑦′  

𝜎 𝑥 𝑦 = 𝜎 𝑥  𝜎(𝑦). 

(Andari, 2011) 

 

Contoh 2.4.9  

Pada Contoh 2.4.7 diberikan ring 𝑈 = {𝑘 + 𝑙 2 𝑘, 𝑙 ∈ ℤ } dan 

𝑉 =   
𝑘 2𝑙
𝑙 𝑘

  𝑘, 𝑙 ∈ ℤ . Pemetaan 𝜎 merupakan homomorfisma 

ring yang didefinisikan sebagai berikut  
𝜎 ∶ 𝑈 → 𝑉 

                                   𝑘 + 𝑙 2 ↦ 𝜎 𝑘 + 𝑙 2 =  
𝑘 2𝑙
𝑙 𝑘

 . 

Maka 𝑉 adalah bayangan homomorfisma dari 𝑈.  

Bukti: 

Akan dibuktikan  𝑉 adalah bayangan homomorfisma dari 𝑈. 

1. Pemetaan 𝜎 merupakan homomorfisma ring telah dibuktikan pada 

Contoh 2.4.7. 

2. Akan dibuktikan pemetaan  𝜎: 𝑈 ⟶ 𝑉 surjektif.  

Ambil 𝑦 ∈ 𝑉, terdapat 𝑥 ∈ 𝑈 sedemikian sehingga 𝜎 𝑥 = 𝑦. 

Berdasarkan (1) dan (2) maka  𝑉  adalah bayangan homomorfisma 

dari 𝑈. 
∎ 

 

Definisi 2.4.10 (Elemen Nilpoten) 

Elemen 𝑎 dalam ring R  adalah nilpoten jika terdapat 𝑛 bilangan 

bulat positif sehingga  𝑎𝑛 = 0. Himpunan semua elemen nilpoten 

yang merupakan elemen dari ring R disebut 𝑛𝑖𝑙 (𝑅). 
(Fraleigh, 1994) 
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Contoh 2.4.11 

Diberikan ring ℤ9 = {0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 } dengan operasi 

penjumlahan dan pergandaan. Maka 0 , 3  dan 6  merupakan elemen 

nilpoten dari ℤ9 dan nil (ℤ9) adalah {0 , 3 , 6} . 

Bukti: 

3 2 = 0 dan 6 3 = 0 sedemikian sehingga 0 , 3  dan 6  masing-masing 

adalah elemen nilpoten dan nil (ℤ9) adalah {0 , 3 , 6} . 
∎ 

 
Definisi 2.4.12 (Ideal) 

Himpunan bagian tak kosong 𝐼 pada ring 𝑅 disebut ideal kanan (kiri) 

pada 𝑅 jika: 

(i) 𝑎 − 𝑏 ∈ 𝐼, 
(ii) 𝑎𝑟 ∈ 𝐼  𝑟𝑎 ∈ 𝐼 , 
untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 dan setiap 𝑟 ∈ 𝑅. Jika 𝐼 ideal kiri dan ideal 

kanan pada 𝑅 maka 𝐼 disebut ideal dua sisi. 

    (Bhattacharya, dkk., 1986) 

 

Contoh 2.4.13 

Diberikan ring ℤ4 =  0 , 1 , 2 , 3   dan 𝐴 =  0 , 2  . Maka 𝐴 adalah ideal 

dari ring ℤ4. 

Bukti: 

Diketahui  ℤ4 , +,   adalah ring. Akan dibuktikan 𝐴 =  0 , 2   adalah 

ideal dari ring ℤ4 . 
(i) Operasi pengurangan pada 𝐴 diberikan pada Tabel 2.5 berikut: 

Tabel 2.5 Operasi Pengurangan pada 𝑨 

 

 

Berdasarkan Tabel 2.5, untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 berlaku 𝑎 − 𝑏 ∈ 𝐴. 
 



− 0  2  

0  0  2  

2  2  0  
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(ii) Akan dibuktikan 𝑎𝑟 ∈ 𝐴 dan  𝑟𝑎 ∈ 𝐴. Operasi pergandaan 𝑎𝑟 

diberikan pada Tabel 2.6 dan operasi pergandaan 𝑟𝑎 diberikan 

pada Tabel 2.7 berikut: 

Tabel 2.6 Operasi Pergandaan pada 𝒂𝒓 

𝑎 𝑟 𝑎𝑟 

0  0  0  

0  1  0  

0  2  0  

0  3  0  

2  0  0  

2  1  2  

2  2  0  

2  3  2  

 

Tabel 2.7 Operasi Pergandaan pada 𝒓𝒂 

𝑟 𝑎 𝑟𝑎 

0  0  0  

1  0  0  

2  0  0  

3  0  0  

0  2  0  

1  2  2  

2  2  0  

3  2  2  

 

Berdasarkan Tabel 2.6 dan Tabel 2.7, untuk setiap 𝑎 ∈ 𝐴 dan 

setiap 𝑟 ∈ 𝑅 berlaku 𝑎𝑟 ∈ 𝐴 dan 𝑟𝑎 ∈ 𝐴.  

Karena memenuhi (i) dan (ii), maka 𝐴 adalah ideal dari ℤ4 .     ∎ 

(Andari, 2011) 
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BAB III 

PEMBAHASAN 

 

Pada bab ini akan dibahas beberapa definisi, teorema dan 

proposisi serta contoh yang berkaitan dengan seminearring bipoten 

kiri berserta buktinya. 

 

3.1 Seminearring 

Seminearring merupakan struktur aljabar dengan dua operasi 

biner dan memenuhi aksioma-aksioma tertentu. Pada dasarnya 

seminearring dibedakan menjadi dua yaitu seminearring kiri dan 

seminearring kanan. Pada skripsi ini hanya akan dibahas pada 

seminearring kanan sebagaimana didefinisikan dibawah ini. 

Definisi 3.1.1 (Seminearring Kanan) 

Misalkan 𝑆 himpunan tak kosong dengan operasi penjumlahan dan 

pergandaan.  𝑆, +,   disebut seminearring (atau seminearring 

kanan) jika memenuhi aksioma-aksioma berikut: 

(i)  𝑆, +  adalah semigrup (tidak perlu komutatif), 

(ii)  𝑆,   adalah semigrup, 

(iii)  𝑆, , +  memenuhi  (𝑎 + 𝑏)  𝑐 = 𝑎 𝑐 + 𝑏  𝑐 (hukum 

distributif kanan) untuk semua 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑆. 

Jika S memenuhi hukum distributif kiri yaitu 𝑎  𝑏 + 𝑐 =
 𝑎  𝑏 + 𝑎 𝑐 untuk semua 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑆 maka S disebut seminearring 

kiri. Untuk selanjutnya dalam skripsi ini penulisan seminearring 

kanan cukup ditulis seminearring. Seminearring disebut komutatif 

jika berlaku 𝑎 𝑏 = 𝑏 𝑎 untuk semua 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆.  

 (Pilz, 1997) 

 

Contoh 3.1.2  

Diberikan himpunan bilangan bulat positif  dengan operasi 

penjumlahan dan pergandaan. Maka  ℤ+, +,    merupakan 

seminearring. 

Bukti: 

Akan ditunjukkan bahwa  ℤ+, +,    adalah seminearring. 

1.  ℤ+, +  adalah semigrup. 

(i)  ℤ+, +  tertutup. 

Ambil sebarang 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ+ maka 𝑎 + 𝑏 ∈ ℤ+  
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(ii)  ℤ+, +  assosiatif. 

Ambil sebarang 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ+, maka  

(𝑎 + 𝑏) + 𝑐 = 𝑎 + (𝑏 + 𝑐). 

Ambil 𝑎 = 2, 𝑏 = 4, dan 𝑐 = 7 maka dari ruas kiri diperoleh  

(𝑎 + 𝑏) + 𝑐 =  2 + 4 + 7 = 13, 

dan dari ruas kanan diperoleh 

𝑎 + (𝑏 + 𝑐) = 2 +  4 + 7 = 13. 

Dengan cara yang sama untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ+ berlaku  

(𝑎 + 𝑏) + 𝑐 = 𝑎 + (𝑏 + 𝑐). 

2.  ℤ+,   adalah semigrup. 

(i)  ℤ+,   tertutup. 

Ambil sebarang 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ+ maka 𝑎 𝑏 ∈ ℤ+  

(ii)  ℤ+,    assosiatif. 

Ambil sebarang 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ+, maka  

(𝑎 𝑏)  𝑐 = 𝑎  (𝑏 𝑐). 

Ambil 𝑎 = 2, 𝑏 = 4, dan 𝑐 = 7 maka dari ruas kiri diperoleh  

(𝑎 𝑏)   𝑐 =  2 4  7 = 56, 

dan dari ruas kanan diperoleh 

𝑎  (𝑏 𝑐) = 2  4 7 = 56. 

Dengan cara yang sama untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ+ berlaku  

(𝑎 𝑏)  𝑐 = 𝑎  (𝑏 𝑐). 

3.  ℤ+, +,   memenuhi hukum distributif kanan yaitu untuk setiap 

𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ+ berlaku (𝑎 + 𝑏)  𝑐 = 𝑎 𝑐 +  𝑏 𝑐.  

Ambil 𝑎 = 2, 𝑏 = 4, dan 𝑐 = 7 maka dari ruas kiri diperoleh 

(𝑎 + 𝑏)  𝑐 =  2 + 4  7 = 42, 
dan dari ruas kanan diperoleh 

𝑎 𝑐 +  𝑏 𝑐 = 2 7 + 4 7 = 42. 
Dengan cara yang sama untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ+ berlaku  

(𝑎 + 𝑏)  𝑐 = 𝑎 𝑐 +  𝑏 𝑐. 

Dari (1), (2) dan (3) terbukti bahwa  ℤ+, +,    merupakan 

seminearring. 

∎ 
 

Definisi 3.1.3 

Suatu seminearring dikatakan memiliki absorbing zero jika terdapat 

0 ∈ 𝑆 sedemikian sehingga 

𝑎 + 0 = 0 + 𝑎 = 𝑎 dan 𝑎 0 = 0 𝑎 = 0, 

untuk setiap 𝑎 ∈ 𝑆. 

(Perumal dan Balakrishnan, 2012) 
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Contoh 3.1.4 

Diberikan seminearring 𝑆 =  0, a, b, c, d  dengan operasi 

penjumlahan dan pergandaan yang  didefinisikan  pada Tabel 3.1 dan 

Tabel 3.2. Maka  𝑆, +,   merupakan seminearring dengan 

absorbing zero. 

Tabel 3.1 Operasi Penjumlahan pada S 

+ 0 a b c d 

0 0 a b c d 

a a a b d d 

b b b b d d 

c c d d c d 

d d d d d d 

Tabel 3.2 Operasi Pergandaan pada S 

  0 a b c d 

0 0 0 0 0 0 

a 0 a a a a 

b 0 a b b b 

c 0 a b c d 

d 0 a d d d 

 

Bukti: 

(i) Akan ditunjukkan bahwa  𝑆, +  merupakan semigrup dengan 

elemen identitas 0: 

a. Untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆 maka 𝑎 + 𝑏 ∈ 𝑆. 

b. Untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑆 maka  𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 𝑎 +  𝑏 + 𝑐 . 

Ambil 𝑎 = a, 𝑏 = c, dan 𝑐 = d maka dari ruas kiri diperoleh  

(𝑎 + 𝑏) + 𝑐 =  a + c + d = d, 

dan dari ruas kanan diperoleh 

𝑎 + (𝑏 + 𝑐) = a +  c + d = d. 
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Dengan cara yang sama untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑆 berlaku  

(𝑎 + 𝑏) + 𝑐 = 𝑎 + (𝑏 + 𝑐). 

c. Memiliki elemen identitas 0 sedemikian sehingga  

𝑎 + 0 = 0 + 𝑎 = 𝑎, 

untuk setiap 𝑎 ∈ 𝑆. 

Jadi terbukti bahwa  𝑆, +  merupakan semigrup dengan 

absorbing zero. 

(ii) Akan ditunjukkan bahwa  𝑆,    merupakan semigrup terhadap 

pergandaan: 

a. Untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆 maka 𝑎 𝑏 ∈ 𝑆. 

b. Untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑆 maka  𝑎 𝑏  𝑐 = 𝑎  𝑏 𝑐 . 

Ambil 𝑎 = a, 𝑏 = c, dan 𝑐 = d maka dari ruas kiri diperoleh  

 𝑎 𝑏  𝑐 =  a c  d = a, 
dan dari ruas kanan dipereoleh  

𝑎  𝑏 𝑐 = a  c d = a. 

Dengan cara yang sama untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑆 berlaku 

 𝑎 𝑏  𝑐 = 𝑎  𝑏 𝑐 . 

Jadi terbukti bahwa  𝑆,    merupakan semigrup. 

(iii) Berlaku hukum distributif kanan. 

Untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑆 maka (𝑎 + 𝑏)  c = 𝑎 𝑐 +  𝑏 𝑐. Ambil 

𝑎 = a, 𝑏 = c, dan 𝑐 = d maka dari ruas kiri diperoleh  

(𝑎 + 𝑏)  𝑐 =  a + c  d = d, 

dan dari ruas kanan diperoleh  

𝑎 𝑐 +  𝑏 𝑐 = a d + c d = d. 
Dengan cara yang sama untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑆 berlaku 

(𝑎 + 𝑏)  c = 𝑎 𝑐 +  𝑏 𝑐. 

Berdasarkan (i), (ii) dan (iii) maka terbukti bahwa himpunan 

𝑆 =  0, a, b, c, d  adalah suatu seminearring. 

∎ 
 

Teorema 3.1.5 

Elemen nilpoten seminearring S adalah nol jika dan hanya jika 

𝑥2 = 0 mengakibatkan 𝑥 = 0 untuk semua 𝑥 ∈ 𝑆. 

Bukti: 

 ⇒  Asumsikan elemen nilpoten 𝑆 adalah nol. Ambil 𝑥 ∈ 𝑆 dengan 

𝑥 elemen nilpoten 𝑆, karena elemen nilpoten adalah nol maka jelas 

berlaku 𝑥2 = 0 maka 𝑥 = 0. 
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 ⇐  Diketahui jika 𝑥2 = 0 maka 𝑥 = 0 untuk semua 𝑥 dalam 𝑆. 

Akan dibuktikan seminearring S memuat elemen nilpoten nol. 

Karena 𝑥2 = 0 maka 𝑥 = 0 untuk semua 𝑥 dalam 𝑆 maka terbukti 

bahwa seminearring S memuat elemen nilpoten nol. 

∎ 
 

Contoh 3.1.6 

Diberikan seminearring ℤ2 =  0 , 1  . Maka elemen nilpoten ℤ2 

adalah 0 . 

Bukti: 

1. Akan dibuktikan ℤ2 adalah seminearring. 

(i)  ℤ2 , +  semigrup. 

a. Tertutup: 𝑎 + 𝑏 ∈ ℤ2 untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ2. Operasi 

penjumlahan yang didefinisikan pada Tabel 3.3 berikut. 

Tabel 3.3 Operasi Penjumlahan pada ℤ2 

+ 0  1  

0  0  1  

1  1  0  

Ambil sebarang 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ𝟐 maka 𝑎 + 𝑏 ∈ ℤ𝟐. Jadi   ℤ𝟐, +  

berlaku sifat tertutup. 

b. Assosiatif: (𝑎 + 𝑏) + 𝑐 = 𝑎 +(𝑏 + 𝑐) untuk setiap 

𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ𝟐. Berdasarkan Tabel 3.3 misal diambil 𝑎 = 0 , 

𝑏 = 1 , dan 𝑐 = 1  maka dari ruas kiri diperoleh 

(𝑎 + 𝑏) + 𝑐 =  0 + 1  + 1 = 0 , 

dan dari ruas kanan diperoleh 

𝑎 +(𝑏 + 𝑐) = 0 +  1 + 1  = 0 . 

 Dengan cara yang sama untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ𝟐 berlaku 

(𝑎 + 𝑏) + 𝑐 = 𝑎 + (𝑏 + 𝑐). Jadi  ℤ𝟐, +  berlaku sifat 

assosiatif. 

(ii)  ℤ2 ,    semigrup. 

a. Tertutup: 𝑎 𝑏 ∈ ℤ2 untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ2. Operasi 

pergandaan pada ℤ2 diberikan pada Tabel 3.4 berikut. 
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Tabel 3.4 Operasi Pergandaan pada ℤ2 

  0  1  

0  0  0  

1  0  1  

Ambil sebarang 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ𝟐 maka 𝑎 𝑏 ∈ ℤ𝟐. Jadi   ℤ𝟐,    

berlaku sifat tertutup. 

b. Assosiatif: (𝑎 𝑏)  c = 𝑎 (𝑏 𝑐) untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 

ℤ𝟐. Berdasarkan Tabel 3.4, misal diambil 𝑎 = 0 , 𝑏 = 1 , 

dan 𝑐 = 1  maka dari ruas kiri diperoleh  

(𝑎 𝑏)   𝑐 =  0  1   1 = 0 , 
dan dari ruas kanan diperoleh  

𝑎  (𝑏 c) = 0  (1  1 ) = 0 . 

Dengan cara yang sama untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ2 berlaku 

(𝑎 𝑏)   c = 𝑎  (𝑏 c) 

Jadi  ℤ𝟐,    berlaku sifat assosiatif. 

(iii)  ℤ2 , +,    memenuhi hukum distributif kanan. 

Untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ2 maka (𝑎 + 𝑏)  c = 𝑎 𝑐 +  𝑏 𝑐. 

2. Akan dibuktikan elemen nilpoten ℤ𝟐 adalah  0 .  

𝑥 ∈ ℤ2, 0 2 = 0  sehingga 𝑥 = 0 .  

Berdasarkan (1) dan (2) maka terbukti bahwa elemen nilpoten ℤ2 

adalah 0 . 

∎ 

 

Definisi 3.1.7 

Misalkan 𝑆 adalah seminearring dan 𝐴 adalah sebarang himpunan 

bagian dari 𝑆. Maka radical dari 𝐴 yang dinotasikan dengan  𝐴 

yaitu  𝐴 =  𝑥 ∈ 𝑆|𝑥𝑘 ∈ 𝐴  dengan 𝑘 suatu bilangan bulat positif. 

(Perumal dan Balakrishnan, 2012) 

 

Contoh 3.1.8 

Diberikan seminearring 𝑆 =  0 , 2 , 4 , 6   dengan operasi penjumlahan 

dan pergandaan terhadap modulo 8 dan 𝐴 =  0 , 2 , 4  . Maka radical 

dari 𝐴 adalah  𝐴 =  0 , 2 , 4  . 
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Bukti: 

Akan dibuktikan bahwa 𝑆 =  0 , 2 , 4 , 6   memuat radical 𝐴. 

𝑆 =  0 , 2 , 4 , 6   dan 𝐴 =  0 , 2 , 4  . 
(i) Jika 𝑥 = 0  maka 0 1 = 0 . 

(ii) Jika 𝑥 = 2  maka 2 1 = 2 . 

(iii) Jika 𝑥 = 4  maka 41 = 4 . 

Sehingga  𝐴 =  0 , 2 , 4  . Terbukti bahwa 𝑆 =  0 , 2 , 4 , 6   memuat 

radical 𝐴. 

∎ 
 

Definisi 3.1.9 

Himpunan bagian tak kosong 𝐼 pada seminearring 𝑆 disebut ideal 

kanan (kiri) pada 𝑆 jika: 

(iii) 𝑎 + 𝑏 ∈ 𝐼, 
(iv) 𝑎𝑠 ∈ 𝐼  𝑠𝑎 ∈ 𝐼 , 
untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 dan setiap 𝑠 ∈ 𝑆. 

(Kandassamy, 2002) 

 

Contoh 3.1.10 

Diberikan seminearring ℤ2 =  0 , 1  . Maka 𝐼 =  0 , 1   adalah ideal 

dari ℤ2. 

Bukti: 

1. Akan dibuktikan ℤ2 adalah seminearring. 

ℤ2 adalah seminearring telah dibuktikan di Contoh 3.1.6. 

2. Akan dibuktikan 𝐼 adalah ideal dari ℤ2. 

(i) Operasi penjumlahan pada 𝐼 diberikan pada Tabel 3.5 

berikut. 

Tabel 3.5 Operasi Penjumlahan pada 𝐼  

+ 0  1  

0  0  1  

1  1  0  

Berdasarkan Tabel 3.5, untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 berlaku 

𝑎 + 𝑏 ∈ 𝐼.   
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(ii) Akan dibuktikan 𝑎𝑠 ∈ 𝐼 dan 𝑠𝑎 ∈ 𝐼. Operasi pergandaan 𝑎𝑠 

dan 𝑠𝑎 diberikan pada Tabel 3.6 dan Tabel 3.7 berikut: 

Tabel 3.6 Operasi Pergandaan pada 𝒂𝒔 

𝑎 𝑠 𝑎𝑠 

0  0  0  

0  1  0  

1  0  0  

1  1  1  

Tabel 3.7 Operasi Pergandaan pada 𝒔𝒂 

𝑠 𝑎 𝑠𝑎 

0  0  0  

1  0  0  

0  1  0  

1  1  1  

Berdasarkan Tabel 3.6 dan Tabel 3.7, untuk setiap 𝑎 ∈ 𝐼 dan 

𝑠 ∈ ℤ2 berlaku  𝑎𝑠 ∈ 𝐼 dan 𝑠𝑎 ∈ 𝐼. 

Berdasarkan (1) dan (2) maka 𝐼 adalah ideal dari ℤ2. 

∎ 
 

Contoh 3.1.11 

Diberikan seminearring ℕ. Maka 𝐼 =  2, 4, 6, …   adalah ideal dari ℕ. 

Bukti: 

1. Akan dibuktikan ℕ adalah seminearring. 

(i)  ℕ, +  adalah semigrup. 

 ℕ, +  adalah semigrup sudah dibuktikan pada contoh 2.2.2 

(ii)  ℕ,   adalah semigrup. 

a. Ambil sebarang 𝑎, 𝑏 ∈  ℕ, maka 𝑎 𝑏 ∈  ℕ. 

 Jadi pada  ℕ,   berlaku sifat tertutup. 

b. Ambil sebarang 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈  ℕ, maka  

𝑎  𝑏 𝑐 =  𝑎 𝑏  𝑐. 

Jadi pada  ℕ,   berlaku sifat assosiatif. 

(iii)  ℕ, +,   memenuhi hukum distributif kanan yaitu untuk   

setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈  ℕ berlaku (𝑎 + 𝑏)  c = 𝑎 𝑐 +  𝑏 𝑐. 

Dari (i), (ii) dan (iii) terbukti bahwa ℕ merupakan seminearring. 

2. Akan dibuktikan 𝐼 adalah ideal dari ℕ. 
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(i) Operasi penjumlahan pada 𝐼 diberikan pada Tabel 3.8 

berikut. 

Tabel 3.8 Operasi Penjumlahan pada 𝐼  

+ 2 4 6 

2 4 6 8 

4 6 8 10 

6 8 10 12 

Berdasarkan Tabel 3.8, untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 berlaku 

𝑎 + 𝑏 ∈ 𝐼.   

(ii) Akan dibuktikan 𝑎𝑠 ∈ 𝐼 dan 𝑠𝑎 ∈ 𝐼. Operasi pergandaan 𝑎𝑠 

dan 𝑠𝑎 diberikan pada Tabel 3.9 dan Tabel 3.10 berikut: 

Tabel 3.9 Operasi Pergandaan pada 𝒂𝒔 

𝑎 𝑠 𝑎𝑠 

2 1 2 
2 2 4 
2 3 6 
4 1 4 
4 2 8 
4 3 12 
6 1 6 
6 2 12 
6 3 18 

Tabel 3.10 Operasi Pergandaan pada 𝒔𝒂 

𝑠 𝑎 𝑠𝑎 

1 2 2 
2 2 4 
3 2 6 
1 4 4 
2 4 8 
3 4 12 
1 6 6 
2 6 12 
3 6 18 
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Berdasarkan Tabel 3.9 dan Tabel 3.10, untuk setiap 𝑎 ∈ 𝐼 

dan 𝑠 ∈ ℕ berlaku  𝑎𝑠 ∈ 𝐼 dan 𝑠𝑎 ∈ 𝐼. 

Berdasarkan (1) dan (2) maka 𝐼 adalah ideal dari ℕ. 

∎ 
 

Definisi 3.1.12 

Ideal 𝑃 dalam seminearring 𝑆 disebut ideal prima jika  𝐴 dan B 

adalah ideal dalam 𝑆 sedemikian sehingga 𝐴𝐵 ⊆ 𝑃 maka 𝐴 ⊆ 𝑃 

atau 𝐵 ⊆ 𝑃. 

(Bhattacharya, dkk., 1986) 

Contoh 3.1.13 

Misalkan ℕ adalah seminearring. 𝐴, 𝐵 dan 𝑃 adalah ideal dari ℕ 

dengan 𝑃 = 2ℕ, 𝐴 = 4ℕ dan 𝐵 = 6ℕ. Maka 𝑃 merupakan ideal 

prima dari ℕ. 

Bukti: 

Diketahui 𝐴, 𝐵 dan 𝑃 adalah ideal dari ℕ dengan 

𝑃 = 2ℕ =  2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, …  , 
𝐴 = 4ℕ =  4, 8, 12, 16, 20, 24, 28, …   dan 

𝐵 = 6ℕ =  6, 12, 18, 24, 30, 36, …  . 
Sehingga jelas ideal 𝑃 merupakan ideal prime karena jika 𝐴𝐵 ⊆ 𝑃 

maka 𝐴 ⊆ 𝑃 atau 𝐵 ⊆ 𝑃. 

∎ 
 

 

3.2 Seminearring Bipoten Kiri 

 

Definisi 3.2.1 

Suatu seminearring S disebut normal kiri jika 𝑎 ∈ 𝑆𝑎 untuk setiap 

𝑎 ∈ 𝑆.  

(Perumal dan Balakrishnan, 2012) 

Contoh 3.2.2 

Diberikan seminearring 𝑆 =  0, a, b, c, d  dengan operasi 

penjumlahan dan  pergandaan yang didefinisikan pada Tabel 3.11 

dan Tabel 3.12 sebagai berikut. 
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Tabel 3.11 Operasi Penjumlahan pada S 

+ 0 a b c d 

0 0 a b c d 

a a a b d d 

b b b b d d 

c c d d c d 

d d d d d d 

Tabel 3.12 Operasi Pergandaan pada S 

  0 a b c d 

0 0 0 0 0 0 

a 0 a a a a 

b 0 a b b b 

c 0 a b c d 

d 0 a d d d 

Maka  S adalah seminearring normal kiri. 

Bukti: 

1. Akan ditunjukkan bahwa 𝑆 =  0, a, b, c, d  adalah seminearring. 

𝑆 =  0, a, b, c, d  adalah suatu seminearring sudah dibuktikan 

pada Contoh 3.1.4. 

2. Akan ditunjukkan bahwa S adalah seminearring normal kiri. 

Ambil sebarang 𝑎 ∈ 𝑆. Akan dibuktikan bahwa 𝑎 ∈ 𝑆𝑎. 

(i) Jika 𝑎 = 0 maka  

0 0 = 0, 

a 0 = 0, 

b 0 = 0, 

c 0 = 0, 

d 0 = 0. 

(ii) Jika 𝑎 = a maka  

0 a = 0, 

a a = a, 
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b a = a, 

c a = a, 

d a = a. 

(iii) Jika 𝑎 = b maka  

0 b = 0, 

a b = a, 

b b = b, 

c b = b, 

d b = d. 

(iv) Jika 𝑎 = c maka  

0 c = 0, 

a c = a, 

b c = b, 

c c = c, 

d c = d. 

(v) Jika 𝑎 = d maka  

0 d = 0, 

a d = a, 

b d = b, 

               c d = d 

d d = d. 

Berdasarkan (1) dan (2) maka terbukti bahwa himpunan  

𝑆 =  0, a, b, c, d  adalah suatu seminearring normal kiri. 

∎ 
 

Definisi 3.2.3 

Suatu seminearring S disebut bipoten kiri jika 𝑆𝑎 = 𝑆𝑎2 untuk setiap 

𝑎 ∈ 𝑆. 

(Perumal dan Balakhrisnan, 2012) 

Contoh 3.2.4 

Diberikan seminearring 𝑆 =  0, a, b, c, d  dengan operasi 

penjumlahan dan pergandaan yang didefinisikan pada Tabel 3.13 dan 

Tabel 3.14 sebagai berikut. 
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Tabel 3.13 Operasi Penjumlahan pada S 

+ 0 a b c d 

0 0 a b c d 

a a a b d d 

b b b b d d 

c c d d c d 

d d d d d D 

Tabel 3.14 Operasi Pergandaan pada S 

  0 a b c D 

0 0 0 0 0 0 

a 0 a a a A 

b 0 a b b B 

c 0 a b c D 

d 0 a d d D 

Maka S adalah seminearring bipoten kiri. 

Bukti: 

1. Akan ditunjukkan bahwa 𝑆 =  0, a, b, c, d  adalah seminearring. 

𝑆 =  0, a, b, c, d  adalah suatu seminearring sudah dibuktikan 

pada Contoh 3.1.4. 

2. Akan ditunjukkan bahwa seminearring S adalah bipoten kiri. 

Ambil sebarang 𝑎 ∈ 𝑆. Akan dibuktikan bahwa 𝑆𝑎 = 𝑆𝑎2. 

(i) Jika 𝑎 = 0 maka  

0 0 = 0 02 = 0, 

               a 0 = a 02 = 0, 

b 0 = b 02 = 0, 

c 0 = c 02 = 0, 

d 0 = d 02 = 0. 

(ii) Jika 𝑎 = a maka  

0 a = 0 a2 = 0, 

a a = a a2 = a, 
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b a = b a2 = a, 

c a = c a2 = a, 

d a = d a2 = a. 

(iii) Jika 𝑎 = b maka  

0 b = 0 b2 = 0, 

a b = a b2 = a, 

b b = b b2 = b, 

c b = c b2 = b, 

d b = d b2 = d. 

(iv) Jika 𝑎 = c maka  

0 c = 0 c2 = 0, 

a c = a c2 = a, 

b c = b c2 = b, 

c c = c c2 = c, 

 d c = d c2 = d. 

(v) Jika 𝑎 = d maka  

0 d = 0 d2 = 0, 

a d = a d2 = a, 

b d = b d2 = b, 

                c d = c d2 = d, 

 d d = d d2 = d. 

Berdasarkan (1) dan (2) maka terbukti bahwa himpunan  

𝑆 =  0, a, b, c, d  adalah suatu seminearring bipoten kiri. 

∎ 
 

Teorema 3.2.5 

Seminearring normal kiri 𝑆 adalah bipoten kiri jika dan hanya jika 

𝐴 =   𝐴 untuk setiap ideal kiri dari 𝑆. 

Bukti: 

 ⇒  Misalkan 𝑥 ∈  𝐴 maka terdapat bilangan bulat positif k 

sedemikian sehingga 𝑥𝑘 ∈ 𝐴. 𝑆 adalah seminearring normal kiri 

sehingga  𝑥 ∈ 𝑆𝑥. Kemudian 𝑆 adalah bipoten kiri sehingga 

𝑥 ∈ 𝑆𝑥 =  𝑆𝑥2. 

Karena 𝑆 adalah seminearring normal kiri bipoten kiri maka  

𝑥 ∈ 𝑆𝑥 =  𝑆𝑥2 

           𝑥 = 𝑦𝑥2, untuk  suatu 𝑦 ∈ 𝑆. 

 𝑥 = 𝑦𝑥𝑥 
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𝑥 = 𝑦 𝑦𝑥2 𝑥 

𝑥 =  𝑦2𝑥3  

𝑥 = 𝑦2𝑥𝑥2 

𝑥 = 𝑦2 𝑦𝑥2 𝑥2 

𝑥 = 𝑦3𝑥4 

Secara umum, 𝑥 dapat dinyatakan sebagai 

𝑥 = 𝑦𝑘−1𝑥𝑘 ∈ 𝑆𝐴 ⊆ 𝐴 untuk 𝑥 ∈ 𝐴. 

Sehingga,  

 𝐴 ⊆ 𝐴. 

Akan dibuktikan jika 𝑥 ∈ 𝐴 maka 𝑥 ∈  𝐴. Menurut Definisi 

3.1.7,  𝐴 =  𝑥 ∈ 𝑆|𝑥𝑘 ∈ 𝐴  dengan 𝑘 suatu bilangan bulat 

positif. Jelas 𝑥 ∈ 𝐴 maka 𝑥 ∈  𝐴. Sehingga 𝐴 ⊆  𝐴  

Karena 𝐴 ⊆  𝐴 dan  𝐴 ⊆ 𝐴 maka 𝐴 ⊆  𝐴. 

 ⇐  Misal 𝑆𝑎2 adalah ideal kiri 𝑆. Jika 𝑎 ∈ 𝑆, 𝑎3 = 𝑎𝑎2  ∈ 𝑆𝑎2 

maka 𝑎 ∈  𝑆𝑎2 = 𝑆𝑎2.   

       Sehingga untuk sebarang 𝑥 ∈ 𝑆 dan untuk suatu 𝑦 ∈ 𝑆 

                                                        𝑥𝑎 = 𝑥 𝑦𝑎2 ∈ 𝑆𝑎2, 

                                                𝑆𝑎 ⊆ 𝑆𝑎2. 

Misal  𝑆𝑎 adalah ideal kiri 𝑆. Jika 𝑎 ∈ 𝑆, 𝑎2 = 𝑎𝑎 ∈ 𝑆𝑎 maka 

𝑎 ∈ 𝑆𝑎 =  𝑆𝑎. 

       Sehingga untuk sebarang 𝑥 ∈ 𝑆 dan untuk suatu 𝑦 ∈ 𝑆 

   𝑎 ∈ 𝑆𝑎 =  𝑆𝑎 

                                 𝑥𝑎2 = 𝑥(𝑦𝑎2)2 ∈ 𝑆𝑎, 

                                                      𝑥𝑎2 ∈ 𝑆𝑎  

                                                      𝑆𝑎2 ⊆  𝑆𝑎. 

S adalah bipoten kiri.   

                                          ∎ 

Contoh 3.2.6 

Diberikan seminearring normal kiri 𝑆 =  0 , 2 , 4 , 6 , 8   dengan operasi 

penjumlahan dan pergandaan yang didefinisikan pada Tabel 3.15 dan 

Tabel 3.16 sebagai berikut serta 𝐴 =  0 , 2  . Maka 𝑆 bipoten kiri. 
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Tabel 3.15 Operasi Penjumlahan pada S 

+ 0  2  4  6  8  

0  0  2  4  6  8  

2  2  2  4  8  8  

4  4  4  4  8  8  

6  6  8  8  6  8  

8  8  8  8  8  8  

Tabel 3.16 Operasi Pergandaan pada S 

  0  2  4  6  8  

0  0  0  0  0  0  

2  0  2  2  2  2  

4  0  2  4  4  4  

6  0  2  4  6  8  

8  0  2  8  8  8  

 

Bukti: 

1. Akan ditunjukkan 𝑆 =  0 , 2 , 4 , 6 , 8   adalah seminearring normal 

kiri.  

Ambil sebarang 𝑎 ∈ 𝑆. Akan dibuktikan 𝑎 ∈ 𝑆𝑎. 

(i) Jika 𝑎 = 0  maka 

0  0 = 0 , 

2  0 =  0 , 

4  0 = 0 , 

6  0 = 0 , 

8  0 = 0 . 

(ii) Jika 𝑎 = 2  maka 

0  2 = 0 , 

2  2 =  2 , 

4  2 = 2 , 

6  2 = 2 , 
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8  2 = 2 . 

(iii) Jika 𝑎 = 4  maka 

0  4 = 0 , 

2  4 =  2 , 

4  4 = 4 , 

6  4 = 4 , 

8  4 = 8 . 

(iv) Jika 𝑎 = 6  maka 

0  6 = 0 , 

2  6 =  2 , 

4  6 = 4 , 

6  6 = 6 , 

8  6 = 8 . 

(v) Jika 𝑎 = 8  maka 

0  8 = 0 , 

2  8 =  2 , 

4  8 = 4 , 

6  8 = 8 , 

8  8 = 8 . 

2. Akan ditunjukkan 𝐴 =   𝐴. 

0 1 = 0 , 

2 1 = 2 . 

Sehingga  𝐴 =  0 , 2  . 
Berdasarkan (1) dan (2) maka terbukti bahwa 𝑆 adalah bipoten kiri.  

∎ 
 

Teorema 3.2.7 

Bayangan homomorfisme dari seminearring normal kiri bipoten kiri 

adalah seminearring normal kiri bipoten kiri. 

Bukti: 

Misalkan 𝑆 adalah seminearring normal kiri bipoten kiri dan 𝑆 ′  

adalah bayangan homomorfisme dari 𝑆. 𝜎 merupakan pemetaan 

homomorfisme dari 𝑆 ke 𝑆 ′  yang surjektif. Ambil sebarang 

𝑎′ , 𝑏′ , 𝑐′ , 𝑦′ ∈ 𝑆 ′ . Karena 𝜎 surjektif, maka terdapatlah 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑦 ∈ 𝑆 

sehingga 𝑎′ = 𝜎 𝑎 , 𝑏′ = 𝜎 𝑏 , 𝑐′ = 𝜎 𝑐 , 𝑦′ = 𝜎 𝑦 , dan 𝑆 ′ =
𝜎 𝑆 . 

1. Akan ditunjukkan 𝑆 ′  seminearring. 
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(i)  𝑆 ′  , +  semigrup (tidak harus komutatif)  

a. Tertutup. 

Ambil sebarang 𝑎′ , 𝑏′ ∈ 𝑆 ′  sehingga  

𝑎′ + 𝑏′ =  𝜎 𝑎 + 𝜎 𝑏  

                                        =  𝜎(𝑎 + 𝑏) ∈ 𝜎 𝑆  

                                                          = 𝜎(𝑎 + 𝑏) ∈ 𝑆 ′  

                                              = 𝑎′ + 𝑏′ ∈ 𝑆 ′  
b. Assosiatif 

Ambil sebarang 𝑎′ , 𝑏′ , 𝑐′ ∈ 𝑆 ′  sehingga  

(𝑎′ + 𝑏′ ) + 𝑐′ =  𝜎 𝑎 + 𝜎 𝑏  + 𝜎 𝑐  

   =  𝜎 𝑎 + 𝑏  + 𝜎 𝑐  

  = 𝜎  𝑎 + 𝑏 + 𝑐  

  = 𝜎 𝑎 +  𝑏 + 𝑐   

  = 𝜎 𝑎 + 𝜎 𝑏 + 𝑐  

  = 𝜎 𝑎 +  𝜎 𝑏 + 𝜎 𝑐   

  = 𝑎′ +  𝑏′ + 𝑐′ . 

(ii)  𝑆 ′ ,   semigrup 

a. Tertutup 

Ambil sebarang 𝑎′ , 𝑏′ ∈ 𝑆 ′  sehingga  

𝑎′  𝑏′ =  𝜎 𝑎  𝜎 𝑏  

                    =  𝜎(𝑎 𝑏) ∈ 𝜎 𝑆  

                    = 𝜎(𝑎 𝑏) ∈ 𝑆 ′  

                    = 𝑎′  𝑏′ ∈ 𝑆 ′  
b. Assosiatif  

Ambil sebarang 𝑎′ , 𝑏′ , 𝑐′ ∈ 𝑆 ′  sehingga  

( 𝑎′  𝑏′ )  𝑐′ =  𝜎 𝑎  𝜎 𝑏   𝜎 𝑐  

                                   =  𝜎 𝑎 𝑏   𝜎 𝑐  

                             = 𝜎  𝑎 𝑏  𝑐  

                             = 𝜎 𝑎  𝑏 𝑐   

                               = 𝜎 𝑎  𝜎 𝑏 𝑐  

 = 𝜎 𝑎   𝜎 𝑏  𝜎 𝑐   

                           = 𝑎′   𝑏′  𝑐′ . 

(iii)  𝑆 ′ , , +  memenuhi hukum distributif kanan 

Ambil sebarang 𝑎′ , 𝑏′ , 𝑐′ ∈ 𝑆 ′  sehingga  

(𝑎′ + 𝑏′ )  𝑐′  =  𝜎 𝑎 + 𝜎 𝑏   𝜎 𝑐  

        =  𝜎 𝑎   𝜎 𝑐  +  𝜎 𝑏   𝜎 𝑐   

                                             = 𝜎 𝑎   𝜎 𝑐 + 𝜎 𝑏   𝜎 𝑐  
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                   = 𝜎 𝑎 𝑐 +  𝜎 𝑏 𝑐  

            = 𝑎′  𝑐′ + 𝑏′  𝑐′  

2. Akan ditunjukkan 𝑆 ′  seminearring normal kiri. 

Seminearring 𝑆 normal kiri jika 𝑎 ∈ 𝑆𝑎 untuk setiap 𝑎 ∈ 𝑆. Ambil 

𝑎 ∈ 𝑆 maka 𝑎 ∈ 𝑆𝑎. Ambil 𝑎 ∈ 𝑆 maka 𝑎 = 𝑦𝑎 untuk suatu 

𝑦 ∈ 𝑆 sehingga 

𝑎 = 𝑦𝑎 

𝜎 𝑎 = 𝜎 𝑦𝑎  

                                         𝜎 𝑎 = 𝜎 𝑦 𝜎 𝑎  

𝑎′  = 𝑦′𝑎′  

𝑎′ ∈ 𝑆 ′𝑎′  

3. Akan ditunjukkan 𝑆 ′  bipoten kiri.   

Seminearring 𝑆 bipoten kiri jika 𝑆𝑎 = 𝑆𝑎2 untuk setiap 𝑎 ∈ 𝑆. 

Ambil 𝑎 ∈ 𝑆 maka 𝑆𝑎 = 𝑆𝑎2. Ambil 𝑎 ∈ 𝑆 maka 𝑦𝑎 = 𝑦𝑎2 

untuk suatu 𝑦 ∈ 𝑆 sehingga 

𝑦𝑎 = 𝑦𝑎2 

𝜎 𝑦𝑎 = 𝜎 𝑦𝑎2  

                                  𝜎 𝑦 𝜎 𝑎 = 𝜎 𝑦 𝜎 𝑎2  

𝑦′𝑎′  = 𝑦′𝑎2 ′
 

𝑆 ′𝑎′  = 𝑆 ′𝑎2 ′
 

Berdasarkan (1), (2), dan (3) maka terbukti 𝑆 ′  adalah seminearring 

normal kiri bipoten kiri. 

∎ 
 

Contoh 3.2.8 

Diberikan seminearring normal kiri bipoten kiri 𝑆 = 2ℤ+ ∪  0  dan  

𝑆 ′ =  0 , 2 , 4 , 6 , 8   dengan operasi penjumlahan dan pergandaan 

terhadap modulo 10 yang didefinisikan pada Contoh 3.2.6. 𝑆 ′  adalah 

bayangan homomorfisme dari 𝑆. Maka 𝑆 ′  adalah seminearring 

normal kiri bipoten kiri.  

Bukti: 

𝜎 merupakan pemetaan homomorfisme dari 𝑆 ke 𝑆 ′  yang surjektif 

yang didefinisikan dengan 𝜎 𝑎 = 𝑎  . Ambil sebarang 𝑎′ , 𝑏′ , 𝑐′ , 𝑦′ ∈
𝑆 ′ . Karena 𝜎 surjektif maka terdapatlah 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑦 ∈ 𝑆 sehingga 

0 = 𝜎 0 , 2 = 𝜎 2 , 4 = 𝜎 4 , 6 = 𝜎 6 , 8 = 𝜎 8 , dan 𝑆 ′ =
𝜎 𝑆 . 

1. Akan ditunjukkan 𝑆 ′ =  0 , 2 , 4 , 6 , 8   adalah seminearring. 



38 
 

(i)  𝑆 ′  , +  semigrup (tidak harus komutatif)  

a. Tertutup 

Ambil 𝑎′ , 𝑏′ ∈ 𝑆 ′ . Berdasarkan Tabel 3.15 misal diambil 

𝑎′ = 0  dan 𝑏′ = 2    maka   

0 + 2 =  𝜎 0 + 𝜎 2  

             =  𝜎(0 + 2) ∈ 𝑆 ′  

       = 0 + 2 ∈ 𝑆 ′  
b. Assosiatif 

Ambil 𝑎′ , 𝑏′ , 𝑐′ ∈ 𝑆 ′ . Berdasarkan Tabel 3.15 misal 

diambil 𝑎′ = 0,  𝑏′ = 2 , dan 𝑐′ = 4    maka  

(0 + 2 ) + 4 =  𝜎 0 + 𝜎 2  + 𝜎 4  

      = 𝜎  0 + 2 + 4  

                    = 𝜎 0 +  2 + 4   

                    = 𝜎 0 +  𝜎 2 + 𝜎 4   

                    = 0 +  2 + 4  . 

(ii)  𝑆 ′ ,   semigrup 

a. Tertutup 

Ambil 𝑎′ , 𝑏′ ∈ 𝑆 ′ . Berdasarkan Tabel 3.16 misal diambil 

𝑎′ = 0  dan 𝑏′ = 2    maka   

0  2 =  𝜎 0  𝜎 2  

           =  𝜎(0 2) ∈ 𝑆 ′  

                                                = 0  2 ∈ 𝑆 ′  
b. Assosiatif 

Ambil 𝑎′ , 𝑏′ , 𝑐′ ∈ 𝑆 ′ . Berdasarkan Tabel 3.16 misal 

diambil 𝑎′ = 0,  𝑏′ = 2 , dan 𝑐′ = 4    maka  

(0  2 )   4 =  𝜎 0  𝜎 2   𝜎 4  

     = 𝜎  0 2  4  

                   = 𝜎 0  2 4   

                   = 𝜎 0   𝜎 2  𝜎 4   

                   = 0   2  4  . 

(iii)  𝑆 ′ , , +  memenuhi hukum distributif kanan. 

Ambil sebarang 𝑎′ , 𝑏′ , 𝑐′ ∈ 𝑆 ′ . Berdasarkan Tabel 3.15 dan 

Tabel 3.16 misal diambil 𝑎′ = 0,  𝑏′ = 2 , dan 𝑐′ = 4    maka  

(0 + 2 )  4 =  𝜎 0 + 𝜎 2   𝜎 4  

                                 =  𝜎 0   𝜎 4  +  𝜎 2   𝜎 4   

                                                    = 𝜎 0 4 +  𝜎 2 4  

                                                    = 0  4 + 2  4  
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2. Akan ditunjukkan 𝑆 ′ =  0 , 2 , 4 , 6 , 8   adalah seminearring normal 

kiri bipoten kiri. 𝑆 ′ =  0 , 2 , 4 , 6 , 8   adalah seminearring normal 

kiri bipoten kiri telah dibuktikan di Contoh 3.2.6. 

Berdasarkan (1) dan (2) maka 𝑆 ′ =  0 , 2 , 4 , 6 , 8   adalah seminearring 

normal kiri bipoten kiri. 

∎ 
 

Proposisi 3.2.9   

Jika 𝑆 adalah seminearring normal kiri bipoten kiri maka elemen 

nilpoten 𝑆 adalah nol. 

Bukti: 

Didefinisikan 𝑆 adalah seminearring normal kiri bipoten kiri. Misal 

𝑥 ∈ 𝑆 −  0  dan 𝑃 adalah himpunan elemen nilpotent dari 𝑆. Karena 

𝑆 adalah seminearring normal kiri bipoten kiri maka 𝑥 ∈ 𝑆𝑥 = 𝑆𝑥2. 

Sehingga 𝑥 = 𝑠𝑥2, untuk  suatu 𝑠 ∈ 𝑆. Jadi , menurut Teorema 3.1.5 

jika 𝑥2 = 0 maka 𝑥 = 0. Sehingga  𝑃 =  0 . Jadi elemen nilpotent 𝑆 

adalah nol. 

∎ 

 

Contoh 3.2.10 

Diberikan seminearring normal kiri bipoten kiri 𝑆 =  0 , 2 , 4 , 6 , 8   
dengan operasi yang sama seperti Contoh 3.2.6. Maka elemen 

nilpoten 𝑆 adalah nol. 

Bukti: 

1. Akan ditunjukkan 𝑆 adalah seminearring normal kiri bipoten kiri. 

Telah dibuktikan di Contoh 3.2.6. 

2. Akan ditunjukkan elemen nilpoten 𝑆 adalah nol. 

Ambil 𝑥 = 0 , 𝑥 ∈ 𝑆 sehingga 0 1 = 0 . 

Berdasarkan (1) dan (2) maka terbukti elemen nilpoten 𝑆 adalah nol.  
∎ 

Definisi 3.2.11 

Jika T adalah sebarang himpunan bagian tak kosong dari 

seminearring 𝑆 maka annihilator kiri dari T dalam S adalah  

𝑙 𝑇 =  𝑥 ∈ 𝑆|𝑥𝑡 = 0 untuk setiap 𝑡 ∈ 𝑇  
(Weinert, 1977). 
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Contoh 3.2.12 

Diberikan seminearring ℤ4 =  0 , 1 , 2 , 3   dan 𝑇 =  0 , 2 , 3  . Maka  

𝑙 𝑇 =  0   adalah annihilator kiri dari ℤ4. Jadi  𝑙 𝑇  ideal kiri. 

Bukti: 

1. Akan ditunjukkan  ℤ4 , +,    merupakan seminearring. 

(i)  ℤ4 , +  semigrup. 

Himpunan bilangan bulat modulo 4 terhadap operasi 

penjumlahan didefinisikan pada Tabel 3.17 berikut: 

Tabel 3.17 Operasi Penjumlahan pada ℤ4 

+ 0  1  2  3  

0  0  1  2  3  

1  1  2  3  0  

2  2  3  0  1  

3  3  0  1  2  

Berdasarkan Tabel 3.17 di atas maka untuk sebarang 

𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ4 berlaku tertutup (𝑎 + 𝑏 ∈ ℤ4) dan assosiatif 
 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 𝑎 +  𝑏 + 𝑐 .  

(ii)  ℤ4 ,    semigrup. 

Himpunan bilangan bulat modulo 4 terhadap operasi 

pergandaan didefinisikan pada Tabel 3.18 berikut: 

Tabel 3.18 Operasi Pergandaan pada ℤ4 

  0  1  2  3  

0  0  0  0  0  

1  0  1  2  3  

2  0  2  0  2  

3  0  3  2  1  

Berdasarkan Tabel 3.18 di atas maka untuk sebarang 

𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ3 berlaku tertutup (𝑎 𝑏 ∈ ℤ4) dan assosiatif 
 𝑎 𝑏  𝑐 = 𝑎  𝑏 𝑐 .  
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(iii) Berlaku sifat distributif kanan pada ℤ4 yaitu untuk setiap 

𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ4 diperoleh  

 𝑎 + 𝑏  𝑐 =  𝑎 𝑐 +  𝑏 𝑐 . 

2. Akan ditunjukkan 𝑙 𝑇 =  0   untuk setiap 𝑇 ⊆ ℤ4. 

ℤ4 =  0, 1, 2, 3   dan 𝑇 =  0, 2 , 3  . 
(i) Jika 𝑥 = 0  maka 

0  0 = 0 , 

0  2 =  0 , 

0  3 =  0 . 

(ii) Jika 𝑥 = 1  maka 

1  0  =  0 , 

 1  2 =  2 , 

 1  3 =  3 . 

(iii) Jika 𝑥 = 2  maka 

2  0  =  0 , 

 2  2 =  0 , 

 2  3 =  2 . 

(iv) Jika 𝑥 = 3  maka 

 3  0 =  0 , 

 3  2 =  2 , 

 3  3 =  1 . 

Sehingga 𝑙 𝑇 =  0  . 
3. Akan ditunjukkan 𝑙 𝑇 =  0   adalah ideal kiri. 

(i) Ambil sebarang 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑙(𝑇) sehingga 𝑎 + 𝑏 ∈ 𝑙(𝑇). 

(ii) Akan dibuktikan 𝑠𝑎 ∈ 𝑙(𝑇). Operasi pergandaan 𝑠𝑎 

diberikan pada Tabel 3.19 berikut: 

Tabel 3.19 Operasi Pergandaan pada 𝒔𝒂 

𝑠 𝑎 𝑠𝑎 

0  0  0  

1  0  0  

2  0  0  

3  0  0  

Berdasarkan Tabel 3.19, untuk setiap 𝑎 ∈ 𝑙(𝑇) dan 𝑠 ∈ ℤ4 

berlaku 𝑠𝑎 ∈ 𝑙(𝑇).  

Berdasarkan (1), (2), dan (3) maka 𝑙 𝑇 =  0   adalah annihilator kiri 

dari ℤ4. 

∎ 
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Proposisi 3.2.13 

Jika elemen nilpoten dari 𝑆 adalah nol maka 𝑙 𝑇  merupakan ideal 

untuk setiap himpunan bagian tak kosong 𝑇 dari 𝑆. 

Bukti: 

Akan dibuktikan bahwa 𝑙 𝑇 𝑆 ⊆ 𝑙 𝑇 . Misalkan 𝑥 ∈ 𝑙 𝑇  dan 𝑡 ∈ 𝑇 

maka 𝑥𝑡 = 0 sehingga  𝑡𝑥 2  = 𝑡 𝑥𝑡 𝑥 = 0. Berdasarkan asumsi, 

didapatkan 𝑡𝑥 = 0. Untuk sebarang 𝑠 ∈ 𝑆,  

  𝑥𝑠 𝑡 
2

= 𝑥𝑠 𝑡𝑥 𝑠𝑡 = 0. 

Dan didapatkan  𝑥𝑠 𝑡 = 0. Maka 𝑥𝑠 ∈ 𝑙 𝑇 . Jadi 𝑙 𝑇 𝑆 ⊆ 𝑙 𝑇 . 

∎ 

 

Contoh 3.2.14 

Diberikan seminearring ℤ3 =  0, 1, 2   yang elemen nilpotennya nol 

dan 𝑇 =  0, 2  . Maka 𝑙 𝑇  merupakan ideal untuk setiap 𝑇 ⊆ ℤ3. 

Bukti: 

1. Akan ditunjukkan  ℤ3 , +,    merupakan seminearring dan 

elemen nilpotennya adalah nol. 

(i)  ℤ3 , +,    merupakan seminearring.  

a.  ℤ3 , +  semigrup. 

Himpunan bilangan bulat modulo 3 terhadap operasi 

penjumlahan didefinisikan pada Tabel 3.20 berikut: 

Tabel 3.20 Operasi Penjumlahan pada ℤ3 

+ 0  1  2  

0  0  1  2  

1  1  2  0  

2  2  0  1  

Berdasarkan Tabel 3.20 di atas maka untuk sebarang 

𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ3 berlaku tertutup (𝑎 + 𝑏 ∈ ℤ3) dan assosiatif 

 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 𝑎 +  𝑏 + 𝑐 . Ambil 𝑎 = 1 , 𝑏 = 2 , dan 

𝑐 = 0  maka 𝑎 + 𝑏 = 1  + 2 = 0  (tertutup) dan berlaku 

(assosiatif) 
 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 𝑎 +  𝑏 + 𝑐 , 
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 1 + 2  + 0 = 1 +  2 + 0  , 
0 + 0 = 1 + 2 , 

0 = 0 . 

b.  ℤ3 ,    semigrup. 

Himpunan bilangan bulat modulo 3 terhadap operasi 

pergandaan didefinisikan pada Tabel 3.21 berikut: 

Tabel 3.21 Operasi Pergandaan pada ℤ3 

  0  1  2  

0  0  0  0  

1  0  1  2  

2  0  2  1  

Berdasarkan Tabel 3.21 di atas maka untuk sebarang 

𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ3 berlaku tertutup (𝑎 𝑏 ∈ ℤ3) dan assosiatif 

 𝑎 𝑏  𝑐 = 𝑎  𝑏 𝑐 .  

c. Berlaku sifat distributif kanan pada ℤ3 yaitu untuk setiap 

𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ3 diperoleh  
 𝑎 + 𝑏  𝑐 =  𝑎 𝑐 +  𝑏 𝑐 . 

Ambil 𝑎 = 1 , 𝑏 = 2 , dan 𝑐 = 0  maka  
 𝑎 + 𝑏  𝑐 =  𝑎 𝑐 +  𝑏 𝑐 , 

  1 + 2   0 =  1  0  +  2  0  , 

           0 = 0 . 
(ii) Akan ditunjukkan elemen nilpoten ℤ3 adalah 0 . 

Ambil = 0 , 𝑥 ∈ ℤ3 sehingga 0 1 = 0 . 

2. (i)   Akan ditunjukkan 𝑙 𝑇 =  0   untuk setiap 𝑇 ⊆ ℤ3. 

ℤ3 =  0, 1, 2   dan 𝑇 =  0, 2  . 
a. Jika 𝑥 = 0  maka 

0  0 = 0 , 

0  2 =  0 . 

b. Jika 𝑥 = 1  maka 

1  0 = 0 , 

 1  2 =  2 . 

c. Jika 𝑥 = 2  maka 

2  0 = 0 , 

 2  2 =  1 . 

Sehingga 𝑙 𝑇 =  0  . 
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(iii) Akan ditunjukkan 𝑙 𝑇 =  0   adalah ideal. 

a. Ambil sebarang 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑙(𝑇) sehingga 𝑎 + 𝑏 ∈ 𝑙(𝑇). 

b. Akan dibuktikan 𝑠𝑎 ∈ 𝑙(𝑇) dan 𝑎𝑠 ∈ 𝑙(𝑇). Operasi 

Pergandaan 𝑠𝑎 dan 𝑎𝑠 diberikan pada Tabel 3.22 dan  

Tabel 3.23 berikut: 

Tabel 3.22 Operasi Pergandaan pada 𝒔𝒂 

𝑠 𝑎 𝑠𝑎 

0  0  0  

1  0  0  

2  0  0  

Tabel 3.23 Operasi Pergandaan pada 𝒂𝒔 

𝑎 𝑠 𝑎𝑠 

0  0  0  

0  1  0  

0  2  0  

Berdasarkan Tabel 3.22 dan Tabel 3.23, untuk setiap 

𝑎 ∈ 𝑙(𝑇) dan 𝑠 ∈ ℤ3 berlaku 𝑠𝑎 ∈ 𝑙(𝑇) dan 𝑎𝑠 ∈ 𝑙(𝑇).  

Berdasarkan (1) dan (2) maka terbukti bahwa 𝑙 𝑇 =  0   pada ℤ3 

adalah ideal. 

∎ 

Proposisi 3.2.15 

Annihilator kiri pada seminearring normal kiri bipoten kiri 

merupakan ideal. 

Bukti: 

Asumsi berdasarkan Proposisi 3.2.9, yaitu seminearring normal kiri 

bipoten kiri 𝑆 memuat elemen nilpotent nol.  

Maka berdasarkan Proposisi 3.2.13, jika 𝑆 memuat elemen nilpotent 

nol, annihilator kiri pada 𝑆 merupakan ideal. 

∎ 
 

Contoh 3.2.16 

Diberikan seminearring normal kiri bipoten kiri 𝑆 =  0 , 2 , 4 , 6 , 8   
dengan operasi yang sama seperti Contoh 3.2.6 dan 𝑇 =  0 , 4 , 8  . 
Maka 𝑙(𝑇) adalah ideal pada 𝑆. 
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Bukti: 

1. Akan dibuktikan 𝑆 =  0 , 2 , 4 , 6 , 8   adalah seminearring normal 

kiri bipoten kiri. 

𝑆 =  0 , 2 , 4 , 6 , 8   adalah seminearring normal kiri bipoten kiri 

telah dibuktikan pada Contoh 3.2.6. 

2. (i)   Akan ditentukan nilai 𝑙 𝑇  merupakan elemen  di 𝑆. 

𝑆 =  0 , 2 , 4 , 6 , 8    dan 𝑇 =  0 , 4 , 8  . 
a. Jika 𝑥 = 0  maka 

0  0 = 0 , 

0  4 =  0 , 

0  8 =  0 . 

b. Jika 𝑥 = 2  maka 

2  0 = 0 , 

2  4 =  2 , 

2  8 =  2 . 

c. Jika 𝑥 = 4  maka 

4  0 = 0 , 

4  4 =  4 , 

4  8 =  4 . 

d. Jika 𝑥 = 6  maka 

6  0 = 0 , 

6  4 =  4 , 

6  8 =  4 . 

e. Jika 𝑥 = 8  maka 

8  0 = 0 , 

8  4 =  4 , 

8  8 =  8 . 

Sehingga 𝑙 𝑇 =  0  . 
(ii) Akan dibuktikan 𝑙 𝑇 =  0   pada 𝑆 adalah ideal. 

a. Ambil sebarang 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑙(𝑇) sehingga 𝑎 + 𝑏 ∈ 𝑙(𝑇). 

b. Akan dibuktikan 𝑠𝑎 ∈ 𝑙(𝑇) dan 𝑎𝑠 ∈ 𝑙(𝑇). Operasi 

Pergandaan 𝑠𝑎 dan 𝑎𝑠 diberikan pada Tabel 3.24 dan 

Tabel 3.25  berikut: 
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Tabel 3.24 Operasi Pergandaan pada 𝒔𝒂 

𝑠 𝑎 𝑠𝑎 

0  0  0  

2  0  0  

4  0  0  

6  0  0  

8  0  0  

Tabel 3.25 Operasi Pergandaan pada 𝒂𝒔 

𝑎 𝑠 𝑎𝑠 

0  0  0  

0  2  0  

0  4  0  

0  6  0  

0  8  0  

Berdasarkan Tabel 3.24 dan Tabel 3.25, untuk setiap 

𝑎 ∈ 𝑙(𝑇) dan 𝑠 ∈ 𝑆 berlaku 𝑠𝑎 ∈ 𝑙(𝑇) dan 𝑎𝑠 ∈ 𝑙(𝑇).  

Berdasarkan (1) dan (2) maka terbukti bahwa 𝑙 𝑇 =  0   pada 𝑆 

adalah ideal. 

∎ 
 

Proposisi 3.2.17 

Misalkan 𝑆 adalah seminearring normal kiri bipoten kiri. Maka 

berikut ini benar: 

(i) 𝑥3 = 𝑥2 sehingga 𝑥2 = 𝑥 untuk setiap 𝑥 dalam 𝑆. 

(ii) 𝑙 𝑎 = 𝑙 𝑎2  untuk setiap 𝑎 dalam 𝑆. 

Bukti: 

(i) Diasumsikan 𝑆 adalah seminearring normal kiri bipoten kiri 

sehingga 𝑥 ∈ 𝑆𝑥 = 𝑆𝑥2. 

Akan ditunjukkan jika 𝑥3 = 𝑥2 maka 𝑥2 = 𝑥 untuk 𝑥 ∈ 𝑆. 

Karena 𝑥 ∈ 𝑆𝑥 = 𝑆𝑥2 maka 

𝑥 = 𝑦𝑥2 untuk suatu 𝑦 ∈ 𝑆 

sehingga 

𝑥𝑥 = 𝑦𝑥2𝑥, 

𝑥2 = 𝑦𝑥3, 

𝑥2 = 𝑦𝑥2, 
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𝑥2 = 𝑥. 

(ii) Diasumsikan 𝑎 ∈ 𝑆 sehingga 𝑙 𝑎 ⊆ 𝑙 𝑎2  

Akan ditunjukkan 𝑦𝑎2 = 0 untuk suatu 𝑦 ∈ 𝑆. 

 𝑎𝑦𝑎 2 =  𝑎𝑦𝑎 (𝑎𝑦𝑎), 

               = 𝑎𝑦 𝑎𝑎 𝑦𝑎, 

      = 𝑎𝑦𝑎2𝑦𝑎,   

     = 𝑎𝑦𝑎, 
= 0. 

Sehingga  

        𝑎𝑦𝑎 3 =  𝑎𝑦𝑎 2(𝑎𝑦𝑎), 

= 0. 

Karena  𝑎𝑦𝑎 2 = 0 dan  𝑎𝑦𝑎 3 = 0 maka  𝑎𝑦𝑎 3 =  𝑎𝑦𝑎 2. 

(𝑦𝑎)2 =  𝑦𝑎 (𝑦𝑎), 

       = 𝑦 𝑎𝑦𝑎 , 

     = 0. 
Dan  

 (𝑦𝑎)3 = (𝑦𝑎)2(𝑦𝑎) 

     = 0. 
Karena  𝑦𝑎 2 = 0 dan  𝑦𝑎 3 = 0 maka  𝑦𝑎 3 =  𝑦𝑎 2. 

Karena  𝑦𝑎 2 = 0 maka 𝑦𝑎 = 0. 

Sehingga  𝑦 ∈ 𝑙(𝑎) dan 𝑙 𝑎2 ⊆ 𝑙(𝑎) 

Karena 𝑙 𝑎 ⊆ 𝑙 𝑎2  dan 𝑙 𝑎2 ⊆ 𝑙(𝑎) maka 𝑙 𝑎 = 𝑙 𝑎2 . 

∎ 

Contoh 3.2.18 

Diberikan seminearring normal kiri bipoten kiri 𝑆 =  0 , 2 , 4 , 6 , 8  . 
Buktikan: 

(i) 𝑥3 = 𝑥2 sehingga 𝑥2 = 𝑥 untuk setiap 𝑥 dalam 𝑆. 

(ii) 𝑙 𝑎 = 𝑙 𝑎2  untuk setiap 𝑎 dalam 𝑆. 

Bukti: 

1. Akan dibuktikan  jika 𝑥3 = 𝑥2 maka 𝑥2 = 𝑥, ∀ 𝑥 ∈ 𝑆. 

(i) Untuk 𝑥 = 0  

0 3 = 0 2 = 0  maka 0 2 = 0 = 0  

(ii) Untuk 𝑥 = 2  

2 3 = 2 2 = 2  maka 2 2 = 2 = 2  

(iii) Untuk 𝑥 = 4  

4 3 = 4 2 = 4  maka 4 2 = 4 = 4  
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(iv) Untuk 𝑥 = 6  

6 3 = 6 2 = 6  maka 6 2 = 6 = 6  

(v) Untuk 𝑥 = 8  

8 3 = 8 2 = 8  maka 8 2 = 8 = 8  

2. Akan dibuktikan  𝑙 𝑎 = 𝑙 𝑎2 , ∀ 𝑎 ∈ 𝑆. 

(i) Untuk 𝑎 = 0  

0  0 =  0 , 0  0 2 =  0 ,  

2  0 =  0 , 2  0 2 =  0 , 

4  0 =  0 , 4  0 2 =  0 , 

6  0 =  0 , 6  0 2 =  0 , 

8  0 =  0 . 8  0 2 =  0 . 

𝑙 𝑎 = 𝑙 𝑎2 = {0} .  

(ii) Untuk 𝑎 = 2  

0  2 =  0 , 0  2 2 =  0 ,  

2  2 =  2 , 2  2 2 =  2 , 

4  2 =  2 , 4  2 2 =  2 , 

6  2 =  2 , 6  2 2 =  2 , 

8  2 =  2 . 8  2 2 =  2 . 

𝑙 𝑎 = 𝑙 𝑎2 ≠ {0} . 

(iii) Untuk 𝑎 = 4  

0  4 =  0 , 0  4 2 =  0 ,  

2  4 =  2 , 2  4 2 =  2 , 

4  4 =  2 , 4  4 2 =  2 , 

6  4 =  4 , 6  4 2 =  2 , 

8  4 =  4 . 8  4 2 =  4 . 

𝑙 𝑎 = 𝑙 𝑎2 ≠ {0} . 

(iv) Untuk 𝑎 = 6  

0  6 =  0 , 0  6 2 =  0 ,  

2  6 =  2 , 2  6 2 =  2 , 

4  6 =  4 , 4  6 2 =  4 , 

6  6 =  6 , 6  6 2 =  6 , 

8  6 =  8 . 8  6 2 =  8 . 

𝑙 𝑎 = 𝑙 𝑎2 ≠ {0} . 

(v) Untuk 𝑎 = 4  

0  8 =  0 , 0  8 2 =  0 ,  

2  8 =  2 , 2  8 2 =  2 , 

4  8 =  4 , 4  8 2 =  4 , 

6  8 =  8 , 6  8 2 =  8 , 
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8  8 =  8 . 8  8 2 =  8 . 

𝑙 𝑎 = 𝑙 𝑎2 ≠ {0} . 

Berdasarkan (1) dan (2) maka terbukti bahwa aksioma-aksioma 

tersebut benar. 

∎ 

Definisi 3.2.19 

Seminearring 𝑆 disebut prima jika  0  adalah ideal prima dari 𝑆. 

(Perumal dan Balakrishnan, 2012) 

 

Contoh 3.2.20 

Diberikan seminearring ℤ3 =  0, 1, 2  . Maka 𝐼 =  0   adalah ideal 

prima dari ℤ3. 

Bukti: 

1. Akan dibuktikan ℤ3 adalah seminearring. 

ℤ3 adalah seminearring telah dibuktikan pada Contoh 3.2.12. 

2. Akan dibuktikan 𝐼 =  0   adalah ideal prima. 

𝐼 =  0   adalah ideal prima jika 𝐴𝐵 ⊂  0  dimana 𝐴 dan 𝐵 adalah 

ideal dalam ℤ3 maka 𝐴 =  0   atau 𝐵 =  0  . 
Berdasarkan (1) dan (2) maka terbukti bahwa 𝐼 =  0   adalah ideal 

prima dari ℤ3. 

 ∎ 

Proposisi 3.2.21 

Misalkan 𝑆 adalah seminearring normal kiri bipoten kiri. Jika 𝑆 

merupakan prima maka 𝑆 tidak memiliki pembagi nol. 

Bukti: 

Asumsikan 𝑆 adalah seminearring normal kiri bipoten kiri dan 𝑆 

merupakan prima jika ideal primanya adalah  0 . Misalkan untuk 

𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆. Maka 𝑎𝑏 = 0 sehingga untuk sebarang 𝑥 ∈ 𝑆 

 𝑏𝑥𝑎 2 =  𝑏𝑥𝑎  𝑏𝑥𝑎 , 

= 𝑏𝑥(𝑎𝑏)𝑥𝑎, 

= 0. 

Dan berdasarkan Proposisi 3.2.9 𝑏𝑥𝑎 = 0 sehingga 𝑆𝑏𝑆𝑎 =  0 .  
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Karena 𝑆 adalah prima dan 𝑆𝑏, 𝑆𝑎 merupakan ideal kiri maka 𝑆𝑏 = 0 

atau 𝑆𝑎 = 0 dengan 𝑆 adalah normal kiri sehingga 𝑏 = 0 atau 𝑎 = 0. 

 ∎ 

Contoh 3.2.22 

Diberikan seminearring normal kiri bipoten kiri 𝑆 =  0 , 2 , 4 , 6 , 8   
dengan operasi yang sama seperti Contoh 3.2.6. Jika 𝑆 prima maka 𝑆 

tidak memiliki pembagi nol. 

Bukti: 

1. Akan dibuktikan 𝑆 =  0 , 2 , 4 , 6 , 8   adalah prima. Ideal dalam 𝑆 

adalah 𝐼 =  0   dan 𝐼 =  0 , 2 , 4 , 6 , 8  . 𝐼 =  0   adalah ideal prima 

karena 𝐴𝐵 ⊂  0   dimana 𝐴 dan 𝐵 adalah ideal dalam ℤ3 maka 

𝐴 =  0   atau 𝐵 =  0  . Karena 𝐼 =  0   adalah ideal prima dari 𝑆 

maka  𝑆 =  0 , 2 , 4 , 6 , 8   adalah prima. 

2. Akan dibuktikan 𝑆 =  0 , 2 , 4 , 6 , 8   tidak memiliki pembagi nol. 

Ideal dalam 𝑆 adalah  𝐼 =  0   dan 𝐼 =  0 , 2 , 4 , 6 , 8  . Berdasarkan 

definisi pembagi nol, yaitu  jika 𝑎 ≠ 0 maka terdapat 𝑏 ≠ 0 

sedemikian sehingga 𝑎 𝑏 = 0 dan 𝑏 𝑎 = 0.  

Sehingga dengan jelas 𝑆 =  0 , 2 , 4 , 6 , 8   tidak memiliki pembagi 

nol .  

∎ 

Definisi 3.2.23 

Misalkan 𝑆 adalah seminearring. Maka 𝑆 adalah simple jika  

memiliki ideal trivial.  

(Perumal dan Balakrishnan, 2012) 

 

Contoh 3.2.24 

Seminearring ℤ5 =  0, 1, 2 , 3 , 4   adalah simple. 

Bukti: 

1. Akan dibuktikan ℤ5 adalah seminearring. 

(i)  ℤ5 , +  semigrup 

a. Tertutup: 𝑎 + 𝑏 ∈ ℤ2 untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ2. Operasi 

penjumlahan pada ℤ2 diberikan pada Tabel 3.26 berikut. 
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Tabel 3.26 Operasi Penjumlahan pada ℤ5 

+ 0  1  2  3  4  

0  0  1  2  3  4  

1  1  2  3  4  0  

2  2  3  4  0  1  

3  3  4  0  1  2  

4  4  0  1  2  3  

Ambil sebarang 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ𝟓 maka 𝑎 + 𝑏 ∈ ℤ𝟓. Jadi   ℤ𝟐, +  

berlaku sifat tertutup. 

b. Assosiatif: (𝑎 + 𝑏)+ c = 𝑎 +(𝑏 +c) untuk setiap  

𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ𝟓. Berdasarkan Tabel 3.26 ambil sebarang 

, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ𝟓, maka (𝑎 + 𝑏) + c = 𝑎 + (𝑏 + c). Jadi  ℤ𝟓, +  

berlaku sifat assosiatif. 

(ii)  ℤ5 ,    semigrup. 

a. Tertutup: 𝑎 𝑏 ∈ ℤ5 untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ5. Operasi 

penjumlahan pada ℤ5 diberikan pada Tabel 3.27 berikut. 

Tabel 3.27 Operasi Pergandaan pada ℤ𝟓 

  0  1  2  3  4  

0  0  0  0  0  0  

1  0  1  2  3  4  

2  0  2  4  1  3  

3  0  3  1  4  2  

4  0  4  3  2  1  

Ambil sebarang 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ𝟓 maka 𝑎 𝑏 ∈ ℤ𝟓. Jadi   ℤ𝟓,    

berlaku sifat tertutup. 

b. Assosiatif: (𝑎 𝑏)  c = 𝑎 (𝑏 𝑐)  

untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ𝟓. Berdasarkan Tabel 3.27 ambil 

sebarang , 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ𝟓, maka (𝑎 𝑏)  c = 𝑎  (𝑏 c). Jadi 

 ℤ𝟓,    berlaku sifat assosiatif. 
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(iii)  ℤ5 , +,    memenuhi hukum distributif kanan. 

Untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ5 maka (𝑎 + 𝑏)  c = 𝑎 𝑐 +  𝑏 𝑐. 

2. Akan dibuktikan ideal di ℤ5 adalah ideal trivial. 

Ideal di ℤ5 =  0, 1, 2 , 3 , 4   adalah 𝐼1 =  0   dan 𝐼2 = ℤ5. 

Berdasarkan (1) dan (2) maka terbukti bahwa  ℤ5 adalah simple. 

∎ 

Definisi 3.2.25 

Seminearring 𝑆 disebut cancellative jika memenuhi aksioma berikut: 

(i) 𝑎 + 𝑏 = 𝑎 + 𝑐 ⇒ 𝑏 = 𝑐, 

(ii) 𝑏 + 𝑎 = 𝑐 + 𝑎 ⇒ 𝑏 = 𝑐. 

untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑆 

(Ramachandram, 2011) 

 

Contoh 3.2.26 

Diberikan seminearring ℤ2 =  0, 1  . Maka ℤ2 adalah cancellative. 

Bukti: 

Akan dibuktikan untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ2 memenuhi hukum 

cancellative berikut:  

(i) Misalkan ambil 𝑎 = 0 , 𝑏 = 1 , dan 𝑐 = 1  maka 

𝑎 + 𝑏 = 𝑎 + 𝑐 

0 + 1 = 0 + 1  

1 = 1  

𝑏 = 𝑐 

(ii) Misalkan ambil 𝑎 = 0 , 𝑏 = 1 , dan 𝑐 = 1  maka 

𝑏 + 𝑎 = 𝑐 + 𝑎 

1 + 0 = 1 + 0  

1 = 1  

𝑏 = 𝑐 

Berdasarkan (i) dan (ii) maka terbukti bahwa ℤ2 merupakan  

cancellative. 

∎ 

Proposisi 3.2.27 

Misalkan 𝑆 adalah seminearring bipoten kiri. Jika S cancellative 

kanan maka 𝑆 simple. 
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Bukti: 

Asumsikan 𝑆 adalah seminearring bipoten kiri dan 𝐴 merupakan 

ideal kiri tak nol dari 𝑆. Didefinisikan 𝑆 merupakan cancellative 

kanan. Akan dibuktikan S adalah  simple.  

Misalkan 𝑎 adalah sebarang elemen tak nol dari 𝐴 maka 𝑆𝑎 = 𝑆𝑎2. 

Jika 𝑧, 𝑠 ∈ 𝑆 maka 𝑠𝑎 = 𝑧𝑎2. Sehingga 𝑠 = 𝑧𝑎 (𝑆 merupakan 

cancellative kanan). Maka jelas 𝑠 ∈ 𝐴 dan 𝐴 = 𝑆 sehingga 𝑆 adalah 

simple. 

∎ 
 

Contoh 3.2.28 

Diberikan seminearring bipoten kiri ℤ2 =  0, 1   dan 𝐼 =  0 , 1   
adalah ideal kiri. Jika ℤ2  cancellative maka ℤ2  simple. 

Bukti: 

1. Akan dibuktikan ℤ2 adalah seminearring bipoten kiri. 

(i) ℤ2 adalah seminearring telah dibuktikan pada Contoh 3.1.6. 

(ii)  ℤ2 =  0, 1  , untuk setiap 𝑎 ∈ ℤ2 berlaku: 

a. Jika 𝑎 = 0  maka 

0  0 = 0  0 2 =  0 , 

1  0 = 1  0 2 =  0 . 

b. Jika 𝑎 = 1  maka 

0  1 = 0  1 2 =  0 , 

1  1 = 1  1 2 =  1 . 

2. Akan dibuktikan 𝐼 =  0 , 1   adalah ideal kiri dari ℤ2. 

(i) Operasi penjumlahan pada 𝐼 diberikan pada Tabel 3.28 

berikut. 

Tabel 3.28 Operasi Penjumlahan pada 𝐼 

+ 0  1  

0  0  1  

1  1  0  

 Berdasarkan Tabel 3.28, untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 berlaku 

𝑎 + 𝑏 ∈ 𝐼.   

(ii) Akan dibuktikan 𝑠𝑎 ∈ 𝐼. Operasi pergandaan 𝑠𝑎 diberikan 

pada Tabel 3.29 berikut. 
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Tabel 3.29 Operasi Pergandaan pada 𝒔𝒂 

𝑠 𝑎 𝑠𝑎 

0  0  0  

1  0  0  

0  1  0  

1  1  1  

Berdasarkan Tabel 3.29, untuk setiap 𝑎 ∈ 𝐼 dan 𝑠 ∈ ℤ2 

berlaku  𝑠𝑎 ∈ 𝐼. 

3. Misalkan 𝑎 =  1   dengan 𝑎 ∈ 𝐼 maka 

𝑆𝑎 = 𝑆𝑎2 

                 0  1 = 0  1 2 =  0  

                1  1 = 1  1 2 =  1 . 

Misalkan 𝑟 =  1   dengan 𝑟 ∈ ℤ2 maka  

    1  1 = 1  1 2, 𝑠 =  1   untuk suatu  𝑠 ∈ ℤ2 

1 = 1  

Sehingga dengan jelas 𝑟 ∈ 𝐼 maka 𝐼 = 𝑆. 

Berdasarkan (1), (2), dan (3) maka terbukti bahwa ℤ2 simple. 

∎ 
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BAB IV 

KESIMPULAN 

 

 Dari pembahasan skripsi ini dapat disimpulkan hal-hal 

sebagai berikut: 

1. Seminearring normal kiri merupakan bipoten kiri jika dan hanya 

jika 𝐴 =  𝐴 untuk setiap ideal kiri dari 𝑆. 

2. Misalkan 𝑆 merupakan seminearring normal kiri bipoten kiri, 

sehingga: 

(i) Bayangan homomorfisme dari 𝑆 adalah 𝑆 ′  yaitu 

seminearring normal kiri bipoten kiri. 

(ii) Jika elemen nilpotent 𝑆 adalah nol maka annihilator kiri 

adalah ideal dari 𝑆. 

(iii) Jika 𝑆 adalah prima maka 𝑆 tidak memiliki pembagi nol. 

3. Jika seminearring bipoten kiri 𝑆 merupakan cancellative kanan 

maka 𝑆 simple.  
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