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ANALISISDINAMIK MODEL TIGA SPESIES
MUTUALISME DAN AMENSALISME

ABSTRAK

Skripsi ini membahas anadlisis dinamik model simbiosis tiga
spesies yang menggambarkan interaksi antara dua spesies
mutualisme dan satu spesies amensal. Amensal merupakan spesies
yang pertumbuhannya terhambat karena keberadaan spesies lain.
Modd tiga spesies dibentuk melalui model mutualisme dua spesies
dan model amensalisme. Pada model simbiosis tiga spesies terdapat
delapan titik kesetimbangan, yaitu satu titik kesetimbangan trivia,
enam titik kesetimbangan batas, dan satu titik kesetimbangan
interior. Analisis kestabilan titik kesetimbangan tersebut ditentukan
dengan melakukan linearisas sistem di sekitar titik kesetimbangan.
Titik kesetimbangan trivial model bersifat tidak stabil. Titik
kesetimbangan batas bersifat tidak stabil atau bersifat stabil dengan
syarat tertentu. Titik kesetimbangan interior bersifat stabil. Dengan
menggunakan fungsi Lyapunov diperoleh kestabilan global pada titik
kesetimbangan interior dan satu titik kesetimbangan batas.

Kata kunci : analisis dinamik, titik kesetimbangan, mutualisme,
amensal, fungsi Lyapunov.
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DYNAMICAL ANALYSISOF THREE SPECIES
MUTUALISM AND AMENSALISM MODEL

ABSTRACT

This final project discusses about dynamical analysis of three
spesies symbiosis model which describes interaction between two
mutualism species and an amensal species. Amensal is a species
which the growth is hampered because of another species. There are
eight equilibrium points in the three species model namely a trivial
equilibrium point, six boundary equilibrium points, and an interior
equilibrium point. The analysis behaviour of equilibrium points is
determined by linearizing system around the equilibrium point. The
trivial equilibrium point is unstable. The boundary equilibrium
points are unstable or stable under specific conditions. The interior
equilibrium point is stable. The global stability of an interior
equilibrium point and a boundary equilibrium point are found by
Lyapunov function.

Keywords : dynamical, analysis, equilibrium point, mutualism,
amensal, Lyapunov function.
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Simbiosis merupakan pola interaksi yang sangat erat dan
khusus antara dua makhluk hidup yang berlainan jenis. Di dalam
simbiosis terdapat hubungan yang sangat menguntungkan dan sangat
merugikan. Oleh karena itu, simbiosis dapat dibedakan menjadi
beberapa macam, diantaranya adalah simbiosis mutualisme,
parasitisme, komensalisme, dan amensalisme.

Simbiosis mutualisme merupakan interaks antar individu
di mana kedua individu diuntungkan. Apabila salah satu individu
diuntungkan dan yang lainnya dirugikan maka interaksi itu disebut
simbiosis parasitisme. Simbiosis komensalisme merupakan interaksi
antar individu di mana salah satu individu diuntungkan, sedangkan
individu yang lainnya tidak dirugikan dan tidak diuntungkan.
Namun, apabila salah satu individu dirugikan sedangkan individu
yang lainnya tidak dirugikan dan tidak diuntungkan maka interaksi
itu disebut amensalisme.

Model dinamika populasi merupakan model matematika yang
menggambarkan peristiwa perubahan yang terjadi pada suatu
populasi seperti pertumbuhan. Salah satu contoh dari model ini
adalah model pertumbuhan logistik yaitu model pertumbuhan yang
memperhitungkan faktor logistik berupa ketersediaan makanan dan
ruang hidup.

Model mutualisme dibentuk berdasarkan model kompetis
yang di dalamnya terdapat model pertumbuhan logistik. Namun,
interaksi antar kedua spesies dalam model mutualisme bernilai
positif karena kedua spesies saling diuntungkan, berbeda dengan
model kompetisi yang bernilai negatif untuk interaksi antar kedua
spesiesnya.

Berbeda dengan Reddy, dkk. (2011) yang telah melakukan
analiss kestabilan model ekologi untuk dua spesies mutualisme,
pada skrips ini terdapat spesies ketiga yang berinteraksi
amensalisme dengan dua spesies mutualisme, sehingga spesies ketiga
bertindak sebagai amensal. Amensal merupakan spesies yang
terhambat pertumbuhannya karena keberadaan spesies lain. Jadi,

1



penambahan spesies ketiga tidak mempengaruhi laju pertumbuhan
dua spesies mutualisme. Model matematika yang terbentuk berupa
sistem persamaan diferensial biasa nonlinear yang mengacu pada
model pertumbuhan logistik (Rao dan Narayan, 2012).

Dari model tersebut dilakukan analisis dinamik dengan
menentukan titik kesetimbangan dan menganalisis kestabilan dari
titik kesetimbangan. Pada bagian akhir, dilakukan simulasi numerik
sebagai ilustrasi dari analisis dinamik model tersebut.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang tersebut, pokok permasal ahan yang
dibahas dalam skripsi ini adalah
bagaimana formulas model interaksi tiga spesies,
bagaimana titik kesetimbangan model,
bagaimana kestabilan titik kesetimbangan model,
bagaimana simulasi numerik dan interpretas hasil analisis.

pODE

1.3 Batasan M asalah

Batasan-batasan masalah yang menjadi asumsi dasar pada
skripsi ini adalah
1. semuaparameter pada model bernilai positif dan konstan,
2. tidak dipengaruhi migrasi,
3. lgu pertumbuhan ketiga spesies dibatas oleh carrying capacity.

1.4 Tujuan

Tujuan penulisan skripsi ini adalah
memformulasikan model interaksi tiga spesies,
menentukan titik kesetimbangan model,
menentukan kestabilan titik kesetimbangan model,
melakukan simulasi numerik dan menginterpretasikan hasil
analisis.

pODE



BAB I1
TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Mode Pertumbuhan
2.1.1 Pertumbuhan Eksponensial

Pertumbuhan populasi secara kontinu dengan sumber daya
yang melimpah (tidak terbatas) dapat dimodelkan dalam bentuk

dengan adalah jumlah populasi pada seat dan
merupakan tingkat pertumbuhan intrinsk populass . Mode
pertumbuhan eksponensial menggambarkan pertumbuhan populas
karena terjadi perkembangbiakan. Jadi, selama terjadi pertumbuhan
eksponensial, jumlah populas bertambah seiring bertambahnya
waktu (Boyce dan Di Prima, 2008).

Misalkan jumlah populasi awal , dengan maka
populasi akan terus bertambah seperti diperlihatkan pada Gambar 2.1
berikut.

4 & 'y 4 & 'y 4 4 &
2000 ttt1t1tt11 ttt11 4
TR IR S IR R N T NS B N N
44 4444440444840
70001 S 4 s s a8 a0 0s48s4l
44 8404 484 488888814
60004 4 4 ¢ 4 4 8 44 4 444 4442444
I N N N B N B N R
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5000 EEEEEREE f 11111 /
4 4 44 4 4444444949914 142 4
X(f,) 04 4 4 4 4 4 4% 4 4 4 4 41414 4 414
4000 4 4 4 4 4 4 4 4 44 4% 441414944194
444 44884848444 44284142
TS S N A N S A A O
4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 AJs 4 4
dd‘444!dlldd‘4 4 4 4
2000
AAFAAPAAR I AP AR AP
A A 4 A A 4 A A 4 A 4 4 4 4 d A £ A
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Gambar 2.1. Kurva model eksponensial



2.1.2 Pertumbuhan Logistik

Modd pertumbuhan logistik adalah model pertumbuhan
populasi dengan sumber daya lingkungan yang terbatas. Ketika
ukuran populasi bertambah, laju pertumbuhan akhirnya melemah dan
kemudian berhenti pada ukuran populas tertentu. Ukuran populasi
yang menghentikan pertumbuhan tersebut secara umum disebut
carrying capacity, yaitu jumlah individu maksimal yang dapat
didukung oleh lingkungannya.

Laju pertumbuhan populas bergantung pada ukuran populasi
sehingga secara matematis lgju pertumbuhan populasi dinyatakan
sebagai

dx
= = .

Misalkan K adalah carrying capacity. Jika daam populasi
terdapat x individu, maka lingkungan masih dapat mendukung
(K — x) individu. Jadi, masih terdapat bagian lingkungan yang dapat
ditempati yaitu sebesar

(K—x)
K (2.1)

Persamaan (2.1) inilah yang sebanding dengan pertumbuhan
perkapita. Oleh karenaitu, persamaan logistik didefinisikan sebagai

ldx (K —x)

xdt—r K
atau

dx X

EZTX(].—E),

dengan r > 0 menyatakan tingkat pertumbuhan intrinsik populas x
(Boyce dan Di Prima, 2008).

Jka jumlah populasi awa x(0) <K, maka model
pertumbuhan logistik meramalkan bahwa ukuran populasi meningkat
menuju carrying capacity K. Tetapi jika nilai awa x(0) > K, maka
model pertumbuhan logistik meramalkan bahwa jumlah populasi
akan berkurang menuju carrying capacity K. Sebagai contoh, jika
populasi awal x(0) =1, r = 1, dan K = 20, maka jumlah populas
meningkat dan pada akhirnya saat x(t) = K = 20 lgju pertumbuhan
populasi berhenti. Sebaliknya jika x(0) =40, jumlah populas
4



berkurang hingga pertumbuhan populasi terhenti pada
. Grafik pertumbuhan logistik diperlihatkan pada Gambar 2.2.
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Gambar 2.2. Kurva model logistik
2.2 Model Mutualisme Dua Spesies

Model mutualisme dibentuk berdasarkan model kompetisi
yang di dalamnya terdapat model pertumbuhan logistik. Namun,
interaksi antar kedua spesies dalam model mutualisme bernilai
positif karena kedua spesies saling diuntungkan, berbeda dengan
model kompetisi yang bernilai negatif untuk interaksi antar kedua
spesiesnya.

Misalkan menyatakan jumlah populas spesies pertama dan

adalah jumlah populas spesies kedua. Tingkat pertumbuhan
intrinsk populasi spesies pertama dinyatakan dengan :
Keberadaan carrying capacity yang menyebabkan pertumbuhan
spesies pertama terbatas dinyatakan dengan . Interaksi
mutualisme yang terjadi antara spesies pertama dan spesies kedua
dinyatakan dengan . Dengan demikian, laju pertumbuhan
spesies pertama dapat dituliskan sebagai

2.2)



Pembentukan lgju pertumbuhan spesies kedua sama dengan
spesies pertama. Tingkat pertumbuhan intrinsik populasi spesies
kedua dinyatakan dengan a,y. Keberadaan carrying capacity yang
menyebabkan pertumbuhan spesies kedua terbatas dinyatakan
dengan a,,y?. Interaksi mutualisme yang terjadi diantara kedua
spesies sama dengan a,;xy. Dengan demikian, laju pertumbuhan
spesies kedua adalah

d
d_)t] = A,y — Gp2y% + Az xy. (23)

Dari persamaan (2.2) dan (2.3) diperoleh model mutualisme

dua spesies berupa sistem persamaan diferensial, yaitu

dx
dt
dy
dt

= a;x — a1 x% + a;pxy
(2.9
= @y — Gy 4 ay1xY,

tingkat pertumbuhan alami spesieske-i, i = 1,2,

tingkat pengurangan spesies ke-i  karena keterbatasan
sumber dayalingkungan i = 1,2,

tingkat penambahan spesies pertama karena berinteraksi
dengan spesies kedua,

tingkat penambahan spesies kedua karena berinteraksi
dengan spesies pertama

Q
iy
N

Il

(Glass dan Murray, 2001).
2.3 Model Amensalisme Dua Spesies

Amensalisme adalah interaksi yang menekan satu organisme,
sedangkan yang lain tetap stabil. Amensalisme juga disebut sebagai
interaks antar individu di mana salah satu individu dirugikan
(amensal), sedangkan individu yang lainya tidak dirugikan dan tidak
diuntungkan (enemy).

Salah satu contoh interaksi amensalisme adalah jamur
Penicilium yang mensekresikan penisilin dengan bakteri. Penisilin
mampu membunuh bakteri sehingga bakteri dirugikan, tetapi jamur
Penicillium tidak mendapatkan keuntungan maupun kerugian.

6



Misalkan x menyatakan jumlah populasi amensal dan y adalah
jumlah populasi enemy. Tingkat pertumbuhan intrinsk populas
amensal dinyatakan dengan a, x. Keberadaan carrying capacity yang
menyebabkan pertumbuhan populasi amensal terbatas dinyatakan
dengan a,;x2. Interaksi amensalisme yang terjadi antara populasi
amensal dan populas enemy dinyatakan dengan a;,xy. Dengan
demikian, laju pertumbuhan populas amensal adalah

dx

ikt a11x% — ai3xy. (2.5)

Pembentukan laju pertumbuhan populasi enemy sama dengan
populasi amensal. Tingkat pertumbuhan intrinsik populasi enemy
dinyatakan dengan a,y. Keberadaan carrying capacity yang
menyebabkan pertumbuhan populasi enemy terbatas dinyatakan
dengan a,,y?. Karenapopulasi enemy tidak mendapat pengaruh dari
interaksi amensalisme, maka laju pertumbuhan populasi enemy tidak
dipengaruhi oleh populasi amensa. Dengan demikian, lau
pertumbuhan populasi enemy adalah

dy

ac azy — azzy°. (2.6)

Dari persamaan (2.5) dan (2.6) diperoleh model amensalisme
dua spesies berupa s stem persamaan diferensial, yaitu

dx 5
E - alx N} allx N alzxy
(2.7)
_ a,y — azyy?
dt 2Y 22Y

(Rao dan Narayan, 2012).

2.4 Sistem Dinamik

Sistem dinamik adalah suatu sistem yang dapat diketahui
kondisinya di masa yang akan datang, jika diberikan kondis pada
masa sekarang atau pada masa yang telah lalu.

Dalam penerapannya, terdapat dua jenis sistem dinamik, yaitu
sistem dinamik diskret (t € Z atau N) dan sistem dinamik kontinu
(t €R). Bentuk sistem dinamik diskret dinyatakan sebagai
persamaan beda, yaitu

X¢4q1 = f(x:),t € Z atau N.



Apabila t kontinu, bentuk sistem dinamik dinyatakan sebagai sistem
persamaan diferensial, yaitu

dx_
I = f ().

Secara geometri, sistem dinamik kontinu menggambarkan
pergerakan titik-titik di bidang fase sepanjang kurva penyelesaian
sistem persamaan diferensialnya (Naggle dan Edward, 1993).

2.5 Sistem Autonomous
Definis 2.5.1 Sistem Autonomous

Finizio dan Ladas (1982) mendefinisikan sistem autonomous
pada dimens tiga sebagal suatu sistem persamaan diferensial yang
berbentuk

dx_
E—f(x,y.Z)

dy

a ~ 9wy (28)
dZ—h( )

dt_ x;y;Z;

dengan fungs f, g, dan h tidak bergantung secara eksplisit terhadap
waktu t.

Definisi 2.5.2 Titik Kesetimbangan

Pandang sistem autonomous (2.8). Titik x* = (x*,y% z%)
yang memenuhi f(x*,y",z") =0, gkx*y*z")=0, dan
h(x*,y*,z*) = 0 disebut titik kritis sistem autonomous (2.8). Titik
kritis X* merupakan solusi sistem (2.8) yang bernilai konstan, sebab
dx dx

dy E _ ax _
~ % 0, i 0, dan prie 0. Keadaan yang menyebabkan i 0,
2 =0, dan =0 disebut dengan keadaan setimbang dan titik
yang memenuhinya disebut titik kesetimbangan (Ross, 1984).



Definisi 2.5.3 Kestabilan Titik K esetimbangan

Titik kesetimbangan x* = (x*, y*, z*) dikatakan
1. sabil, jika Ve > 0, 36 > 0 sedemikian sehingga untuk setiap
solus X = x(t) yang memenuhi
1X(0) —x*|| < &

maka berlaku
[|1X(t) —x*|| < &Vt >0,

2. stabil asimtotik, jika stabil dan 36,0 < 8, < & sedemikian
sehingga sebuah solusi ¥ = X(t) yang memenuhi
1%(t) — %Il < &
bersifat
tlim x(t) = x7%,
3. tak stabil, apabila tidak memenuhi kriteria pertama, dengan norm
yang digunakan adalah norm Euclid
(Boyce dan DiPrima, 2008).

2.6 Sistem Autonomous Linear

Sistem (2.8) dikatakan sistem autonomous linear pada
dimens tiga jika fungsi dari f, g, dan h adalah fungs yang linear.
Bentuk umum dari sistem autonomous linear dengan tiga persamaan
yaitu

=a;1x+a a,3Z
dt 11 12Y 13
=a,x+a a,3Z
dt 21 22Y 23
dz
dt az1X + azp;y + azzz,

yang dapat dinyatakan sebagai Z—f = AX, di mana

a11 Q12 Q13
a1 Gz dz3
a3z1 43z dz3

dengan a;;€R dan det(4) # 0.

A= danx =

X
)

Z




Teorema 2.6.1

Misalkan 44,4, dan A; adalah nilai eigen matriks A. Titik
kesetimbangan (x*, y*, z"*) bersifat
1. stabil, jika ketiga nilai eigen 1,4, 4, dan A; mempunyai bagian riil
tak positif,
2. tidak stabil, jika sedikitnya satu nilai eigen memiliki bagian riil
yang positif
(Edward dan Penney, 2001).

2.7 Sistem Autonomous Nonlinear

Sistem (2.8) dikatakan sistem autonomous nonlinear pada
dimens tiga jika fungs f, g, dan h adalah fungsi yang nonlinear.
Anggap bahwa fungsi f, g dan h mempunyai turunan parsial yang
kontinu di titik (x*, y*,z*). Deret Taylor fungsi f, g dan h di sekitar
(x*,y*, z") adalah

afx"y",z7)
X

fGey.2) = fG&y,2) + ==

(x—x9+

(2.9)
af(x*‘ y*' Z*) a af(x*‘ y*' Z*)

3y G4 Er (z—=2z)+n.(xy,2)

ag(x*,y",z")

i (x—x*)+

9x,y,2) = gx*,y*,z") +

ag(x*, y*' Z*) ( _ *) N 6g(x*, y*,Z*) (Z | Z*) i) (x Z) (210)
ay y y 9z 20X, Y,

oh(x*,y*,z")

h(x,y,2z) = h(x*, y*,z*) + 3

(x—x*)+

ah( * * *) ah( * * *) (2.11)
T () ey B 1 i)

dengann;(x,v,2),n,(x,y,z), dann3(x, y, z) adalah suku sisa.
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Untuk hampiran orde satu tersebut, suku sisa memenuhi sifat-

sifat
, 1 (x,y,2)
m —_— =
(y.2)-yhz)  ||w|
: n2(x,y,2)
llm —_— = 0
(xy2)-@hyhz)  ||[wW| (2.12)
773(ny;2) — 0,

li
y2)-0ytz) |||

denganw = (x — x*,y —y*,z — z%).
Berdasarkan persamaan (2.9), (2.10) dan (2.11), serta
mengingat

dx _ d(x—x") dy d(y ) dan dz d(z z")
dt — dt ' dt  dt dat  dt

maka persamaan (2.9), (2.10), dan (2.11) dapat ditulis dalam bentuk
matriks berikut.

d[x—x f&xy,z7)
al? =7 9(x",y",z%)
z—z h(x*,y*,z")

af(x y 2 of(x'y.z) of(x’ y Z>1 (2.12)

oh(x*,y*,z*) oh(x* y*,z") ah(x y z") (=27
ay

[

| ; *
0g(x y z) ag(x',y,z") 6g(x y Z) (S
|l % J(y—y)

+ [n2(x,y,2)

n3(x,y,2)

(%, y, Z)]

11



[af(X*,y*,z*) of (x*,y*.z") 6f(X*.y*.Z*)]
ox oy 0z

Matriks g(xaj =) g(xa; al g(xazy 2| disebut matriks Jacobi

Oh(x*y*z*) Oh(x*y*z*) Oh(x*y*z")
ox ay 0z
atau partial derivative matrix dan dinotasikan dengan J(x*,y*, z*)
atau / sgjajika dianggap jelas. Karena
f(x*’y*’ Z*) = g(X*'y*' Z*) - h(X*'y*' Z*) = 0’
persamaan (2.12) dapat ditulis dalam bentuk

duy [ ) Oy

| dt | | \ ¥ . SN m(xy,2)
dv| 109Gyt z7) a9ty z) 99y, z7) H+ 1 (xy,.2)
aw lah(x*,y*,Z*) oh(x",y",z") ah(x*,y*,Z*)J '
dt dx dy 0z
Bentuk di atas dapat ditulis sebagai
dw
= JW+T. (2.13)
T Jw+1

Untuk (x,y,z) yang berada cukup dekat dengan (x*,y*,z"),
(u, v,w) bernilai kecil sehingga ||77]| < |lw]l. Oleh karena itu, 7
dapat diabaikan dan sistem nonlinear (2.13) dapat dihampiri oleh
sistem linear

dw
—=Jw 2.14
e Jw. ( )

Untuk x = x*, y =y*, dan z = z* diperaleh (u*,v*,w*) =

(0,0,0) sehingga sistem linear (2.14) memiliki titik kesetimbangan
(u*,v*,w*) = (0,0,0) (Boyce dan DiPrima, 2008).

Teorema 2.7.1

Titik kesetimbangan sistem autonomous nonlinear bersifat
1. sabil jika titik kesetimbangan sistem yang dilinearkan adalah
stahil,
2. tak stabil jikatitik kesetimbangan sistem yang dilinearkan adalah
tak stabil
(Edward dan Penney, 2001).
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2.8 KriteriaKestabilan Routh-Hurwitz

Jika suatu sistem linear mempunyai persamaan karakteristik
berbentuk

A"+ P A4 P A2 4+ Py 1A+ P, =0, (2.15)

maka kestabilan titik kesetimbangan dapat ditentukan dengan
menggunakan kriteria Routh-Hurwitz tanpa harus menentukan nilai
eigen matriks Jacobi.

Teorema 2.8.1 Kriteria Routh-Hurwitz

Pandang polinom pada persamaan (2.15). Akar-akar
persamaan tersebut memiliki bagian riil negatif jika dan hanyajika

P 1
P,>0dan|H,| =P, >0, |H,| = P1 A0
3 2
P, 1 0 ﬁl Pl 19 8
e (N RO
Py P, Py ' p
k

dengank = 1,2, ..., n.
Untuk n = 3, persamaan (2.15) menjadi
/‘{3+P1/12+P2&+P3=0. (216)

Akar-akar persamaan (2.16) memiliki bagian riil negatif jika dan
hanyajika

(i) P;>0,
(i) |H,| = P; p,| = PiPa=Ps>0

(Glass dan Murray, 2001).
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29 Metode Lyapunov

Definisi 2.9.1 Definit Positif dan Definit Negatif

Suatu fungsi £ : V € R™ - R, di mana V adalah persekitaran
dengan pusat 0 € R" dikatakan definit positif pada V jika L(¥) > 0
dan definit negatif pada V jika £(X) <0 untuk % € V\{0} dan
£(0) = o.
Definisi 2.9.2 Fungsi L yapunov Lemah

Misakan x* adalah suatu titik kesetimbangan persamaan
diferensial %=A(5c’). Suatu fungsi L:R™ - R disebut fungs
Lyapunov lemah jika terdapat suatu persekitaran W < R™ dengan

pusat ¥* yang memenuhi
() LE)=0danL(E) >0, VE£Z €W

(I I) dL(x)

Definis 2.9.3 Fungsi Lyapunov Kuat

<0, VXew

Fungs £ disebut fungsi Lyapunov kuat jika terdapat suatu
persekitaran W dengan pusat X* yang memenuhi kondisi (i) pada
Definis 2.9.2 dan

dL(x)
dt

-

<0, VX+x*ew.

Teorema 2.9.1 Kestabilan Global dengan Fungsi Lyapunov

Misalkan x* adalah suatu titik kesetimbangan persamaan
diferensial % = A(X). Titik kesetimbangan x* bersifat stabil global
jika terdapat suatu fungsi Lyapunov lemah untuk x*. Jika terdapat
suatu fungsi Lyapunov kuat untuk X* maka X* bersifat stabil

asimtotik global
(Arrowsmith, 1992).
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BAB I11
PEMBAHASAN

Pembahasan pada skrips ini lebih ditekankan pada analisis
dinamik, yaitu penentuan titik kesetimbangan, uji keberadaan titik
kesetimbangan, dan penentuan jenis kestabilan titik kesetimbangan.
Pada tahap akhir dilakukan beberapa simulas numerik untuk
mengilustrasikan hasil analisis dinamik yang telah diperoleh.

3.1 Formulas M odel

Pada bagian ini dibahas formulasi model tiga spesies yang
terdiri dari dua spesies mutualisme dan satu spesies amensal.
Amensal merupakan spesies yang terhambat pertumbuhannya karena
keberadaan spesies lain. Jadi, penambahan spesies ketiga tidak
mempengaruhi laju pertumbuhan dua spesies mutualisme, sehingga
laju pertumbuhan dua spesies mutualisme dibentuk berdasarkan
model mutualisme dua spesies pada Subbab 2.2 sebagai berikut.

dx \
E =a1x — ay1x° +axy
(3.2)
dy
U azy% + azyxy.

Misdkan z menyatakan jumlah populasi spesies ketiga
Tingkat pertumbuhan intrinsik populasi spesies ketiga dinyatakan
dengan asz. Selain itu, keberadaan carrying capacity menyebabkan
pertumbuhan spesies ketiga terbatas dinyatakan dengan ass;z2.
Spesies ketiga bertindak sebagai amensal sehingga jumlah spesies
ketiga berkurang karena pertumbuhannya terhambat oleh kedua
spesies mutualisme yang dinyatakan dengan asxz dan as,yz.
Dengan demikian, laju pertumbuhan popul asi spesies ketiga adalah

dz

prialc T a332% — a31Xz — az,yz, (3.2

15



dengan
asz =

az3z =

az; =

tingkat pertumbuhan alami spesies ketiga,

tingkat pengurangan spesies ketiga karena keterbatasan
sumber daya lingkungan,

tingkat pengurangan spesies ketiga karena berinteraksi
dengan spesieske-i, i = 1,2.

Berdasarkan persamaan (3.1) dan (3.2), maka diperoleh model
tiga spesies mutualisme dan amensalisme sebagai berikut.

dx g 2 4

A ax —a;1x a12Xy

dy

T ey az2y% + azxy (3.3
dz S

E == a3Z = a33Z . a31xZ — a32yZ A

3.2 Titik Kesetimbangan
Titik kesetimbangan sistem (3.3) diperoleh ketika

& = 2 = Z pernilai nol sehingga sistem (3.3) menjadi
a1 X — a1 X% + a;,xy =0 (3.4.9)
a,y — azy* + azxy =0 (3.4.b)
A3Z — A33Z° — A31XZ — A3,yZ = 0. (3.4.0

Persamaan (3.4.a) dapat ditulis dalam bentuk

x(a; —a;x +ay) =0

sehingga diperoleh

atau

16
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Persamaan (3.4.b) dapat ditulis dalam bentuk

y(a; —azy +az;x) =0

sehingga
y=0 (3.5.0)
atau
az - azzy + ale S 0 (35d)
Persamaan (3.4.c) dapat ditulis dalam bentuk
z(az — azzz —az;x —azy) =0
sehingga
J (3.5.¢)
atau
a3 - a33Z 5l a31x Y a32y = 0 (35f)

Kombinas dari keenam solus tersebut menghasilkan delapan
kemungkinan titik kesetimbangan yang terdiri dari satu titik
kesetimbangan trivial (E;), enam titik kesetimbangan batas (E,
sampai dengan E), dan satu titik kesetimbangan interior (Eg).

1. Titik Kesetimbangan £ (0,0,0)

Titik kesetimbangan ini diperoleh dari kombinas solusi
(835.8), (35c) dan (35.€), vyatu x=0, y=0, z=0. Titik
kesetimbangan tersebut menunjukkan bahwa ketiga spesies
mengalami kepunahan.

2. Titik Kesetimbangan E; (00,22 )
33

Titik kesetimbangan ini diperoleh dari kombinas solus
(3.5.9), (3.5.c) dan (3.5.f), yaitux = 0, y = 0, dan
az; —az3z=0
N
zZ=—".
ass
Titik kesetimbangan tersebut menunjukkan bahwa spesies
pertama dan kedua punah, sedangkan spesies ketiga dapat bertahan
hidup.
17



3. Titik Kesetimbangan E; (0:—2 O)
22

Kombinas dari solusi (3.5.8), (3.5.d) dan (3.5.€) menghasilkan
titik kesetimbangan E5, yaitux = 0, z = 0, dan

a; —az;y =0

a;

azz
Titik kesetimbangan ini menyatakan bahwa spesies pertama
dan ketiga mengalami kepunahan, sedangkan spesies kedua bertahan
hidup.

4. Titik Kesetimbangan E, (:—1 0,0)
11

Kombinas dari solusi (3.5.b), (3.5.¢c) dan (3.5.€) menghasilkan
titik kesetimbangan E,, yaituy = 0, Z = 0 dan
a1 - allx — 0
_
X =—.
a1
Titik kesetimbangan ini menyatakan bahwa spesies pertama
dapat bertahan hidup, sedangkan spesies kedua dan ketiga
mengalami kepunahan.

5. Titik Kesetimbangan E (Oaﬂz— Z)
22

Titik kesetimbangan Es; diperoleh dari kombinas solus
(35.3), (35.d) dan (3.5), yaitux = 0, = ==, dan
22
az — azzz —azy =0
a
A33Z = A3 — Q37 ——
33 3 32 ays
_ Q3033 —a43z0p
ZI=———————————.
a330z>

18



Titik kesetimbangan ini menunjukkan bahwa spesies pertama
punah, sedangkan spesies kedua dan ketiga dapat bertahan hidup.
Titik kesetimbangan Es adajikaaza,, — as,a, > 0.

6. Titik Kesetimbangan Ej (ﬁ 0, Z)

ap;’
Titik kesetimbangan Eg diperolen dari kombinas solus
(35.h), (35.c) dan (3.5f) atau % = —+, 5 = 0, dan

aj;’
a3 — A33Z — A31X = 0
aq
A33Z = A3 — Q31—
33 3 31 a1
_ 03041 — 43144
Z=—7",.
az3aqy
Titik kesetimbangan ini menunjukkan bahwa spesies pertama
dan ketiga dapat bertahan hidup, sedangkan spesies kedua
mengalami  kepunahan. Titik kesetimbangan E, ada jika
asa;; —aziaq > 0.

7. Titik Kesetimbangan E (%, y, 0)

Titik kesetimbangan ini diperoleh dari kombinas solus
(3.5.b), (3.5.d) dan (3.5.€), yaituz = 0,

a1 - allx + a12y 5 0

a1 X = ay +ay

a; +agy
x=——=

St (36.9)
dan
Ay — Ay +a1x=0
A2y = Az + Az1X
_ Gy +azx (3.6.b)

y=—-""
az2
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Selanjutnya untuk memperoleh nilai dari X, maka persamaan (3.6.b)
disubstitusi ke persamaan (3.6.2) maka diperoleh persamaan (3.6.c).

aq + ay
X =—""
a1
a, + az1x

a; +aq; ays

a1
_ 103 T Q120 T a120:1X

A11027
A11022X = Q1032 + A120; + Q12021 X
(a11022 — A12021)x = A10y; + A1,
a1Gz; + a0,

(a11a22 — a12a;1) '

X = (3.6.0)
Kemudian, substitusi persamaan (3.6.c) ke persamaan (3.6.b), maka
diperoleh persamaan nilai .

_ Gz t+aX

Y Qaz2

107, + a42a,
d11032 — A12021)

azz

a, +a21(

Q11027 — A2012071 T A21A103, + A210120;

A32(a1103; — A12031)

_ax(azas; +aziaq)
a52(a1103; — A12051)

G055 t A0

@110z5 — Q12071 (3.6.d)

Titik kesetimbangan ini menunjukkan bahwa kedua spesies
yang bermutualisme dapat bertahan hidup sedangkan spesies ketiga
punah. Titik kesetimbangan E, adajikaa,;a,, — a;,a,1 > 0.
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8. Titik Kesetimbangan Eg(x, y, Z)

Titik kesetimbangan ini merupakan kombinasi dari solusi
(3.5.b), (3.5.d) dan (3.5.f). Nilai x dan y pada Fg telah diperoleh di
titik E, yaitu pada persamaan (3.6.c) dan (3.6.d).

(a1a2; + a1207)

A11022 — A12021
- (azaq1 + az1ay)

11027 — Q2021

Selanjutnya untuk memperoleh nilai dari z, maka persamaan
(3.6.c) dan (3.6.d) disubstitusi ke dalam persamaan (3.5.f), sehingga
diperoleh persamaan (3.6.€).
a3 — azzZ —Az1X —azy =0

Qa3 — Q31X — dzpy

aszs

X =

Z =

a5 — a31( 10y, + a150, ) " sy ( 041 + a0, )
A11022 — A12071 A11022 — Aq2021

ass

s a3(a11a2; — 12021) — 31(a1Gz; + A120;) = A32(a,a11 + A2104) (3.6.9)
a33(a11a2; — @12421)

Agar penyebut dari x,y sama dengan penyebut pada z, maka
X,y dikalikan dengan ? sehingga diperoleh titik kesetimbangan E
33
sebagai berikut.

as3(a1a;; + ag,a;)

= A11022033 — A12021033

__ az3(aa11 + az104)

Y A11022033 — A12021033

5= a3(a11az; = A12051) — a31(a1ay; + a120;) — as(aaq; + azaq)

as3(a;1ay; — a12a,1)
Titik kesetimbangan Eg menunjukkan bahwa ketiga spesies dapat
hidup berdampingan. Titik kesetimbangan Eg ada jika
Ay1022 — Q12027 >0 dan  az(a;1a;; — a12a;1) — azg(ajaz; +
a1,0;) — azz(azasq + azia;) > 0.
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3.3 Kegtabilan Titik Kesetimbangan

Sifat kestabilan titik kesetimbangan pada model (3.3)
diperiksa melalui analisis kestabilan berikut. Sistem (3.3) merupakan
sistem yang nonlinear. Oleh karena itu sistem tersebut dilinearkan
dengan ekspansi deret Taylor di sekitar titik kesetimbangan,
sehingga diperoleh matriks Jacobi sebagai berikut.

[0f (x,y,z) 0f(x,y,2) 0f(x%y, 2)]
0x ay 0z
= 09(x,y,z) 0d9(x,y,z2) 09g(x,y,2) (3.7)
0x oy 0oz |
ah(f,}_/, Z_) ah(f, Y, Z_) ah(f, Y, Z_)
0x oy 0z
dengan
of (x,y,2) - ’
T - a1 - 2a11x + alzy
0@y _
oy 12
of (%,5.2) _
_ = 0
0z
99(x,y,2) _ o
— a7 21Y
09(x,y,2) | 1|
a—y == az - Zazzy + ale
09(x,y,2)
A ()
0z
oh(x,y,z) _
Tox
oh(x,y,2) _
N N\ = —0zz
0h(x,7,2) -
Nt . az — 20332 — Az X — azzy.
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1. Kestabilan titik kesetimbangan E; (0, 0, 0)

Matriks Jacobi di titik E; diperoleh dengan mensubstitusikan
titik E; ke matriks (3.7).

a 0 O
JE)=|0 aq 01.
0 0 a3

Nila eigen matriks J(E;) diperoleh dengan menyelesaikan
persamaan |/ (E;) — AI| = 0, yaitu
a,— A 0 0

0 a, — 1 0

0 0 a; — A
Selanjutnya, diperoleh persamaan karakteristik sebagai berikut.

(e, — D(a; =D (az; — 1) = 0.
Nilai eigen dari matriks J(E;) adalah 1, = a4, 1, = a,, dan

Az = az. Semua parameter bernilai positif, sehingga1, >0, 1, >0
dan A; > 0. Jadi, titik kesetimbangan E; bersifat tidak stabil.

= 0.

2. Kestabilan titik kesetimbangan £, (0,0, %)
33

Jika titik E, disubstitusi ke matriks (3.7) maka diperoleh
matriks sebagai berikut.

a, 0 0
J(Ey) = 0 2 [
a _a3 a __a3 a 2a ——a3
—daszq —daszz 3 T 4033
as3 Qss ass
aq 0 0
_ 0 a, 0
as as
—Q31—— ~—QAzp—— —0a3
aszs ass

Nila eigen matriks J(E,) diperoleh dengan menyelesaikan
persamaan |/ (E,) — Al| = 0, yaitu

a,— A 0 0
0 -1 0
a “ a = 0.
B
asi s asz»z s as
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Selanjutnya, diperoleh persamaan karakteristik sebagai berikut.
(a; —D(az — ) (—az; — 1) = 0.

Akar-akar dari persamaan karakteristik tersebut atau nilai
eigen dari matriks J(E,) addah 1, = a;, 4, = a,, dan A; = —as.
Terdapat nilai eigen yang bernilai positif, yaitu A; dan A1, maka titik
kesetimbangan E, bersifat tidak stabil.

3. Kestabilan titik kesetimbangan E3 (0,2, 0)
22

Dengan mensubstitusi titik E; ke matriks (3.7), diperoleh
matriks sebagai berikut.

a;
a, +a;,— 0 0
J(Es) = 422
3 a a
—_— — 20,5, — 0
azq1 a; Qzs
az; azz
a;
0 0 az — az; —
a22_
a12
a,+—a, O 0
_ 22
= a,
ay, — —a, 0
az2
as»z
0 0 az3———a,
az2

Nila eigen matriks J(E;) diperoleh dengan menyelesaikan
persamaan |/ (E3) — AI| = 0, yaitu

a2
a,+—a, — 4 0 0
az;
az
a21 — —'az Yy A 0 = 0_
az;
a
0 O a3 - ﬁaz - A

az;

Selanjutnya, diperoleh persamaan karakteristik sebagai berikut.

(al +%a2 —A) (—a, — 1) <a3 —%a2 —A) =0.
a

az; 22
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Nilai eigen dari matriks J(E;) adadah A; = a; + 2 a,,
az2
azp

A, = —a,, dan )Lg—a3——a2 Salah satu nilai eigen bernilai

positif, yaitu A; maka jenis keﬂabllan titik kesetimbangan E5 adalah
tidak stabil.

4. Kestabilan titik kesetimbangan E4( ,0, 0)

Matriks Jacobi di titik E, diperoleh dengan mensubstitusikan
titik £, ke matriks (3.7).

a a
—2ay;,— : ) — 0 |
Q11 ayq |
](E4) = a
0 a, +a;;— 0
aq
aq
0 0 a - a31
a;
—-a, 0 0 ]
= a1 |
0 az + P ) al 0
11
a
0 0 a3 Ny —31-611
a1

Nila eigen matriks J(E,) diperoleh dengan menyelesaikan
persamaan |/ (E,) — Al| = 0, yaitu

—a;— 4 0 0
az
0 az +_a1_/1 0 _
an =0.
a
0 0 a3—i1a1—l

a

Selanjutnya, diperoleh persamaan karakteristik sebagai berikut.
(—a; —4) (az +Ea1 = l) <a3 —Ea1 = l) = 0.
a1

a1
Nila eigen dari matriks J(E,) adaah A, = —ay,
Ay = ay + 2ay, dan A3 = a; — 2 q,. Sdah satu nilai eigen bernilai
a1 a1l
positif, yaitu 1, maka jenis kestabilan titik kesetimbangan E, adalah
tidak stabil.
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5. Kestabilan titik kesetimbangan E5 (0, y, Z)

Jika titik Es disubstitusi ke matriks (3.7) maka diperoleh
matriks sebagai berikut.

[a; + a2y 0 0
J(E5) = azy Az~ 2d;y 0 B
L _aglz _a322 a3 - 2a33Z - agzy

[a, + a2y 0 0
a1y —da;z 0],
| —a31Z  —az;z A

dengan

A = az — 2a33Z__ a32)_7

QA30y; — A324p a,
=a3 —2a33————— — O3 —
Q3307) az;
AL, A
— _a3 + 322
az;
= —az + as)y,
sehingga matriks J(Es) dapat ditulis menjadi
a, +ay 0 0
J(Es) = ‘12137_ —az_ 0 E
—Qz1Z  —03;Z —az tazy

Nila eigen matriks J(Es) diperoleh dengan menyelesaikan
persamaan |J(Es) — AlI| = 0, yaitu

a, +ay— A 0 0
a21)7 _az a7 | /1 O 3 0
_a31Z_ _a32Z_ _a3 + a32}7 y /1

Selanjutnya, diperoleh persamaan karakteristik sebagai berikut.
(aq + a2y - D (—a; — V) (—az + azp,y - 2) = 0.
Nila eigen dari matriks J(Es) adadah A; = a; + a,¥,
Ay = —a,, dan A3 = —a; +aj,y. Salah satu nila eigen bernilai
positif, yaitu A, maka jenis kestabilan titik kesetimbangan Es adalah
tidak stabil.
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6. Kestabilan titik kesetimbangan Eg (-, 0, 7)
11
Matriks Jacobi di titik E4 diperoleh dengan mensubstitusikan
titik E¢ ke matriks (3.7).

_[ag—2a41% aixX 0
J(Ee) = 0 a, + a,x 0
—0az1Z —0Q3,Z A3 — 2a33Z — az1X
[ —a, a2Xx 0
= 0 a, +a;x 0],
|—a3.Z —Q3,Z B

dengan

B = a3 - 2a33Z__ aglf

= 4a—2a azAq11 — 3144 4 aq
=03 —4033——————— — U31 —
a33a11 a1
+ gy 2
= O3 s~ =
a1
- _a3 + a31f,
sehingga matriks J (E;) dapat ditulis menjadi
—aq aq2X 0
](E6) - O az + a21f O ]
—Qaz1Z —a3,Z —az + az(X

Nilai eigen J(E4) diperoleh dengan menyelesaikan persamaan
|J(Eg) — All = 0, yaitu

—a; — A A% 0
O a,; AP a21f — /1 0 = 0
—a31Z —Q3,Z —az+azx—A21

(_al - A)(az AP a21f - /1)(_(13 + a31f - A) = 0.

Nilaa eigen dari matriks J(E;) adaah A; = —ay,
Az = a, aF a21f, dan /13 = —aj + a313_c. \bnls kestabllan t|t|k
kesetimbangan E bersifat tidak stabil karena A, bernilai positif.
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7. Kestabilan titik kesetimbangan E- (X, y, 0)

Substitusi titik E, ke matriks (3.7), sehingga diperoleh matriks
sebagai berikut.

](E7) = -al ¢ Zanf + alzj_/ alzf 0
a.y a; — 24,y + azx 0
0 0 a3 - a31f - a32}_/
C a;x 0
= |az1y D 0 )
0 0 az; — Az X — asyy
dengan

C — al y Zallf ar alzy
D = a, — 2a22)_7 + a21f.

Substitusi persamaan (3.6.c) dan (3.6.d) ke C dan D, sehingga
diperoleh

C =a; — Zallf AP a12}7

10z t A120; Aa11 + Az104
== a1 - 2a11 + a

A110A22 — 12031

A110A22 — A120321

a1(a11a3 — A12051) — 2041 (@023 + a4207) + aq2(a2a41 + a2104)

Q11037 — Aq2021
—QA10110322 — 0110124,

A11Q22 — 12021
— g ( a10z2 + A124; )

A11022 — A12021

= _allf,

dan
D - az - Zazz:)_/ + a21f

axaiq +az1aq )+ a ( aiax; + aq20a; )

= az 3 2a22 <
A11Q22 — A1202q

A11Q22 — A12027
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_ay(a11a57 — A12021) — 2a2,(a2a41 + 2101) + a31(a1 Gz, + a42a;)

A1103; — Aq2021

_ TQp202011 — Ap202104

A11Q22 — A12027

4 ( az011 42104 )
A110a22 — A12031
= —az)y.

Berdasarkan perhitungan tersebut, matriks J(E,) dapat ditulis
men;j adi

—a1X  aqX% 0
J(E7) = [ a1y  —03Y 0 ]
0 0 az — az1X — azyy

Nilai eigen J(E,) diperoleh dengan menyelesaikan persamaan
J(E;) — Al| = 0, yaitu

—aXx— A X 0
a1y —Qyy — 4 0 =0
0 0 a3 — A31X — Az ¥ — A

(—a11X — D(—azy —D(az — az X —azy —4) —
(az — az X — azy — 1) (az1y)(a %) = 0
[(—a;1X — D (—a7 — 1) — (az:17)(a2%)]
(az—az X —azy—-4) =0
[A% + (a11% + az;7)A + (a11a2; — @417051)%Y]
(az—az1% —azy — 1) = 0. (38)

Berdasarkan persamaan karakteristik (3.8), salah satu nilai
eigen dari matriks J(E,) adalah (az—a31X — a3, ¥ — A) danduanila
eigen lainnya diperoleh dengan mencari akar-akar dari persamaan
sebagai berikut.

22+ (@11% + a2,9)A + (aq152 — 012021)Xy = 0. (39)
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Berdasarkan kriteria Routh-Hurwitz pada Subbab 2.8, akar-
akar persamaan (3.9) memiliki bagian riil negatif jika dan hanyajika

(11022 — @12a21)%y > 0 dan a1 X + azy > 0,
dikarenakan (a;1a,; — a;2a,;) adalah syarat keberadaan titik
kesetimbangan E; dan a;;X + a,,y pasti bernilai positif, maka
persamaan (3.9) memiliki akar-akar dengan bagian riil negatif. Oleh
karena itu, kestabilan titik kesetimbangan E; stabil asmtotik jika
az;—az1x — az,y < 0.

8. Kestabilan titik kesetimbangan Eg (X, y, Z)

Jika titik Eg disubstitusi ke matriks (3.7) maka diperoleh
matriks sebagai berikut.

J(Eg) =]|ax»ny D 0
—031Z Q3Z G

dengan C dan D telah diperoleh dari perhitungan padatitik E, yaitu

C a,x 0]

C = a1 - Zallf + a12)7 S _allf ’

D= a;—2a3y+a;X=—azy,
dan

G = a3 - 2a33Z__ a31f - a32y = _a332_

(Perhitungan nilal G dapat dilihat pada Lampiran 1).
Berdasarkan perhitungan C, D, dan G, matriks J(Eg) dapat ditulis
menj adi

—a1X Q12X 0
J(Eg) = | a1y  —azy 0
—Qa31Z Q3,Z —033Z

Nilai eigen J(Eg) diperoleh dengan menyelesaikan persamaan
[J(Eg) — Al = 0, yaitu

—ax — A4 X 0
az1y —Q3y — A 0 =0
—as1Z a3, Z —a33Z— A

(—agx — D) (=azy — D(—as3z — 1) — (—az3Z — 1)a1,a,: Xy = 0
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—(a11% + ) (azy + N (azzz + 1) + (az3Z2 + 1)a1,a,1%y = 0

(a11% + D) (azy + 1)(azsz + 1) — (@33 + 1)a;,a,,%y = 0

(a33Z + D)((ag1® + (@229 + ) — a12a2,%y) = 0

(az3Z + V(A + (a1 % + az))A + a11022%Y — a12021%y) = 0

(az3Z + (A + (a1 % + az9)A + (@1105; — a12051)%Y) = 0

A3+ (a11% + ay, ¥ + azz2)A®

+((a11% + az2¥)as3Z + (11052 — G12021)%Y)A

+(a11022033 — A33012021)%YZ = 0.

Persamaan karakteristik yang telah diperoleh dapat disederhanakan
bentuknya menjadi
/13_P1/12_P21+P3—_—0, (310)
dengan
P]_ S allf + azzy + a33Z_

P, = (a11X + az;¥)a33Z + (a110;5 — A12051)XY

P; = (a11a22033 — A330120;1)XYZ.

Persamaan (3.10) sulit untuk diselesaikan, sehingga sifat nilai
eigen akan dianalisis dengan kriteria Routh-Hurwitz.

Berdasarkan Teorema 2.8.1, akar-akar persamaan (3.10)
memiliki bagian riil negatif jikadan hanyajika

i. P3 >0,
” |H1|=P1>0,
ii. P, 1
H,| = >0
I 2| P3 P
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Nilal parameter a,1, a,,, ass, a2, a1 > 0, sehingga
I. Py = (a11027033 — A33012021)XyZ > 0,
ii. |Hy| = Py = a1 X + a3,y + az3z >0,

P, 1
P3P

iii.
|Hp| = = |PP, — P3| >0

H, = (a11% + ag;7 + az32)((ay1% + a5,9)az3z +
(aj1az, — a12a21)f37) -
(a11a22a33 — A33a12021)XyZ > 0
Hy = 2a1105,33%5Z + af1a33%%) + a5,a335%Z
+(a1 % + 22)a532% + (A11022 — A12021) 11 XY (3.11)
+(a11az2 — A12031)az,%5% > 0.

Jadi, titik kesetimbangan Eg bersifat stabil karena persamaan (3.11)
terpenuhi.

3.4 Kestabilan Global

Sifat kestabilan di sekitar titik kesetimbangan telah dianalisis
pada Subbab 3.3. Dari analisis tersebut, ada kemungkinan titik
kesetimbangan yang bersifat stabil lokal juga bersifat stabil global.
Dua titik kesetimbangan yang bersifat stabil lokal juga
dimungkinkan bersifat stabil global, yaitu titik £, dan Eg.

3.4.1 Kestabilan Glaobal Titik Kesetimbangan E-
Analog dengan Rao, dkk. (2012), diberikan fungsi Lyapunov
untuk titik kesetimbangan E- (%, ¥, 0) sebagai berikut.
— (x—%—%In> el Y
Lx,y) = (x x xlny) + (y y yln)_/).

Selanjutnya, untuk menunjukkan bahwa fungsi tersebut
merupakan fungsi Lyapunov kuat atau lemah, perlu dibuktikan
terlebih dahulu bahwa fungsi £ tersebut memenuhi kondisi (i) pada
Definis 2.9.2, yaitu L(xX,y) = 0dan L(x,y) > 0,V x,y # X,y € W.
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(i) Pembuktian £(x,y) =0
Bukti :

ol ) . X _ _ -_— )
LXY) = (x —X— xlng) + (y -y —ylni)
=0—-xIn1)+(0—-yIn1)
= 0.
Jadi, terbukti bahwa £(x,y) = 0.
(ii) Pembuktian £(x,y) >0,V x,y # X,y € W
Bukti :
Analog dengan Widayani (2012), misalkan terdapat fungsi
f(s) = s —Ins. Turunan pertama f(s) terhadap s adalah
F@ S
S
Titik stationer f(s) diperoleh ketika f'(s) = 0. Nila s yang
memenuhi f'(s) = 0 adalah
s=1le y=f1)=1.
Untuk kemonotonan fungsi f (s) diperoleh ilustrasi berikut ini.
Monoton turun Monoton naik

5 e

Gambar 3.1 Grafik kemonotonan fungsi f(s)

Dari ilustrasi tersebut, jelas bahwa (1,1) adalah titik
minimum f(s). Grafik fungs f(s) dapat dilihat pada Gambar
3.2, di manadari gambar tersebut tampak jelas bahwa f (s) > 1.
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Gambar 3.2 Grafik fungsi

(@ Misakan -, diperoleh - - - sehingga
Karena , maka diperoleh
- (3.17)
(b) Misalkan —,diperoleh - - - sehingga
Karena maka diperoleh



b N N
> + ll’l:
yzy-ry 7
N .
y—y—-yhn==20 (3.18)
y
Dari persamaan (3.17) dan (3.18) terbukti bahwa
x—f—fh%ZOdmy—y—9m§2Q
sehingga diperoleh
(3.19)

O e — 5 —7InZ
L(x,y) = (x x xlny) + (y y yln)_/) > 0.
Dengan kata lain
L(,y)>0,Vx,y+xy eW.
Selanjutnya akan dibuktikan bahwa £ memenuhi Definisi 2.9.3
yaitu %< 0,Vx,y+x,y eW.
Berdasarkan persamaan (3.5.b) dan (3.5.d), ¥ dan y dapat ditulis
sebagai
__aytapy Gy tazx
7= T v RIA" T RIAY
a1 Q22
Bukti :
dL dLdx N dLdy
dt dxdt dydt
_ (x—f)dx_}_(y—;?)dy
\ x Jadt y /dt

X —X
= ( p )x(al —apx + a;3y)
y—=y
+ (T) y(a; — azy + azx)

= (x —x)(a — a1 x + ay) + (7 — Y)(a; — azy + azx)
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= (x —2)((ag + a12y) — a31%)

+(y - }7)(((12 + az1x) — 0122)’)

= (ay + a1, )% — @y x2 — %(ay + ay,y) + a5, X%

+(ay + a1 X)y — azy* — (az + a1 %)y + az,yy

ai(a; + a2y) ,  ag(ag + apy) _ _
="y —axt — ————— % + a1 XX
aq1 a1

,  @x(ay +azx) _ y
Y —Qpy° — Y+ azyy
az2 a22

i a2 (a; + az x)

= @ XX — Q11X — a1 X% + a X%

+02,YY — Az2y? = A22¥” + A2 YY
= —ay4 (%% — 2%x + x2) — ay (y? — 25y + 72)
= —a; (X — 0 — a,(y = §)* <0.

Terbukti %<0, maka menurut definiss 2.9.3 fungsi

Lyapunov £ adalah fungsi Lyapunov kuat, sehingga titik
kesetimbangan E, bersifat stabil asimtotik global.

3.4.2 Kestabilan Glaobal Titik Kesetimbangan Eg

Anaog dengan Rao, dkk. (2012), diberikan fungs Lyapunov
untuk titik kesetimbangan E5 (X, y, ) sebagal berikut.

Lx,y,z) = (x—J_c—a_clng) + (y—y—yln%) + (Z—Z—Zlng).

Selanjutnya, untuk menunjukkan bahwa fungs tersebut
merupakan fungsi Lyapunov kuat atau lemah, perlu dibuktikan
terlebih dahulu bahwa fungsi £ tersebut memenuhi kondis (i) pada
Definis 2.9.2, yatu L(x,y,z) =0 dan L(x,y,2) >0,V x,y,z+
X,y,Z € W.

36



(i) Pembuktian £(%,7,2) = 0

Bukti : i i
L(f,_’)—/,Z_) :(_—___ E) (—_—_— }_])
X—X xlnf+y y yln}_/

zZ

+(Z_—Z_—Z_ll’l—_)

Z

=0—-xIn1)+(0—-yIn1)+ (0—ZzIn1)
= 0.
Jadi, terbukti bahwa £(x,y,z) = 0.
(iii) Pembuktian £(x,y,z) >0,V x,y,z # X,y,Z € W
Bukti :

Sebelumnya telah dibuktikan bahwa £(x,y) >0, V x,y #
X,y € W padakestabilan global titik kesetimbangan E-, sehingga
diperoleh persamaan (3.19). Fungsi Lyapunov pada Eg adalah

L(x,y,2) = (x—f—flng) + (y—)‘/ —iln-;_i) + (z—z‘—z_lng_),
sehingga cukup dibuktikan bahwa (z —Z—ZIn g) > 0.
Misalkan s = 2, diperoleh f (2) = £~ In > 1 sehingga

z
>1+In-.
Z

Karenaz > 0, maka diperoleh
VA Z
ZZZ_(]. +ln—_) =Z+ZIn—-
Z Z
Z
z>2Z+zZln—-
Z

Z—Z—ngzo. (3.20)

Dari persamaan (3.17), (3.18), dan (3.20) terbukti bahwa

x—X—xIn

=20y—-y—

KRR

In2>0,danz—z—zInZ>0,
y Z
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sehingga diperoleh

_ . X .Y s QA Z
L(x,y,2) = (x —x—xln}) + (y—y—yln§) + (Z—Z—Zlnz_) > 0.
Selanjutnya akan dibuktikan bahwa £ memenuhi Definisi 2.9.3
yaitu =< 0,Vx,y,z# %5,z €W.

Berdasarkan persamaan (3.5.b), (3.5.d), dan (3.5.f), ¥, ¥, dan Z
dapat ditulis sebagai

_ a tagpy
X=—">
ai
_ ap tazx
y=————
az2
_ 03 —aszi;x —daszy
Z = )
as3
Bukti :

dL_dex+dey+dez
dt dxdt dydt dzdt
x — X\ dx —N\d —Z2\d
S VEe e
x /dt y /dt z /Jdt
= —ay(x— 1) — a7 —a3(z-2°<0

(Perhitungan = dapat dilihat pada Lampiran 2).

Terbukti %<0, maka menurut definiss 2.9.3 fungsi

Lyapunov £ adalah fungsi Lyapunov kuat, sehingga titik
kesetimbangan Eg bersifat stabil asimtotik global.

Berdasarkan analisis yang telah dilakukan, syarat keberadaan
dan syarat kestabilan titik kesetimbangan model secara ringkas
diberikan di Tabel 3.1.
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Tabel 3.1 Syarat keberadaan dan syarat kestabilan titik kesetimbangan

Titik tetap Syarat K eberadaan Jenis K estabilan Syarat Kestabilan
E,(0,0,0) tidak ada tidak stabil -
a - i i -
E, (0,0‘_3) tidak ada tidak stabil
azz : _ .
E, (0’ 2 ,0) tidak ada tidak stabil -
oY)
a i : e -
E, (_1 0’0> tidak ada tidak stabil
an ) _
Ee (0’2’5> A3dy; — Aza; > 0 tidak stabil -
az2
E6 (ﬂ‘ 0’ E) a3a11 - a31a1 > 0 t|dak Sab” -
ar
E;(%,y,0) 110z, = Q1201 > 0 stebil asmtotik | a;—ay,x < as,y
global
Eg(%,y,2) () a1122033 — G12a71033 > 0 stabil asimtotik | -
(i) az(a1az; — a12051) — azi(aray + global

a1,a;) — az(aay; + aya,) >0
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3.5 Simulas Numerik

Pada bagian ini dibahas ssimulasi numerik dengan metode
Runge Kutta orde 4 menggunakan software MATLAB 2008.
Perilaku solus dalam smulas tersebut dibandingkan dengan
perhitungan secara analitik pada Subbab 3.3. Source code program
ditunjukkan pada Lampiran 3. Nilai parameter yang digunakan
dalam simulasi numerik diberikan pada Tabel 3.2.

Tabel 3.2 Tabel parameter simulasi numerik

Simulas | I 1l
Gambar 33& 34 358& 36 37&38
a 3 6 12
a 6 7 24
a
as 9 5 17
r
a | an 0.2 13 19
m | oy 0.6 16 0.6
© a5 0.8 2.4 0.4
t
. a5, 0.4 0.4 0.4
; ay 0.06 0.7 17
sy 0.08 0.4 24
s 0.05 0.7 0.9
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3.5.1 Simulas |

Simulasi | menggunakan nilai parameter seperti pada Tabel
3.2. Berdasarkan Tabel 3.1 tampak jelas bahwa syarat keberadaan
titik E5, Eg, E, dan Eg terpenuhi, yaitu

E: asza,, —aspa, =5.10 >0,

E¢ aza;; —azia; = 1.56 > 0,

E; aq1a57 —aq5a51 = 0.096 > 0,
Eg (i) a11a22 — 12051 = 0.096 > 0

(i) az(a11a22 — a12a21) — azq1(a1a;; + a42a;)
_a32(a2a11 + a21a1) - 0.45 > O.

Karena syarat keberadaan dari titik Eg terpenuhi maka titik Eg
bersifat stabil. Namun, untuk syarat kestabilan dari titik E, tidak
terpenuhi karena

a3_a31f - a32}_/ = 4’.78 > 0.

Berdasarkan nilai parameter yang diberikan pada simulasi |,
hanya titik Eg yang bersifat stabil asimtotik seperti ditunjukkan
Gambar 3.3.

12

10

z(t)

~ P
Nilai awal 2

50

y(®) 0 o x(t)

Gambar 3.3 Potret fase model smulasi |
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Gambar 3.3 menunjukkan bahwa potret fase solus dengan
beberapa nilai awal menuju ke titik kesetimbangan Eg. Dari potret
fase tersebut tampak jelas bahwa dengan menggunakan nilai
parameter pada simulasi |, titik kesetimbangan Eg bersifat stabil.
Titik kesetimbangan E:, E, dan E-, tetap ada, namun tidak stabil.

45 T T T T

1 1 1 1

| | | |
aol- -

i | | |
| | | |
| | | |
BH---+-——F -4 ===
| | | |
| | | |
I | | |

c10] S .

250 - -

201---

jumlah populasi

e

| | | |
| | | |

10 —— -+ ———+———4——— 4 — — —
| | | |
| | | |

waktu(t)

Gambar 3.4 Grafik solusi x(t), y(t), z(¢t) padasimulasi |

Gambar 3.4 juga memperjelas bahwa grafik solus x(t), y(t),
dan z(t) dengan menggunakan parameter pada smulas | dengan
salah satu nilai awal, yaitu x(0) = 2, y(0) = 30, dan z(0) = 11
konvergen menuju (43.75,14.37,5.97) dalam waktu kurang dari 5.
Hal ini berarti bahwa kedua spesies mutualisme dan amensal akan
hidup berdampingan dalam waktu berhingga.
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3.5.2 Simulasi 11

Pada ssimulasi Il digunakan nilai parameter seperti pada Tabel
3.2. Berdasarkan Tabel 3.1 tampak jelas bahwa syarat keberadaan
titik E5, E¢, dan E; terpenuhi, yaitu

Es  aszay; —asza, = 3.10 > 0,
Es azaq; —az1a1 =41>0,
E;  aq1a; — a0, = 1.80 > 0,
dan syarat kestabilan dari titik E- jugaterpenuhi, yaitu
az;—az1X —az,y = —2.92 < 0.

Berdasarkan nilai parameter yang diberikan pada simulasi 11,
hanya titik E,; yang bersifat stabil asmtotik seperti ditunjukkan
Gambar 3.5.

z(t)

Gambar 3.5 Potret fase model smulasi |1
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Gambar 3.5 menunjukkan bahwa potret fase solus dengan
beberapa nilai awal menuju ke titik kesetimbangan E,. Dari potret
fase tersebut tampak jelas bahwa dengan menggunakan nilai
parameter pada smulas |, titik kesetimbangan E, bersifat stabil.
Titik kesetimbangan Es dan E4 tetap ada, namun tidak stabil.
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Gambar 3.6 Grafik solusi x(t), y(t), z(t) padasimulasi

Gambar 3.6 juga memperjelas bahwa grafik solus x(t), y(t),
dan z(t) dengan menggunakan parameter pada simulasi |l dengan
sdah satu nilai awal, yaitu x(0) = 2, y(0) =8, dan z(0) = 1.5
konvergen menuju (6.88,7.38,0) dalam waktu kurang dari 5. Hal
ini  berarti bahwa kedua spesies mutualisme akan hidup
berdampingan, sedangkan amensal akan punah dalam waktu
berhingga.
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3.5.3 Simulas 111

Pada simulasi 111 digunakan nilai parameter pada Tabel 3.2.
Berdasarkan Tabel 3.1 tampak jelas bahwa hanya syarat keberadaan
dari titik E¢ dan E; terpenuhi, yaitu

E6 asaqq4 — azqaqy = 0.35 > O,

E7 a11a22 - a12a21 = 0.46 > 0,
dan syarat kestabilan dari titik E- jugaterpenuhi, yaitu

a3_a31f -3 a32:)_/ = _1997 < 0
Untuk nilai parameter yang diberikan pada simulasi 111, hanya titik
E, yang bersifat stabil asimtotik seperti ditunjukkan Gambar 3.7.

__Nifaiawal2 - _
(0.1,10,0:4) - -~

10

y(t) "\ 4 ()

Gambar 3.7 Potret fase model smulasi 11
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Gambar 3.7 menunjukkan bahwa potret fase solus dengan
beberapa nilai awal menuju ke titik kesetimbangan E,. Dari potret
fase tersebut tampak jelas bahwa dengan menggunakan nilai
parameter pada smulasi Ill, hanya titik kesetimbangan E; yang
bersifat stabil. Gambar 3.8 juga memperjelas bahwa grafik solusi
x(t), y(t), dan z(t) dengan menggunakan parameter pada simulas
[l dengan salah satu nilai awal, yaitu x(0) = 2, y(0) = 20, dan
z(0) =5 konvergen menuju (3.65,14.34,0) dalam waktu kurang
dari 5. Hal ini berarti bahwa kedua spesies mutualisme hidup
berdampingan, sedangkan amensal akan punah dalam waktu
berhingga.
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Gambar 3.8 Grafik solusi x(t), y(t), z(t) padasimulas 111
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4.1

BAB IV
KESIMPULAN DAN SARAN

Kesimpulan
Berdasarkan pembahasan dalam skrips ini  diperoleh

keﬂ mpulan sebagai berikut.

4.2

Model simbiosis tiga spesies yang terdiri dari dua spesies
mutualisme dan satu spesies amensal merupakan sistem
autonomous nonlinear.

Pada model tiga spesies terdapat delapan titik kesetimbangan,
yaitu satu titik kesetimbangan trivial (E;), enam titik
kesetimbangan batas (E, sampai dengan E;) yang masing-
masing menggambarkan kepunahan pada salah satu atau dua
spesies, dan satu titik kesetimbangan interior (Eg) yang
menunj ukkan ketiga spesies hidup secara berdampingan.
Semua titik kesetimbangan tidak stabil, kecuali E; dan Eg
bersifat stabil asimtotik jika memenuhi syarat kestabilan dari
masing-masing titik kesetimbangan. Berdasarkan analisis
global dengan fungsi Lyapunov, ditunjukkan bahwa titik E-
dan Eg bersifat stabil asimtotik global.

Hasil simulas numerik yang diperoleh sesua dengan
perhitungan secara andlitik.

Saran
Pada penulisan selanjutnya, disarankan agar model tiga spesies

yang telah diperoleh dapat dikembangan dengan mengganti spesies
amensal dengan spesies lain, misalnya komensal.
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LAMPIRAN

Lampiran 1. Penyederhanaan titik kesetimbangan Eg

G - a3 = 2a33Z__ a31f - a32:)_/
= a3—0a31X — A3y — 20332

a33(a1a,; + a4205) as3(aza,; + az;a;)
az — asz; — — a3z —
11022033 — Q12021033 110322033 — Q1031033

2a (as(anazz — A12051) — az1(a a5, + a12a2)>
—4dass
a33(a110z; — A12051)
az;(aaq4, + az1a4)

a33(a110z;, — A12a51)

+2a35

_ a3(a11a;2033 — A130,51033) — A31033(A1 057 + A1207)

a33(as1a; — a12051)

—Q35033(a2011 + A310;) — 2a30335(a1105; — A12051)

a33(a11a2 — a12a31)

+2az,a33(a1a,; + a420;) + 2a3;a35(aza:1 + az1a;)

a33(a11az; — A12021)

_ 03041032033 — A3Q12031033 — A31A1A72033 ~ U3101202033

a33(a,1az, — a12a;1)

—Q3205011033 — O3507101033 — 203033011055 + 20303301302,

a33(a1107; — A120;1)

+2a31a330105; + 20310150,0335 + 203303,0,011 + 203303,05,104

a33(a11a2 — a12a51)
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Lampiran 2. Perhitungan % pada Eg

ac dex+dey+dez
dt dxdt dydt dzdt

x — X\ dx -\ d —Z2\d
et G)E e
x /dt y /dt z /dt

X—X
= ( x )x(a1 — a1x + agy)

Y=Yy
+ (T) y(a; — azy + az x)

zZ—Z
+( p )Z(a3 — (33Z — A31X — A33))
=(x—x)(a; —apx+ay) + (v —y)(a; — azy + ax)

+(z — 2)(az — @33z — Az X — a3,y)

=(x— f)((‘h + a2y) — 0‘11x)
+(@y - 37)((512 + a1 x) — azzY)
+(z - Z)((a3 — Q31X —azy) — 0»’332)

= (ag + @))% — @y X* — X(ay + agpy) + @y, X%
+(az + az1X)y — azy? = (a; + a1 %)y + azyy
+(az — az1x — @3,y)7 — az32°

—(az —az1x — asy)z + az3zz

_agi(ag + agzy)
= 11
a11 11
o azz(a; + azq x) azz(ay + az x) _

a11(a; + ag2y) _ _
x? — X+ a11Xx

2 pa—
Y —Qy° — Y+ azyy
a22 az2
azz(az — az;x — asyy) 2
ol Z — (332
a33
asz(az — az1x — azyy) 7+ Qonzs
- 33
33
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Lampiran 3. Program Model Tiga Spesies

Simulasi numerik sistem (3.3) dibuat pada software MATLAB
R2008a dengan menggunakan metode Runge-K utta Orde 4. Nilai
parameter dan nilai awal sistem adalah

a,=3,a,=6,a3 =9, a;1 =0.2,ay, = 0.6, a33 = 0.8,
a1, = 0.4, ay1 = 0.06, a3 = 0.08, a3, = 0.05.

function  dx = fx(t,x,y,z)
dx=3*x - 0.2*x"2 + 0.4*x*y ;

function  dy=fy(t,x,y,z)
dy=6*y - 0.6*y"2 + 0.06*x*y ;

function  dz = fz(t,x,y,z)
dz=9*z - 0.8*z"2 - 0.08*z*x - 0.05*z*y;

Program utama :

%Metode RK 4
clear all ;

dt=0.001;
t=0:dt:50;
N=length(t) - 1;

x = zeros(N+1,1);
y = zeros(N+1,1);
z= zeros(N+1,1);
x(1) =9;

y(1) = 20;

z(1)=8;

for n=1:N

k11 = dt*fx(t(n),x(n),y(n),z(n));

k12 = dt*fy(t(n).x(n).y(n),z(n));

k13 = dt*fz(t(n),x(n),y(n),z(n));

k21 =
dt*fx(t(n)+0.5*dt,x(n)+0.5*k11,y(n)+0.5*k12,z(n)+0
.5*k13);

k22 =
dt*fy(t(n)+0.5*dt,x(n)+0.5*k11,y(n)+0.5*k12,z(n)+0
.5*k13);
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k23 =
dt*fz(t(n)+0.5*dt,x(n)+0.5*k11,y(n)+0.5*k12,z(n)+0
.5*k13);

k31 =
dt*fx(t(n)+0.5*dt,x(n)+0.5*k21,y(n)+0.5*k22,z(n)+0
.5*k23);

k32 =
dt*fy(t(n)+0.5*dt,x(n)+0.5*k21,y(n)+0.5*k22,z(n)+0
.5*k23);

k33 =
dt*fz(t(n)+0.5*dt,x(n)+0.5*k21,y(n)+0.5*k22,z(n)+0
.5*k23);

k41l =
dt*fx(t(n)+dt,x(n)+k31,y(n)+k32,z(n)+k33);

k42 =
dt*fy(t(n)+dt,x(n)+k31,y(n)+k32,z(n)+k33);

k43 =
dt*fz(t(n)+dt,x(n)+k31,y(n)+k32,z(n)+k33);

x(n+1) = x(n) + (1/6)*(k11+2*k21+2*k31+k41);
y(n+1) = y(n) + (1/6)*(k12+2*k22+2*k32+k42);
z(n+1) = z(n) + (1/6)*(k13+2*k23+2*k33+k43);

%x_eks(n+1) = -1/2*x(t(n))+0.7*exp(t(n));
%solusi eksak

%errl(n+1)=abs(x(n+1)-ul_eks(n+1));
%kesalahan mutlak

%err2(n+1)=abs(y(n+1)-u2_eks(n+1));
end;

figure(1);

plot3(x,y,z, 'k' , 'LineWidth' ,1.5);

grid on;hold on;

xlabel(  'x(t)' );ylabel( y(t)'  );zlabel( 'zt )
% perhitungan nilai x*, y*, dan z*

al=3; a2=6; a3=9; al1=0.2; a22=0.6; a33=0.8;
al2=0.4; a21=0.06; a31=0.08; a32=0.05;
u=(a33*(al*a22+a2*al?2))/(all*a22*a33-al2*a21*a33);
v=(a33*(a2*all+al*a2l))/(all*a22*a33-al2*a21*a33);
w=(a3*(all*a22-al2*a21)-a31*(al*a22+al2*a?2)-
a32*(a2*all+a21*al))/(all*a22*a33-al2*a21*a33);
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plot3(u,v,w, r, 'LineWidth' ,5); % Plot titik E8
p=(al*a22+a2*al2)/(all*a22-al2*a2l);
g=(a2*all+al*a2l)/(all*a22-al2*a2l);

plot3(9,20,8, 'k*, 'LineWidth' ,5); % Plot nilai
awal

plot3(p,q,0, 'g* , 'LineWidth' ,5); % Plot titik E_7
(0,0,0)

r=allalil;

s=(a3*all-al*a31)/(all*a33);

plot3(r,0,s, 'm* | 'LineWidth*-. ,5); . % Plot titik E_6
(0,0,0)

g=a2/a22?;

i=(a22*a3-a32*a2)/(a22*a33);

plot3(0,q,i, 'vb* , 'LineWidth' ,5); % Plot titik E_5
(0,0,0)

kl=al/ali;

plot3(k1,0,0, '‘b* ,'LineWidth' 5); % Plot titik E_4
(0,0,0)

ml=a2/a22;

plot3(0,m1,0, ‘b* , 'LineWidth' = ,5); % Plot titik E_3
(0,0,0)

n=a3/a33;

plot3(0,0,n, '‘o* | 'LineWidth' ,5); % Plot titik E_2
(0,0,0)

plot3(0,0,0, '‘b* , ‘LineWidth' = ,5);" % Plot titik E_1
(0,0,0)

% Perhitungan nilai x ? dany ?

% Plotting solusi x(t, y(t), dan z(t) terhadap t

figure(2)
plot(t,x, 'k, 'LineWidth' ,1.5);
hold on;
plot(t,y, 'm' , 'LineWidth' ,1.5);
hold on;

plot(t,z, 'g" , 'LineWidth' ,1.5);

grid on; hold on;

xlabel(  'waktu(t)' );ylabel( 'jumlah populasi' );
legend( 'x(t)' . 'y®' . 'z(t)' )
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