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QUASI-IDEAL DALAM SEMIGRUP TERNARI TERURUT 

 

 

 

ABSTRAK 

 

 

Dalam skripsi ini dibahas tentang quasi-ideal dalam semigrup ternari 

terurut. Skripsi ini juga membahas tentang hubungan quasi-ideal 

minimal dengan quasi-simple dalam semigrup ternari terurut. Suatu 

himpunan bagian tak kosong   dari semigrup ternari terurut   

disebut quasi-ideal dari   jika   memenuhi kondisi [   ]  [   ]  
[   ]   , [   ]  [     ]  [   ]   , dan jika     dan 

    sedemikian sehingga     maka    .   juga disebut quasi-

ideal dari   jika dan hanya jika        .   adalah quasi-ideal 

minimal jika dan hanya jika   adalah quasi-simple. 

 

Kata Kunci: semigrup, semigrup ternari, semigrup ternari 

terurut, ideal, quasi-ideal. 
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ON QUASI-IDEAL IN ORDERED TERNARY SEMIGROUPS 

 

 

 

ABSTRACT 

 

 

This script will be discussed about the properties and theorem of 

quasi-ideal in ordered ternary semigroup. Also, this script will be 

discussed about the relation between minimal quasi with quasi-

simple in ordered ternary semigroup. A nonempty subset   of a 

ordered ternary semigroup   is called a quasi-ideal of   if following 

conditions holds [   ]  [   ]  [   ]   , [   ]  [     ]  
[   ]   , and if     and     such that     then    .   

also called quasi-ideal of   if and only if        .   is a 

minimal quasi-ideal if and only if   is quasi-simple. 

 

Keywords: semigroup, ternary semigroup, ordered ternary 

semigroup, ideal, quasi-ideal. 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Matematika merupakan salah satu ilmu pengetahuan tertua dan 

dianggap sebagai induk atau alat dan bahasa dasar banyak ilmu. 

Matematika mempunyai beragam kajian. Salah satu kajian tersebut 

adalah aljabar yang akan dibahas pada skripsi ini. 

Aljabar merupakan suatu metode untuk menyelesaikan 

persoalan secara praktis dengan menggunakan simbol atau variabel. 

Variabel tersebut biasanya menggunakan huruf  untuk bilangan yang 

belum diketahui. Struktur aljabar secara umum dibangun oleh tiga 

komponen, yaitu himpunan tak kosong, operasi, dan aksioma. 

Struktur aljabar mengalami perkembangan diantaranya semigrup 

ternari yang merupakan perkembangan dari semigrup. Perbedaan 

diantara keduanya hanya terletak pada domain pada himpunan tak 

kosong. 

Pada tahun 1932, D.H.Lehmer memulai konsep sistem ternari 

secara aljabar. Semigrup ternari pertama kali dikenalkan oleh 

Banach. Pada tahun 1995, V.N.Dixit dan S.Dewen memperkenalkan 

konsep quasi-ideal dan bi-ideal dalam semigrup ternari. Karena 

adanya konsep quasi-ideal dalam semigrup ternari, maka 

dikembangkan konsep quasi-ideal dalam semigrup ternari terurut. 

 

1.2 Rumusan Masalah 

 Permasalahan yang dibahas dalam penulisan skripsi ini adalah 

bagaimana definisi, teorema, dan sifat-sifat serta contoh yang 

berkaitan dengan quasi-ideal dalam semigrup ternari terurut. 

 

1.3 Tujuan 

Tujuan pembahasan skripsi ini adalah untuk membuktikan 

teorema, proposisi, dan sifat-sifat serta contoh yang berkaitan dengan 

quasi-ideal dalam semigrup ternari terurut. 
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BAB II 

TINJAUAN PUSTAKA 

 

  Pada bab ini diberikan beberapa definisi dan contoh yang 

berkaitan sebagai acuan untuk membahas permasalahan yang akan 

disampaikan pada bab selanjutnya. 

 

2.1  Relasi 

 Relasi dapat didefinisikan sebagai hubungan antara anggota-

anggota dari himpunan dengan himpunan lainnya. Adapun definisi 

relasi pada himpunan dan sifat-sifatnya adalah sebagai berikut. 

 

Definisi 2.1.1 (Hasil Kali Kartesius) 

Misalkan   dan   adalah himpunan. Himpunan dari semua pasangan 

terurut      , dimana     dan    , disebut hasil kali kartesius 

(cartesian product) dari himpunan   dan  . Dalam notasi himpunan 

dapat dinyatakan sebagai berikut. 

    {     |       } 
(Bhattacharya, dkk., 1990) 

 

Contoh 2.1.2 

Misalkan   {     } dan   {   }. Sehingga 

    {                                   }. 
 

Definisi 2.1.3 (Relasi) 

Misalkan   dan   adalah himpunan. Jika   adalah himpunan bagian 

dari    , maka   disebut relasi dari   ke  . Jika        , maka 

  dikatakan berada dalam relasi   ke   dan dinotasikan dengan    . 

Selain itu, juga diperkenalkan empat sifat yang berlaku untuk relasi 

  pada himpunan  . 

1.   refleksif jika    ,     . 

2.    simetris jika     maka    ,       . 

3.    antisimetris jika     dan     maka    ,       . 

4.    transitif jika     dan     maka    ,         . 

(Bhattacharya, dkk, 1990) 
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Jika   refleksif, simetris, dan transitif, maka   disebut relasi 

ekivalen pada  . Sedangkan jika   refleksif, antisimetris, dan 

transitif, maka   disebut relasi terurut parsial pada    
 

Contoh 2.1.4 

Relasi kongruensi antara bilangan bulat yang didefinisikan oleh            

   (mod           untuk setiap     dan     

adalah suatu relasi ekivalen. 

 

Bukti. 

1.  Refleksif. 

Karena  |      atau   membagi       untuk setiap    . 

2.  Simetris. 

Akan ditunjukkan jika    (mod  ) maka    (mod  ). 

Misalkan      . 

   (mod  )        

                                   

                                       (misalkan       
                                         

                            (mod   . 
Karena untuk    (mod    berlaku    (mod   , maka 

relasi tersebut bersifat simetris. 

3.  Transitif. 

Akan ditunjukkan    (mod  ) dan    (mod  ) maka 

   (mod  ). 

Misalkan        . 

   (mod  )        dan  

   (mod  )        

Perhatikan bahwa 

                          

                 (mod  ). 

Karena    (mod  ) dan    (mod  ) maka    (mod  ). 

Jadi relasi tersebut bersifat transitif. 

Dari pembuktian 1, 2, dan 3 terbukti bahwa relasi kongruensi 

tersebut adalah relasi ekivalen.          
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Contoh 2.1.5 

Misalkan   adalah relasi yang didefinisikan pada himpunan bilangan 

bulat, dalam hal ini          untuk setiap     . Maka relasi 

ini adalah suatu relasi terurut parsial. 

 

Bukti. 

1.     refleksif, karena untuk     maka    . Akibatnya    . 

2.    antisimetris, karena     maka tidak mungkin bahwa     

karena   merupakan kelipatan dari   kecuali jika    . 

3.    transitif, karena jika      dan     , maka 

             , sehingga   juga kelipatan  . 

Dari pembuktian 1, 2, dan 3 terbukti bahwa   adalah relasi terurut 

parsial.                         

 

 

2.2  Pemetaan 

 Pemetaan biasanya digunakan untuk memetakan elemen di 

suatu himpunan dengan elemen di himpunan lainnya. Pemetaan 

dapat dinotasikan dengan huruf tunggal, misalnya            , 

dan seterusnya. Berikut ini diberikan suatu definisi dari pemetaan. 

 

Definisi 2.2.1 (Pemetaan) 

 Misalkan   dan   adalah himpunan tak kosong. Pemetaan   

dari   ke   adalah suatu relasi sedemikian sehingga untuk setiap 

    terdapat dengan tunggal     dengan        . Selanjutnya 

dalam pemetaan dapat dituliskan sebagai       . 

 Pada pemetaan   dari   ke  , himpunan   disebut daerah asal 

(domain) dari   dan himpunan   disebut daerah kawan (kodomain) 

dari  . Secara umum dikenal dua macam pemetaan yaitu: 

(i)   disebut pemetaan satu-satu (injektif) jika untuk setiap       

dengan     maka          . 
(ii)   disebut pemetaan onto (surjektif) jika untuk setiap     

terdapat     sedemikian sehingga       . 

Jika   merupakan pemetaan injektif dan surjektif, maka   disebut 

sebagai pemetaan bijektif. 

(Bhattacharya, dkk., 1990) 
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2.3   Operasi Biner 

 Operasi biner merupakan salah satu kasus khusus dari 

pemetaan. Adapun definisi dari operasi biner adalah sebagai berikut. 

 

Definisi 2.3.1 (Operasi Biner) 

Misalkan   himpunan tak kosong. Suatu operasi biner     pada 

himpunan   adalah pemetaan dari     ke  , dimana     adalah 

himpunan semua pasangan terurut elemen dari   dan dinotasikan 

sebagai berikut. 

         

                              
(El-Madhoun, 2007) 

 

Contoh 2.3.2 

Didefinisikan operasi   pada   dengan syarat untuk setiap      , 

        maka operasi   adalah operasi biner. 

 

Bukti. 

Akan ditunjukkan bahwa operasi   merupakan operasi yang tertutup 

dan terdefinisi. Sesuai dengan sifat bilangan bulat, pergandaan dua 

bilangan bulat akan menghasilkan bilangan bulat juga. Sehingga 

         . Karena operasi   merupakan operasi yang tertutup 

dan terdefinisi. Jadi operasi   merupakan operasi biner. 

 

Definisi 2.3.3 (Sifat Operasi Biner) 

Operasi biner           pada himpunan   dikatakan 

(i)  tertutup jika      , 

(ii)  komutatif jika          
(iii)  assosiatif jika                   

jika   adalah operasi biner yang lain pada   maka operasi biner 

  dikatakan 

(iv)  distributif kiri atas   jika                      
(v)  distributif kanan atas   jika                       
untuk setiap          Jika operasi   adalah distributif kanan dan 

kiri atas operasi    maka operasi   dikatakan sebagai distributif atas    
   (Bhattacharya, dkk., 1990) 
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2.4 Operasi Terner 

Definisi 2.4.1 (Operasi Terner) 

Misalkan   himpunan tak kosong. Suatu operasi terner pada 

himpunan   adalah pemetaan dari       ke  , dimana       

adalah himpunan semua pasangan terurut elemen dari   dan 

dinotasikan sebagai berikut. 

          

                          [   ]. 
(Changphas, 2012) 

 

Contoh 2.4.2 

Didefinisikan operasi [ ] pada   dengan syarat untuk setiap       

       , [   ]        maka operasi [ ] merupakan operasi 

terner. 

 

Bukti. 

Akan ditunjukkan bahwa operasi [ ] merupakan operasi yang 

tertutup dan terdefinisi. Sesuai dengan sifat bilangan bulat, 

pergandaan dua bilangan bulat akan menghasilkan bilangan bulat 

juga. Sehingga [   ]         . Karena operasi [ ] merupakan 

operasi yang tertutup dan terdefinisi. Jadi operasi [ ] merupakan 

operasi terner. 

 

 

2.5  Semigrup 

  Semigrup merupakan struktur aljabar yang terdiri dari himpunan 

tak kosong   bersama dengan operasi biner dan berlaku sifat 

assosiatif. Suatu semigrup belum tentu grup karena tidak semua 

elemen dari semigrup mempunyai invers atau bahkan tidak 

mempunyai elemen identitas. 

 Definisi dan contoh yang berkaitan dengan semigrup diberikan 

sebagai berikut. 
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Definisi 2.5.1 (Semigrup) 

Misalkan   adalah himpunan tak kosong dan didefinisikan operasi 

biner  .       disebut semigrup jika dan hanya jika 

(i)        tertutup :             , 

(ii)        assosiatif :                         . 

(Whitelaw, 1995) 

 

Contoh 2.5.2 

   { |   }.        adalah semigrup. 

 

Bukti. 

Akan dibuktikan    dengan operasi pergandaan memenuhi aksioma-

aksioma berikut: 

(i)        tertutup, yaitu untuk setiap        maka       . 

Ambil sebarang       , maka     dan    , sehingga 

     . Akibatnya       . Jadi        memenuhi sifat 

tertutup. 

(ii)         assosiatif, yaitu untuk setiap          maka 

               . 

Ambil sebarang         . Karena operasi pergandaan pada 

bilangan bulat bersifat assosiatif, maka berlaku 

               . 

Karena        memenuhi (i) dan (ii)  maka        adalah semigrup. 

Untuk selanjutnya, penulisan     cukup ditulis   .       

 

Contoh 2.5.3 

      { ̅  ̅  ̅     ̅̅̅̅    ̅̅̅̅ }.       adalah semigrup. 

 

Bukti. 

Akan dibuktikan   dengan operasi pergandaan memenuhi aksioma-

aksioma berikut: 

(i)        tertutup, yaitu untuk setiap       maka     . 

Ambil    ̅ dan    ̅, sehingga        ̅   ̅     ̅   . 

Dengan cara yang sama berlaku untuk setiap      . Jadi 

      memenuhi sifat tertutup. 

(ii)        assosiatif, yaitu untuk setiap         maka 
           . 

Ambil    ̅,    ̅, dan    ̅, sehingga 
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         ̅   ̅   ̅     ̅   , 

         ̅   ̅   ̅     ̅   . 

Terbukti bahwa            . 
Dengan cara yang sama berlaku untuk setiap        . Jadi 

      memenuhi sifat assosiatif. 

Karena       memenuhi (i) dan (ii)  maka terbukti bahwa       
adalah semigrup.           

 

Contoh 2.5,4 

Misalkan    , dimana   merupakan himpunan bilangan asli dan 

     . Didefinisikan operasi   pada   oleh           , 

maka       merupakan semigrup. 

 

Bukti. 

Akan dibuktikan   dengan operasi   memenuhi sifat tertutup dan 

assosiatif. 

(i) Tertutup. 

Karena       dan     , sehingga 

            . 

(ii) Assosiatif. 

Ambil sebarang        , maka 

                   

                                         

                                       

                                       

                   
                                         
                                       

                                       

Karena                 untuk setiap        , 

sehingga   memenuhi sifat assosiatif. 

Jadi terbukti bahwa       merupakan semigrup. 

 

Definisi 2.5.5 (Semigrup Komutatif) 

Misalkan       adalah semigrup. Maka       disebut semigrup 

komutatif jika               . 

(Golan, 1999) 
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Contoh 2.5.6 

   { |   }.        adalah semigrup komutatif. 

 

Bukti. 

Akan dibuktikan        adalah semigrup komutatif. Dari Contoh 

2.5.2 terbukti bahwa        adalah semigrup. Selanjutnya akan 

dibuktikan        komutatif, yaitu untuk setiap        maka 

     . Ambil sebarang       . Karena operasi pergandaan 

pada bilangan bulat komutatif, maka berlaku      . 

Jadi terbukti bahwa        adalah semigrup komutatif.        

 

Contoh 2.5.7 

      { ̅  ̅  ̅     ̅̅̅̅    ̅̅̅̅ }.       adalah semigrup komutatif. 

 

Bukti. 

Akan dibuktikan   adalah semigrup komutatif. Dari Contoh 2.5.3 

terbukti bahwa   adalah semigrup. Selanjutnya dibuktikan bahwa 

      komutatif.       komutatif, yaitu untuk setiap       maka 

     . Ambil    ̅ dan    ̅, sehingga  

       ̅  ̅    ̅   , 

       ̅  ̅    ̅   . 

Dengan cara yang sama berlaku untuk setiap      . Jadi       
memenuhi sifat komutatif. Jadi terbukti bahwa       adalah 

semigrup komutatif.           

 

Contoh 2.5.8 

Misalkan    , dimana   merupakan himpunan bilangan asli dan 

     . Didefinisikan operasi   pada   oleh           , 

maka       merupakan semigrup komutatif. 

 

Bukti. 

Akan dibuktikan   adalah semigrup komutatif. Dari Contoh 2.5.4 

terbukti bahwa   adalah semigrup. Selanjutnya dibuktikan bahwa 

      komutatif.       komutatif, yaitu untuk setiap       maka 

       . 

            , 

            . 

Jadi terbukti bahwa       adalah semigrup komutatif.                        



11 
 

Definisi 2.5.9 (Subsemigrup) 

Misalkan       adalah semigrup dan   adalah himpunan bagian 

(subset) dari  . Jika       semigrup maka       disebut 

subsemigrup dari      . 
(Whitelaw, 1995) 

Contoh 2.5.10 

Misalkan   adalah himpunan bilangan bulat genap positif pada 

semigrup   , maka   adalah subsemigrup. 

 

Bukti. 

Akan dibuktikan bahwa   adalah subsemigrup dari   .                  

  {  |    }.     . Misalkan      ,      , dan 

      dengan         dan            . 

(i) (     tertutup, yaitu untuk setiap       maka     . 

                               . 
Karena      dan     , maka       . Jelas bahwa 

         dan           . Jadi (     memenuhi sifat 

tertutup. 

(ii) (     assosiatif, yaitu untuk setiap         maka 
           . 

      (          )      

                                
                             
                                
                        (          ) 

                        . 
Jadi (     berlaku sifat assosiatif. 

Karena (     memenuhi (i) dan (ii) terbukti bahwa (     adalah 

semigrup. Maka   adalah subsemigrup dari   .        

 

Contoh 2.5.11 

Jika       { ̅  ̅     ̅̅̅̅ } adalah semigrup dan 

  { ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅ }   , maka       adalah subsemigrup 

dari  . 
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Bukti. 

Akan dibuktikan   dengan operasi pergandaan memenuhi aksioma-

aksioma berikut: 

(i)  (     tertutup, yaitu untuk setiap       maka     .  

Ambil    ̅ dan     ̅̅̅̅ , sehingga       ̅   ̅̅̅̅     ̅̅̅̅   . 

Dengan cara yang sama berlaku untuk setiap      . Jadi 

      memenuhi sifat tertutup. 

(ii)  (     assosiatif, yaitu untuk setiap         maka 
           . 

Ambil    ̅,    ̅, dan    ̅, sehingga 

         ̅  ̅   ̅    ̅   , 

        ̅   ̅  ̅    ̅   . 

Terbukti bahwa            . 
Dengan cara yang sama berlaku untuk setiap        . Jadi 

      memenuhi sifat assosiatif. 

Karena       memenuhi (i) dan (ii), maka terbukti bahwa (     
adalah semigrup. Maka   adalah subsemigrup dari  .          

 

Definisi 2.5.12 (Perkalian Himpunan pada Semigrup) 

Misalkan       adalah semigrup.   dan   himpunan bagian tak 

kosong dari  . Maka    didefinisikan 

   {  |       } 
(El-Madhoun, 2007) 

 

Definisi 2.5.13 (Ideal Kiri dan Ideal Kanan dalam Semigrup) 

Misalkan       adalah semigrup.   merupakan himpunan bagian tak 

kosong dari  .   disebut ideal kiri (kanan) dari   jika 

           
untuk setiap    dan    . 
Jika   adalah ideal kiri dan kanan, maka   disebut ideal atau ideal dua 

sisi dari  . 

(Harju, 1966) 

 

Contoh 2.5.14 

Jika      { |   } terhadap operasi pergandaan adalah 

semigrup, maka       {  |    }    adalah ideal dari 

semigrup  . 
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Bukti. 

Akan ditunjukkan       {  |    } adalah ideal kiri dari  . 

Misalkan   {  |    }, sehingga 

              . 
              . 
Karena    adalah ideal kiri dan kanan maka   merupakan ideal dua 

sisi dari semigrup  .           

 

Contoh 2.5.15 

Jika       { ̅  ̅  ̅     ̅̅̅̅    ̅̅̅̅ } adalah semigrup dengan operasi 

pergandaan, maka   { ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅ }  adalah ideal dari  . 

 

Bukti. 

Akan dibuktikan bahwa   adalah ideal kiri dari semigrup  , atau 

dengan kata lain      untuk setiap     dan    . 
Ambil sebarang    ̅ dan    ̅, sehingga 

    ̅  ̅    ̅̅̅̅   , 
    ̅  ̅    ̅̅̅̅   . 
Dengan cara yang sama berlaku untuk setiap     dan    . 
Karena   adalah ideal kiri dan kanan, maka   merupakan ideal dua 

sisi dari semigrup  .           

 

Definisi 2.5.16 (Ideal Sejati dalam Semigrup) 

Misalkan   adalah semigrup dan   himpunan bagian tak kosong dari 

 . Maka   disebut ideal sejati jika     dan    . 

(El-Madhoun, 2007) 

 

Contoh 2.5.17 

Jika     { ̅  ̅  ̅     ̅̅̅̅    ̅̅̅̅ } adalah semigrup terhadap operasi 

pergandaan biasa dan   adalah himpunan bagian tak kosong dari    , 

maka   adalah ideal sejati. 

 

Bukti. 

    { ̅  ̅  ̅     ̅̅̅̅    ̅̅̅̅ }. Ideal-ideal dari     adalah    { ̅  ̅}, 

   { ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅ }, dan    { ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅ }.   ,   , dan    

adalah ideal sejati, karena       ,       , dan       .      
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Definisi 2.5.18 (Quasi-Ideal dalam Semigrup) 

Misalkan   adalah semigrup. Suatu himpunan bagian tak kosong   

dari semigrup   disebut quasi-ideal dari   jika   adalah 

subsemigrup dari   yang memenuhi 

       . 

(El-Madhoun, 2007) 

 

Contoh 2.5.19 

Jika      { |   } terhadap operasi pergandaan adalah 

semigrup, maka       {  |    } adalah quasi-ideal dari 

semigrup  . 

 

Bukti. 

1. Akan dibuktikan bahwa   adalah subsemigrup dari   

Akan ditunjukkan bahwa   terhadap operasi pergandaan 

memenuhi aksioma-aksioma berikut: 

(i) (     tertutup, yaitu untuk setiap       maka     . 

Ambil       dan      , sehingga 

                             . 
Karena      dan     , maka       . Jelas bahwa 

         dan           . Jadi (     memenuhi sifat 

tertutup. 

(ii)  (     assosiatif, yaitu untuk setiap         maka 

           . 

Ambil      ,      , dan      , sehingga 

      (          )      

                                         
                       
                         
                (          ) 

                . 
Jadi (     berlaku sifat assosiatif. 

Karena (     memenuhi (i) dan (ii) terbukti bahwa (     adalah 

semigrup. Maka   adalah subsemigrup dari  . 

2. Akan dibuktikan bahwa   {  |    } memenuhi sifat 

       , dengan Definisi 2.5.12. 

Misalkan    { |   } dan   {  |    }, sehingga 
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               . 

               . 

           . 

Jadi terbukti bahwa        . 

Dari pembuktian 1 dan 2 dapat disimpulkan bahwa   adalah 

quasi-ideal dari  .           

 

Contoh 2.5.20 

Jika       { ̅  ̅  ̅     ̅̅̅̅    ̅̅̅̅ } adalah semigrup terhadap operasi 

pergandaan biasa, maka   { ̅   ̅} adalah quasi-ideal dari  . 

 

Bukti. 

1.   Akan dibuktikan   adalah subsemigrup dari  . 

Akan ditunjukkan bahwa   terhadap operasi pergandaan 

memenuhi aksioma-aksioma berikut: 

(i)   (     tertutup, yaitu untuk setiap       maka     . 

Ambil    ̅ dan    ̅, sehingga 

    ̅  ̅   ̅   . 

Dengan cara yang sama berlaku untuk setiap      . Jadi 

      memenuhi sifat tertutup. 

(ii) (     assosiatif, yaitu untuk setiap         maka 

           . 
Ambil    ̅,    ̅, dan    ̅, sehingga 

         ̅  ̅   ̅    ̅   , 

        ̅   ̅  ̅    ̅   . 

Terbukti bahwa            . 
Dengan cara yang sama berlaku untuk setiap        . 

Jadi       memenuhi sifat assosiatif. 

Jadi terbukti bahwa   adalah semigrup. Dari Contoh 2.5.3 diketahui 

bahwa   adalah semigrup. Karena   merupakan semigrup dan 

    juga merupakan semigrup maka dengan menggunakan 

Definisi 2.5.9 terbukti bahwa   adalah subsemigrup dari  . 

2.  Akan dibuktikan   memenuhi        , dengan Definisi 

2.5.12. 

   { ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅ } { ̅   ̅} 

       { ̅   ̅}   . 
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   { ̅   ̅} { ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅ } 

       { ̅   ̅}   . 

Jadi terbukti bahwa        . 

Dari pembuktian 1 dan 2 dapat disimpulkan bahwa   adalah quasi-

ideal dari  .            

 

 

2.6  Semigrup Ternari 

Definisi 2.6.1 (Semigrup Ternari) 

Misalkan   himpunan tak kosong. Maka   disebut semigrup ternari 

jika terdapat operasi terner        , yang didefinisikan 
            [      ]           sedemikian sehingga 

[[      ]    ]  [  [      ]  ]  [    [      ]] 
untuk setiap                 . Selanjutnya, [ ] menunjukkan 

operasi terner pada   jika   adalah suatu semigrup ternari. 

(Dixit dan S. Dewan, 1995) 

 

Contoh 2.6.2 

Didefinisikan operasi [ ] pada   dengan syarat untuk setiap       

        , [   ]        maka     [ ]  merupakan semigrup 

ternari. 

 

Bukti. 

Akan dibuktikan adalah     [ ]  semigrup ternari. Maka harus 

ditunjukkan bahwa     [ ]  memenuhi kondisi berikut: 

(i)      [ ]  tertutup, maka [   ]           untuk setiap 

        . 

Ambil sebarang         , maka    ,    , dan    , 

sehingga [   ]         . Akibatnya [   ]          . 

Jadi     [ ]   tertutup. 

(ii)      [ ]  berlaku sifat assosiatif, maka 

[[   ]  ]  [ [   ] ]  [  [   ]] 

untuk setiap             . 

Ambil sebarang             . Karena operasi pergandaan 

pada bilangan bulat bersifat assosiatif, maka berlaku 

[[   ]  ]  [ [   ] ]  [  [   ]]. 
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Karena     [ ]  memenuhi (i) dan (ii) maka terbukti bahwa 
    [ ]  merupakan semigrup ternari.          

 

Contoh 2.6.3 

Didefinisikan operasi [ ] pada     dengan syarat untuk setiap       

         , [   ]        maka      [ ]  merupakan semigrup 

ternari. 

 

Bukti. 

Akan dibuktikan bahwa      [ ]  adalah semigrup ternari. Maka 

harus ditunjukkan bahwa      [ ]  memenuhi kondisi berikut: 

(i)       [ ]  tertutup, maka [   ]            untuk setiap 

         . 

Ambil    ̅,    ̅, dan    ̅, sehingga 

[   ]   ̅  ̅  ̅    ̅̅̅̅     . 

Dengan cara yang sama berlaku untuk setiap          . Jadi 

    tertutup terhadap operasi terner pergandaan. 

(ii)       [ ]  berlaku sifat assosiatif, maka 

[[   ]  ]  [ [   ] ]  [  [   ]] 

untuk setiap               .  

Ambil    ̅,    ̅,    ̅    ̅, dan    ̅ untuk setiap  

             , sehingga 

[[   ]  ]  ( ̅  ̅  ̅)  ̅  ̅    ̅̅̅̅     , 

[ [   ] ]   ̅ ( ̅  ̅  ̅)  ̅    ̅̅̅̅     , 

[  [   ]]   ̅  ̅     ̅  ̅    ̅̅̅̅     . 

Terbukti bahwa [[   ]  ]  [ [   ] ]  [  [   ]]  Dengan 

cara yang sama berlaku untuk setiap              . Jadi 
     [ ]  memenuhi sifat assosiatif. 

Karena     memenuhi (i) dan (ii) maka terbukti bahwa      [ ]  
merupakan semigrup ternari.                       

 

Definisi 2.6.4 (Perkalian Himpunan pada Semigrup Ternari) 

Misalkan    [ ]  adalah semigrup ternari.   ,   , dan    adalah 

himpunan bagian tak kosong dari  . Maka [      ] didefinisikan  
[      ]   {[      ]          |                 }. 

(Changphas, 2012) 
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Definisi 2.6.5 (Subsemigrup Ternari) 

Misalkan   adalah semigrup ternari. Himpunan bagian tak kosong   

dari   dikatakan subsemigrup ternari dari   jika 

[      ]    

untuk setiap           . 

(Dixit dan S. Dewan, 1995) 

 

Contoh 2.6.6 

Misalkan   {(
  
  

) |          { }} dan 

  {(
  
  

) |      { }}. Didefinisikan operasi [ ] pada   

dan   dengan syarat untuk setiap            dan           , 
[      ]             dan [      ]            maka 

   [ ]  adalah subsemigrup ternari dari semigrup ternari    [ ] . 
 

Bukti. 

1. Akan dibuktikan bahwa    [ ]  adalah semigrup ternari. Maka 

harus ditunjukkan bahwa    [ ]  memenuhi kondisi: 

(i)    [ ]  tertutup, yaitu [      ]             untuk 

setiap           . 

Ambil sebarang           , dimana    (
  
  

), 

   (
  
  

), dan    (
  
  

), sehingga 

[      ]           

                (
  
  

) (
  
  

) (
  
  

) 

                (
          
          

) (
  
  

), 

dimisalkan (
          
          

)  (
    

    
), sehingga  

[      ]  (
          
          

)(
  
  

) 

                (
    

    
) (

  
  

) 

                (
              
              

)   . 
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Jadi terbukti bahwa    [ ]  tertutup. 

(ii)    [ ]  berlaku sifat assosiatif, maka 

[[      ]    ]  [  [      ]  ]  [    [      ]] 
untuk setiap                 . 

Ambil sebarang                 . Karena operasi 

pergandaan pada matriks bersifat assosiatif, maka berlaku 

[[      ]    ]  [  [      ]  ]  [    [      ]]. 
Karena    [ ]  memenuhi (i) dan (ii) maka terbukti bahwa 

   [ ]  merupakan semigrup ternari. 

2. Akan dibuktikan bahwa    [ ]  adalah subsemigrup ternari 

dari    [ ] . Dengan Definisi 2.6.4 akan ditunjukkan bahwa 
[      ]   . 

Ambil sebarang           , dimana    (
  
  

), 

   (
  
  

), dan    (
  
  

), sehingga 

[      ]           

                (
  
  

) (
  
  

) (
  
  

) 

                (
   
   

) (
  
  

) 

                (
    
    

)   . 

Jadi terbukti bahwa    [ ]  adalah subsemigrup ternari dari  

semigrup ternari    [ ]             

 

Definisi 2.6.7 (Ideal dalam Semigrup Ternari) 

Misalkan   adalah semigrup ternari dan   adalah himpunan bagian 

tak kosong dari  . Maka   disebut ideal kiri (lateral, kanan) dari   

jika  
[     ]     [     ]    [     ]    , 

untuk setiap         dan    . Jika   adalah ideal kiri, ideal lateral, 

dan ideal kanan dari  , maka   disebut ideal dari  . 

(Dixit dan S. Dewan, 1995) 
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Contoh 2.6.8 

  {(
  
  

) |          { }} adalah semigrup ternari dan 

  {(
  
  

) |      { }}   . Maka    [ ]  adalah ideal kiri 

dari semigrup ternari    [ ] . 
 

Bukti. 

Akan dibuktikan bahwa    [ ]  adalah ideal kiri dari semigrup 

ternari    [ ] . Dengan Definisi 2.6.4 akan ditunjukkan bahwa 
[      ]    untuk setiap         dan     . 

Ambil sebarang         dan     , dimana    (
    

    
), 

   (
    

    
), dan    (

  
  

), sehingga 

[      ]           

               (
    

    
) (

    

    
) (

  
  

) 

           (
                  

                  
) (

  
  

) 

               (
                        
                        

)   . 

Karena [      ]    maka terbukti bahwa     [ ]  adalah ideal kiri 

dari semigrup ternari    [ ] .                                                          

 

Contoh 2.6.9 

Jika   {(
  
  

) |      { }} dan   {(
  
  

) |    { }}. 

Didefinisikan operasi [ ] pada   dan   dengan syarat untuk setiap 

        dan     , [      ]             maka    [ ]  adalah 

ideal lateral dari semigrup ternari    [ ] . 
 

Bukti. 

1. Akan dibuktikan bahwa    [ ]  adalah semigrup ternari. Maka 

harus ditunjukkan bahwa    [ ]  memenuhi kondisi: 

(i)    [ ]  tertutup, yaitu [      ]             untuk 

setiap           . 
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Ambil sebarang           , dimana    (
  
  

), 

   (
  
  

), dan    (
  
  

), sehingga 

[      ]           

                (
  
  

) (
  
  

) (
  
  

) 

                (
   
   

) (
  
  

) 

                (
    
    

)   . 

Jadi terbukti bahwa    [ ]  tertutup. 

(ii)    [ ]  berlaku sifat assosiatif, maka 

[[      ]    ]  [  [      ]  ]  [    [      ]] 
untuk setiap                 . 

Ambil sebarang                 . Karena operasi 

pergandaan pada matriks bersifat assosiatif, maka berlaku 

[[      ]    ]  [  [      ]  ]  [    [      ]]. 

Karena    [ ]  memenuhi (i) dan (ii) maka terbukti bahwa 
   [ ]  merupakan semigrup ternari. 

2. Akan dibuktikan bahwa    [ ]  adalah ideal lateral dari 

semigrup ternari    [ ] . Dengan Definisi 2.6.4 akan 

ditunjukkan bahwa [      ]   . 

Ambil sebarang         dan     , dimana    (
   
   

), 

   (
   
   

), dan    (
  
  

), sehingga 

[      ]           

                       (
   
   

) (
  
  

) (
   
   

) 

                       (
    
  

) (
   
   

) 

                       (
      

  
)   . 

Karena [      ]    maka terbukti bahwa     [ ]  adalah ideal 

lateral dari semigrup ternari    [ ] .                         
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Contoh 2.6.10 

  {(
  
  

) |          { }} adalah semigrup ternari dan 

  {(
  
  

) |    { }}   . Maka    [ ]  adalah ideal kanan 

dari semigrup ternari    [ ] . 
 

Bukti. 

Akan dibuktikan bahwa    [ ]  adalah ideal kanan dari semigrup 

ternari    [ ] . Dengan Definisi 2.6.4 akan ditunjukkan bahwa 
[      ]   . 

Ambil sebarang         dan     , dimana    (
  
  

), 

   (
  
  

), dan    (
  
  

), sehingga 

[      ]           

               (
  
  

)(
  
  

) (
  
  

) 

               (
          

  
) (

  
  

) 

               (
                              

  
) 

Karena [      ]    maka terbukti bahwa     [ ]  adalah ideal 

kanan dari semigrup ternari    [ ] .                             

                              

Definisi 2.6.11 (Quasi-Ideal dalam Semigrup Ternari) 

Misalkan   adalah semigrup ternari. Himpunan bagian tak kosong   

disebut quasi-ideal dari    jika memenuhi dua kondisi berikut: 

(i)  [   ]  [   ]  [   ]   , 

(ii)  [   ]  [     ]  [   ]   . 

(Dixit dan S. Dewan, 1995) 

 

Contoh 2.6.12 

  {(
  
  

) |          { }} adalah semigrup ternari dan 

  {(
  
  

) |      { }}   . Maka    [ ]  adalah quasi-

ideal dari semigrup ternari    [ ] . 
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Bukti. 

Akan dibuktikan bahwa    [ ]  adalah quasi-ideal dari semigrup 

ternari    [ ] . Maka harus ditunjukkan bahwa    [ ]  memenuhi 

dua kondisi berikut: 

1. [   ]  [   ]  [   ]   . 

Akan ditunjukkan bahwa [      ]   , [      ]   , dan 
[      ]    untuk setiap         dan     . 

Ambil sebarang         dan     , dimana    (
  
  

), 

   (
  
  

), dan    (
  
  

), sehingga 

[      ]           

                (
  
  

) (
  
  

) (
  
  

) 

                (
          
          

) (
  
  

) 

                (
              
              

)   , 

[      ]           

                (
  
  

) (
  
  

) (
  
  

) 

                (
    
    

) (
  
  

) 

                (
              
              

)   , 

[      ]           

                 (
  
  

)(
  
  

) (
  
  

) 

                (
    
    

)(
  
  

) 

                (
              
              

)    

[   ]  [   ]  [   ]  (
    
    

)   . 

Jadi terbukti bahwa   memenuhi kondisi 
[   ]  [   ]  [   ]   . 

2. [   ]  [     ]  [   ]   . 

Akan ditunjukkan bahwa [      ]   , [          ]   , dan 
[      ]    untuk setiap               dan     . 
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Ambil sebarang               dan     , dimana  

   (
  
  

),    (
  
  

),    (
  
  

),    (
  
  

) dan 

   (
  
  

), sehingga 

[      ]  (
              
              

)   , 

[      ]  (
              
              

)   , 

[          ]                 

                    (
  
  

) (
  
  

)(
  
  

) (
  
  

) (
  
  

) 

                    (
              
              

) ( 
         

          ) 

[   ]  [     ]  [   ]  (
    
    

)   . 

Jadi terbukti bahwa   memenuhi 
[   ]  [     ]  [   ]   . 

Dari pembuktian 1 dan 2 dapat diketahui bahwa    [ ]  bukan 

merupakan ideal dari semigrup ternari    [ ]  tetapi    [ ]  
merupakan quasi-ideal dari semigrup ternari    [ ] .        
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BAB III 

PEMBAHASAN 

 

 Pada bab ini akan dibahas mengenai definisi, teorema, 

proposisi, lemma, sifat-sifat, dan contoh yang berkaitan dengan 

quasi-ideal dalam semigrup ternari terurut. 

 

3.1  Semigrup Ternari Terurut 

 Semigrup ternari terurut merupakan perkembangan dari  

semigrup ternari. Namun diantara keduanya terdapat perbedaan yang 

mendasar yaitu adanya relasi terurut parsial. 

 

Definisi 3.1.1 (Semigrup Ternari Terurut) 

Semigrup ternari   disebut semigrup ternari terurut jika terdapat  

relasi terurut “ ” atas   sedemikian sehingga 

    [     ]  [     ], [     ]  [     ], 
[     ]  [     ] untuk setiap            . 

(Changphas, 2012) 

 

Contoh 3.1.2 

Didefinisikan operasi [ ] pada   dengan syarat untuk setiap       

       , [   ]        maka    [ ]  merupakan semigrup 

ternari terurut. 

 

Bukti. 

(i)  Akan ditunjukkan bahwa    [ ]  memenuhi sifat tertutup, 

yaitu [   ]           untuk setiap        . 

Ambil sebarang        , sehingga [   ]         . Jadi 

terbukti bahwa    [ ]  memenuhi sifat tertutup. 

(ii) Akan ditunjukkan bahwa    [ ]  memenuhi sifat assosiatif, 

yaitu untuk setiap             maka 

[[   ]  ]  [ [   ] ]  [  [   ]]. 

Ambil sebarang            . Karena operasi pergandaan 

pada bilangan bulat bersifat assosiatif, maka berlaku 

[[   ]  ]  [ [   ] ]  [  [   ]]. 

(iii) Akan ditunjukkan bahwa    [ ]  adalah relasi terurut parsial. 

Ambil sebarang           maka berlaku 
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[   ]  [   ], [   ]  [   ], dan [   ]  [   ]. 
Ambil    ,    ,    , dan    , sehingga 
[   ]          , 
[   ]          . 
[   ]          , 
[   ]          . 
[   ]          , 
[   ]          . 

Dengan cara yang sama berlaku untuk setiap          . 

Karena [   ]  [   ],[   ]  [   ], dan [   ]  [   ], 
maka    [ ]  adalah relasi terurut parsial. 

Karena    [ ]  memenuhi (i), (ii), dan (iii) maka terbukti bahwa 
   [ ]  adalah semigrup ternari terurut.         

 

Definisi 3.1.3 

Misalkan   adalah semigrup ternari terurut, maka untuk     

dinotasikan   ]  {   |    untuk setiap    }. 
(Changphas, 2012) 

 

Contoh 3.1.4
 

  {(
  
  

) |          { }}. Didefinisikan operasi [ ] pada 

  dengan syarat untuk setiap           , [      ]             

maka    [ ]  adalah semigrup ternari terurut. 

 

Bukti. 

Dari Contoh 2.6.6 dapat diketahui bahwa    [ ]  adalah semigrup 

ternari. Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa    [ ]   adalah relasi 

terurut parsial. 

Ambil sebarang          . Menurut definisi, 

  (   )    (   ) jika dan hanya jika         untuk setiap     

maka berlaku 
[   ]  [   ], [   ]  [   ], dan [   ]  [   ]. 

Jadi terbukti bahwa    [ ]  adalah semigrup ternari terurut.  
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Misalkan   {(
  
  

) |      { }}   , sehingga 

  ]  {   |    untuk setiap    } 

        {(
  
  

) |      { }}.         

 

Lemma 3.1.5 

Misalkan   adalah semigrup ternari terurut dan      . Maka 

berlaku: 

1.     ], 
2.   ]    ] jika    , 

3.     ]    ]    ]. 
 

Bukti. 

1. Akan dibuktikan     ]. 
Misalkan    , karena “ ” refleksif atas  , maka     ]. Jadi 

terbukti     ]. 
2. Akan dibuktikan   ]    ] jika    . 

Diketahui    . Misalkan     dan    . Maka menurut 

Lemma 3.1.5 (1) berlaku     ] dan     ]. Sehingga 

    ] dan     ]. Karena   ]        ] maka 
  ]    ]. Jadi terbukti   ]    ] jika    . 

3. Akan dibuktikan     ]    ]    ]. Misalkan       ]. 
Maka berlaku     atau     untuk setiap    ,    . 

Dengan kata lain     untuk setiap     atau     untuk 

setiap    . Sehingga     ] atau     ]. 
Jadi,     ]    ]    ] ... i) 
Sebaliknya, misalkan     ]      ]. Maka     untuk 

setiap     atau     untuk setiap    . Dengan kata lain 

    atau     untuk setiap    ,    . Sehingga 

      ]. Jadi   ]    ]      ] ...ii) 
Dari i) dan ii) terbukti     ]    ]    ].       
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Definisi 3.1.6 (Subsemigrup Ternari) 

Misal   adalah semigrup ternari terurut. Himpunan bagian tak 

kosong   dari   disebut subsemigrup ternari dari   jika 
[      ]   . 

(Changphas, 2012) 

 

Contoh 3.1.7 

Misalkan   {(
  
  

) |          { }} dan 

  {(
  
  

) |      { }}. Didefinisikan operasi [ ] pada   

dan   dengan syarat untuk setiap            dan           , 
[      ]             dan [      ]            maka 
   [ ]  adalah subsemigrup ternari terurut dari semigrup ternari 

terurut    [ ] . 
 

Bukti. 

Akan dibuktikan bahwa    [ ]   adalah subsemigrup ternari terurut 

dari    [ ] . Dengan Definisi 2.6.4 akan ditunjukkan bahwa 
[      ]   . 

Ambil sebarang           , dimana    (
   
   

), 

   (
   
   

), dan    (
   
   

), sehingga 

[      ]           

                (
   
   

)(
   
   

) (
   
   

) 

                (
     

     
)(

   
   

) 

                (
       

       
)   . 

Jadi terbukti bahwa     [ ]   merupakan  subsemigrup ternari 

terurut dari semigrup ternari terurut    [ ]  .       
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3.2 Ideal dalam Semigrup Ternari Terurut 

Definisi 3.2.1 (Ideal dalam Semigrup Ternari Terurut) 

Misalkan   adalah semigrup ternari terurut dan   adalah himpunan 

bagian tak kosong dari  . Maka   disebut ideal kiri (lateral, kanan) 

dari   jika memenuhi: 

(i) [     ]     [     ]    [     ]    , untuk setiap         

dan    . 
(ii) Jika     dan     sedemikian sehingga    , maka    . 
Jika   adalah ideal kiri, ideal lateral, dan ideal kanan dari  , maka   
disebut ideal dari  . 

(Changphas, 2012) 

 

Contoh 3.2.2 

  {(
  
  

) |          { }} adalah semigrup ternari terurut 

dan   {(
  
  

) |      { }}   . Maka    [ ]  adalah ideal 

kiri dari semigrup ternari terurut    [ ] . 
 

Bukti. 

Akan dibuktikan bahwa    [ ]  adalah ideal kiri dari semigrup 

ternari terurut    [ ] . Dengan Definisi 2.6.4 akan ditunjukkan 

bahwa [      ]   . 

Ambil sebarang         dan     , dimana    (
    

    
), 

   (
    

    
), dan    (

  
  

), sehingga 

[      ]           

               (
    

    
) (

    

    
) (

  
  

) 

           (
                  

                  
) (

  
  

) 

               (
                        
                        

)   . 

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa    [ ]  memenuhi sifat relasi 

terurut parsial. 
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Misal   (
  
  

)    dan   (
  
  

)   . Menurut Definisi, 

  (   )    (   ) jika dan hanya jika         untuk setiap 

   . Maka   (
  
  

)   . 

Jadi terbukti bahwa    [ ]  adalah ideal kiri dari semigrup ternari 

terurut    [ ] .                         

 

Contoh 3.2.3 

Misalkan   {(
  
  

) |      { }} dan 

  {(
  
  

) |    { }}. Didefinisikan operasi [ ] pada   dan   

dengan syarat untuk setiap         dan     , [      ]  
           maka    [ ]  adalah ideal lateral dari semigrup ternari 

terurut    [ ] . 
 

Bukti. 

Akan dibuktikan bahwa    [ ]  adalah ideal lateral dari semigrup 

ternari terurut    [ ] . Dengan Definisi 2.6.4 akan ditunjukkan 

bahwa [      ]   . 

Ambil sebarang         dan     , dimana    (
   
   

), 

   (
   
   

), dan    (
  
  

), sehingga 

[      ]           

                (
   
   

) (
  
  

) (
   
   

) 

                (
    
  

) (
   
   

) 

                (
      

  
)   . 

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa    [ ]  memenuhi sifat relasi 

terurut parsial. 
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Misal   (
  
  

)    dan   (
  
  

)   . Menurut Definisi, 

  (   )    (   ) jika dan hanya jika         untuk setiap 

   . Maka   (
  
  

)   . 

Jadi terbukti bahwa    [ ]  adalah ideal lateral dari semigrup ternari 

terurut    [ ] .                        

 

Contoh 3.2.4 

  {(
  
  

) |          { }} adalah semigrup ternari terurut 

dan   {(
  
  

) |    { }}   , maka    [ ]  adalah ideal 

kanan dari semigrup ternari terurut    [ ] . 
 

Bukti. 

Akan dibuktikan bahwa    [ ]  adalah ideal kanan dari semigrup 

ternari terurut    [ ] . Dengan Definisi 2.6.4 akan ditunjukkan 

bahwa [      ]   . 

Ambil sebarang         dan     , dimana    (
  
  

), 

   (
  
  

), dan    (
  
  

), sehingga 

[      ]           

               (
  
  

)(
  
  

) (
  
  

) 

               (
          

  
) (

  
  

) 

               (
                              

  
) 

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa    [ ]  memenuhi sifat relasi 

terurut parsial. 

Misal   (
  
  

)    dan   (
  
  

)   . Menurut Definisi, 

  (   )    (   ) jika dan hanya jika         untuk setiap 

   . Maka   (
  
  

)   . 

Jadi terbukti bahwa    [ ]  adalah ideal kanan dari semigrup ternari 

terurut    [ ] .                         
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Definisi 3.2.5 (Quasi-Ideal dalam Semigrup Ternari Terurut) 

Misalkan   adalah semigrup ternari terurut dan   adalah himpunan 

bagian tak kosong dari  . Maka   disebut quasi-ideal dari   jika 

memenuhi kondisi: 

(i)  [   ]  [   ]  [   ]   , 

(ii) [   ]  [     ]  [   ]   , 

(iii) Jika     dan     sedemikian sehingga    , maka    . 

(Changphas, 2012) 

 

Contoh 3.2.6 

  {(
  
  

) |          { }} adalah semigrup ternari terurut 

dan   {(
  
  

) |      { }}   , maka    [ ]  adalah 

quasi-ideal dari semigrup ternari terurut    [ ] . 
 

Bukti. 

Akan dibuktikan bahwa    [ ]  adalah quasi-ideal dari semigrup 

ternari terurut    [ ] . Maka harus ditunjukkan bahwa    [ ]  
memenuhi dua kondisi berikut: 

3. [   ]  [   ]  [   ]   . 

Dengan Definisi 2.6.4 akan ditunjukkan bahwa [      ]   , 
[      ]   , dan [      ]    untuk setiap         dan 

    . 

Ambil sebarang         dan     , dimana    (
  
  

), 

   (
  
  

), dan    (
  
  

), sehingga 

[      ]           

                 (
  
  

) (
  
  

) (
  
  

) 

     (
          
          

)(
  
  

) 

                 (
              
              

)   , 
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[      ]           

                 (
  
  

) (
  
  

) (
  
  

) 

                (
    
    

) (
  
  

) 

                (
              
              

)   , 

[      ]           

                 (
  
  

)(
  
  

) (
  
  

) 

                (
    
    

) (
  
  

) 

                (
              
              

)    

[   ]  [   ]  [   ]  (
    
    

)   . 

Jadi terbukti bahwa    [ ]  memenuhi kondisi 
[   ]  [   ]  [   ]   . 

4. [   ]  [     ]  [   ]   . 

Dengan Definisi 2.6.4 akan ditunjukkan bahwa [      ]   , 
[          ]   , dan [      ]    untuk setiap 

              dan     . 

Ambil sebarang               dan     , dimana  

   (
  
  

),    (
  
  

),    (
  
  

),    (
  
  

) dan 

   (
  
  

), sehingga 

[      ]  (
              
              

)   , 

[      ]  (
              
              

)   , 

[          ]                 

                   (
  
  

) (
  
  

)(
  
  

) (
  
  

) (
  
  

) 

                    (
              
              

) ( 
         

          ) 
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[   ]  [     ]  [   ]  (
    
    

)   . 

Jadi terbukti bahwa    [ ]  memenuhi 
[   ]  [     ]  [   ]   . 

5. Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa    [ ]  memenuhi sifat 

relasi terurut parsial. 

Misal   (
  
  

)    dan   (
  
  

)   . Menurut 

Definisi,   (   )    (   ) jika dan hanya jika         

untuk setiap    . Maka   (
  
  

)   . 

Dari pembuktian 1, 2, dan 3 dapat diketahui bahwa    [ ]  bukan 

merupakan ideal kiri, ideal lateral, dan ideal kanan tetapi    [ ]  
merupakan quasi-ideal dari semigrup ternari terurut    [ ] .       

 

Proposisi 3.2.7 

Misalkan   adalah semigrup ternari terurut,   adalah quasi-ideal dari 

 , dan   adalah subsemigrup ternari terurut dari  . Jika      , 

maka     adalah quasi-ideal dari  . 

 

Bukti. 

Asumsikan bahwa         . Karena        dan   

adalah subsemigrup ternari dari  , sehingga berdasarkan Definisi 

3.2.5 diperoleh: 

(i) [    ]  [    ]  [    ]    . 

    [  [   ]]  [ [   ] ]  [[   ]  ] 

 [[   ]  [   ]]  [[   ]  [   ]]  [[   ]  [   ]] 

         [[   ]  [   ]  [   ]]  [   ] 

            . 

(ii) [    ]  [      ]  [    ]    . 

    [  [   ]]  [  [   ]  ]  [[   ]  ] 

 [[   ]  [   ]]  [[     ]  [     ]]   

    [[   ]  [   ]] 

        [[   ]  [     ]  [   ]]  [[   ]  [     ]] 
           . 
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(iii) Misalkan       dan     sedemikian sehingga    . 

Karena     dan    . Jadi,      . Terbukti bahwa 

    adalah quasi-ideal dari  .         

 

Contoh 3.2.8 

  {(
  
  

) |          { }}adalah semigrup ternari terurut, 

  {(
  
  

) |      { }} adalah quasi-ideal dari    [ ] , dan 

  {(
  
  

) |      { }} adalah subsemigrup ternari terurut 

dari    [ ] . Maka      [ ]  adalah quasi-ideal dari    [ ] . 
 

Bukti. 

1. Akan ditunjukkan bahwa    [ ]  adalah quasi-ideal dari 

   [ ] . Dari Contoh 3.2.6 terbukti bahwa    [ ]  adalah 

quasi-ideal dari    [ ] . 
2. Akan ditunjukkan bahwa    [ ]  adalah subsemigrup ternari 

terurut dari    [ ] . Dengan Definisi 2.6.4 akan ditunjukkan 

bahwa [      ]   . 

Ambil sebarang           , dimana    (
   
  

), 

   (
   
  

), dan    (
   
  

), sehingga 

[      ]           

                        (
   
  

) (
   
  

) (
   
  

) 

                       (
     
  

) (
   
  

) 

                       (
       

  
)   . 

Jadi terbukti bahwa     [ ]   merupakan  subsemigrup ternari 

terurut dari semigrup ternari terurut    [ ] . 
3. Akan dibuktikan bahwa      [ ]  adalah quasi-ideal dari 

   [ ] . Maka diasumsikan bahwa        dan harus 

ditunjukkan bahwa     [ ]  memenuhi: 

 

(i) [    ]  [    ]  [    ]    . 
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Dengan Definisi 2.6.4 akan ditunjukkan bahwa 
[     ]    , [     ]    , dan [     ]     untuk 

setiap         dan     . 

       (
  
  

)  (
  
  

)  (
  
  

). 

Ambil sebarang         dan     , dimana 

   (
   
  

),    (
   
  

) dan   (
  
  

), sehingga 

[     ]          

               (
   
  

) (
   
  

) (
  
  

) 

               (
     
  

) (
  
  

) 

               (
      

  
)    . 

[     ]          

               (
   
  

) (
  
  

) (
   
  

) 

               (
    
  

) (
   
  

) 

               (
      

  
)    . 

[     ]          

               (
  
  

) (
   
  

) (
   
  

) 

               (
    
  

) (
   
  

) 

               (
      

  
)    . 

[    ]  [    ]  [    ]  (
      

  
)    . 

Jadi terbukti bahwa     [ ]  memenuhi kondisi 
[    ]  [    ]  [    ]    . 

(ii) [    ]  [      ]  [    ]    . 

Dengan Definisi 2.6.4 akan ditunjukkan bahwa 
[     ]    , [         ]    , dan [     ]     untuk 

setiap               dan     . 

Ambil sebarang         dan     , dimana 

   (
   
  

),    (
   
  

),    (
   
  

), 
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   (
   
  

) dan   (
  
  

), sehingga 

[     ]   (
      

  
)    . 

[     ]  (
      

  
)    . 

[         ]                

                     (
   
  

) (
   
  

) (
  
  

) (
   
  

) (
   
  

) 

                     (
      

  
) (

   
  

) (
   
  

) 

                     (
        

  
) (

   
  

) 

                     (
          

  
)    . 

Jadi terbukti bahwa     [ ]  memenuhi kondisi 
[    ]  [      ]  [    ]    . 

(iii) Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa     [ ]  memenuhi 

sifat relasi terurut parsial. 

Misal   (
  
  

)     dan   (
  
  

)   . Menurut 

Definisi,   (   )    (   ) jika dan hanya jika 

        untuk setiap    . Maka   (
  
  

)    . 

Dari pembuktian 1, 2, dan 3 terbukti bahwa     [ ]   adalah quasi-

ideal dari    [ ] .            

 

Proposisi 3.2.9 

Misalkan   adalah semigrup ternari terurut dan {  |   } adalah 

himpunan tak kosong dari quasi-ideal dari  . Jika ⋂        , maka 

⋂       adalah quasi-ideal dari  . 

 

Bukti. 

Asumsikan bahwa   ⋂        . Sehingga berdasarkan Definisi 

3.2.5 diperoleh: 

(i)     [   ]  [   ]  [   ] 

 [  [      ]]  [ [      ] ]  [[      ]  ] 
       . 

 

 



38 
 

(ii)     [   ]  [     ]  [   ] 

 [  [      ]]  [  [      ]  ]  [[      ]  ] 
       . 

(iii) Misalkan   ⋂       dan     sedemikian sehingga    . 

Misalkan    . Karena    ,     , dan      . Jadi 

  ⋂      . 

Terbukti bahwa ⋂       adalah quasi-ideal dari  .       

 

Contoh 3.2.10 

    { |   } adalah semigrup ternari terurut,       adalah 

quasi-ideal dari semigrup ternari terurut    [ ] ,       adalah 

quasi-ideal dari semigrup ternari terurut    [ ] , dan       

adalah quasi-ideal dari semigrup ternari terurut    [ ] . Maka 
          [ ]  adalah quasi-ideal dari    [ ] . 
 

Bukti. 

Akan dibuktikan bahwa           [ ]  adalah quasi-ideal dari 
   [ ] . Maka diasumsikan bahwa            dan harus 

ditunjukkan bahwa    [ ]  memenuhi: 

(i) [   ]  [   ]  [   ]   . 

Akan ditunjukkan bahwa [     ]   , [     ]   , dan 
[     ]    untuk setiap         dan    . 

                        {   |   }. 
[     ]                            , 

[     ]                            , 

[     ]                            . 

[   ]  [   ]  [   ]        . 

Jadi terbukti bahwa    [ ]  memenuhi kondisi 
[   ]  [   ]  [   ]   . 

(ii) [   ]  [     ]  [   ]   . 

Akan ditunjukkan bahwa [     ]   , [         ]   , dan 
[     ]    untuk setiap               dan    . 

[     ]                            , 

[     ]                            , 

[         ]                

                                             . 

[   ]  [     ]  [   ]        . 
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Jadi terbukti bahwa    [ ]  memenuhi kondisi 
[   ]  [     ]  [   ]   . 

(iii) Misalkan         dan        . Menurut Definisi 

       , maka    . 

Karena   memenuhi (i), (ii), dan (iii) sehingga terbukti bahwa 
   [ ]  adalah quasi ideal dari    [ ] .         

 

Definisi 3.2.11 

Misalkan   adalah semigrup ternari terurut dan   adalah himpunan  

bagian tak kosong dari  . Maka irisan dari semua quasi-ideal dari   

yang memuat  , dinotasikan 〈 〉 , adalah quasi-ideal dari   yang 

memuat  . Irisan dari semua quasi-ideal dari   yang memuat   

disebut quasi-ideal yang dibangun oleh  . 

(Changphas,2012) 

 

Contoh 3.2.12 

    { |   } adalah semigrup ternari terurut. 

      {  |   } adalah quasi-ideal dari  , 

      {  |   } adalah quasi-ideal dari  , 

      {  |   } adalah quasi-ideal dari  , dan 

      {  |   } adalah quasi-ideal dari  . 

Sehingga                . 

Jadi, 〈 〉      {   |   }. 
 

Proposisi 3.2.13 

Misalkan   adalah semigrup ternari terurut. Irisan dari ideal kiri, 

ideal lateral, dan ideal kanan dari   merupakan quasi-ideal dari  . 

 

Bukti. 

Misalkan   adalah ideal kiri dari  ,   adalah ideal lateral dari  , dan 

  adalah ideal kanan dari  . Diasumsikan bahwa        . 

Ambil sebarang    ,    , dan    . Karena 
[   ]  [     ], sehingga   tak kosong. Karena  [   ]   ,  
[   ]   , dan [   ]   , sehingga berdasarkan Definisi 3.2.5 

diperoleh: 
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(i)     [   ]  [   ]  [   ] 

 [  [     ]]  [ [     ] ]  [[     ]  ] 

 [[   ]  [   ]  [   ]]  [[   ]  [   ]  [   ]]   

    [[   ]  [   ]  [   ]] 

 [[   ]  [   ]  [   ]]  [[   ]  [   ]  [   ]]   

    [[   ]  [   ]  [   ]] 
        . 

(ii)     [   ]  [     ]  [   ] 

 [  [     ]]  [  [     ]  ]  [[     ]  ] 

 [[   ]  [   ]  [   ]]   

    [[     ]  [     ]  [     ]]   

    [[   ]  [   ]  [   ]] 

 [[   ]  [     ]  [   ]]   

    [[   ]  [     ]  [   ]]   

    [[   ]  [     ]  [   ]] 
        .  

(iii) Misalkan         dan     sedemikian sehingga    . 

Karena        , sehingga        . 

Terbukti bahwa       adalah quasi ideal dari  .     

 

Contoh 3.2.14 

  {(
  
  

) |          { }} adalah semigrup ternari terurut,  

  {(
  
  

) |      { }} adalah ideal kiri dari semigrup ternari 

terurut    [ ] ,   {(
  
  

) |          { }} adalah ideal 

kanan dari semigrup ternari terurut    [ ] , dan 

  {(
  
  

) |          { }} adalah ideal kanan dari semigrup 

ternari terurut    [ ] . Maka        [ ]  merupakan quasi-

ideal dari    [ ] . 
 

 

 

Bukti. 
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Akan dibuktikan bahwa        [ ]  adalah quasi-ideal dari 
   [ ] . Maka diasumsikan bahwa         dan harus 

ditunjukkan bahwa   memenuhi: 

(i) [   ]  [   ]  [   ]   . 

Dengan Definisi 2.6.4 akan ditunjukkan bahwa [      ]   , 
[      ]   , dan [      ]    untuk setiap         dan 

    . 

        

     (
  
  

)  (
  
  

)  (
  
  

) 

     (
  
  

). 

Ambil sebarang         dan     , dimana    (
  
  

), 

   (
  
  

), dan    (
  
  

), sehingga 

[      ]           

                 (
  
  

) (
  
  

) (
  
  

) 

                 (
          
          

) (
  
  

) 

                 (
        
        

)   , 

[      ]           

                 (
  
  

) (
  
  

) (
  
  

) 

                 (
   
   

) (
  
  

) 

                 (
      
      

)   , 

[      ]           

                 (
  
  

) (
  
  

) (
  
  

) 

                 (
    
  

)(
  
  

) 

                 (
              

  
)   . 

[   ]  [   ]  [   ]  (
    
  

)   . 
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Jadi terbukti bahwa    [ ]  memenuhi kondisi 
[   ]  [   ]  [   ]   . 

(ii) [   ]  [     ]  [   ]   . 

Dengan Definisi 2.6.4 akan ditunjukkan bahwa [      ]   , 
[          ]   , dan [      ]    untuk setiap 

              dan     . 

Ambil sebarang               dan     , dimana  

   (
  
  

),    (
  
  

),    (
  
  

),    (
  
  

) dan 

   (
  
  

), sehingga 

[      ]   (
        
        

)   , 

[      ]  (
              

  
)   , 

[          ]                 

                         (
  
  

) (
  
  

) (
  
  

) (
  
  

) (
  
  

) 

                         (
        
        

) (
  
  

) (
  
  

) 

                         (
                  
                  

)(
  
  

)   . 

[   ]  [     ]  [   ]  (
    
  

)   . 

Jadi terbukti bahwa    [ ]  memenuhi kondisi 
[   ]  [     ]  [   ]   . 

(iii) Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa     [ ]  memenuhi sifat 

relasi terurut parsial. 

Misal   (
  
  

)    dan   (
  
  

)   . Menurut 

Definisi,   (   )    (   ) jika dan hanya jika         

untuk setiap    . Maka   (
  
  

)   . 

Karena    [ ]  memenuhi (i), (ii), dan (iii) sehingga terbukti bahwa 

   [ ]  adalah quasi ideal dari    [ ] .         

 

 

Proposisi 3.2.15 
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Misalkan   adalah semigrup ternari terurut. Jika   adalah quasi-ideal 

dari  , maka terdapat ideal kiri  , ideal lateral  , dan ideal kanan   

sedemikian sehingga        . 

 

Bukti. 

Asumsikan bahwa   adalah quasi-ideal dari  . 

Misalkan      [   ]],      [   ]], dan 

     [   ]  [     ]]. 
Karena     dan     maka akan ditunjukkan bahwa   adalah 

ideal kiri dari  . 

Misalkan   [   ], sehingga   [    ] untuk setiap     dan 

      . 

Misalkan     untuk setiap     [   ], sehingga 
[    ]  [    ]. Terdapat dua kasus yang terdiri dari: 

Kasus 1.    , sehingga [    ]  [   ]    [   ]. Jadi 

           didapatkan    . 

Kasus 2.   [   ]. Misalkan   [     ] untuk setiap     dan 

                         . Karena 

[    ]  [   [     ]]  [  [     ] ]  [   ]    [   ], 
sehingga didapatkan    . Maka [   ]   . 

Misalkan     dan     sedemikian sehingga    . Maka     

untuk setiap     [   ]. Karena     dan    , sehingga   

adalah ideal kiri dari  . 

Karena     dan     maka akan ditunjukkan   adalah ideal 

kanan dari  . 

Misalkan   [   ], sehingga   [    ] untuk setiap     dan 

      . 

Misalkan     untuk setiap     [   ], sehingga 
[    ]  [    ]. Terdapat dua kasus yang terdiri dari: 

Kasus 1.    , sehingga [    ]  [   ]    [   ]. Jadi 

                  didapatkan    . 

Kasus 2.   [   ]. Misalkan   [     ] untuk setiap     dan 

                         . Karena 

[    ]  [[     ]  
 ]  [ [        

 ]]  [   ]    [   ]  

sehingga didapatkan    . Maka [   ]   . 
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Misalkan     dan     sedemikian sehingga    . Maka     

untuk setiap     [   ]. Karena     dan    , sehingga   

adalah ideal kanan dari  . 

Akan ditunjukkan   adalah ideal lateral dari  . 

Misalkan   [   ], sehingga   [     ] untuk setiap     dan 

       . 

Misalkan     untuk setiap     [   ]  [     ], sehingga 

               . Terdapat tiga kasus yang terdiri dari: 

Kasus 1.    , sehingga [     ]  [   ]    [   ]  
[     ]. Jadi didapatkan    . 

Kasus 2.   [   ], sehingga [     ]  [     ]    [   ]  
[     ]. Jadi didapatkan     . 

Kasus 3.   [     ]. Maka [     ]  [   ]    [   ]   

  [     ], Jadi didapatkan    . Maka[   ]   . 

Misalkan     dan     sedemikian sehingga    . Maka     

untuk setiap     [   ]  [     ]. Sehingga    . 

Akan ditunjukkan bahwa        . 

         [   ]]     [   ]  [     ]]     [   ]] 

               ]  ([   ]]  ([   ]  [     ]]   [   ]] 

              .           

 

Contoh 3.2.16 

  {(
  
  

) |          { }} adalah semigrup ternari terurut 

dan   {(
  
  

) |    { }} adalah quasi-ideal dari semigrup 

ternari terurut    [ ] . Maka menurut Proposisi 3.2.15 terdapat 

ideal kiri  , ideal lateral  , dan ideal kanan   sedemikian sehingga 

       . 

 

Bukti. 

Misalkan      [   ]],      [   ]  [     ]], dan 

     [   ]]. 
Akan ditunjukkan bahwa    [ ]  adalah ideal kiri dari    [ ] , 
maka    [ ]  harus memenuhi [      ]    untuk setiap         

dan      serta jika     dan     sedemikian sehingga     

maka    . 
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Ambil sebarang         dan     , dimana    (
  
  

), 

   (
  
  

), dan    (
  
  

). Dengan Definisi 2.6.4,  

[      ]           

                 (
  
  

) (
  
  

) (
  
  

) 

          (
          
          

)(
  
  

) 

          (
        
        

), sehingga 

    [   ]  (
  
  

)  (
        
        

) 

                          (
  
  

). 

Ambil sebarang         dan     , dimana    (
  
  

), 

   (
  
  

), dan    (
  
  

). Dengan Definisi 2.6.4,  

[      ]           

                 (
  
  

) (
  
  

) (
  
  

) 

                 (
          
          

)(
  
  

) 

                 (
                
                

)   . 

Ambil   (
  
  

)    dan   (
  
  

)   . Menurut Definisi, 

  (   )    (   ) jika dan hanya jika         untuk setiap 

   . Maka   (
  
  

)   . 

Jadi terbukti bahwa      [   ]] adalah ideal kiri dari    [ ] . 
 

Akan ditunjukkan bahwa    [ ]  adalah ideal lateral dari    [ ] , 
maka    [ ]  harus memenuhi [      ]    untuk setiap 

        dan      serta jika     dan     sedemikian 

sehingga    , maka    . 
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Ambil sebarang         dan     , dimana    (
  
  

), 

   (
  
  

),    (
  
  

),    (
  
  

), dan    (
  
  

).  

Dengan Definisi 2.6.4,  

[      ]           

                 (
  
  

) (
  
  

) (
  
  

) 

         (
   
   

) (
  
  

) 

                 (
      
      

), 

[          ]                 

                         (
  
  

) (
  
  

)(
  
  

) (
  
  

) (
  
  

) 

                         (
        
        

) (
  
  

) (
  
  

), 

dimisalkan (
        
        

)  (
  
  

), maka 

[          ]                                        

                        (
  
  

) (
  
  

) (
  
  

) 

                        (
    
    

)(
  
  

) 

                        (
              
              

), sehingga 

    [   ]  [     ] 

      (
  
  

)  (
      
      

)  (
              
              

) 

      (
  
  

). 

Ambil sebarang         dan     , dimana    (
  
  

), 

   (
  
  

), dan    (
  
  

). Dengan Definisi 2.6.4,  

[      ]           

                 (
  
  

) (
  
  

) (
  
  

) 
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                 (
          
          

) (
  
  

) 

                 (
                              
                              

) 

Ambil   (
  
  

)    dan   (
  
  

)   . Menurut Definisi, 

  (   )    (   ) jika dan hanya jika         untuk setiap 

   . Maka   (
  
  

)   . Jadi terbukti bahwa 

     [   ]  [     ]] adalah ideal lateral dari    [ ] . 
 

Akan ditunjukkan bahwa    [ ]  adalah ideal kanan dari    [ ] , 
maka    [ ]  harus memenuhi [      ]    untuk setiap  

        dan      dan jika     dan     sedemikian sehingga 

    maka    . 

Ambil sebarang         dan     , dimana    (
  
  

), 

   (
  
  

), dan    (
  
  

). Dengan Definisi 2.6.4,  

[      ]           

                 (
  
  

) (
  
  

) (
  
  

) 

                 (
    
  

) (
  
  

) 

                 (
              

  
), sehingga 

    [   ]  (
  
  

)  (
              

  
) 

                           (
  
  

). 

Ambil sebarang         dan     , dimana    (
  
  

), 

   (
  
  

), dan    (
  
  

). Dengan Definisi 2.6.4,  

[      ]           

                (
  
  

) (
  
  

) (
  
  

) 
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                (
          

  
) (

  
  

) 

                (
                              

  
) 

Ambil   (
  
  

)    dan   (
  
  

)   . Menurut Definisi, 

  (   )    (   ) jika dan hanya jika         untuk setiap 

   . Maka   (
  
  

)   . 

Jadi terbukti bahwa      [   ]] adalah ideal kanan dari 

   [ ] . 
 

         [   ]]     [   ]  [     ]]     [   ]] 

             (
  
  

) (
  
  

) (
  
  

)  

                    (
  
  

) 

                                                                                             
 

Teorema 3.2.17 

Misalkan   adalah semigrup ternari terurut. Jika       dan 

〈 〉   {  |   quasi ideal dari   yang memuat  } 
maka 

〈 〉  (  [   ]]  (  [   ]  [     ]]     [   ]]. 

 

Bukti. 

Berdasarkan Definisi 3.2.11, 〈 〉  adalah quasi-ideal dari   yang 

memuat  . Karena    [   ]] adalah ideal kiri,    [   ]  
[     ]] adalah ideal lateral, dan    [   ]] adalah ideal kanan, 

sehingga menurut Proposisi 3.2.13, 

   [   ]]     [   ]  [     ]]     [   ]] 
adalah quasi-ideal dari   yang memuat  . Jadi 

〈 〉     [   ]]     [   ]  [     ]]     [   ]]. 

Karena     , untuk setiap    , sehingga diperoleh 

                 [   ]]     [   ]  [     ]]     [   ]]                        
   ]  { [   ]]   [   ]  [     ]]   [   ]]} 

            ]  { [    ]]   [    ]  [      ]]   [    ]]} 
                    . 
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Maka 

〈 〉     [   ]]     [   ]  [     ]]     [   ]]. 

Dapat disimpulkan bahwa 

〈 〉     [   ]]     [   ]  [     ]]     [   ]]. 

  
 

Contoh 3.2.18 

    { |   },    [ ]  adalah semigrup ternari terurut. Karena 

     ,      , dan      , maka 〈 〉          . 

Akan dibuktikan bahwa 

〈 〉  (  [   ]]  (  [   ]  [     ]]     [   ]]. 

 

Bukti. 

〈 〉                       . 

Misalkan      [   ]],      [   ]  [     ]], dan 

     [   ]]. 
Akan ditunjukkan bahwa    [ ]  adalah ideal kiri dari    [ ] , 
maka    [ ]  harus memenuhi [     ]    untuk setiap         

dan     serta jika     dan     sedemikian sehingga     

maka    . 

Dengan Definisi 2.6.4 akan ditunjukkan bahwa [     ]    untuk 

setiap         dan    . 

[     ]                    , sehingga  

    [   ]                 . 

[     ]                    . 

Ambil         dan        , menurut Definisi 

       , maka    . Jadi terbukti bahwa      [   ]] 
adalah ideal kiri dari    [ ] . 
 

Akan ditunjukkan bahwa    [ ]  adalah ideal lateral dari    [ ] , 
maka    [ ]  harus memenuhi [     ]    untuk setiap 

        dan     serta jika     dan     sedemikian 

sehingga    , maka    . 

Dengan Definisi 2.6.4 akan ditunjukkan bahwa [     ]    dan 
[         ]    untuk setiap               dan    . 

[     ]                    , 
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[         ]                          , sehingga 

    [   ]  [     ]                     . 

[     ]                    . 

Ambil         dan        , menurut Definisi 

       , maka    . Jadi terbukti bahwa 

     [   ]  [     ]] adalah ideal lateral dari    [ ] . 
 

Akan ditunjukkan bahwa    [ ]  adalah ideal kanan dari    [ ] , 
maka    [ ]  harus memenuhi [     ]    untuk setiap         

dan     serta jika     dan     sedemikian sehingga     

maka    . 

Dengan Definisi 2.6.4 akan ditunjukkan bahwa [     ]    untuk 

setiap         dan    . 

[     ]                    , sehingga  

    [   ]                 . 

Ambil         dan        , menurut Definisi 

       , maka    . Jadi terbukti bahwa 

     [   ]] adalah ideal kanan dari    [ ] . 
 

〈 〉     [   ]]     [   ]  [     ]]     [   ]] 

                  .          

 

Definisi 3.2.19 

Suatu semigrup ternari terurut   disebut quasi-simple jika   tidak 

memuat quasi-ideal yang sejati. 

(Changphas, 2012) 

Contoh 3.2.20 

Semigrup ternari       { } terhadap operasi pergandaan adalah 

quasi-simple. 

 

Bukti. 

Menurut Definisi 3.2.5,   merupakan quasi-ideal jika memenuhi 

kondisi berikut. 

(i)  [   ]  [   ]  [   ]   , 

(ii) [   ]  [     ]  [   ]   , 

(iii) Jika     dan     sedemikian sehingga    , maka    . 

Karena    , maka   merupakan quasi-ideal jika memenuhi 

kondisi berikut. 
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(i)  [   ]  [   ]  [   ]   , 

(ii) [   ]  [     ]  [   ]   , 

(iii) Jika     dan     sedemikian sehingga    , maka    . 

Sehingga 

[   ]  { ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅ } 

[     ]  { ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅ }. 
Oleh karena itu, 

[   ]  [   ]  [   ]  [   ]  [     ]  [   ] 

                { ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅ }   . 

Misalkan    ̅    dan    ̅    sedemikian sehingga    , 

maka    . Berlaku untuk setiap      . 

Jadi terbukti bahwa         { } adalah quasi-simple.       

 

Definisi 3.2.21 

Misalkan   adalah semigrup ternari terurut.   adalah quasi-ideal dari 

 .   disebut quasi-ideal minimal jika   tidak memuat quasi-ideal 

sejati dari  . 

(Changphas, 2012) 

 

Contoh 3.2.22 

   { ̅  ̅} merupakan quasi-ideal minimal dalam semigrup ternari 

terurut      . 

 

Bukti. 

Diketahui       adalah semigrup ternari terurut. Akan dibuktikan 

bahwa    { ̅  ̅} merupakan quasi-ideal minimal dalam  . Quasi 

ideal-quasi ideal dalam   adalah 

   { ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅ } 

   { ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅ } 
   { ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅ } 
   { ̅  ̅} 
   merupakan quasi-ideal minimal dari semigrup ternari terurut   

karena    tidak memuat quasi-ideal sejati, sedangkan   ,   , dan    

memuat quasi-ideal sejati yaitu      ,      ,      , 

     ,      , dan      .          
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Contoh 3.2.23 

  { ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅ } merupakan quasi-ideal minimal dari 

semigrup ternari terurut       { }. 
Bukti. 

Semigrup ternari terurut       { } hanya memiliki satu quasi-

ideal yaitu   { ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅ }. Oleh karena itu,   tidak 

memuat quasi-ideal lain sehingga   merupakan quasi-ideal minimal 

dari semigrup ternari terurut.           

 

Contoh 3.2.24 

      adalah semigrup ternari terurut. Akan dibuktikan bahwa 

      memuat ideal sejati yang merupakan quasi-ideal minimal 

dari  . 

 

Bukti. 

Ideal-ideal dari       adalah sebagai berikut. 

   { ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅ } 

   { ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅ } 
   { ̅  ̅  ̅  ̅} 
   { ̅  ̅  ̅} 
   { ̅  ̅} 
  ,   ,   , dan    adalah ideal sejati karena     ,     ,     , dan 

    . 

Quasi-ideal-quasi-ideal dari       adalah sebagai berikut. 

   { ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅ } 

   { ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅ } 
   { ̅  ̅  ̅  ̅} 
   { ̅  ̅  ̅} 
   { ̅  ̅} 
   dan    merupakan quasi-ideal minimal karena    dan    tidak 

memuat quasi-ideal yang lainnya. Karena       { ̅  ̅  ̅} dan  
      { ̅  ̅}, sehingga terbukti bahwa       memuat ideal 

sejati yang merupakan quasi-ideal minimal dari  .        
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Teorema 3.2.25 

Suatu semigrup ternari terurut   disebut quasi-simple jika dan hanya 

jika   ([   ]]  ([   ]]  ([     ]]   [   ]] untuk setiap 

   . 

 

Bukti. 
    Asumsikan bahwa   adalah quasi-simple. Misalkan    . Akan 

ditunjukkan bahwa    [   ]] adalah ideal kiri dari  . 

Misalkan   [   ], sehingga   [    ] untuk setiap     dan 

      . Karena     dan   [     ] untuk setiap        , 

maka   [    ]  [   [     ]]  [  [     ] ]  [   ]   . 

 Misalkan     dan     sedemikian sehingga    . Karena 

    dan     untuk setiap   [   ], sehingga     dan 

  ([   ]]   . Oleh karena itu, terbukti bahwa  [   ]] 

adalah ideal kiri dari  . 

 

 Akan ditunjukkan bahwa    [   ]] adalah ideal kanan dari  . 

Misalkan   [   ], sehingga   [    ] untuk setiap     

dan       . Karena     dan   [     ] untuk setiap 

       , maka 

   [    ]  [[     ]  
 ]  [ [     ] 

 ]  [   ]   . 

 Misalkan     dan     sedemikian sehingga    . Karena 

    dan     untuk setiap   [   ], sehingga     dan 

  ([   ]]   . Oleh karena itu, terbukti bahwa  [   ]] 
adalah ideal kanan dari  . 

 

 Akan ditunjukkan bahwa   ([   ]]   [     ]] adalah 

ideal lateral dari  . 

 Misalkan   [   ], maka   [    ] untuk setiap     

dan       . Jika   [     ] untuk setiap        , maka 

   [    ]  [ [     ] 
 ]  [     ]   . 

 Jika   [         ] untuk setiap              , maka 

   [    ]  [ [         ] 
 ]  [   ]   .  

Maka [   ]   . Misalkan     dan     sedemikian 

sehingga    . Jika     untuk setiap   [     ], maka 
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    [     ]]   . Jika      untuk setiap    [   ], 

maka   ([   ]]   . Oleh karena itu, terbukti bahwa 

([   ]]   [     ]] adalah ideal lateral dari  . 

 Dengan menggunakan Proposisi 3.2.13, maka  

   ([   ]]  ([   ]]  ([     ]]   [   ]]. 

    Asumsikan bahwa   ([   ]]  ([   ]]  ([     ]]  
 [   ]] untuk setiap    . Misal   adalah quasi-ideal dari  . 

Misalkan    . Dari asumsi didapatkan 

      ([   ]]  ([   ]]  ([     ]]   [   ]] 

    ([   ]]  ([   ]]  ([     ]]   [   ]] 

      , 

 sehingga    .           

 

Contoh 3.2.26 

      { }  { ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅ } merupakan quasi-simple 

jika dan hanya jika   ([   ]]  ([   ]]  ([     ]]   [   ]] 
untuk setiap    . 

 

Bukti. 
    Asumsikan bahwa  adalah quasi-simple. Misalkan 

  ([   ]],   ([   ]]  ([     ]], dan    [   ]]. 

Akan ditunjukkan bahwa   adalah ideal kiri dari  , maka   harus 

memenuhi [     ]    untuk setiap         dan     serta jika 

    dan     sedemikian sehingga     maka    . 

  [   ]  { ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅ }    dan misalkan    ̅    

dan    ̅    sedemikian sehingga    , maka    . Berlaku 

untuk setiap      . 

Jadi terbukti bahwa   ([   ]] adalah ideal kiri dari  . 

 

Akan ditunjukkan bahwa   adalah ideal kiri dari  , maka   harus 

memenuhi memenuhi [     ]    untuk setiap         dan 

    serta jika     dan     sedemikian sehingga     maka 

   . 

[   ]  { ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅ }   , 

[     ]  { ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅ }   . 

  [   ]  [     ]  { ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅ }   ,  dan  
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misalkan    ̅    dan    ̅    sedemikian sehingga    , 

maka    . Berlaku untuk setiap      . 

Jadi terbukti bahwa   ([   ]]  ([     ]] adalah ideal lateral 

dari  . 

 

Akan ditunjukkan bahwa   adalah ideal kiri dari  , maka   harus 

memenuhi [     ]    untuk setiap         dan     serta jika 

    dan     sedemikian sehingga     maka    . 

  [   ]  { ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅ }    dan misalkan    ̅    

dan    ̅    sedemikian sehingga    , maka    . Berlaku 

untuk setiap      . 

Jadi terbukti bahwa   ([   ]] adalah ideal kanan dari  . 

 

Dengan menggunakan Proposisi 3.2.13, maka 

      ([   ]]  ([   ]]  ([     ]]   [   ]] 

        { ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅ }  { ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅ } 

        { ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅ } 

    { ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅ }   . 

 

    Asumsikan bahwa   ([   ]]  ([   ]]  ([     ]]  

 [   ]] untuk setiap    . Misal   { ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅ } 
adalah quasi-ideal dari  . Misalkan    . Dari asumsi didapatkan 

   ([   ]]  ([   ]]  ([     ]]   [   ]] 

     { ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅ }  { ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅ }   

        { ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅ } 

     { ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅ }   . 

Sehingga    .           

 

Teorema 3.2.27 

Misalkan   adalah semigrup ternari terurut dan   adalah quasi-ideal 

dari  .   adalah quasi-ideal minimal dari   jika dan hanya jika   

adalah quasi-simple. 

 

Bukti. 
    Asumsikan bahwa   adalah quasi-ideal minimal dari   dan 

misalkan    adalah quasi-ideal dari  . Sehingga  
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[    ]  [[    ]  [      ]]  [    ]   . 

Karena   adalah minimal dan [    ]  [[    ]  

[      ]]  [    ]        , mengakibatkan 

[    ]  [[    ]  [      ]]  [    ]        . 

Sehingga   merupakan quasi-simple. 

    Asumsikan bahwa   adalah quasi-simple. Misalkan    adalah 

quasi-ideal dari   atau dengan kata lain     . Karena    , 

sehingga     . Oleh karena itu,    merupakan quasi-ideal 

dari   atau dengan kata lain     . Jadi terbukti bahwa   

merupakan quasi-ideal minimal dari  .         

 

Contoh 3.2.28 

Jika        { } adalah semigrup ternari terurut dan 

  { ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅ } adalah quasi-ideal dari   maka 

berlaku Teorema 3.2.27. 

 

Bukti. 

(i) Akan ditunjukkan bahwa   { ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅ } 
merupakan quasi-ideal minimal dari semigrup ternari terurut 

    { }. Berdasarkan Contoh 3.2.23 terbukti bahwa 

  { ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅ } merupakan quasi-ideal dari 

semigrup ternari terurut     { }. 

(ii) Akan ditunjukkan bahwa   { ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅ } 
merupakan quasi-simple. Dari Contoh 3.2.18 terbukti bahwa 

  { ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅ } adalah quasi-simple. 

Karena (i) dan (ii) terpenuhi, maka Teorema 3.2.27 berlaku.       

 

Contoh 3.2.29 

      adalah semigrup ternari terurut dan   { ̅  ̅} merupakan 

quasi-ideal dari  . Sehingga berlaku Teorema 3.2.27. 

 

Bukti. 

(i) Akan ditunjukkan bahwa   { ̅  ̅} adalah quasi-ideal minimal. 

Dari Contoh 3.2.22 terbukti bahwa   { ̅  ̅} adalah quasi-

ideal minimal dari  . 
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(ii) Akan ditunjukkan bahwa   { ̅  ̅} adalah quasi-simple. 

  { ̅  ̅} merupakan quasi-simple jika memenuhi kondisi 

berikut. 

[    ]  [[    ]  [      ]]  [    ]   . 

Berdasarkan Definisi 3.2.17, dapat diketahui bahwa     , 

sehingga 

[   ]  [[   ]  [     ]]  [   ]   . 

[   ]  { ̅  ̅} 
[     ]  { ̅  ̅}. 
Jadi terbukti bahwa   { ̅  ̅} merupakan quasi-simple. 

Karena (i) dan (ii) terpenuhi, maka Teorema 3.2.27 berlaku.       
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BAB IV 

KESIMPULAN 

 

 Dari pembahasan pada bab sebelumnya dalam skripsi ini dapat 

disimpulkan bahwa 

1.   merupakan quasi-ideal dari   jika dan hanya jika 

       , dimana   adalah ideal kiri dari  ,   adalah 

ideal lateral dari  , dan   adalah ideal kanan dari  . 

2.   adalah quasi-ideal dari semigrup ternari terurut  .   

merupakan quasi-ideal minimal dari   jika dan hanya jika   

adalah quasi-simple. 
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