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ANALISIS DINAMIK MODEL PENGALIHAN
PEMANGSAAN ZOOPLANKTON TERHADAP NON-TOXIC
PHYTOPLANKTON (NTP) DAN TOXIC PRODUCING
PHYTOPLANKTON (TPP)

ABSTRAK

Skripsi ini membahas model pengalihan pemangsaan
zooplankton terhadap spesies NTP dan TPP. Populasi zooplankton
dibagi menjadi dua subpopulasi yakni zooplankton pemangsa NTP
dan pemangsa TPP. Zooplankton tersebut dapat dari memangsa NTP
kemudian memangsa TPP, atau sebaliknya. Interaksi antara NTP,
TPP, dan zooplankton dimodelkan dalam bentuk sistem otonomus
tak linier berdimensi empat. Kedua subpopulasi zooplankton tersebut
dapat diagregasi menjadi satu persamaan sehingga sistem dapat
direduksi menjadi tiga dimensi. Variabel tak bebas pada sistem
otonomus berdimensi tiga tersebut menyatakan populasi NTP (P;),
populasi TPP (P,), dan populasi zooplankton (Z). Analisis dinamik
terhadap sistem tersebut berupa perhitungan titik kesetimbangan,
syarat eksistensi titik kesetimbangan, serta kestabilan lokal titik
kesetimbangan. Terdapat enam titik kesetimbangan yang diperoleh
dari model, yakni E, = (0,0,0), E; =(K,0,0), E; =(0,K,0),
E; = (P;,P,,0), E, = (P,0,2), dan E* = (P,",P,", Z*). Dari enam
titik tersebut, hanya E, dan E, yang tak stabil. Hasil analisis dari
enam titik kesetimbangan tersebut dan dampak yang ditimbulkan
olen pengalihan pemangsaan zooplankton diilustrasikan dalam
simulasi numerik.

Kata kunci: non-toxic phytoplankton, toxic producing

phytoplankton,  zooplankton,  agregasi  sistem,
pengalihan pemangsaan, analisis dinamik
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DYNAMICAL ANALYSIS
OF THE MIGRATORY GRAZING OF ZOOPLANKTON
BETWEEN NON-TOXIC PHYTOPLANKTON (NTP)
AND TOXIC PRODUCING PHYTOPLANKTON

ABSTRACT

This paper discusses model of the migratory grazing of
zooplankton between non-toxic phytoplankton (NTP) and toxic
producing phytoplankton (TPP) species. Zooplankton are divided
into two subpopulations, namely NTP predator and TPP predator.
Zooplankton can change their object of predation from NTP to TPP
or vice versa. Interaction among NTP,TPP, and zooplankton is
constructed as a four-dimensional nonlinear autonomus system. The
two equations for zooplankton subpopulations can be aggregated
become one equation, so the system can be reduced into a three-
dimensional nonlinear autonomus system. The dependent variables
are NTP population (P;), TPP population (P,), and zooplankton
population (Z). Dynamical analysis of the system includes the
calculation of the equilibrium points, equilibrium existence
condition, and local stability of equilibrium points. There are six
equilibrium  points, namely  E, = (0,0,0), E; =(K,0,0),
E, = (0,K,0), Es = (P}, P;,0), E, = (P,0,2), and
E* = (P,",P,",Z*). Among six equilibrium points, only E, and E,
which are unstable. The results of the stability analysis of the six
equilibrium points and the influence of migratory grazing of
zooplankton are illustrated in the numerical simulations.

Keywords: non-toxic phytoplankton, toxic producing
phytoplankton, zooplankton, aggregated  system,
migratory grazing, dynamical analysis
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Pada ekosistem perairan laut, peranan plankton sangat penting
dalam siklus rantai makanan. Plankton yang terbagi menjadi
zooplankton dan fitoplankton saling berinteraksi, dimana
zooplankton merupakan konsumen yang memangsa fitoplankton
sebagai sumber makanannya (Lalli dan Parsons, 1997). Keberadaan
fitoplankton yang terdiri dari Toxin Producing Phytoplankton (TPP)
dan Non-Toxic Phytoplankton (NTP) juga mempengaruhi jumlah
populasi dari zooplankton. TPP merupakan fitoplankton yang dapat
mengeluarkan zat racun atau toksin yang dapat menghambat
pemangsaan dan dapat menyebabkan kematian bagi zooplankton
yang memangsanya, sedangkan NTP merupakan jenis yang tidak
mengeluarkan racun sehingga dapat menyebabkan zooplankton
berkembang biak dengan baik (Chattopadhyay, dkk, 2006).
Zooplankton merupakan spesies yang selalu aktif bergerak untuk
memperolen  fitoplankton sebagai ~ sumber ~ makanan. Sifat
zooplankton yang aktif bergerak mencari mangsa memungkinkan
zooplankton beralih dari memangsa NTP kemudian memangsa TPP
atau sebaliknya.

Dalam tulisan Roy dkk (2008), telah dibahas analisis model
zooplankton yang beralin dari memangsa NTP ke TPP atau
sebaliknya. Analisis model tersebut menghasilkan enam titik
kesetimbangan beserta kestabilannya. Akan tetapi pada titik
kesetimbangan interior, kestabilan titik diperoleh secara numerik dan
bukan secara analitik. Simulasi yang dilakukan terhadap model
disajikan dalam bentuk dua dimensi, dimana simulasi tersebut hanya
untuk menunjukkan pengaruh pengalihan pemangsaan zooplankton
dan zat toksin dari TPP terhadap dinamika populasi NTP, TPP, dan
zooplankton, namun tidak menggambarkan kestabilan titik
kesetimbangan model.

Ratih Sukmaningtyas (2012), dalam skripsinya yang berjudul
“Analisis Dinamik Model Interaksi antara Dua Spesies TPP dan
Zooplankton” juga membahas analisis dari interaksi spesies
zooplankton dan fitoplankton. Akan tetapi, dalam pembahasan
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tersebut diperoleh model interaksi berdimensi tiga dan tidak terjadi
pengalihan pemangsaan pada spesies zooplankton.

Berdasarkan hal tersebut, maka pada skripsi ini dibahas model
pengalihan pemangsaan zooplankton terhadap NTP dan TPP untuk
menentukan titik kesetimbangan dan jenis kestabilan model, dimana
analisis kestabilan titik kesetimbangan interior dari model tersebut
dilakukan secara analitik agar dapat diketahui bagaimana syarat
kestabilan dari titik tersebut. Simulasi numerik dilakukan tidak hanya
untuk mengetahui pengaruh pengalihan zooplankton terhadap
dinamika populasi NTP, TPP, dan zooplankton, tetapi juga
diperlihatkan eksistensi serta kestabilan dari masing-masing titik
kesetimbangan model. Simulasi numerik disajikan dalam bentuk tiga
dimensi.

1.1 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang, dapat dirumuskan beberapa masalah

sebagai berikut.

a. Bagaimana model pengalihan pemangsaan zooplankton terhadap
NTP dan TPP?

b. Bagaimana titik kesetimbangan model?

c. Bagaimana kestabilan setiap titik kesetimbangan model dan
syarat kestabilannya?

d. Bagaimana simulasi numerik model dan interpretasinya?

1.2 Pembatasan Kajian

Skripsi ini difokuskan pada pembahasan dengan beberapa
batasan kajian sebagai berikut.

a. Laju pengalihan pemangsaan zooplankton dari memangsa NTP
ke TPP atau sebaliknya tidak bergantung pada jumlah populasi
NTP dan TPP.

b. Dalam model hanya terdapat masing-masing satu spesies dari
NTP, TPP, dan zooplankton.

c. Ekosistem bersifat tertutup.



1.4 Tujuan Penulisan

Penulisan skripsi ini bertujuan untuk:

a. mengetahui model pengalihan pemangsaan zooplankton terhadap
NTP dan TPP,

b. menentukan titik kesetimbangan model dan syarat eksistensinya,

c. menentukan kestabilan dari masing-masing titik kesetimbangan
model beserta syarat kestabilannya,

d. mensimulasikan model secara numerik dan
menginterpretasikannya.






BAB Il
TINJAUAN PUSTAKA

2.1. Persamaan Diferensial

Dalam sains dan teknik, model matematika dikembangkan untuk
membantu memahami fenomena fisik. Model tersebut seringkali
menghasilkan suatu persamaan yang memuat beberapa turunan dari
suatu fungsi yang tidak diketahui. Persamaan tersebut dikenal
sebagai persamaan diferensial. Sebuah persamaan diferensial yang
memuat turunan biasa terhadap satu variabel bebasnya disebut
sebagai persamaan diferensial biasa, sedangkan persamaan
diferensial yang memuat turunan parsial terhadap lebih dari satu
variabel bebasnya dinamakan persaman diferensial parsial.

Persamaan diferensial biasa linear adalah setiap persamaan yang

dapat dinyatakan dalam bentuk
n n-—1

d
Tt G () T e 0 () T+ ap(0y = F@),
dimana a, (x), a,_1(x), ..., ay(x), dan F(x) hanya bergantung pada
variabel bebas x. F(x) disebut bagian tak homogen dan persamaan
tersebut dikatakan homogen jika F(x) = 0. Persamaan diferensial
biasa yang variabel tak bebas atau turunannya berderajat lebih dari
satu dan atau terdapat perkalian antara variabel tak bebas dengan
turunannya disebut sebagai persamaan diferensial biasa tak linear.

Sistem persamaan diferensial biasa berdimensi m adalah suatu
sistem yang terdiri dari m persamaan diferensial biasa dengan m
fungsi yang tidak diketahui. Sistem tersebut berbentuk

dx1

E S fl(t, x1, x2r ---:xm)

de

—= fo(t, X1, X2, s X)) (2.1)
dx

S = fon (1,2, s )



Jika masing-masing fungsi fi,f5, ..., f;, adalah fungsi linear dari
variabel tak bebas x,,x,, ..., x,,, maka sistem (2.1) disebut sistem
linear (Nagle dan Saff, 1993).

2.2. Sistem Dinamik

Sistem dinamik adalah suatu sistem yang dapat diketahui
nilainya di masa yang akan datang jika diberikan suatu kondisi awal
pada masa sekarang atau di masa yang telah lalu. Contoh untuk suatu
sistem dinamik adalah

dx_ ;

ac X
dy_ /
a7

dimana solusi dari x(t) dan y(t) menentukan keadaan sistem pada
saat t. Jika diketahui x(ty) = x, dan y(t,) = y,, maka kita dapat
menentukan keadaan sistem pada waktu mendatang t > t,, yaitu
x(t) = Ae=2(Et) dan y(t) = Be=(¢=%), untuk t > t,, dengan A
dan B adalah konstanta. (Nagle dan Saff, 1993).

2.3. Sistem Otonomus

Sistem persamaan diferensial yang berbentuk

dx;
E - fl(xler! "'rxn)
~ : 22)
dxy,
S8 %)

dengan f; adalah fungsi yang tidak bergantung secara eksplisit
terhadap t disebut sistem otonomus (Boyce dan DiPrima, 2000).

2.3.1. Titik Kesetimbangan

Pandang sistem otonomus (2.2). Titik ¥* = (x;",x%, ... , x,%)
yang memenuhi



fl(.xl*,xZ*, ...,xn*) o 0
fz(xl*,xz*, ...,xn*) =0

fn(xl*i-XZ*i "'rxn*) =0
disebut titik kritis sistem otonomus (2.2). Titik kritis X* merupakan
solusi sistem (2.2) yang bernilai konstan, sebab % =0,i=1,..,n.

Keadaan yang menyebabkan % =0, i=1,..,n disebut keadaan

setimbang dan titik yang memenuhi kondisi tersebut dinamakan titik
kesetimbangan (Boyce dan DiPrima, 2000).

2.3.2. Sistem Otonomus Linear

Bentuk sistem otonomus linear berdimensi tiga adalah sebagai
berikut

dxq

1K A11X1 T A12X2 + A13X3

dxz

OV & + Az2X3 + Ag3X3 (2.3)
dxs;

A = + azxX; + az3X3

dengan a;; adalah konstanta riil, untuk i, j=1,...,3. Persamaan

(2.3) dapat dinyatakan dalam bentuk

dx Az

ac
dengan X = (x;,x;,%3)" dan A= [a;] (Boyce dan DiPrima,
2000).

Teorema 2.1 (Kestabilan Berdasarkan Nilai Eigen)

Misalkan A;,A,,A; adalah nilai eigen matriks A dari sistem
otonomus linear (2.3) dengan det(4) # 0, maka jenis-jenis
kestabilan titik kesetimbangan sistem (2.3) adalah sebagai berikut.

a. Stabil asimtotik jika A1, A5, A5 bernilai negatif.
b. Tak stabil pelana jika nilai A;,A,,A; memiliki tanda yang
berbeda.
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c. Tidak stabil jika A;,2,, A5 bernilai positif.
(Boyce dan DiPrima, 2000).

Teorema 2.2 (Kriteria Routh-Hurwitz)

Jika suatu sistem linear orde n mempunyai persamaan
karakteristik berbentuk

PA=1"+a A"+ +a,_11+a,=0, (24)

dimana koefisien a;,i = 0,1, ...,n adalah real, maka kestabilan titik
kesetimbangan dapat ditentukan dengan menggunakan Kriteria
Routh-Hurwitz. Berdasarkan persamaan (2.4), dapat dibentuk k
matriks menggunakan koefisien-koefisien dari persamaan tersebut,
yakni

v ¢ a 1 0
D, =[a;],D, = [al o ],D3 =las3 az apj,
3 2 as a4 0as

aa 1 0 O 0
[ag, a a 1 .. 0
as a, az a, 0

]
L K :Lk=LZmn
[0 0 0 .. . ak‘

Titik kesetimbangan sistem bersifat stabil jika dan hanya jika
determinan matriks Routh-Hurwitz positif, yakni
DetD, >0, k=123..,n

(Glass dan Murray, 2001).
2.3.3. Linearisasi Sistem Otonomus Nonlinear

Perhatikan sistem otonomus nonlinear berdimensi tiga berikut

dx

_dtl = F;(x1,x2,x3)

dx

d_tz = Fz(X1 y X2 ,x3) . (25)
dx

d3 F3(x1:x2 ,X3)



Diasumsikan bahwa F;, F,, F; mempunyai turunan parsial yang
kontinu di titik x* = (x;*, x,",x3"). Deret Taylor fungsi Fy,F,, F5
di sekitar titik x* adalah
0F; (x )

aF; .
R = FGE) + 82526 -0 + (02 = x,")
aF;
+ (x )(x3 —x37) + 1 (x%),

dengan m(x ) adalah suku sisa, Vi = 1,2,3.

Karena F;(x) = % = %(xi —x;*), untuk i=1,23, maka
diperoleh

d[*¥1— x1* F1(’E*) . X, — X" U1(JE*)

ac |2 = x| = |F (") [+ I(x7) |x2 — x2" | + [n2(x)]|, (2.6)

x3— x5l |[F(x7) x3 = x371 |0y (%)

-0F, 0F, 0F;
ox; 0x, Oxs
oF, 0F, 0F,
ox;  0x, 0xs
OF; 0F; ) 0F3

—axl axZ aX3-x*

dengan matriks 7 (x*) =

disebut matriks Jacobi atau partial derivative matrix.

Misalkan X; = x; — x;,", X, = x5, —x," , X3 = x3 — x3", serta
mengingat F;(x*) = F,(x*) = F3(x*) = 0, maka persamaan (2.6)
dapat ditulis dalam bentuk

—d)’c‘l— _aFl aFl aFl_
dt 0x; 0O0x, 0Oxj y I
dz,| |0F, O0F, OF, ;fl 1 771%{%
dt | [0x; 0x, Ox; )?2 772(95*)-
d#;3| |oF, oF, oF| 0 BV
- dt . _axl axz axg_x*
Bentuk tersebut dapat ditulis sebagai
W _ G+
a0 L



dengan w = (2;,%,,%5) dan 7 = (n.(x*), 2 (x*),n3(x)). Jika
(x1,x5,x3) cukup dekat dengan (x;",x,",x3"), maka (X;,%;,,X3)
bernilai kecil, menyebabkan ||| < ||w]||. Oleh karena itu, n dapat
diabaikan dan sistem nonlinear (2.5) dapat dihampiri oleh sistem
linear
aw Jw 2.7
ac @7

(Robinson, 2004).
2.4. Kestabilan Titik Kesetimbangan

Titik kesetimbangan dari sistem otonomus nonlinear (2.5)
bersifat

1. stabil asimtotik jika titik kesetimbangan sistem yang dilinearkan
adalah stabil asimtotik,

2. tak stabil jika titik kesetimbangan sistem yang dilinearkan adalah
tak stabil (Robinson, 2004).

2.5. Model Predator-Prey

Persamaan diferensial biasa yang menggambarkan interaksi
predator dan prey pertama kali digunakan oleh Volterra pada tahun
1928. Pemangsaan predator terhadap prey disebut predasi. Model
interaksi tersebut kemudian dikenal dengan nama model Lotka-
Volterra, yaitu

dt (2.8)

dengan x(t) adalah kepadatan populasi prey dan y(t) kepadatan
populasi predator setiap waktu t. Parameter a, b,c,d > 0 dengan a
adalah angka kelahiran alami prey, b adalah koefisien pemangsaan
prey oleh predator, d adalah tingkat kematian alami predator dan c
adalah koefisien perkembangbiakan predator karena adanya predasi.

Pada model predator-prey, laju predasi atau laju memangsa per
kapita predator terhadap prey sering disebut sebagai fungsi respon.
Fungsi respon digunakan untuk mengendalikan pertumbuhan dari
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populasi predator ataupun prey. Fungsi respon tersebut diperlihatkan
pada Tabel 2.1.

Tabel 2.1. Tipe dan bentuk fungsi respon

Tipe Bentuk fungsi respon
Holling tipe | Ax
. M Ax
Holling tipe 11
o x+B
2
Holling tipe I1I _Ax
x% + B?

(Glass dan Murray, 2001).
2.6. Model Logistik

Model logistik seringkali digunakan untuk menggambarkan laju
pertumbuhan suatu populasi. Model tersebut dinyatakan sebagai

aN N(l N)
£l K/
dimana N adalah tingkat populasi suatu spesies, K menyatakan
daya kapasitas lingkungan (carrying capacities) dan r adalah
konstanta positif yang menyatakan laju pertumbuhan intrinsik
(Glass dan Murray, 2001).

2.7. Model Kompetisi

Dalam sistem kompetisi biasanya terdapat dua atau lebih spesies
yang bersaing untuk mendapatkan sumber makanan yang terbatas
atau saling menghambat pertumbuhan antar spesies. Pada saat dua
spesies saling bersaing, maka salah satu spesies biasanya tidak dapat
berkembang biak dengan baik .

Masing-masing spesies Lotka-Volterra N; dan N, yang saling
bersaing dalam memperebutkan ruang dan nutrisi untuk berkembang
memiliki pertumbuhan logistik, sehingga dapat dimodelkan sebagai
berikut
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dN; N (1 N, Nz)

1L r1iVq K, 12 K, S
dN, N, N; '
T = (1= -ang)

dengan ry,1,,K;,K,, @15, a5, adalah konstanta positif. r; dan r,
menyatakan tingkat pertumbuhan N; dan N,, K; dan K, menyatakan
daya dukung (carrying capacities), a;, adalah nilai efek kompetisi
N, terhadap N;, dan a,, adalah nilai efek kompetisi N; terhadap N,
(Glass dan Murray, 2001).

2.8. Model Perpindahan Subpopulasi

Misalkan terdapat suatu populasi yang memiliki kepadatan total
n(t). Populasi  tersebut  dibagi  menjadi  subpopulasi
n;(t),i=1,..,N dengan N adalah jumlah dari subpopulasi.
Sebagai contoh, individu dapat berpindah dari ruang satu ke ruang
yang lain atau dari state satu ke state yang lain. Sebuah vektor ruang
dapat ditulis sebagai berikut (ny(¢),ny(0),...,ny(£)). Model
mikrosistem menunjukkan pertumbuhan dari subpopulasi sebagai
berikut

dn
— zCu"J chmﬁegl(nl,..., ny),  (2.10)
];r:l k:tl

dengan c;; adalah laju perpindahan dari state j ke state i tiap satuan
waktu, g; adalah fungsi yang menunjukkan pertumbuhan
subpopulasi, dan ¢ adalah konstanta positif yang bernilai sangat
kecil (e «< 1). Laju perpindahan memiliki skala waktu yang lebih
cepat daripada parameter yang lain. Kasus yang paling sederhana
adalah mengasumsikan pertumbuhan linear untuk subpopulasi,
sehingga persamaan (2.10) menjadi

dnl
Z Cijn; — Z Crin; + €nn;, (2.11)
]il kil
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dengan r;n; adalah fungsi pertumbuhan linear subpopulasi. Pada
kasus yang hanya memiliki dua state, persamaan (2.11) menjadi
an

1_
€, = C12Mz — €My + &My

dnz
s_dt = Cy1Nq — C1Ny AP Erxn,

(Auger dan Poggiale, 1996).

2.9. Plankton

Plankton adalah mikroorganisme yang hidup melayang atau
mengambang di perairan dan tidak mempunyai kemampuan untuk
melawan arus air. Keberadaan plankton sangat mempengaruhi
kehidupan di perairan karena memegang peranan penting
sebagai sumber makanan bagi berbagai organisme laut
(Lalli dan Parsons, 1997). Berdasarkan ukurannya plankton dibagi
ke dalam beberapa kelompok yaitu: Ultraplankton ( < 2 pm),
Nanoplankton (5-20 pm), Microplankton (20-60 pm), dan
Netplankton ( > 60 pum). Plankton dapat dibagi menjadi fitoplankton
dan zooplankton (Moss, 1998).

2.9.1. Fitoplankton

Tumbuhan plankton yang sering disebut fitoplankton
adalah produsen utama di ekosistem perairan laut. Oleh karena
itu keberadaannya sangat penting dalam siklus rantai makanan
di ekosistem perairan laut. Fitoplankton mengubah bahan-bahan
anorganik berupa nutrisi seperti nitrogen, fosfor, karbon, dan silikon
menjadi bahan organik dan oksigen melalui proses fotosintesis.

Fitoplankton terdiri dari dua kelompok besar, yaitu diatom dan
dinoflagelata. Diatom termasuk ke dalam kelas Alga yang
dinamakan Bacillariophyceae (Diatomophyceae). Salah satu spesies
diatom adalah Chaetoceros laciniosus. Dinoflagellata termasuk ke
dalam kelas Phyrrophyceae. Salah satu contoh spesies Dinoflagellata
adalah Gymnodinium catenatum. (Lalli dan Parsons, 1997).
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Beberapa jenis fitoplankton yang sebagian besar berasal dari
Dinoflagellata mempunyai kemampuan untuk menghasilkan zat
toksin atau senyawa penghambat. Fitoplankton yang demikian
disebut sebagai Toxin-Producing Phytoplankton (TPP). Contoh dari
spesies TPP antara lain: Noctiluca scintillans, Alexandrium sp,
Gymodinium catenatum, Pyrodinium bahamense, dll
(Sarkar, dkk, 2001).

2.9.2. Zooplankton

Zooplankton merupakan plankton hewan. Rotifera, Kladocera,
dan Kopepoda merupakan jenis-jenis zooplankton predator. Rotifera
mengerakkan silianya yang berada didekat mulut seperti memutar
roda yang menyebabkan air beserta fitoplankton yang berada di
sekitarnya akan terbawa arus masuk ke dalam mulut. Kladocera
termasuk dalam kelas Crustacea. Kladocera yang liar selalu aktif
mencari mangsa. Kopepoda lebih besar daripada Kladocera. Mangsa
dari Kopepoda dapat berupa zooplankton yang lebih kecil atau
koloni fitoplankton (Moss, 1998).

Zooplankton dikenal sebagai spesies yang selalu aktif melakukan
migrasi vertikal untuk memperoleh fitoplankton sebagai makanan.
Pada saat melakukan pemangsaan, zooplankton dapat memangsa
NTP kemudian beralih memangsa TPP, ataupun sebaliknya (Roy,
dkk, 2008). Secara umum ada tiga pola zooplankton laut dalam
melakukan migrasi vertikal yaitu nocturnal migration (migrasi
malam), twilight migration (migrasi senja), dan reverse migration
(Lalli dan Parsons, 1997).

2.9.3. Interaksi antara fitoplankton dan zooplankton

Penelitian dinamika fitoplankton dan zooplankton beberapa
tahun terakhir ini menjadi tema sentral dalam ekologi kelautan.
Komunitas plankton dibagi menjadi tiga komponen antara lain: non-
toxic phytoplankton (NTP), toxic producing phytoplankton (TPP),
dan zooplankton. TPP adalah kelompok dari fitoplankton yang
mempunyai kemampuan untuk memproduksi zat racun, sedangkan
NTP adalah kelompok fitoplankton yang tidak memproduksi zat
racun. Zooplankton merupakan konsumen yang memangsa NTP dan
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TPP sebagai sumber makanannya. NTP menguntungkan bagi
pertumbuhan zooplankton, Sementara itu TPP sangat merugikan bagi
pertumbuhan zooplankton karena zat toksin yang dikeluarkannya
dapat menghambat pertumbuhan zooplankton, serta dapat
menyebabkan kematian (Chattopadhyay, dkk, 2006).

Beberapa  spesies  fitoplankton berkompetisi untuk
memperebutkan ruang dan nutrisi yang sama. Oleh karena itu,
fitoplankton yang lebih dominan dalam mendapatkan nutrisi dan
ruang akan dapat tumbuh dan berkembang biak lebih baik daripada
spesies lainnya. Kompetisi dalam memperebutkan nutrisi antara dua
spesies Diatom yakni Asterionella formosa dan Cyclotella
meneghiniana yang sama-sama tumbuh di Danau Michigan menjadi
salah satu bukti adanya kompetisi antar fitoplankton dalam suatu
ekosistem (Moss, 1998).
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BAB IlI
HASIL DAN PEMBAHASAN

3.1 Model Kompartemen

Model interaksi fitoplankton dan zooplankton yang terdapat
dalam tulisan Roy dkk (2008) menyatakan bahwa populasi
fitoplankton sebagai prey dan zooplankton sebagai predator, masing-
masing dibagi menjadi dua subpopulasi yaitu NTP (P;(t)), TPP
(P,(t)), zooplankton pemangsa NTP (Z;(t)) , dan zooplankton
pemangsa TPP (Z,(t)). Model interaksi fitoplankton dan
zooplankton tersebut digambarkan dalam diagram kompartemen
berikut ini.

P P
wyZy— WyZy —=
D, +P; y D,+P,
155
TPy K
_ > _ 5
np, (1-2) p1 p2 Py (1-2)
—> —
ay Py
7P, e
§1Py $2P; 7
D, +pP, 1 v D2tPy 2

Klel A KlZZZ‘

Z;

¢+

Ki2Z; = K317
chl chz

Gambar 3.1. Diagram Kompartemen
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3.2 Model Perpindahan Pemangsaan Zooplankton terhadap
Non-Toxic Phytoplankton (NTP) dan Toxic Producing
Phytoplankton (TPP)

Berdasarkan subbab 3.1 maka model perpindahan pemangsaan
zooplankton terhadap Non-Toxic Phytoplankton (NTP) dan Toxic
Producing Phytoplankton (TPP) dalam tulisan Roy dkk (2008) dapat
dijabarkan sebagai berikut.

3.2.1 Laju Perubahan Populasi NTP dan TPP

Keberadaan nutrisi yang terdapat pada habitat fitoplankton
menyebabkan fitoplankton dapat tumbuh dan berkembang dengan
baik. Hal tersebut menyebabkan populasi fitoplankton bertambah.
Akan tetapi, suatu populasi akan melambat pertumbuhannya saat
populasi tersebut hampir mencapai kapasitas maksimum yang dapat
ditampung oleh lingkungan (carrying capacity).

Populasi fitoplankton, dalam hal ini NTP dan TPP, pertumbuhan
populasinya melambat pada saat hampir mencapai carrying capacity
lingkungan dan akan berhenti pada saat populasinya sama dengan
carrying capacity lingkungan. Berdasarkan uraian tersebut, maka
laju perubahan populasi NTP dan TPP tiap satuan waktu t
diasumsikan mengikuti model persamaan logistik sebagai berikut.

dP P
—1=T1P1<1——1)

dt K
dpP, P\’
Ny (1 - E)

dengan r; dan r, berturut-turut menyatakan laju pertumbuhan NTP
dan TPP. K menyatakan kapasitas maksimum lingkungan (carrying
capacity).

NTP dan TPP bersaing dalam memperebutkan nutrisi dan ruang
untuk dapat berkembang biak dengan baik. Spesies yang
memperoleh nutrisi lebih banyak akan berkembang lebih baik
daripada spesies yang lain. Persaingan NTP dan TPP tersebut
diasumsikan mengikuti model kompetisi sebagai berikut
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dpP, P; P,
e )

dp, P, P\’ \
& =reh(1-g-ay)

dengan a, adalah tingkat hambatan kompetisi P, terhadap P, dan «a,
adalah tingkat hambatan kompetisi P; terhadap P,. Persamaan (3.2)
dapat ditulis dalam bentuk

dpP, S ( Py + ale)
dt k /. (3.3)
P Gt o)

Populasi NTP dan TPP berkurang akibat pemangsaan oleh
zooplankton. Zooplankton dibagi dalam dua kelompok, yaitu
zooplankton pemangsa NTP (Z;) dan zooplankton pemangsa TPP
(Z,). Berkurangnya NTP dan TPP akibat pemangsaan Z; dan Z,
diasumsikan mengikuti fungsi respon Holling Il dengan laju
maksimum pemangsaan berturut-turut sebesar w; dan w,. Konstanta
half-saturation berturut-turut sebesar D; dan D,. Berdasarkan uraian
tersebut, laju perubahan populasi NTP dan TPP akibat dimangsa oleh
zooplankton dapat dimodelkan sebagai berikut

dP, P,

dt = 1D 1 p, -
L AN :
e~ 2%2p 1 p

Berdasarkan (3.3) dan (3.4), maka model laju perubahan
populasi NTP dan TPP dinyatakan sebagai berikut

ﬁ—rP( _P1+a1P2)_ 2 Py
ac vt K 1p +p w
ar, _ (_P2+a2P1>_ P P, (3:5)
dr 22 K Y2ty P,
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Persamaan (3.5) dapat ditulis sebagai berikut
apr; > ( (1 P, + alPZ) w121 )
dr o\ K D, +P,
= (1-252) 555
K D, + P,

(3.6)

dt

3.2.2 Laju Perubahan Populasi Zooplankton

Fitoplankton merupakan sumber makanan bagi zooplankton,
olen karena itu fitoplankton sangat berpengaruh terhadap
pertumbuhan populasi zooplankton. Zooplankton dapat beralih dari
memangsa NTP ke TPP atau sebaliknya. Z; dapat beralih menjadi Z,
pada saat anggota dari Z; memangsa TPP, sedangkan Z, dapat
beralih menjadi Z; pada saat anggota dari Z, memangsa NTP. Laju
peralihan dari Z; ke Z, dinotasikan dengan parameter K,, dan laju
peralihan dari Z, ke Z; dinotasikan dengan K;,.

Pengalihan zooplankton dalam memangsa NTP dan TPP ini
dapat diasumsikan mengikuti model perpindahan subpopulasi dengan
dua state, dimana pengalihan subpopulasi Z; dan Z, tersebut bersifat
konstan. Bertambahnya Z; karena beralihnya Z, menjadi Z; dan
berkurangnya Z; dikarenakan beralihnya Z; menjadi Z,, begitu juga
sebaliknya. Berdasarkan uraian tersebut, maka laju perubahan
populasi  zooplankton akibat pengalihan =~ pemangsaan dapat
dimodelkan sebagai berikut

dZ,
dt = (K122, — K31Z7)
[ (3.7)
dZ,
E Y (K21zl \ KlZZZ)

Pada saat memangsa NTP, nilai Z; menjadi bertambah karena
NTP merupakan fitoplankton yang tidak mengandung senyawa
beracun. Laju maksimum pertumbuhan Z; akibat memangsa NTP
dinotasikan sebagai &;. Bertambahnya Z; tersebut diasumsikan
mengikuti fungsi respon Holling Il dengan konstanta half-saturation
sebesar D;.

Pada saat memangsa TPP, populasi Z, menjadi berkurang karena
pengaruh racun yang terdapat pada TPP. Hal tersebut menyebabkan

20



pertumbuhan Z, menjadi terhambat. Laju hambatan tersebut
dinotasikan sebagai &,. Berkurangnya Z, karena memangsa TPP
diasumsikan mengikuti fungsi respon Holling Il dengan konstanta
half-saturation sebesar D,.

Berdasarkan uraian tersebut, maka laju perubahan populasi Z,
dan Z, akibat memangsa NTP dan TPP dapat dimodelkan sebagai
berikut

az, &P
dt =~ D, +P !
iz, &P (3.8)

@ D, v

Populasi zooplankton juga dapat berkurang akibat kematian
alami dari zooplankton tersebut. Laju perubahan populasi
zooplankton berbanding lurus dengan laju kematian alamiahnya,
yaitu

dZ, J
dt

iz, (3.9)
ET

dengan ¢ adalah laju kematian alami zooplankton.
Berdasarkan persamaan (3.7), (3.8), dan (3.9) diperoleh model
perubahan populasi Z; dan Z, secara keseluruhan, yaitu

dz, $1Py

— = (K122, — K31 Z1) + Zy—cZy

dt D, + P, 210
dz, 5P, (3.10)
dt = (K31Z1 — K12Z;) — D, + P, Zy —cZy

Berdasarkan (3.6) dan (3.10), maka model perpindahan
pemangsaan zooplankton terhadap NTP dan TPP dinyatakan sebagai
berikut
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dP P, + a4P wiZ
—1:P1(r1(1— 1 12) 11)

dt K "D+ P
dPZ P2 + 0(2P1 WZZZ
o5 e
dt K D, + P, )
dz, $1Py '
T (K12Z, — K31Z1) + D, + P, Zy—c¢Zy
dz, &P,
dr = (K21Z1 — K12Z;) — mzz —cZ,

Fitoplankton dan zooplankton merupakan suatu populasi sehingga
kondisi awal untuk sistem (3.11) adalah

P,(0)=>0, P,(0)=0, Z,(0)0=>0, Z,(0)=0.
3.2.3 Agregasi Sistem

Pada subbab (2.8), diketahui bahwa laju perpindahan suatu
subpopulasi  memiliki skala waktu lebih cepat daripada laju
pertumbuhan, pemangsaan, maupun kematian. Pada kasus ini,
perpindahan subpopulasi yang dimaksud adalah beralihnya Z;
menjadi Z, atau sebaliknya. Berdasarkan hal tersebut, maka nilai K,
dan K;, pada sistem (3.11) diasumsikan bernilai lebih tinggi
daripada nilai parameter yang lain sehingga diperoleh persamaan

K, = % dan Ky; = % (3.12)
dengan e adalah konstanta positif yang bernilai cukup Kkecil
(e << 1). ky, dan k,; adalah laju pengalihan zooplankton yang
besarnya sama dengan parameter lain.

Jika (3.12) disubstitusikan ke dalam sistem (3.11), maka

diperoleh
e eP; (T1 (1 - P1+a1p2) _ Wiz )

dt K Dy +P;

apP, Py+a,Pq Wy Zy

6E=€P2(7’2(1_ K )_D2+Pz)
E% = (k12Zy —kp1Z1) + € (%Zl - CZl) |

(3.13)
daz &P
Gd—tz = (k2121 - klzzz) — € (ﬁzZ + CZZ)
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Selanjutnya adalah skala waktu diubah menjadi skala waktu cepat
dengan mengambil nilai T = £ kemudian disubstitusikan ke dalam

sistem (3.13) sehingga diperoleh suatu hubungan, yakni
dzZ;  dz; dP ar;
= i=12. (3.14)

4t —dr’  “dt  ar’
Berdasarkan (3.14), maka diperoleh model dengan skala waktu cepat
sebagai berikut

dP. P, + a,P w,Z
—1=€P1(T'1(1— 1 12)_ 11)

dT K D, +P,

apr, = ( (1 P, +a2P1) wyZ, )

ar - 2\2 K D, + P, b
dz, &Py :
ar = (k1222 —kz1Z1) + € (Dl 2y Zy — CZ1>
dz, $2P
ar = (kg1Z1 —k12Z3) — € <D2 TP, Z; + CZz)

Untuk mengagrega5| le dan = dzz
titik kesetimbangan dari S|stem

az
d_Tl T (k1222 I k2121)

dz,
dT T (k21zl ] klZZZ)

Pengambilan nilai € yang sangat kecil (mendekati nol),
dimaksudkan agar diperoleh nilai kecepatan laju pengalihan yang
paling tinggi sehingga laju pengalihan pemangsaan zooplankton
bernilai lebih cepat daripada parameter yang lain. Nilai € yang sangat

kecil tersebut juga diperlukan agar nilai €P, (rl (1 ——P”I‘;‘l”Z) —

—lel) ePy (ry (1 - 2522) — 222, ¢ ( FLey —cZ;) dan
Di+P )’ Z\"z K Dy+P,)’ Di+P; 1 i

e( $2Py Zy +cZz) pada sistem (3.15) dapat diabaikan sehingga

Dy +P,

diperoleh sistem (3.16)

, langkah awal adalah mencari

(3.16)
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Titik kesetimbangan sistem (3.16) diperoleh ketika

dZ,
dT
dZ,
ar = (k124 — k12Z;) = 0
Berdasarkan (3.17), maka diperoleh titik kesetimbangan
AN ’;—ZZZ dan Z, = ’;—221. Total populasi zooplankton dapat

dinyatakan sebagai
Z(T) = Z(T) + Z,(T). (3.18)

(k1222 k21Z1) =0
(3.17)

Jika Z; =@Z2 dan Z, =@Z1 disubstitusikan ke dalam
k21 k12

persamaan (3.18), maka diperoleh titik kesetimbangan yang
berhubungan dengan Z(T) sebagai berikut

kio
z(T) = —kuZ(T)
(3.19)

Zy(T) = Z(T)

ka1 k12
Persamaan (3.19) juga dapat ditulis sebagai berikut

Z1(T) = v, Z(T)

Z,(T) = 1,2(T)" (3.20)
k12 k21

dengan v; = s dan v, = AN |

Berdasarkan persamaan (3.18), maka diperoleh
dZ le G5 %
dT ~ dT = dT
Persamaan (3.20) disubstitusikan ke dalam (3. 21) maka diperoleh

sistem ﬂ dan — dZZ — yang telah diagregasi menjadl — sebagal berikut

(3.21)

az (51171131 $202P; )
€Z = —c

— = 3.22
dT D,+P, D,+P, (322)
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Jika T=£ disubstitusikan ke dalam persamaan (3.22), maka
diperoleh

(3.23)

d_Z_Z(51U1P1 _ Soah, _C)
dt D,+P D,+P, s

T = gjuga disubstitusikan ke dalam % dan % , sehingga diperoleh

dp]_ Pl + a1P2 lelz
=~ alnl—=%") 575

dt K D, +P,
ar, ® ( ( P, + azPl) wzsz) ' (A
ar 2\ K D, + P,

Berdasarkan (3.23) dan (3.24), maka diperoleh sistem baru dengan
skala waktu yang sebenarnya, yaitu

dP. P; + a.P wiZ
PRGBS SNEe

d K NI ST

dPZ P2+0£2P1 W_Zz

—==P 1- H 2
dt Z(TZ( K ) D2+P2)’ (3:25)

d—Z=Z( Py R n2P; _C)
dt Di+P; Dy,+P,

dengan 7y =&y, My =&vp, Wi =wyvg,dan Wy = wov,,
Selanjutnya, sistem (3.25) nantinya yang akan dianalisis titik
kesetimbangan dan kestabilannya.

3.3 Titik Kesetimbangan Model

Berdasarkan subbab 2.4, titik kesetimbangan sistem (3.25)
diperoleh ketika

dp,
E(PLPZ;Z) =0

dp,

E(Pl’PZ'Z) - 0 (326)
dz

E(PllPZIZ) =0
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Berdasarkan (3.26), titik kesetimbangan sistem (3.25) diperoleh
dengan cara menyelesaikan

P, +aP wiZ
P1<r1(1—1 12) 1 >=0

K "D +P,
P, + a,P, Wy Z )
P 1— - =0. .
y <r2< K ) D, + P, (ERATE,

N1Py 1n2P; <
Z - —c|=0
Di+P, D,+P

Persamaan (3.27) menghasilkan

P, = Oataury (1 —255a22) 2

)

K Di+P;
_ _ P2+a2P1 £ W_ZZ .
P, = 0 ataur, (1 - 25521) =0, (3.28)
Z =0atay-2fr _m2P2 . _

Solusi (3.28) menghasilkan beberapa kombinasi kemungkinan, yakni
a. P,=0, P,=0,Z=0,

b. 7 (1 - P”Ij‘l”Z) — 2 0, P,=0,Z=0,
1 1
_ _ P2+a2P1 AN W_2Z ) _
c. Py=0, rp(1-2r0n) =0, Z=0,
_ PitayP\ | WiZ _PtapP | Wz _
e (1 K ) S\ 0 (1 K ) Dy+Py
Z=0
Pi+a,P, wiZ N i
e. m(1-2EaR) ML —o p, =0,

P P.
M T2f2 . _ = 0, dan
D{+Pq D,+P,

P;+a, P, wiZ _ PptazPy\ | WRZ
. € (1 K )_ Dy+P; Yoy (1 K ) Dy+P, 0,
1Py 2P, —
————=—c=0.
Di+P;  Dy+P,
Selanjutnya, titik kesetimbangan model dituliskan sebagai titik

E 3 (PllPZlZ)'

26



Titik kesetimbangan dari kombinasi 1

Pada saat P, =0, P,=0, dan Z =0, diperoleh titik
kesetimbangan E, = (0,0,0). Titik kesetimbangan tersebut
menunjukkan situasi ketika populasi NTP, TPP, dan zooplankton
punah.

Titik kesetimbangan dari kombinasi 2

Titik kesetimbangan diperoleh pada saat
r (1-2522) - % — ¢, p, =0, dan Z = 0. Nilai P, = 0 dan
K Di+P;

Z = 0 disubstitusikan ke dalam r; (1 = P”;;“PZ) = lez
1+P;
diperoleh P; = K. Berdasarkan hal tersebut, maka diperoleh titik
kesetimbangan E; = (K, 0,0). Titik kesetimbangan E; menunjukkan
situasi ketika jumlah populasi TPP dan zooplankton punah,
sedangkan jumlah populasi NTP sama dengan kapasitas lingkungan.

= 0, maka

Titik kesetimbangan dari kombinasi 3

Titik  kesetimbangan  diperoleh  pada saat P; =0,

ry (1-22222%) - 22 — 0, dan z = 0. Nilai P, =0 dan Z =0
K Dy +P,

disubstitusikan ke dalam 7, (1

Py+a,P WiZ
—2““)—‘”2 =0, maka

K Dy +P,
diperoleh P, = K. Berdasarkan hal tersebut, maka diperoleh titik
kesetimbangan E, = (0, K, 0). Titik kesetimbangan E, menunjukkan
situasi ketika jumlah populasi NTP dan zooplankton punah,
sedangkan jumlah populasi TPP sama dengan kapasitas lingkungan.

Titik kesetimbangan dari kombinasi 4

Titik kesetimbangan diperoleh pada saat
Pi+a,P, WiZ _ PytayP\  WRZ
" (1 K ) " Dy+P, b w (1 K ) Dy+P, 0, dan
Z =0. Jika Z=0 disubstitusikan ke dalam
Pi+a,P, wiZ _ PatapP\ Wiz _
n (1252 - pr-=0,dan (1222 2= 0,

maka diperoleh P, = K — a; P, dan P, = K — a, P;.
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Jika P, = K — a; P, disubstitusikan ke dalam P, = K — a,P;
dan P, = K — a, P, disubstitusikan ke dalam P; = K — a, P,, maka
diperoleh P, = AL 1) dan P; = K@:-1)  Berdasarkan hal tersebut,

a1az— (A T%%
K(a;—-1)

aia,—1

dan P}z%. Titik kesetimbangan E; menunjukkan situasi
' 2o

populasi zooplankton punah pada saat jumlah populasi NTP bernilai

K7D dan populasi TPP bernilai K@=l Titik Kesetimbangan

diperoleh titik kesetlmbangan E; = (P;,P,,0) dengan P; =

ajaz—1 ay0,— %
tersebut eksis jika <42 1) > 0 dan <%= 1) > 0.
10— a0,—
K(a,— 1)

Nilai a1 0 terpenuhi jlka K(a; —1) >0 dan
14%2—

(aja, — 1) > 0, atau K(a; —1) <0 dan (aya, —1) < 0. Nilai

K(@2=1) < 0 terpenuhi jika K (a, — 1) > 0 dan (aya, — 1) > 0, atau

aia,—1
K(a; —1) <0 dan (aja, —1) < 0. Semua parameter bernilai
positif sehingga nilai K > 0. Oleh karena itu, diperoleh nilai
(¢, —1)>0, (¢;—1)<0, (a,—1)>0, dan (a, —1)<O.
Berdasarkan bentuk tersebut, maka diperoleh a; >1, a; <1,
a, >1,dana, < 1.

Jka a;>1, a, >1, atau a; <1, a; <1, maka nilai
(tqya, — 1) >0 atau (a;a, — 1) < 0 juga terpenuhi. Jadi, a; > 1,
a, >1atau a; <1, @, <1 adalah syarat eksistensi titik
E3 = (I/DI' P;' 0)

Titik kesetimbangan dari kombinasi 5

Titik kesetimbangan diperoleh pada saat

Py+a,P. WiZ P P
r(1-2508) - 2 — 0, p, =0, dan L2 _ =g
K Di+P; Di+P;  Dy+P,

Jika P, = 0 disubstitusikan ke dalam ry (1 — 2552%2) — %12

K
maka diperoleh

Di+P;

(1 Pl) Wiz =0 3.29
K) Di+P (329

Jika P, = 0 disubstitusikan ke dalam -2 — 12P2 _ - — o maka
D{+P; D,+P,

diperoleh
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cDq
P; = — (3.30)
m—-c

Persamaan (3.29) disubstitusikan ke (3.30), diperoleh

7 = m171D1(Kn, — c(K + Dy))
wiK (1, — ¢)?

Berdasarkan (3.30) dan (3.31), diperoleh titik kesetimbangan

E, = (P;,0,Z), dengan P, = nch—lc dan 7 = ThrlD‘:/_SII({?Z:h—_cEI)(Z+D1))

Titik  kesetimbangan  E,  eksis jika nClD_lc >0 dan
1171D1(Kn1—c(K+D;))

W1K(11—c)?

Nilai CD_lc > 0 terpenuhi jika ¢D; >0 dan n; —c > 0, atau
c¢D; < 0 dan n; — c < 0. Berdasarkan hal tersebut, maka diperoleh
n, >c atau n; <c. Nilai n; < c memperlihatkan bahwa laju
kematian lebih pesar daripada laju pertumbuhan zoopankton. Hal
tersebut tidak mungkin terjadi, sehingga terjadi suatu kontradiksi.
Oleh karena itu, n; < c¢ tidak dapat dimasukkan ke dalam syarat

eksistensi.
Nilai N171D1(Kn1—c(K+D1))
WiK(1—c)?
mriDy(Kny —c(K+D;)) >0 dan  wiK(n, —c)®> >0, atau
mr1D1(Kny — c(K + D)) < 0 dan w;K (; — ¢)? < 0.
1. mynDy(Kny — c(K + D;)) > 0dan wyK(n; —c)?> >0
a. 1, >0,7 >0, dan D; >0, maka (Kn; —c(K + D)) > 0.
Bentuk tersebut dapat ditulis menjadi n; > ¢ (1 I %)
b. w; > 0dan K > 0, maka (n; — c¢)? > 0, sehingga diperoleh
1M, > C.
2. mryDy(Kny — c(K + D)) < 0 dan wyK(n; — ¢)® < 0.
m >0, r, >0, dan D, >0, maka (Kn, —c(K + D;)) <0,
sehingga diperolen n; < ¢ (1 I %) atau dapat juga ditulis dalam

(3.31)

> 0.

>0 terpenuhi jika

bentuk 7, (%) < c. Hal tersebut menunjukkan bahwa laju
1

pertumbuhan lebih kecil daripada laju kematian sehingga dapat
menyebabkan kepunahan zooplankton. Terjadi kontradiksi, oleh
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karena itu kemungkinan ini tidak dapat dimasukkan ke dalam
syarat eksistensi.

Jika n; > c(l +%), maka sudah pasti n; > c. Jadi, syarat
eksistensi titik £, = (P;,0,Z) adalahn; > ¢ (1 + %)

Titik kesetimbangan dari kombinasi 6

Titik kesetimbangan diperoleh pada saat
_ Pitay P\ | WiZ _ PptapP\ | WoZ
! (1 K ) Di+P; 0, 7 (1 K ) Dy+P, 0, dan

P P, P P,
M M2T2 o=, Persamaan -2 — 22 _ =0 dapat
D{+Pq D,+P, D,+P; D,+P,

dinyatakan dalam bentuk

P — Dl(nZPZ + CDZ + CP2)
Y Dy + Py —nyPy —cDy — Py

(3.32)

P2+a'2P1) WzZ

Persamaan 7, (1
K Dy+P,

bentuk

= 0 dapat dinyatakan dalam

1,(D; + P)(K — P, — a;Pp)
7 = . 3.33
Kwy ( )

Apabila persamaan (3.32) disubstitusikan ke dalam (3.33), maka

diperoleh
D (T]2P2+CD2+CP2)
1,(D, + P (K—P —a L )
2(Dz + Py) 2 291Dy 41, Py~ Py—cDy—cPy

Kw,
Persamaan (3.32) dan (3.34) disubstitusikan ke dalam
Pi+aqP, wWiZ . L 1R A g
7 (1 - )—D1+P1 = 0 diperoleh nilai P," yang ditunjukkan
sebagai berikut

61 (P,")* + 6,(P,")? + 03P, + 6, =0, (3.35)

7=

.(334)

Keterangan

01 =wira(m1 — 12 — C)21_ L .

0, = —(771_— Ny — ¢)(—rwi (K + Dyaz)n, + (—2r,wi D, + r,wiK
+1w,Dia,)n, — rpwic(Dya, + K — 2Dy)),
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03 = (w1 Dy + (=21, WiK — WDy ;) Dy + 1y WDy K1y
(=W (c + 1) D1 % + (—1 WK + 1, Wi D, az)1,
—nw,KC + 2r,wia,cD, + nw,a,D,c) Dy
+21, WD, K (1 + 2€) — 21, Wi Dy ° )y — 1, WiDapc((2atpc
+2a,n,)D, — cD, + K (21, + 2¢)), dan

04 = Da(K(=21,w1D; + 7”1W2D1)7712 — c(rw,D;? — 2rw; D, K
—1,W1 8, D1 Dy + 11wy D1 K)1y — 1w %Dy (K + Dy ay)).

Berdasarkan (3.32), (3.34), dan (3.35), maka diperoleh titik

kesetimbangan interior E* = (P,",P,", Z*), dengan

* _ D1(2P;"+cDy+cPy ") 7% = 1,(D2+P, ") (K—Py" —a,P;") . dan
N1 D241 Py 1Py  —cDy—cPy* ' Kws

1

P," adalah akar dari 8, (P,")3 + 68,(P,")? + 03P, + 6, = 0.

Titik E* eksis jika P, >0, P,” > 0, dan Z* > 0. Persamaan
(3.35) dapat juga ditulis dalam bentuk
91(P2*)3 = —92(132*)2 —03(P,") — 0,.
JikaP,* > 0, maka 6, < 0,605 < 0,0, <0,jikaP;" > 0, maka

D Py*+cDy+cPy* 18
1, 22" 2 ! ->0, dan jika Z*>0, maka
N1D2+M1P;" —1M2P;" —cDy—CP;

72(D2+P,")(K—P, " —a,P1")
KW

> 0.

D1 (P, +cDy+cPy*)
11D2+11P;" ~13 P, " ~cDy—cPy*

Di(m,P," +¢Dy +cP,") >0 dan  n D, +nPy" —n,P," —cD,

Nilai

>0 terpenuhi jika

—cP," > 0, atau D;(n,P," + cD, + cP,”) <0 dan 1D, +n,P,"
—n,P," —cDy, — cP,” < 0.
1. D;(myP," +cDy, +cP,*) >0 dan nDy + NPy — Py

—cD, — cP,” > 0.

a. D; >0, maka (n,P," + cD2 + cP,*) > 0. Bentuk tersebut
dapat ditulis menjadi D"Z 2 1c>0

b. Bentuk 7n,D, +n,P," — r)ZPz —cD, —cP," >0 dapat

772 2" —+c

Berdasarkan uraian tersebut maka diperoleh

ditulis dalam bentuk n, >
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7122

Ny > +c>0 bentuk tersebut cukup hanya ditulis

772 2"
> C.
M Dy+P," y

D;(n,P," +¢cD, + ¢P,”) <0 dan niDy + NP — P

—cD, —cP," < 0.

a. Dy >0, maka (n,P," + cD, + cP,”) < 0. Bentuk tersebut
juga dapat ditulis menjadi —=—~ "2 2 -+¢<0

b. Bentuk 1D, + n.P," Usz —cDy, —cP,* <0 dapat
ditulis dalam bentuk 77; < "2 2 4

7122

Bentuk n; < —=F @ menunjukkan bahwa nilai hambatan

pertumbuhan Ieblh besar daripada laju pertumbuhan. Terjadi
kontradiksi, oleh karena itu kemungkinan tersebut tidak dapat
dimasukkan ke dalam syarat eksistensi.

12(Dy+P;")(K—P," —a,P1")
KWy

Titik

>0 terpenuhi jika

15(Dy + P,")(K — P, — ayPy™) > 0 dan Kwy, > 0, atau
1,(Dy + P,")(K — P," — a,P,*) < 0 dan Kwy;, < 0.

1.

7,(Dy + P,)(K — P,* — a, P ") > 0 dan Kwr, > 0.

r,>0,D, >0, dan P," >0, maka r,(D, + P,") > 0. Oleh
karena itu nilai (K — P," — a,P,;") > 0. Bentuk tersebut dapat
ditulis menjadi K > P, + a,P;".

1,(Dy + P, (K — P,* — a,P;*) < 0 dan Kw, < 0.

r,>0,D, >0, dan P,* >0, maka r,(D, + P,") > 0. Oleh
karena itu nilai (K — P," — a,P;") < 0 atau dapat juga ditulis
dalam bentuk K < P," + a,P;". Hal ini menunjukkan bahwa
nilai kapasitas lingkungan (carrying capacity) lebih kecil
daripada laju interaksi NTP dan TPP dalam memperebutkan
nutrisi. Terjadi kontradiksi, oleh karena itu kemungkinan ini
tidak dapat dimasukkan ke dalam syarat eksistensi.

Jadi, syarat eksistensi untuk titik kesetimbangan interior

E*=(P,",P,",Z*) adalah 6, < 0, 65 <0, 6, < 0, n; > 7722 te

dan K > P," + a,P,".
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3.4 Analisis Kestabilan Titik Kesetimbangan Model

Matriks Jacobi (7) yang diperoleh dari sistem (3.25) berbentuk

[ 2Piry g Py W1ZDy T101P; Piwy

"= G B i
T202P; 2Pry;  TapP W2ZDy Pawy

| Kk 27Tk T Tk 0r?  DtPy

l M1ZDy _ _M2ZD; miP1 m2P
(D1+P1)? (D2+P2)? (D1+P1)  (D2+Pp)

3.4.1. Titik Kesetimbangan Eq = (0,0,0)

Jika titik E, disubstitusikan pada matriks 7, maka diperoleh

n 0 O
j(Eo) = [0 Iy 0 ]
0 0 -—c

Nilai eigen matriks J(E,) diperoleh dengan menyelesaikan
persamaan |J(E,) — Al| = 0, yakni

(=D —D(—c—-21) =0. (3.36)
Dari persamaan karakteristik (3.36), diperoleh 1, = r;, 4, =1, dan
A3 = —c. Semua parameter bernilai positif, oleh karena itu A4, > 0,
A, > 0, dan A; < 0. Jadi, jenis kestabilan titik E, adalah tidak stabil.
3.4.2. Titik Kesetimbangan E; = (K ,0,0)

Jika titik E; disubstitusikan pada matriks 7, maka diperoleh

[—Tl —TI1aq -y DK;W_'_E( ]

j(El) = I 0 Tz(l 1 0(2) 0 !
MmK

| © ! peraald

Nilai eigen matriks J(E;) diperoleh dengan menyelesaikan
persamaan |7(E;) — AI| = 0, yakni

(- = DA -a) - (R —c—2)=0. (33

Di+K
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Dari persamaan karakteristik (3.37), diperoleh A, = -,

Ay =1r,(1—ay), dan A5 = D'“ =~ C. Semua parameter bernilai

positif, oleh karena itu 1, < 0, sedangkan r,(1 — a;) dan % 2.4
1

dapat bernilai positif atau negatif. Titik E; stabil asimtotik lokal jika
memenuhi A, < 0 dan 13 < 0, maka

a. 1(1—ay) <0, maka diperoleh a, > 1,
DnlfK ¢ < 0, bentuk tersebut juga dapat ditulis Mg < C
1
Jadi, titik kesetimbangan E; = (K ,0,0) stabil a5|mtot|k lokal

dengan syarat a, > 1 dan nlD’i — < c . Sebaliknya, titik E; tidak
1

stabil jika a, < 1 atau n, DIiK > c.
1

3.4.3. Titik Kesetimbangan E, = (0, K, 0)

Jika titik E, disubstitusikan pada matriks 7, maka diperoleh

[il—-a;) O 0 1
Kwy |
I(Ey) = | 2 2 / D, +K
n2K
| 0 v Dy+K CJ

Nilai eigen matriks J(E,) diperoleh dengan menyelesaikan
persamaan |J(E,) — AI| = 0, yakni
(A -a) =D - (-L=-c-2)=0.  (339)

D, +K
Dari persamaan karakteristik (3.38) diperoleh A; = (1 — ay),
2.2 == _Tz, dan /13 = = ( 12K + C)

D,+K
Semua parameter bernilai positif, oleh karena itu 4, < 0 dan
A3 < 0, sedangkan r;(1 —a;) dapat bernilai positif atau negatif.
Titik E; stabil asimtotik lokal jika memenuhi A; < 0, maka
(1 —a;) <0. Oleh karena itu, diperoleh a; > 1. Jadi, titik
kesetimbangan E, = (0, K,0) stabil asimtotik lokal jika a; > 1.
Sebaliknya, titik E, tidak stabil jika a; < 1.
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K(lll 1)
ajaz—1

3.4.4. Titik Kesetimbangan E; = (P, P3,0), dengan P,=

Misalkan P; = P; dan P, = P,. Jika titik E5 disubstitusikan pada
matriks 7, maka diperoleh

[, — e TG _ Tl _ A ]
| i K K K D1+P; |

Tz(Zsz 2P2T2 TzllzPl Psz

I(E;) = P P Y o

K K K Dy +P,

P P
l 0 0 _Nafan - N2F2i J

(D14P1)  (D24P)

Pada titik E, berlaku ry (1 - %) =0danr, (1 - %) -0,

oleh karena itu matriks 7(E3) dapat dinyatakan dalam bentuk

[ bk _na Py _ Py ‘l
K K D1 +P; |
T2 P, 1) Pawy
I(E;) = |- 222 22 -
K K Dy+P,
P P
l 0 0 MNiTa M2 CJ
(D1+P;)  (D2+P)

Nilai eigen matriks J(E5) diperoleh dengan menyelesaikan
persamaan |J(E,) — AI| = 0, yakni :

2 T P1+13P; rira(1-a,az) MmbP1  _ mePr _
<)l + ( K )/1 "2 ( K2 )) ((D1+P1) (Da+Py) ¢ A) =0.
(3.39)

Persamaan karakteristik (3.39) menghasilkan

A = %(_ (rlPlltrsz) " \/(rlPll-:rzpz)z _4p,p, (rlTZ(lK_zaIaZ)))v
A, = %(_ (Tlpll‘:?”zpz) 1l \/(Tlpll‘:’”zpz)z — 4P, P, (T1T2(1K—2a1“2))>,

N1P1 2P
ni; = — —
i /13 (D1+P1)  (D2+P;)

Semua parameter bernilai positif, oleh karena itu diperoleh
a. jikaa,a, <1, maka

1Py + 1, P 7, Py + 1P\ 2 nr(l—aa
151 22>\/(11 22) —4P1P2<12( 12)>’

K K K?
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Berdasarkan bentuk tersebut, maka diperoleh nilai 4, < 0 dan
A, <0,
b. jika a;a, > 1, maka

P, +1,P 7, Py + 1P\ 2 (1l —aa
171 22<\/(11 22) —4P1P2<12( 12))}

K K K2
Berdasarkan bentuk tersebut, maka diperoleh nilai 4; > 0 dan
A, <0
c. —hPr _ P2 _ . qapat bernilai positif atau negatif.
(D1+Py) P(D2+P2) 3
R MiTs — MN2fz2 ; i
‘]IkaP(D1+P1) P(D2+P2) c >0, mafa Az > 01; sehingga diperoleh
UETS! N22 i Mif1  _ _M2f2
(D1+Py) = (D2+P3) e die (D1+P,)  (D3+P3) g0, hEe
N1Py N2P;

A3 < 0, sehingga diperoleh DurP) =y 1P) +c.

Titik E5 stabil asimtotik lokal jika memenuhi 1; <0, 4, <0,
dan A; < 0. Kondisi tersebut terpenuhi jika a;a, <1 dan

11P1 12P; N1Py 2P, . R
Dotr) < TRTN + c. Bentuk TR < P, + ¢ dapat juga ditulis

dalam bentuk
Pz(P1(771 =N, —¢)—Dy(n, + C)) + D, (Py(n; — ¢) — cD;) < 0. (3.40)

Persamaan (3.40) terpenuhi jika Py(Piy(my — N2 —©)
—D; (12 + ¢)) < 0dan D,(Py(, — ¢) —¢Dy) <0,

i. P, >0, maka diperoleh P;(n; —n, —c)—D;(n, +¢) <0,
bentuk tersebut terpenuhi apabila P;(n; —n, —c¢) <0 dan
—D;(n, +¢) <0. P, >0, maka n; —n, —c <0, atau dapat
juga ditulis dalam bentuk

m<ntc.

ii. Bentuk P;(ny—1my,—c)—Di(my+c) <0 dapat diubah
menjadi bentuk
D +
< 1(m2 +¢) .
m—mn2—-=c
D, >0, maka P;(n; —c) —cD; < 0. Bentuk tersebut dapat
diubah menjadi

1 (3.41)

c¢D;

P, < .
! n—=c

(3.42)
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Berdasarkan (3.41) dan (3.42), dan karena P; = P;, maka

diperoleh
B} D +c) cD
P1<min{ 1(12 )’ 1 }
M —M2—CN—¢
Jadi, titik kesetimbangan E; = (P;, P,,0) stabil asimtotik lokal
n — . (Di(np+c) cDy
jika aa, <1, P; <min {—m—nz—C'_m—c}’ dan ny; <n, +c.

Sebaliknya,  titik  Ej tidak  stabil jika @ a, > 1,

B Di(m;+c) ¢Dy
P; > max {—m—nz—C'_m—c} dann, >n, +c.
3.4.5. Titik Kesetimbangan E4 = (P4,0,Z), dengan P, = :ch
oyl
= _ 11r1D1(Kn1—c(K+Dy))
$elZs= wiK (11 —c)?
Jika titik E, disubstitusikan pada matriks 7, maka diperoleh
[T‘ _ 2Pi1y . W1ZD; _7"1“113_1 B Piwy 'l
Lk (D+Pp)? K Dy+P;
= /g 20 A
j(E4_) = 0 ) . D, 0
n1ZDy _M2Z 1Py J
(D1 +Py)? D, (D;+Py)

Pada titik E, berlaku T1( —%) —DW_+_ZP_ =0, dan %— c=0,
1 1 1 1

oleh karena itu matriks 7(E,) dapat dinyatakan dalam bentuk

W1ZP; 1Py T104P1 Pywy
(D1+P1)? K K D1+P;
r0,P;  WoZ
J(E,) = 0 P 2 S e 0
(Ey) ,—2uh B2
l 11ZDy 22 0 J
(D1+P1)? D,

Nilai eigen matriks J(E,) diperoleh dengan menyelesaikan
persamaan |7(E,) — Al| = 0, yakni

Wi ZP;, 7Py D w7 ZP;, a, P\ W7
PGS (N ks WS e PN e el ke | (PN (6 c e B SP ) IR
(D1 + Py) K (D1 + Py) K D,



Persamaan karakteristik (3.43) menghasilkan
= _ S — 2 Py -y
i WiZP; 1Py WiZPy  1iP1\° MiDiWiZP;
< (((Dl+m2 K ) k \/((Dl+p‘1)2 K ) 4 (D1+P7)3 )
e —_ — — 2 _—
il WiZPy 1P\ WiZP;  1P1\° MiDiWiZP;
A2 =3 (((D1+T’DZ K ) \/((D1+P—1)2 K ) 5 (D1+P7)3 )

dan A; =1, (1 o azP_l) Wiz

K D,
Semua parameter bernilai positif, oleh karena itu nilai
— —_ | - — 2 -
WiZPy rlPl) ( WiZPy rlPl) 4 M1DWiZP;
(o >\/ G k) T oamyrc BNk

tersebut mengakibatkan A, >0 dan A, > 0. 1, (1 — “ip_l) - W_DLZZ
dapat bernilai positif atau negatif. Titik E, tidak stabil jika memenuhi
A3 >0 dan tidak stabil pelana jika memenuhi A; < 0. Untuk
memenuhi A3 > 0, maka r, (1 — “;P_l) - W%Z > 0. Bentuk tersebut
dapat diubah menjadi , (1 - “Zp_l) W_DLZZ.

Jadi, titik kesetimbangan E, = (P, 0, Z) bersifat tidak stabil jika

T (1—“2—P_1)>W_DLZ, atau dapat juga ditulis dalam bentuk
2

K
ayP; n WyZ <1
K 15D, ’

3.4.6. Titik Kesetimbangan E* = (P,",P5",Z")

P," adalah akar persamaan dari 8;(P,")3 + 6,(P,*)? + 6;P," +
D1 (NP, " +cDy+cPy*)

94 = 0 9 Pl* = * * *1 dan
N1Da+1M1Py" —Nn2P;" —cDy—CP;
72(Dy+P;")(K—Py" —aPy” :
7% — 2(D2+P; )I((W_ 2 —2P17) Pada  titk E* berlaku
2
. (1 _ P1*+a1P2*) Wz =0 r (1 FA P2*+0‘2P1*) LWz =0
1 K Di+P;" ’ 7 K Dy+Py" ,
Py Py
dan AL 2 _ oy,

D1+P;*  Dy+Py"
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Jika titik E* disubstitusikan ke dalam matriks 7, maka diperoleh

Y 7”1P1* WIZ*PI* _ rlalPl* _ PI*WT
K (D1+P;%)? K Di+P;"
I(E") = _ T2a2Pp” 1P WRZ'P P'wy
K K (Dy+Py*)2 Dy+Py,* |
11Z"Dy 122" D, 0
l (D1+P1")? (D2 +P;")? J

Berdasarkan matriks J(E*), diperoleh persamaan karakteristik
sebagai berikut

mnP* W1Z*Py* ,Py* WoZ* Py* rP"
2+ ( < + — 224+ |-

K (D1+P;%)2 K (D, +P,*)? K
+ WiZ Py ) (_ rP," + WoZ Py’ ) + (P1*W1 ) ( N1Z" Dy ) _ (PZ*W_Z)
(D1+P1")? K (D2+P;")? D1+P;"/ \(D1+P;)? Dy+Py"
( N2Z" D, ) _ (T1a1p1*) 7"2“21)2*) g (_ TPy + WiZPy" )(PZ*W_Z)
(Dy+P, )2 K K K (D1 +P1%)? Dy+Py"
( 122Dy ) (P1*W_1) (rzasz*)( 22" Dy ) Ny (_ Py + WoZ"P," )
(D2+P;")? Di+Py” K (D2+P;")? K (D2+P,")?
(P1 Wy )( n1Z" Dy ) A (PZ*W—Z*)( 771Z*D*1 )(T1“1P1*) =0, (3.44)
Dy+P;y"/ \(Dy+P;")? Dy+Py"/ \(Dy+P;")? K
Misalkan koefisien-koefisien dari persamaan karakteristik (3.44)

71 P. WiZ'P;” P WZ*P. TP
adalah alz(ll_ 1Z°Py +22 2 z) azz((_ll

K (D1+P1")? (Dy+P;")? K
+ W_lZ*Pl* T2P2 WzZ PZ + Pl Wi an*Dl _ PZ*W_Z
(D1+P;1%)? (D +P,*)? D1+P1") \(D1+P;")? Dy+P,*
1+ 2t 1+ 1+F 2tF;
12Z" D, 7"10511’1 7”20521’2 Py WiZ"Py"
ma) — dan =1 ar ——
(D2 +P;") K (D1+P1")

(11;2;:—22*) ((;};f;fz)Z) (ﬁfﬁf ) (Tza i ) ((;,;fpfz)Z) B (_ Tzziz*
) (o) () - ) () (5
Titik E* stabil asimtotik lokal jika memenuhi kriteria Routh-Hurwitz
sebagai berikut

a; 1

Hl = [al] > Odan HZ = [a

o
3 Az
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a. Hy=[a]>0
P

e (rl " WiZ'Py” ) n (rsz* _ WRZ'Py’ )
L K (D1+Py")? K (Da+P;")2)

b o ] T1P1* _ le*Pl* ) (T'sz*
H; =[ay] >0 terpenuhi jika ( K DuP)? Ay
WaZ Py’

—m)>0. Bentuk  tersebut  terpenuhi  jika

(7"1P1* _ WiZ'Py ) > 0 dan (rZPZ* _ Wy Z P, ) >0

K (D1+P")? K (D2+P;")?
i. Bentuk (“I}:l —(g’lfppi)z)>0 dapat ditulis menjadi
1 1

* T_1 & W_lZ* * . oy
Py (K —(D1+P1*)2) >0. P; >0, sehingga nilai
G- gan

K (D1+P")?

) > 0. Bentuk tersebut dapat diubah menjadi
r1(Dy + P 1*)2
w1 K '

Tsz*_ WoZ*Py* I AL -
K (D2+P2*)2) > 0 dapat ditulis menjadi
Py (%2 - (D"‘:f *)2) >0, P,”>0, sehingga nilai
2 2
(%2 ——(Dwff *)2) > (. Bentuk tersebut dapat diubah menjadi
2 2
ro(Dy + P,*)?
7 <122t P )7 L

w,o K
Berdasarkan (3.45) dan (3.46), maka diperoleh kondisi

r1(D; + P1*)2 15(D, + Pz*)z} (3.47)

*

(3.45)

ii. Bentuk (

7" < min{ , i
Wy w;

[ 1so
as a;

H, = ((rlPl* _ WiZ'Py ) n (TZPZ* . WRZ'Py )) (rlPl*
2 — *\2 *\2
K (D1+P1") K (D, +P,") K
_ WiZ'Py” ) (rsz* _ WZ'Py ) _ alazrlrzPl*Pz*)
(D1+P;")? K (D2+P,")? K?

* N1D1 Py'Wy (11P" wiZ'P" T, Py"
+Z * * - *
(D1+P1 )2 D,+P; K (D1+P1 )2 K
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(PZ*W_Z )) < 12D, (PZ*W_Z (‘rzpz* < W_ZZ*PZ* )
Dy+Py* (Dy+P,")2 \Dy+P,* \ K (D, +P,")?
P ((P{'Wy
n BN ( ).
K \Dy+P,
TPy W1Z'Py" ) (rsz*

H, >0 terpenuhi jika <( - .

K (D1+P;")?

sz*PZ* ) ((7’1P1* W—lz*Pl* )(TZPZ* WZZ*PZ* )

- (D2 +P;")? K (D1 +P1")? K (D2 +P;")?2
_ 0610627”17"2P1*P2*) > 0 dan z* ( 771D1* (P1*W_1* (T1P1*
K2 (D1+P1")%2 \D;+P; K
_ wzZ'P’ ) ria Pt (PZ*W_z)) 1Y (PZ*W_Z (rzpz*
(D1+P;*)? K D, +P," (D,+P;)2 \D,+P,* \ K
_ Wy Z*P," ) T,y Py (Pl*w_l)))
(D2+P;")? + K Dy+P;* W,
(rlPl* _ WiZ'py” ) | € (rsz* _ WZ'Ry ) (rlPi*
K (D1+P1*)2 K (D2+P2*)2 K
_ wWiZ'Py ) (szz* _ WZ'Py ) A “1“2T17“2P1*P2*) >0
(D1+P1")? K (D2+P;*)? K2 '
. P* WiZ*P,* P,*
Nilai P,"P," >0 dan (r1 s ) (TZ 2
K (D1+P;)? K
B0 i (8- o)
(Dy+P,*)? >0, maka K (D1+P;")2/\K = (D;+P,")?
—% > 0. Bentuk tersebut dapat diubah menjadi
2 2
T_l _ d1 A T_z ~ d2 A = aA1A1 T (3 48)
K w; J\K W, 3 '
dengan d, = —2~ _dand, = —2
9an &1 = o p) 27 (DptPy)

* n1D1 Pl*w_l T1P1* W—IZ*Pl* T1a1P1* PZ*W_Z
Z *\2 ¥ T By + -
By & ' K (D1+P17) K Dy +P,

N2Z"Dy (PZ*W_Z (szz* WLZ*Py* ) 0Py

(D2+P2*)2 D2+P2* K (D2+P2*)2 K
Py 'Wy ilai D Py "Wy
( - 1*))) >0. Nilai z* > 0, maka UL 1* 2( 1 1*
P (D1+P,")%2 \D;+P;
(rlpl* WiZ"P; ) ra, Pyt ( Py"Wy )) M2D; ( Py "W
—_ K \Dp+P,"))  (Dp+P;")2 \Dy+Py’
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(rzpz* _ WZhy ) Lt ( Pl*w_l)) > 0.Bentuk tersebut
K (Dy+P,*)2 K Di+P* :

dapat diubah menjadi
N1 o D2P2*W_13dz2 (dzpz*(rzw_z - dzzKZ*) + r2a2W_2d1P1*>

nZ D1P1*W23d12 dlpl*(T'lWl_—dlzKZ*) +T'10(1W_1d2P2*
(3.49)

wy
(D +P")

dengan d, = (Dlvi_—;f‘) dand, =

Berdasarkan (3.47), (3.48), dan (3.49), maka titik E* = (P,",P,",Z*)
stabil asimtotik lokal dengan syarat

a 7" < min{

b.
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r1(D1+P;")? Tz(D2+P2*)2}
wik ' w3k -

Iz K 2 Kz

Dy Py Witdy? ((dyPy (1aWa—da®KZ* ) +1ya,Wad, Py
D1P1*W—23d12 d1P1*(le—l—dlzKZ*)'l'TlalWl—dsz* :



Tabel 3.1. Syarat eksistensi dan kestabilan titik kesetimbangan model

y : Syarat . Jenis
Titik Kesetimbangan Ekaistensi Syarat Kestabilan Kestabilan
E, =(0,0,0) - - Tidak Stabil
Stabil
E, = (K,0,0) - ay el danity S S G Asimtotik lokal
Stabil
E, = (0,K,0) - a > 1 Asimtotik lokal
E3 = (P, P,,0) >1 > 1 T ly<1 :
alatau 4 “i (8 e AN {Dl(n2+c) D } Stabil
F=K(d1—1) dan P = K(ay—-1) L 1 i 1 n1=Tz—c’n1—c Asimtotik lokal
1 ajay—1 2= a;a,—1 o < 1. N <mnpt+c
Ey, = (P_l; 0, Z_)
P; = L dan >c(1+2) 2Py WoZ g Tidak Stabil
ni1—¢ M ¢ K K 12D,

1171 D1 (Kn1—c(K+D;))
WiK(1—c)?

7 =
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Titik Kesetimbangan Syarat Syarat Kestabilan Jenis
Eksistensi Kestabilan
E*= (P ,P%2") 1. 6,<0, Stabil
65 < 0, dan o ] {rl(D1+P1)2 Asimtotik lokal
Pt = D1 (2P +cDa+cPy") 6, <0, Z5 = min wik
: N1D2+1; Py ~13Py" —cDy—cP, ™’ NPy 13 (Da++P;)?
2. my > Dyt WoK
0:(P,")* + 6,(P,")? + 63P," + 0, +c, dan (’"—1 1\ ﬂ) (r—z - ﬂ)
dgﬁ 3. K> PZ* 4 b 2
2
7% — 72(D+P,")(K—P,* —a, P ") F un 4 Dfpz*w_13d22

Kw,

M2 D1Py*W5°d, 2
do Py (1sWy—d 2 KZ ) +130,Wd, Py *
dy Py * (Wi —d,°KZ*)+1 0, Wi d, Py

)
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3.3 Simulasi Numerik dan Interpretasi Model

Untuk memperlihatkan  eksistensi dan kestabilan titik
kesetimbangan model pengalihan pemangsaan zooplankton terhadap
NTP dan TPP, serta untuk mengetahui pengaruh pengalihan
pemangsaan zooplankton terhadap dinamika populasi NTP, TPP, dan
zooplankton, maka dilakukan simulasi numerik terhadap model
tersebut. Diberikan tiga titik awal yang berbeda dari masing-masing
populasi yakni titik A(Py,P,,Z) = (250,200,100),
B(Py,P,,Z) = (150,200,80), dan C(P;,P,,Z) = (300,200,150).
Selanjutnya, dilakukan simulasi numerik menggunakan software
Matlab.

3.5.1 Simulasi Numerik untuk Kestabilan Titik E4

Simulasi numerik untuk kestabilan titik E; menggunakan nilai-
nilai parameter yang ditunjukkan pada Tabel 3.2 berikut ini.

Tabel 3.2. Nilai parameter untuk simulasi kestabilan titik E;

Parameter Nilai

&1 0.5515 per hari
T 0.525 per hari
K 500 nos/ml
w; 0.6 per hari
Wy 0.412 per hari
D, 50 nos/ml
D, 30 nos/ml
ay 0.02

a, 1.1

& 0.502

& 0.575
kis 1
koq 5

c 0.1 per hari
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150 L C(300200150) |

perilaku A
perilaku B
3 ' ' : perilaku C
1004 L A@sozeade)y L L
~ " B(150,200,8))

so - D

Gambar 3.2. Simulasi numerik untuk kestabilan titik E;

Pada simulasi numerik, digunakan nilai parameter seperti pada
Tabel 3.2 dimana nilai parameter tersebut memenuhi syarat

kestabilan titik kesetimbangan E; = (K,0,0), yakni a, > 1 dan
K

kv < c. Hasil dari simulasi numerik tersebut disajikan dalam
bentuk Gambar 3.2.

Pada Tabel 3.2 diketahui bahwa nilai a, = 1,1. Hal tersebut
menunjukkan bahwa nilai hambatan NTP terhadap TPP sangat besar,
sehingga NTP mendominasi persaingan dalam memperebutkan
nutrisi dan ruang untuk berkembang. Pertumbuhan TPP menjadi
terhambat karena kalah bersaing dengan NTP, sehingga populasi
TPP menjadi menurun.

Pada tabel 3.2 juga dapat diketahui nilai k;, = 1 dan k,; = 5.

Nilai tersebut menyebabkan nlDIiK<c, yang berarti laju
1

pertumbuhan zooplankton lebih kecil daripada laju kematian
dikarenakan jumlah zooplankton yang memangsa NTP hanya sedikit.
Nilai k,; > k;, menunjukkan bahwa zooplankton yang beralih dari
memangsa NTP ke TPP lebih besar daripada beralih dari TPP ke
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NTP. Hal tersebut menyebabkan populasi zooplankton semakin
menurun.

Penurunan populasi TPP dan zooplankton menyebabkan
populasi NTP berkembang pesat karena populasi pesaing dan
pemangsa yang semakin menurun. Populasi NTP terus mengalami
kenaikan hingga mencapai carrying capacity, yakni 500 nos/ml,
sedangkan populasi TPP dan zooplankton akan mengalami
kepunahan.

Pada Gambar 3.1 juga dapat diketahui bahwa ketiga titik awal
yang diberikan menuju ke titik E; = (K ,0,0) sehingga titik E;
stabil. Pada saat titik E; stabil, terdapat titik-titik lain yang eksis
tetapi tidak stabil yakni titik E, = (0,0,0) dan E, = (0,K,0),
sedangkan titik E; = (P;,P,,0), E,=(P;,0,Z), dan E*=
(P, Py, Z*) tidak eksis.

3.5.2 Simulasi Numerik untuk Kestabilan titik E,

Pada Tabel 3.2, diubah beberapa nilai parameter yakni a; = 1,2
dan a, = 0,01 sehingga diperoleh gambar sebagai berikut.

C (300,200,156)

perilaku A
perilaku B
perilaku C |77

100

R S R s Ly

600

Gambar 3.3. Simulasi numerik untuk kestabilan titik E,
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Pada Gambar 3.2 dapat diketahui bahwa populasi NTP
mengalami penurunan. Hal tersebut dikarenakan nilai a¢; > 1 yang
berarti tingkat hambatan TPP terhadap NTP sangat besar, sehingga
NTP kalah bersaing dengan TPP. Penurunan populasi NTP
menyebabkan populasi TPP menjadi naik. Naiknya populasi TPP dan
menurunnya populasi NTP menyebabkan zooplankton lebih banyak
memangsa TPP daripada memangsa NTP sehingga populasi
zooplankton mengalami penurunan karena racun dari TPP.

Penurunan populasi NTP dan zooplankton ‘menyebabkan
populasi TPP menjadi berkembang pesat karena tidak adanya
pesaing dan pemangsa. Populasi TPP akan terus mengalami kenaikan
hingga mencapai carrying capacity, sedangkan populasi NTP dan
zooplankton akan mengalami kepunahan. Hal tersebut menunjukkan
bahwa populasi NTP, TPP, dan zooplankton bergerak menuju ke titik
E, = (0,K,0), yang berarti titik E, = (0, K, 0) stabil.

Pada saat titik E, stabil, terdapat titik-titik lain yang eksis tetapi
tidak stabil yakni titik E,=(0,0,0) dan E; =(K,0,0),
sedangkan titik E; = (P;,P,,0), E,=(P;,0,Z), dan E*=
(P,",P," ,Z") tidak eksis. Pengalihan pemangsaan zooplankton tidak
berpengaruh terhadap kestabilan titik kesetimbangan E, karena jika
populasi TPP terus naik menuju carrying capacity (K) dan populasi
NTP mengalami penurunan menuju ke titik nol, maka apapun nilai
pengalihan zooplankton, pasti populasi zooplankton akan tetap
semakin menurun menuju ke titik nol.

3.5.3 Simulasi Numerik untuk Kestabilan Titik E3, E4, dan E*

Pada Tabel 3.2, diubah beberapa nilai parameter yakni a; =
0,02, a, =0,01, k;, =3 dan k,; =2. Nilai-nilai parameter
tersebut memenuhi syarat kestabilan titik kesetimbangan E; =
(P, ,P,,0), yakni a;a, < 1, dan (Dnllf;l) < (Dzzfgz) +c.

Nilai k,;, =3 dan  k,; =2 menunjukkan bahwa jumlah
zooplankton yang beralih dari memangsa TPP ke NTP sedikit lebih

banyak daripada beralih dari NTP ke TPP. Nilai tersebut

: N1P1 N2P; : :
mengakibatkan DotPD) (D2+P2)+c yang berarti bahwa laju

pertumbuhan populasi zooplankton akibat memangsa NTP lebih
kecil daripada nilai hambatan pertumbuhannya. Oleh karena itu,
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meskipun jumlah zooplankton yang beralih untuk memangsa NTP
sedikit lebih besar daripada zooplankton yang memangsa TPP,
populasi zooplankton tetap menurun.

Penurunan populasi zooplankton mengakibatkan NTP dan TPP
tumbuh dan berkembang dengan baik karena tidak adanya pemangsa.
Akan tetapi, karena nilai a; = 0,02 dan @, = 0,01, menyebabkan
NTP dan TPP bersaing ketat untuk tumbuh dan tingkat pertumbuhan
TPP sedikit lebih besar daripada NTP. Populasi NTP akan mencapai
mencapai P;= 490,0980 nos/ml dan TPP mencapai P,= 495,0990
nos/ml, sedangkan zooplankton akan mengalami kepunahan. Hasil
simulasi numerik yang menunjukkan dinamika populasi NTP, TPP,
dan zooplankton tersebut diperlihatkan dalam Gambar 3.3 berikut.

perilaku A

perilaku B | !
perilaku C
150" !
100__” E o : E E E T
Pt <. B(150,200,40) :
N R e Lo i i
C D Emm20) T e e 4
I g ’ ’ 600
E20K0)
0 s E
500 400 ' " E0.0,
300 200 /
100 “70 P1

0
P2

Gambar 3.4. Simulasi numerik untuk kestabilan titik E5

Pada Gambar 3.3 dapat diketahui bahwa ketiga titik awal yang
diberikan bergerak menuju titik kesetimbangan E; = (P;,P,,0),
dimana pada gambar tersebut nilai P; dan P, dimisalkan sebagai m,
dan m,. Hal tersebut menunjukkan bahwa titik E; = (P;,P,,0)
stabil. Pada saat titik E; stabil, terdapat titik-titik lain yang eksis
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tetapi tidak stabil yakni titik £, = (0,0,0), E; = (K,0,0), dan
E, =(0,K,0), sedangkan titik E,=(P;,0,Z), dan E*=
(P,",P,",Z") tidak eksis.

Jika laju peralihan zooplankton diubah menjadi k;, =5 dan
k,1 =2, maka nilai parameter yang diberikan memenuhi kondisi
“j{Pl +%< 1. Simulasi numerik dengan menggunakan nilai

2Y2
parameter tersebut menghasilkan gambar berikut.
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: [ R - perilaku B _
i perilaku C :
280~ AN b '
200 TR PR AN
N s £(300,200,150)
150477 @Y
i _ A(250,200,160
1004 ff i S ] | |
:---Bma-,-ZDD,SD}.‘E_,_______j__
. ! E4(b1,0,52) T
50— -4 | | E
—::J___E_‘I,_LK.\_’_Q’DI
T 600

300 200 100 o O

P2 P
Gambar 3.5. Simulasi numerik untuk kestabilan titik E,

Pada Gambar 3.4 dapat diketahui bahwa ketiga titik awal yang
diberikan menjauhi titik E, = (P;,0,Z). Pada gambar tersebut nilai
P; dan Z dimisalkan sebagai b; dan b,. Hal tersebut menunjukkan
bahwa titik E, tidak stabil. Nilai k,, = 5 dan k,; = 2 menunjukkan
bahwa laju pengalihan pemangsaan zooplankton dari TPP ke NTP
jauh lebih besar daripada laju pengalihan dari memangsa NTP ke
TPP. Hal tersebut menyebabkan zooplankton lebih banyak
memangsa NTP daripada TPP sehingga pada saat populasi NTP naik
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maka populasi zooplankton juga ikut naik. Jumlah zooplankton yang
beralih untuk memangsa TPP lebih sedikit menyebabkan TPP dapat
tumbuh lebih baik daripada NTP.

Pada saat populasi TPP dan NTP mengalami kenaikan, maka
populasi zooplankton juga bertambah. Kemudian, pada saat populasi
zooplankton bertambah maka populasi NTP dan TPP menjadi
menurun. Pada saat populasi NTP dan TPP turun, maka populasi
zooplankton juga mengalami penurunan. Menurunnya populasi
zooplankton menyebabkan populasi NTP dan TPP mengalami
kenaikan lagi. Hal tersebut akan terus terjadi berulang-ulang atau
sering disebut sebagai osilasi. Pada saat titik E, tidak stabil, terdapat
titik-titik lain yang eksis tetapi tidak stabil yakni titik E, = (0,0, 0),
E,=(K,0,0), E,=(0,K,0), E; = (P,,P,,0), dan
E*=(P,*,P,",Z%).

Jika nilai pengalihan pemangsaan zooplankton terhadap NTP dan
TPP diubah menjadi k;, = 4, dan k,; = 2, maka nilai paremeter
tersebut memenuhi syarat kestabilan dari titik E* = (P,",P,",Z").
Simulasi numerik menggunakan parameter tersebut menghasilkan
gambar sebagai berikut.
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______
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Gambar 3.6. Simulasi numerik untuk kestabilan titik E*
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Pada Gambar 3.5 dapat diketahui bahwa ketiga titik awal yang
diberikan bergerak menuju titik kesetimbangan E* = (P,", P,*, Z*),
yang berarti titik E* bersifat stabil. Nilai ki, =4, dan k,; =2
menunjukkan bahwa populasi zooplankton yang beralih untuk
memangsa NTP lebih banyak daripada memangsa TPP, sehingga
jumlah populasi TPP selalu lebih tinggi daripada jumlah NTP. Akan
tetapi, karena selisih ki, = 4, dan k,; = 2 tidak terlalu kecil dan
tidak terlalu besar, maka pertumbuhan populasi NTP, TPP, dan
zooplankton akan mengalami kesetimbangan. Populasi NTP akan
mencapai 253,2928 nos/ml, populasi TPP akan mencapai 442,3881
nos/ml, dan populasi zooplankton mencapai 198,9290 nos/ml dalam
jangka waktu yang panjang. Hal tersebut menunjukkan bahwa tidak
ada spesies dari NTP, TPP, dan zooplankton yang punah dan ketiga
spesies tersebut dapat hidup seimbang.

Pada saat titik E*= (P, P,",Z*) stabil, titik-titik
kesetimbangan yang lain yakni E, = (0,0,0), E; = (K,0,0),
E, = (0,K,0), E3 = (P,P,,0), dan E, = (P;,0,Z) eksis tetapi
tidak stabil pada kelima titik tersebut.
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BAB IV
KESIMPULAN DAN SARAN

4.1. Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan yang telah dilakukan, diperoleh

kesimpulan sebagai berikut.

1

Model pengalihan pemangsaan zooplankton terhadap NTP dan
TPP yang berbentuk sistem otonomus tak linear berdimensi
empat dapat direduksi menjadi sistem berdimensi tiga dengan
cara mengagregasi sistem.

Terdapat enam titik kesetimbangan untuk masing-masing model.
Titik  kesetimbangan E,=(K,0,0), E, =(0,K,0),
E; = (P, P,,0), dan E* = (P,", P,*, Z*) stabil asimtotik apabila
memenuhi syarat kestabilannya, sedangkan titik E, = (0,0,0)
dan E, = (P, 0, Z) tidak stabil.

Simulasi numerik menunjukkan bahwa kestabilan yang diperoleh
sesuai dengan kestabilan dari perhitungan analitik.

Hasil simulasi numerik juga menunjukkan bahwa pengalihan
zooplankton dalam memangsa NTP dan TPP mempengaruhi
kestabilan dinamika populasi NTP, TPP, dan zooplankton.

4.2. Saran

Pada pembahasan selanjutnya terdapat beberapa hal yang masih

dapat dikembangkan dari skripsi ini, yakni membentuk model
pengalihan pemangsaan zooplankton terhadap NTP dan TPP yang
bersifat tak konstan atau berubah-ubah bergantung pada jumlah
populasi NTP dan TPP. Selain itu, dapat pula dikaji model interaksi
dengan ekosistem yang bersifat terbuka.
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Lampiran 1 Listing program

function dy=MODEL (t, V) ;

$nilai parameter
r1=0.5515;
r2=0.525;
K=500;
wl=0.6;
w2=0.412;
D1=50;
D2=30;
alphal=0.02;
alpha2=0.01;
x11=0.502;
x12=0.575;
k12=4;
k21=2;
c=0.1;

vl=kl2/ (k21+k12) ;
v2=k21/ (k21+k12) ;
etal=v1l*xil;
eta2=v2*xi2;
Jl=vl*wl;
J2=v2*w2;

smodel interaksi NTP-TPP-zooplankton:

dy (1)=y (1) *rl* (1-(y (1) /K)-(alphal*y(2)/K)) -
(J1*y (1) *y (3) / (D1+y(1)));

dy (2)=y (2)*r2* (1-(y (2) /K) = (alpha2*y (1) /K)) -
(J2*y (2) *y (3) / (D2+y (2))) ;

dy (3)=(y (3) *etal*y (1) /(Dl+y(1)))~

(y(3) *eta2*y (2) / (D2+y (2))) - (y (3) *c) ;

function [t, z]=RK4 (MODELCOBAl,a,b,za,M)

(b-a) /M;
a:h:b;
=zeros (M+1, length(za)) ;

h
t
Z
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z(1l,:)=za;

for i=1:M
kl=feval (MODELCOBALl, t (i), z (i :));
k2=feval (MODELCOBALl, t(i)+h/2,z (i, :)+kl*h/2)
k3=feval (MODELCOBALl, t (i)+h/2,z (i, :)+k2*h/2)
(

k4d=feval (MODELCOBALl, t (i) +h, z (i ,.)+k3*h),
z (i+1,:)=z (i, :)+h* (k1+2*k2+2*k3+k4d) /6;
end;

[t y]=RK4 ('MODELCOBA1',0,500, [250 200 100],600) ;
figure (1) ;

Plot(t,Y);

hold on;

xlabel ("waktu (hari)');

ylabel ('populasi plankton (nos/ml)');

axis square

legend ('NTP', 'TPP', "Zooplankton') ;grid;

[t y]=RK4 ('MODELCOBAl',0,500, [150 200 80],600);
figure (1) ;

Plot (tr Y) 7

hold on;

xlabel ('waktu (hari)');

ylabel ('populasi plankton (nos/ml)"');

axis square

legend ('NTP', "TPP', 'Zooplankton') ,;grid;

[t y]=RK4 ('MODELCOBA1',0,500, 300 200 150],600) ;
figure (1) ;

plot(t,y);

hold on;

xlabel ('waktu (hari)');

ylabel ('populasi plankton (nos/ml)"'");

axis square

legend ('NTP', "TPP', 'Zooplankton') ;grid;

[t y]=RK4 ('MODELCOBA1',0,2000, [250 200 100],600) ;
figure (2) ;

plot3(y(:,1),y(:,2),y(:,3),'r", 'LineWidth',2);
hold on;

xlabel ('"P1");
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ylabel ('"P2"');

zlabel ('Z");

legend('perilaku A', 'perilaku B', 'perilaku
C');grid;

[t y]=RK4 ('"MODELCOBA1',0,2000, [150 200 80],600);
figure (2) ;
plot3(y(:,1),y(:,2),y(:,3),'g', 'LineWidth', 2) ;
hold on;

xlabel ("P1") ;

ylabel ('"P2");

zlabel ('2");

legend('perilaku A', 'perilaku B', 'perilaku
C');grid;

[t y]=RK4 ('MODELCOBA1',0,2000, [300 200 150],600) ;
figure (2) ;

plot3(y(:,1),v(:,2),v(:,3),'b!, 'LineWidth',2);
hold on;

xlabel ("P1");

ylabel ('P2");

zlabel ('2"');

legend ('perilaku A','perilaku B', 'perilaku
C");grid;

$nilai parameter
r1=0.5515;
r2=0.525;
K=500;
wl=0.6;
w2=0.412;
D1=50;
D2=30;
alphal=0.02;
alpha2=0.01;
x11=0.502;
x12=0.575;
k12=4;
k21=2;
c=0.1;
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vli=kl2/ (k21+k12);
v2=k21/ (k21+k12);
etal=vl*xil;
eta2=v2*xi2;
Jl=vl*wl;
Jj2=v2*w2;

%$syarat kestabilan El
%el<(c=0.1)
el=etal* (K/ (D1+K))

Stitik kesetimbangan E3

ml=K* (alphal-1)/ ((alphal*alpha2)-1)
m2=K* (alpha2-1)/ ((alphal*alpha2)-1)
%$syarat kestabilan titik E3
nl=etal-eta2-c

n2=(ml*nl)-D1* (eta2+c)

$titik kesetimbangan E4

bl=c*D1l/ (etal-c)

b2=etal*rl1*D1l* ((K*etal)-(c* (K+D1)))/ (J1*K* ((etal-
c)"2))

%syarat kestabilan titik E4
b3=(alpha2*bl/K)+ (j2*b2/ (r2*D2))

$syarat eksistensi

g=etal- (c* (1+(D1/K)))

$titik kesetimbangan E*

thetal=j1*r2* ((etal-eta2-c)*2)

theta2=- (etal-eta2-c) * (-
r2*jl*eta2* (K+ (Dl*alpha?2) )+ (( (-

2*r2*31*D2) + (r2*j1*K)+ (r1*j2*Dl*alphal)) *etal) -
(r2*j1l*c* ((Dl*alpha2) +K- (2*D2))))
thetal3=(((r2*j1* (D272) )+ (((-2*xr2*j1*K) -
(r1*j2*Dl*alphal) ) *D2)+ (rl*j2*D1*K))* (etal”2) )+ (( (-
rl*j2* (cteta2) *(D172) )+ (((( (-
r1*j2+*K)+(r2*j1*D2*alpha2)) *eta2) -

(r1*j2*K*c) + (2*r2*jl*alpha2*c*D2) + (r1l*j2*alphal*D2*
c))*DL)+(2*r2*jJ1*D2*K* (eta2+ (2*c))) -
(2*r2*j1*(D272) *c) ) *etal) -

(r2*J1*D2*c* ((((2*alpha2*c) + (2*alpha2*eta2?)) *D1) -
(c*D2) + (K* ((2*eta2)+ (2*c)))))
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thetad=D2* ( (K* ((-x2*j1*D2)+(rl1l*j2*D1l)) * (etal”2))-
(c* ((rl*j2*(D172)) - (2*r2*j1*D2*K) -
(r2*jl*alpha2*D1*D2) + (r1*32*D1*K)) *etal) -

(r2*j1* (c”2)*D2* (K+ (Dl*alpha2))))

%h= (thetal* (P273) )+ (theta2* (P2"2)
ad=0;

P2=442.3881166 $(nilai P2 dicari menggunakan Maple)
P1=(D1* ((eta2*P2)+ (c*D2)+(c*P2)))/ ((etal*D2)+ (etal*
P2) - (eta2*P2) - (c*D2) - (c*P2))

Z=(r2* (D2+P2) * (K-P2- (alpha2*P1l))) / (K*j2)

$syarat eksistensi
hl=(etal*D2)+ (etal*P2) - (eta2*P2) - (c*D2) - (c*P2)
h2=K-P2- (alpha2*P1)

%$syarat kestabilan

ul=j1/(D1+P1) ;

u2=32/ (D2+P2) ;

al=etal/eta?2

a2=D2*P2* (J173) * (u2"2) * (U2*P2* (r2*j2-

((u272)*K*Z) ) +r2*alpha2*j2*ul*pP1l) / (D1*P1* (7J273) * (ul
A2) (=1 (YL ghing
((ul”2)*K*Z))+rl*alphal*jl*u2*pP2))

el=rl* ((D1+P1)"2)/(31*K)

e2=r2* ((D2+P2) ~2) / (jJ2*K)
fl1=((rl/K) - (((ul"2)*2)/31))* ((r2/K) -
(((u272)*z)/32))

f2=alphal*alphal2*rl*r2/ (K"2)

) + (theta3*P2) +thet

figure (2);

$plot3(0,0,0,'y*",K,0,0, 't*x",0,K,0,"g*", '"LineWidth'
13);

$plot3(0,0,0, 'y*',K,0,0,'r*",0,K,0,'g*",ml,m2,0, "b*
', 'LineWidth', 3);

CISAECI RO B, <X OFEOR W S5 40 /51 R W s AR O
',01,0,b2,'c*', 'LineWidth',3) ;
plot3(0,0,0,'y*',K,0,0,'r*",0,K,0,"'g*'",ml,m2,0, "b*'
,01,0,b2,"'c*',P1,P2,%Z, 'k*', '"LineWidth', 3) ;
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