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ANALISISDINAMIK MODEL PREDATOR-PREY
LESLIE-GOWER DISKRET DENGAN PERLINDUNGAN
DAN EFEK ALLEE PADA PREY

ABSTRAK

Pada skripsi ini dibahas analisis dinamik mopleddator-prey
Leslie-Gower diskret dengan perlindungarey tanpa dan dengan
efek Allee. Kedua model dianalisis sehingga diperoleh jenis
kestabilan lokal titik kesetimbangan. Masing-masingodel
mempunyai tiga titik kesetimbangan, namun hanya yarsy dapat
ditentukan jenis kestabilannya. Titik kesetimbangdmatas
mempunyai dua kemungkinan jenis kestabilan denggaras
tertentu, yaitu tak stabil pelana atau tak stahtik kesetimbangan
interior mempunyai tiga kemungkinan jenis kestabd@ngan syarat
tertentu, yaitu stabil asimtotik, tak stabil pelarsdau tak stabil.
Analisis kestabilan diilustrasikan dengan melakukaimulasi
numerik untuk menguiji hasil analisis yang telaredabeh.

Kata kunci : analisis dinamik diskret, predator-prey, model Ledlie-
Gower, perlindungan prey, efek Allee.
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DYNAMICAL ANALYSIS OF DISCRETE LESLIE-GOWER
PREDATOR-PREY MODEL WITH REFUGE AND ALLEE
EFFECT FOR PREY

ABSTRACT

In this final project we discuss a dynamical analysn a
discrete Leslie-Gower predator-prey model with pesfyge, without
and with Allee effect. Both models are analyzewlbtain the local
stability of the equilibrium points. Each model hheee equilibrium
points, but only two equilibrium points which itsability can be
determined. Boundary equilibrium point is not stallhich can be
characterized as a saddle or source. Under cexbaidition, interior
equilibrium point has three stability propertieanrely sink, saddle,
or source. The stability analysis was illustratgdusing numerical
simulations to test the analytical results.

Keywords : discrete dynamical analysis, predator-prey, ieesl
Gower model, prey refuge, Allee effect.
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Predas merupakan hubungan antgmeedator dan prey dalam
interaksi dua populasi.Predasi berpengaruh negatif bagi
pertumbuhan populasiprey, namun berpengaruh positif bagi
pertumbuhan populagredator. Model predator-prey pertama kali
diperkenalkan oleh Lotka dan Volterra (1928) yarigeal sebagai
model Lotka-Volterra. Model sederhana ini kemudiraengalami
banyak modifikasi. Salah satu modifikasi dilakulaeh Leslie dan
Gower (1969) dengan menganggaprrying capacity populasi
predator dipengaruhi oleh populagirey.

Model predator-prey yang banyak dikaji adalah model
predator-prey Lotka-Volterra kontinu. Sebagai contoh, Sakinah
(2011) melakukan analisis global modpiedator-prey dengan
perlindunganprey. Selain itu, Widayani (2012) juga melakukan
analisis dinamik modedredator-prey dengan perlindungan terhadap
prey terinfeksi. Model ini dianalisis dengan menentukatk
kesetimbangan dan syarat eksistensinya, serta mtodaen jenis
kestabilan titik kesetimbangan.

Model kontinu dapat didiskretisasi dengan mengganak
berbagai metode, salah satunya adalah dengan meaiggumetode
Euler, yaitu metode beda hingga dengan pendekatanan pertama
dengan beda maju atau beda mundur. Sebagai ctsrana (2012)
mengaplikasikan metode Euler maju pada mopedator-prey
diskret dengan efekllee.

Berbeda dari kajian yang telah dilakukan SakinaBl1{2,
Widayani (2012), dan Isniana (2012), pada skripsidilakukan
analisis dinamik modelpredator-prey yang diperkenalkan oleh
Leslie dan Gower. Selain itu, adanya faktor pedimghnprey juga
dibahas dalam formulasi model. Nalgriey untuk berlindung dari
predator merupakan faktor yang perlu diperhitungkan dalam
pemodelan. Faktor perlindunganprey dapat mengurangi
kemungkinanpredator memangsarey sehinggaprey terhindar dari
kepunahan.Penambahan faktor perlindunggmey pada model
predator-prey membuat model yang diperoleh nantinya lebih
realistis daripada model yang telah dipelajari kebeya. Pada
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skripsi ini, model predator-prey dengan perlindunganprey
didiskretisasi dengan menggunakan metode Euler.

Model predator-prey diskret dengan adanya efédtlee juga
dikaji dalam skripsi ini. EfekAllee merupakan penurunan atau
berkurangnya laju pertumbuhan populasi pada kepadabpulasi
rendah. Hal ini mengakibatkan individu sukar untrinteraksi.
Efek Allee dapat terjadi apabila individu kesulitan menemukan
pasangan. Selain itu, efélklee dapat disebabkan oleh kesulifaey
untuk berlindung daripredator dan kompetisi dalam mencari
kebutuhan hidup, seperti makanan dan tempat tinggal

1.2 Rumusan M asalah

Pokok permasalahan yang dikaji dalam skripsi iailad
1. bagaimana diskretisasi mod®kdator-prey dengan perlindungan
prey tanpa dan dengan efélee,
2. bagaimana titik kesetimbangan model,
3. bagaimana kestabilan titik kesetimbangan model,
4. bagaimana simulasi numerik modgiredator-prey dengan
perlindungarprey tanpa dan dengan eféKee.

1.3 Tujuan

Tujuan yang ingin dicapai dalam skripsi ini adalah
1. menentukan modepredator-prey diskret dengan perlindungan
prey tanpa dan dengan eféKee,
2. menentukan titik kesetimbangan model,
3. menentukan kestabilan titik kesetimbangan model,
4. melakukan simulasi numerik modeledator-prey diskretdengan
perlindungarprey tanpa dan dengan efékee.



BAB 11
TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Model Pertumbuhan L ogistik

Model pertumbuhan logistik adalah model pertumbuhan
populasi dengan sumber daya lingkungan yang texbafatika
ukuran populasi bertambah, laju pertumbuhan akhimglemah dan
kemudian berhenti pada ukuran populasi tertentwr&ik populasi
yang menghentikan pertumbuhan tersebut secara uniisebut
carrying capacity, yaitu jumlah individu maksimal yang dapat
didukung oleh lingkungannya (Molles, 2002).

Laju pertumbuhan populasi bergantung pada ukurgmulgsi,
sehingga secara matematis laju pertumbuhan popdiagatakan
sebagai

dx_
I = f ().

Misalkan K adalahcarrying capacity. Jika dalam populasi terdapat
x individu, maka lingkungan masih dapat mendukuikg— x)
individu. Jadi masih terdapat bagian lingkungan gyadapat
ditempati, yaitu sebesar

(K —x)

e

Persamaan (2.1) inilah yang sebanding dengan pleutwen per
kapita. Oleh karena itu, persamaan logistik didgifian sebagai

(2.1)

ldx (K —x)

x dt \ K
atau

dx X

E =TrXx (1 —E),

di manaK danr diasumsikan positif. Parametemerupakan tingkat
pertumbuhan intrinsik populasi, sehingga tingkatypebuhan untuk
x sebanding dengamn. ParameterX menyatakan daya kapasitas
lingkungan yaitu kapasitas maksimum habitat (Bogae Diprima,
2005).
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Jika jumlah populasi awal , maka model logistik
meramalkan bahwa jumlah populasi meningkat meraajuying
capacity . Tetapi jika nilai awal , maka model logistik
meramalkan bahwa jumlah populasi akan berkurang ujmen
carrying capacity . Sebagai contoh, jika populasi awal ,

, dan maka jumlah populasi meningkat dan akhirnya
laju pertumbuhan populasi berhenti saat . Sebaikny
jika maka jumlah populasi menurun dan akhirnya laj
pertumbuhan populasi  berhenti saat Grafik
pertumbuhan logistik diperlihatkan pada Gambar 2.1.

S
AR
':b I:'l :'! :'4 :lv 'lln Il\ \'4 ‘\'4 Il'/ ::II II'l II| ‘lll :\ :‘z :'!
30 PERRVAVV LRV VLY
l\J \1 1'I 1'! \I \.' \'.' \"1 1"1 \.‘\ \I 1'! \".' 1".' \.' \J 1"1
\1 \‘1 \1 \'\a \\J I\J \'1 \\ \\1 .\\' \1 \u \\4 \\‘ \1 I‘q \‘1
25 NN NN NN Y Y N AN NN
A SR N N N N S N N N N N U N N R
NN N NN N Y Y N N Y Y NN Yy
S T T T e T T

40 e K

P il il il Gl il il <l
SIS 777777

I A AV A Y A A AN
7 N A

t
Gambar 2.1 Pertumbuhan logistik

2.2 Mode€ Lotka-Volterra

Model Lotka-Volterra adalah suatu model yang diduama
untuk menunjukkan adanya interaksi dua spesies ddnmana
merupakan populagrey dan merupakan populgsiedator. Model
ini menggambarkan interaksi antapaedator dan prey di mana
carrying capacity yang menyebabkan pertumbuharey terbatas
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dinyatakan sebagai ;i,sedangkan carrying capacity yang
menyebabkan pertumbuhpredator terbatas dinyatakan sebaggéci.

Model Lotka-Volterra dapat dinyatakan dalam bentsistem
persamaan diferensial

X x( bix)

7 =X — Y — b1 X
dt (2.2)
dy

T y(r; — ay + byx).

Semua parameter pada sistem persamaan (2.2) bepositif.
Parameter r; dan r, berturut-turut menunjukkan pertumbuhan
intrinsik prey dan predator. Parametera;dan b, merupakan
parameter interaksi pemangsgaedator terhadapprey. Parameter
b, adalah parameter interaksi antarey, sedangkana, adalah
parameter interaksi antgredator (Zhuang dan Wen, 2011).

2.3 Modd Ledie-Gower

Pada tahun 1969 Leslie dan Gower memodifikasi mbdtda-
Volterra dengan mengangga&prrying capacity populasipredator
dipengaruhi oleh populasprey. Model ini dikenal sebagai model
Leslie-Gower. Model ini menggambarkan interaksiagapredator
danprey di manacarrying capacity yang menyebabkan pertumbuhan

prey terbatas dinyatakan sebag%é\i, sedangkarcarrying capacity
1

yang menyebabkan pertumbuhanedator terbatas dipengaruhi oleh
populasiprey yang dinyatakan sebag%i’—c.
Model Leslie-Gower dapat dinyatakan dalam bentuk

dx

dt =x(r, — a;y — by x)
dy y
E=}’(T2_02;)-
Parameter r; dan r, berturut-turut menunjukkan pertumbuhan
intrinsik prey dan predator. Parametera; merupakan parameter
interaksi pemangsagmredator terhadapprey. Parameteb; adalah
parameter interaksi antgrey, sedangkana, adalah parameter
interaksi antapredator (Zhuang dan Wen, 2011).

(2.3)
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2.4 Efek Perlindungan Prey

Dalam prosegredasi, populasipredator memangsa populasi
prey secara terus-menerus sehingga poputesy berkurang dan
terancam punah. Untuk menghindari kepunahan dikemldaktor
perlindungarprey. Di alam bebas, nalupgrey untuk berlindung dari
predator merupakan faktor yang perlu diperhitungkan dalam
pemodelanPrey hanya keluar dari tempat berlindungnya ketika ia
merasa aman daripredator. Efek perlindungan mengurangi
kemungkinan prey untuk dimangsa sehingga terhindar dari
kepunahan (Pal dan Samanta, 2010).

Misalkanmx menyatakan lajprey yang berlindung, maka laju
prey yang dapat dimangsa olginedator adalah(1 —m)x dengan
me[0,1). Jika faktor perlindungaprey diperhitungkan, maka sistem
persamaan (2.3) dapat ditulis menjadi

dx
E = (1, — byx)x—a, (1 —m)xy (2.4)

e (o iy )
dc - 27 2 q—myx)”
(Zhuang dan Wen, 2011).

2.5 Efek Allee

Efek Allee merupakan penurunan laju pertumbuhan populasi
pada kepadatan populasi rendah yang disebabkan bakérapa
mekanisme, seperti kesulitan dalam menemukan pasard
kepadatan rendah. Sebagai contoh, populasi alasfaiatkupu-kupu
yang terancam punah, yaitdelitaea cinxia. Selain itu penyebab
terjadinya efek Allee lainnya adalahperkawinan sedarah dan
hilangnya heterozigositas dalam sel yaitu hilangfwagsi normal
dari satu alel dari gen di mana alel lainnya sudfgk aktif sehingga
menyebabkan penurunan kebugai&iek Allee dapat menyebabkan
kepunahan spesies ketika kepadatan terlalu rerfdlatta ukuran
populasi yang sangat kecil, beberapa spesies yamagcam punah,
seperti KakapoStrigops habroptilus), memiliki probabilitas rendah
untuk menemukan pasangan (Courchamp dkk,1999).



Jika efekAllee pada populasprey dinyatakan sebagai fungsi
ﬁ, maka sistem persamaan (2.4) menjadi

X
S —b
dt (1 1x)u+x

(oo )
dt 2 21 —-m)x ¥

dengarnu > 0 menyatakan paramet@iee (Zhuang dan Wen, 2011).

—a; (1 —m)xy
(2.5)

2.6 Sistem Dinamik Diskr et

Sistem dinamik merupakan suatu keadaan yang dipgmga
oleh waktu (t). Dalam penerapannya, terdapat dua jenis sistem
dinamik, yaitu sistem dinamik diskré€t € Z atau N) dan sistem
dinamik kontinu(t € R). Sistem dinamik diskret dinyatakan sebagai
persamaan beda, yaitu

Xep1 = f(xp), t € ZatauN,x € R"
(Arrowsmith dan Place, 1992).

Sistem dinamik diskret dua dimensi dinyatakan sebag

Xn+1 = f(xnr yn)
2.6
Yn+1 = g(xnr}’n)v ( )

di manaf dang disebut fungsi pembangkit sistem. Titik*, y*)
disebut titik kesetimbangan sistem persamaan (2jikp
f(x*,y*) = x* dang(x*,y*) = y* (Elaydi, 2005).

2.7 Sistem Dinamik Diskret Tak Linear

Jika f dang pada sistem persamaan (2.6) memuat perkalian
antara variabel tak bebas, maka sistem persamaéh {Bebut
sistem dinamik diskret tak linear. Misalkan titik*, y*) adalah titik
kesetimbangan sistem tak linear. Penyelidikan j&aitabilan titik
kesetimbangan tersebut dapat dilakukan dengan maligja sistem
hasil linearisasi. Proses linearisasi sistem taali dilakukan dengan
ekspansi deret Taylor terhadap masing-masing fyndang yaitu



Flm) = £y + LI Gy =)

af(x )
ayn ( -y )+771(xn'yn)
. e 0g(xt,yY) X
9Xn, Yn) = g(x*,y") +T(xn —-x")
gty
gx, N
+——— =¥ + 02000, V),

0Yn

di manan, (x,, y,,) dann,(x,,y,) adalah suku sisa. JiKa,,, y,,) —
(x*,y*) maka suku sisa tersebut memenubhi

nl(xn,yn)zo s lim N2 (Xn, Yn)

m — = =0,
Gy~ ) ||wy| e ym)> 0y [[wl

dengan w,, = (x,, — x*, %, — y*). Oleh karena itu,n; (x,,, y,) dan
1, (xn, ) dapat diabaikan.

Karena (x*,y*) adalah titik kesetimbangan, maka sistem
persamaan (2.6) dapat didekati dengan

. Of(x"y") o Of(xyM) X
Xns1 =X +T(xn x)‘*“‘g)jn—(yn )
L 09 yn) o, 09T, y") .
Yne1 =Y +T(xn S8 )+T(yn -y")
atau
a x*, * a x*, *
Xpt1 — X" = M(xn —x) +M(yn _y*)
axn ayn (2 7)
_yr 2 0900YY) O —x7) + PR L} O =¥") |
Yn+1 y axn n ayn Yn y o

Jika dimisalkanu, = x,, —x* dan v, =y, —y*, maka sistem
persamaan (2.7) dapat ditulis sebagai

Wn+1 =]*Wn, (2-8)



of x*y*) of(x*y")

. dx ay .
denganw,, = (u,,,v,) dan/* = . I . |adalah matriks
ganwy, = (tn, vn) dANJE =500 ) Cagiety®)
0xn Oyn

Jacobi di titik (x*,y*). Sistem persamaan linear (2.8) mempunyai
titik kesetimbangatix™, y*) = (0,0) (Elaydi, 2005).

Persamaan karakteristik sistem persamaan (2.8)ottedari
det(Al = J*) = 0.
Jika matriks Jacobi sistem persamaan (2.8) yanwedilkan adalah

Je (a11 a12)’

az1 Q3

maka nilai eigen matriks Jacobinya adalah akar apesan
karakteristik

A2 — (@11 + az)A + (a11055 — ay20,,) = 0.
Persamaan karakteristik dapat ditulis dalam bentuk
A2 —=pi+q=0,
dengarp = trace | dang = detJ (Elaydi, 2005).

Lemma2.1
Secara umum solusi analitik untuk sistem persar(&&hadalah
Wy = 514, " + 5,4, untukd, # 4,
dan

Wn ¥ (51 + Szn)ln Untukﬂl = AZ

(Elaydi, 2005).

Lemma?2.2

Jikal; danA, adalah akar-akar persamaan karakteristik unta&msis
persamaan (2.8), maka solusi sistem persamaan Kar8)ergen
menuju 0 jika dan hanya jika maksimunf|1,],|2;]} <1
(Elaydi, 2005).



Lemma?2.3

Jika F(1) =A% —pA+q denganl; danl, adalah dua akar dari

F(A) = 0 maka

M |44l <1 dan |A4,] <1 jika dan hanya jika F(1) > 0,
F(—1) > 0,dang < 1,

(i) |41 <1 dan |1,| > 1(atau 44| > 1 dan |1;]| < 1) jika dan
hanya jikaF(1) > 0 danF(—1) < 0,

(i) |44 >1 dan |A,]>1 jika dan hanya jika F(1)> 0,
F(—1) > 0,dang > 1,

(iv) 4; danA, adalah kompleks dai,| = |1,| = 1 jika dan hanya
jika F(1) >0, p?—4q <0,dang =1

(Zhuang dan Wen, 2011).

Berdasarkan Lemma 2.1, Lemma 2.2, dan Lemma 263 algh
Akibat 2.4 berikut.

Akibat 2.4

Jika (x*,y™) adalah titik kesetimbangan sistem persamaan ¢{28)

A1, 4, adalah nilai eigen untuk matriks Jacglaii titik (x*, y*), maka

jenis kestabilan titik kesetimbangafx*,y*) dapat ditentukan

berdasarkan Lemma 2.1, Lemma 2.2, dan Lemma 2.3.

(i) Titik kesetimbangarix®, y*) bersifat stabil asimtotiks(nk) jika
F(1)>0,F(—1) > 0,dang < 1.

(i) Titik kesetimbangar{x*, y*) bersifat tak stabil pelanaaddie)
jika F(1) > 0 danF(—1) < 0.

(i) Titik kesetimbangan(x*,y*) bersifat tak stabil sburce) jika
F(1) >0,F(—1) > 0,dang > 1.

(iv) Titik kesetimbangan(x*,y*) merupakan titik kesetimbangan
non-hyperbolic jika F(1) > 0, p2 —4g < 0,dang = 1

(Zhuang dan Wen, 2011).

10



2.8 Metode Euler

Metode Euler merupakan metode beda hingga dengan
pendekatan turunan pertama dengan beda maju atkunmendur.
Metode Euler maju adalah salah satu skema diskiigosederhana

yang menggunakan pendekatan beda maju. Pada ntettetemaju

x(tn

ini turunan pertam%% digantikan olehw dengam > 0

adalah ukuran langkah.

Untuk sistem persamaan diferensial

dx_( )
dt_fx’y
dy

E;—g(x')’),

ruas kiri digantikan oleh pendekatan dengan beda, iyaitu
x(tn + h) — x(tn)

; = [ (x (), ¥(tn))
h A
y(tn + })l y(tn) = g(x(tn), }’(tn))'

Diskretisasi dengan metode Euler maju dapat dkafis dalam
bentuk

x(t, + h) = x(t,) + hf(x(tn): Y(tn))

y(ty + h) = y(&,) + hg(x(t,), y(t)).-

Misalkan x, = x(t,), xps1=x(,+h), y,= y(t,), dan
Yn+1 = Y(t, + h), maka sistem persamaan (2.9) dapat dinyatakan
sebagai

(2.9)

Xpy1 = Xp + hf(xn; yn)
Yn+1 = Yn + hg(Cn, yn)

(Boyce dan Diprima, 2005).
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BAB I11
PEMBAHASAN

Pada bagian ini dibahas analisis dinamik mqutetlator-prey
Leslie-Gower diskret dengan perlindungparey tanpa dan dengan
efek Allee. Pembahasan skripsi ini adalah penentuan titik
kesetimbangan dan penentuan jenis kestabilankiggetimbangan.
Pada tahap akhir dilakukan simulasi numerik mautetiator-prey
diskret dengan perlindunggney tanpa dan dengan eféklee untuk
mengilustrasikan hasil analisis dinamik yang teladeroleh.

3.1 Diskretisas Model tanpa Efek Allee

Konstruksi modelpredator-prey Leslie-Gower kontinu dengan
perlindungarprey adalah

dH
dt
dP_( P )P
e \2"2q—mu)"

denganH menyatakan kepadatan populpsgy dan P menyatakan
kepadatan populapredator.
Sistem persamaan (3.1) didiskretisasi menggunaketoda
Euler dengan menerapkan beda maju, yaitu
H(t, +h) — H(t,
h Gl (r1 = by H(ty))H (t,) —ar (1 = m)H () P ()
P(tn + h) - P(tn) ) P(tn)

h - (7"2 —a (1 1 m)H(tn)> P(tn);
dengant, = (n — 1)h. Misalkan H(t,) = H,, H(t, + h) = Hp44,
P(t,) =B, dan P(t,+h)=P,,;. Bentuk eksplisit sistem
persamaan (3.2) adalah

Hpy1 = Hy + hH, [rl —byHy—a; (1 — m)Pn] = f(Hann):

o ] = g(Hy, P
(1_m)Hn _g( nr n)-

Sistem persamaan (3.3) merupakan medeadator-prey Leslie-
Gower diskret dengan perlindungprey di manah adalah ukuran
langkah dan semua parameter bernilai positif.

= (r, —biH)H—a,(1 — m)HP
(3.1)

(3.2)

Pn+1 = Pn + th n—a, (3.3)
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3.2 Titik Kesetimbangan M odel tanpa Efek Allee

Titik kesetimbangan sistem persamaan (3.3) adalalsisdari
f(H*,P*) = H* dang(H", P*) = P* yaitu
H* + hH* [T1 == blH*_al(l _m)P*] S H*

H* [r; — byH*—a,;(1 — m)P*] =0, R
dan
P* + hP* [ X ] P*
P2y oy
& =)l (3.4 b)

p
P [rz—az —(1 — m)H*] = 0.
Solusi persamaan (3.4 a) dan (3.4 b) secara betturt dapat
dinyatakan dalam bentuk

H*=0 (3.5)

atau
r, —bH —a;(1—m)P* =0, (3.6)

dan
P*=0 (3.7)

atau

p*

Ty — ay m = 0. (3.8)

Kombinasi keempat solusi di atas menghasilkan empat
kemungkinan titik kesetimbangan sebagai berikut.

Kasus 1. Pada kasus ini ditinjau persamaan (3.5) dan (Bajena
H*=0 dan P* =0, sehingga diperoleh titik kesetimbangan
E; = (0,0). Titik kesetimbangan ini merupakan titik kesetimdgan
trivial.

14



Kasus 2. Pada kasus ini ditinjau persamaan (3.5) dan (3a8uy

* — Sriv.a &
H*=0dan r, —a, =

substitusi persamaan (3.5) ke dalam persamaan [3a8) substitusi
tersebut tidak dapat diperoleh nil&ff, sehingga kasus ini tidak
menghasilkan titik kesetimbangan.

= 0. Nilai P*dicari dengan cara

Kasus 3. Kombinasi solusi persamaan (3.6) dan (3.7) mentjaasi
titik kesetimbangank, = (Z—HO).Titik kesetimbangan ini disebut
1

titik kesetimbangan kepunahagmedator atau titik kesetimbangan
batas.

Kasus 4. Pada kasus indlitinjau persamaan (3.6) dan (3.8) yaitu
P*

T _blH* _al(l _m)P* =0 danrz N azm -
Untuk memperolelt/*, maka ditinjau persamaan (3.8) yaitu
pP* A
TR T T
sehingga
1—-m)H*
pr = 2AZmH 3.9)
az
Jika persamaan (3.9) disubstitusikan ke persan&éprbaka
= 1-m)H*
A a0 0L, S
a
sehingga diperoleh
H* = A (3.10)

~ a;r,(1—m)2 +ayb;
Untuk memperole®*, maka ditinjau persamaan (3.8) yaitu
P*

TR T e T

15



sehingga

T (3.11)
(1 -m)r,
Jika persamaan (3.11) disubstitusikan ke persaii3a@nmaka
b,a,P*
r —m—al(l -m)P*=0
sehingga diperoleh
pr = -m) (3.12)

Car,(1-m)2+ay by

Persamaan (3.10) dan (3.12) merupakan titik kebetngan
E; = (H*, P*). Titik kesetimbangan ini disebut titik kesetimbang
interior.

3.3 Analisis Kestabilan M odel tanpa Efek Allee

Sebelum menentukan jenis kestabilan titik kesetirgha,
terlebih dahulu ditentukan matriks Jacobi untukesis persamaan
(3.3). Matriks Jacobi untuk sistem persamaan @dlajah

1+ h{r, — 2b;H* — a, (1 — m)P*} h{—a,H*(1 — m)}
J= az(P*)? 2a,P" |- (3.13)
{(1 - m)(H*)Z} = h{rz 37\ m)H*}

3.3.1 Kestabilan titik kesetimbangan E; = (0, 0)

Jika titik kesetimbangaik; = (0,0) disubstitusikan ke dalam
matriks Jacobi (3.13), maka hasilnya tidak dapdéfihisikan. Oleh
karena itu, jenis kestabilan titik kesetimbangén= (0,0) tidak
dapat ditentukan dengan linearisasi. Jenis keatabikitik
kesetimbangank; = (0,0) harus ditentukan dengan cara lain, tetapi
tidak dibahas pada skripsi ini.
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332 Kestabilan titik kesetimbangan E, = (3,0)
1

Matriks Jacobi sistem persamaan (3.3ydadalah

1= hry - alrlhil —m)
1

0 1+ hry

Karena J, adalah matriks segitiga atas, jelas bahwa nilai
eigennya adalah 4, =1—-rh dan A, =1+ nrh > 1. Menurut
Akibat 2.4,E, bersifat tak stabil pelanaaddle) jika 0 < rh < 2
dank, bersifat tak stabilspurce) jikar;h > 2.

iJh =

3.3.3 Kedtabilan titik kesetimbangan E; = (H*, P*)
Matriks Jacobi sistem persamaan (3.3)dadalah
1—hbiH* —a;h(1 —m)H"
= [2h(1 —
I3 r°h(1 —m) 1 — bt
az
Perhitungan matriks Jacobi sistem persamaan (8.B) tercantum
di Lampiran 1.

Nilai eigen/; diperoleh dari

|AI = ]3| =0
sehingga
(1 —-hbyH*) — 2 —a;h(1 —m)H*
2h(1 - =0
M (1—hry)— 2
a

22— (1= hry +1—hb,HOA + (1— hbyH?)(1 — hry)
a,,2h?(1 — m)?H*
+
az
A2 — (2 = h(ry + byH)A + (1 — kb H?)(1 — hry)
N a;1,*h*(1 —m)*H*

=0

a;

17



Persamaan karakteristik dapat ditulis sebagai

2 —pr+q=0,

dengan
p = 2 a9 h(rz + blH*),

a,h?r,° (1 — m)2H*

a;

Menurut Akibat 2.4, terdapat empat kemungkinan sjeni

kestabilan titik kesetimbangdsy, yaitu

(i)

18

E; bersifat stabil asimtotiks(nk) jika dan hanya jika
(i.1) f@)>o,

i.2) f(-1)>o0,

(i.3) g<1,

untuk £ (1) > 0 diperoleh

1-p+q>0,

dengan substitugi dang sebagaimana tercantum di Lampiran
2, diperoleh

a,r,b h?H* + a;h?r,2(1 — m)?2H* > 0,
untuk f(—1) > 0 diperoleh

1+p+q>0,
dengan substitugi dang sebagaimana tercantum di Lampiran
2, diperoleh
a
a; > = (2r,h + 2b,hH* — 1,byh2H* — 4),

h?r,2(1 — m)?H*
untukg < 1 (perhitungan dapat dilihat di Lampiran 2) dipelole

a, ) )
h2r,2(1 — m)2H" (ryh + byhH* — ryb  h2HY),

a, <



(ii)

(iii)

E; bersifat tak stabil pelanaaddie) jika dan hanya jika
(i) f(1)>o,

(i.2) f(-1) <0,

untuk £(1) > 0 diperoleh

1-p+q>0,

dengan substitugi dang sebagaimana tercantum di Lampiran
3, diperoleh

a,r,b h?H* + a;h?r,2(1 — m)?H* > 0,
untukf(—1) < 0 diperoleh

1+p+q<0,
dengan substitugi dang sebagaimana tercantum di Lampiran
3, diperoleh
a
a < : (2ryh + 2b hH* — 1,b  h2H* — 4),

h?r,%2(1 — m)?H*
E; bersifat tak stabilspurce) jika dan hanya jika
(ii.1) f(1) >0,

(iii.2) f(-1) >0,

(ii.3) g > 1,

untuk (1) > 0 diperoleh

1-p+q>0,

dengan substitugi dang sebagaimana tercantum di Lampiran
4, diperoleh

a,r,b h?H* + a;h?r,2(1 — m)?H* > 0,
untuk f(—1) > 0 diperoleh
1+p+q>0,

19



dengan substitugt dang sebagaimana tercantum di Lampiran
4, diperoleh

a;
h?r,%2(1 — m)?H,

untukg > 1 (perhitungan dapat dilihat di Lampiran 4) dipelole

a, ) )
h2r,2(1 — m)2H" (rzh + byhH* — r,b; h*H),

(iv) E; merupakan titik kesetimbangamon-hyperbolic jika dan
hanya jika

(iv.1) f(1) >0

(iv.2) p2 —4q <0,

(iv.3) ¢ =1,

untuk (1) > 0 diperoleh
1-p+q>0,

aq > *(2T2h+2b1hH* _rzbthH* _4),

a; >

dengan substitugi dang sebagaimana tercantum di Lampiran
5, diperoleh
a,r,byh?H* + a;h?r,%2(1 — m)?H* > 0,

untuk p? —4q < 0 (perhitungan dapat dilihat di Lampiran 5)
diperoleh
az
< 2
h?r,”(1 — m)?H*

untuk g = 1 (perhitungan dapat dilihat di Lampiran 5)
diperoleh

a; (—h%1,% + 2h%r,b H* — h%b,*(H")?),

"~ h21,2(1 — m)2H*

a, (ryh + byhH* — r,b,h?H*).

3.4 Diskretisas Model dengan Efek Allee

Pada bagian ini, dibahas modgredator-prey dengan
perlindungan dan efekilee padaprey. Jika efekAllee pada populasi
prey dinyatakan sebagai fungus% maka sistem persamaan (3.1)
menjadi
20



dH
<3 = (rn — biH)
apP P
2 s
dt (1-m)H

Sistem persamaan (3.14) didiskretisasi menggunaketode
Euler dengan menerapkan beda maju, yaitu

—a;(1—m)HP
g (3.14)

=4

H n h) — H n H s
(t, + ]?L (tn) =(ry — blH(tn))u—+(Ht—(Z)—a1(1 —m)H(t,)P(ty)
P(t, + ) = P(t,) P(tn)
e A

(3.15)

dengant, = (n — 1)h. Misalkan H(t,) = H,;, H(t, + h) = Hp,1,
P(t,) =B, dan P(t,+h) =P,,,;. Bentuk eksplisit sistem
persamaan (3.15) adalah

H
Hygs = Hy + bty |Gy = byHy) —"——~ay(1 )R |

“+2f (3.16)
Pn+1 = Pn + th [rz—az m],
di manaHy,,; = f(Hn, P,) danPy; = g(Hy, B,). Suku—"— adalah

fungsi efekAllee danu adalah parametéiee.

3.5 Titik Kesetimbangan M odel dengan Efek Allee

Titik kesetimbangan sistem persamaan (3.16) adadalsi dari
f(H*,P*) = H" dang(H", P*) = P* yaitu

*

H* + hH® [(r1 _ b,HY) «! G/, m)P*] — H

u+H*

(3.17 a)
-—a;(1 - m)P*] =0,

*
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dan

P*
P b [rymay e
P(} i)l (3.17 b)
e B
Solusi persamaan (3.17 a) dan (3.17 b) secararbeturut
dapat dinyatakan dalam bentuk

H =0 (3.18)

atau
\ * — — * = 3.19
(r, — b H )u+H* a;(1 —m)P 0, ( )

dan
P =0 (3.20)

atau

P*

—a,—————=0. 3.21
r;— 4z (1—m)H" 0 ( )

Kombinasi keempat solusi di atas menghasilkan empat
kemungkinan titik kesetimbangan sebagai berikut.

Kasus 1. Pada kasus ini ditinjau persamaan (3.18) dan (3kz0Ena
H*=0 dan P* =0, sehingga diperoleh titik kesetimbangan
E, = (0,0). Titik kesetimbangan ini merupakan titik kesetimgan
trivial.

Kasus 2. Pada kasus ini ditinjau persamaan (3.18) dan (3/ait

H*=0 dan r, — az(l_PW = 0. Nilai P*dicari dengan cara

substitusi persamaan (3.18) ke dalam persamaaril).(32ari
substitusi tersebut tidak dapat diperoleh nilai sehingga kasus ini
tidak menghasilkan titik kesetimbangan.
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Kasus 3. Kombinasi solusi persamaan (3.19) dan (3.20)
menghasilkan titik kesetimbang&p = (Z—l 0). Titik kesetimbangan

1
ini merupakan titik kesetimbangan batas.

Kasus 4. Pada kasus inditinjau persamaan (3.19) dan (3.21).
Perhitungan persamaan tersebut dapat dilihat dpiram6.
Dari hasil perhitungan di Lampiran 6 diperoleh

a,r; — a;ru(l —m)?

* = 3.22
a5 (1 —m)? + a,b; ( )
dan
1-m)H*
pr = =M (3.23)
az

Persamaan (3.22) dan (3.23) merupakan titik kebetngan
Es = (H", P*). Titik kesetimbangan ini disebut titik kesetimbang
interior. Titik kesetimbangarE; = (H*,P*) eksis jika memenuhi
1 _ aqu(1-m)?
= 2 =
T2 az

3.6 Analisis Kestabilan Modd dengan Efek Allee

Sebelum menentukan jenis kestabilan titik kesetirgha,
terlebih dahulu ditentukan matriks Jacobi untukesis persamaan
(3.16). Matriks Jacobi untuk sistem persamaan [Jadélah

a hM—a,H*(1 — m)}
] =] az(P*)z _ ZaZP* ) (324)
" {(1 —myEz b - m)H*}
dengan
2riH" = 3b (H")? n(H")?+b,(H)® .
a=1+h< T = Wt H)? —al(l—m)P>.
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3.6.1 Kestabilan titik kesetimbangan E, = (0,0)

Jika titik kesetimbangait, = (0,0) disubstitusikan ke dalam
matriks Jacobi (3.24), maka hasilnya tidak dapdéfihnisikan. Oleh
karena itu, jenis kestabilan titik kesetimbang&n= (0,0) tidak
dapat ditentukan dengan linearisasi. Jenis keatabititik
kesetimbangant, = (0,0) harus ditentukan dengan cara lain, tetapi
tidak dibahas pada skripsi ini.

362 Kestabilan titik kesetimbangan Es = (12,0)
1

Matriks Jacobi sistem persamaan (3.16)dadalah

a;r h(1 —m)
Js = S b, ’
0 1+ hry
dengan
2%—31;1“2 gl—z+b1;12
a,=1+nh T L " 2
u+E (u+b_11)

i 2r,°
—1+h(- o
uby + 11 u?b,” + 2ryub; + 12

r2h 2r°h

ubl + 4] u2b12 = 2T1ub1 + T'12

. 11 2h(u?by” + 2ryuby + 112) + 2 *h(ub; + 1)
(uby + rl)(uzblz + 2ryub; +1y?)

=1-—8.
Karenaj; adalah matriks segitiga atas, maka jelas bahvea nil
eigennya adalail; = 1 — g danl, = 1 + r,h > 1. Menurut Akibat

2.4, Ec bersifat tak stabil pelanasaddie) jika 0 < f < 2 dan Es
bersifat tak stabilspurce) jika memenuhp > 2.
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3.6.3 Kestabilan titik kesetimbangan E¢ = (H*, P*)

Matriks Jacobi sistem persamaan (3.16j dadalah

a; —a;h(1 —m)H"
=|rn2h(1—m
Js 2“h( ) 1 hr, )
a
dengan
2r H* —3b,(H)*  r,(H)* + b, (H")? .
a2—1+h< X BEPTTOY —a,(1-m)P* .

Perhitungarj, tercantum di Lampiran 7.

Nilai eigen/, diperoleh dari

Al = Jgl =0
sehingga
a; —A —a;h(1 —m)H"
2h(1 - =0
M (1—hr,) -2
a
5 a,152h?%(1 — m)*H*
/1 —(a2+1—h7'2)l+a’2(1—h7'2)+ =O

a;

Persamaan karakteristik dapat dinyatakan sebagai
A2 —pA+q, =0,

dengan

p1=0a;+1—nh,

a h?r,° (1 — m)2H*

q1 = a;(1 —hry) +
a;

Menurut Akibat 2.4, terdapat empat kemungkinan sjeni
kestabilan titik kesetimbangdiy, yaitu

(i) E¢ bersifat stabil asimtotiks(nk) jika dan hanya jika

(i.1) fF(1) >0,
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(i.2) f(=1) >0,

(i3) g1 <1,
untuk (1) > 0 diperoleh
1-— P1 + q1 >0
a h?r,° (1 — m)2H*
1—(a, +1—1rh) + a,(1 —1ryh) + » >0
2
a h?r, (1 — m)2H*
l1—a, —1+nrh+a, —arh+ " >0
2

a,h?r, (1 — m)2H"

r,h — a;rh + 1hr € ) >0
a

a k2, (1 — m)2H*

rh(1l— ay) +— 2 ( ) > 0,

a;

jika a; <1 makaf(1) > 0, sehingga kondisi (i.1) terpenuhi
pada saat, < 1,

untuk f(—1) > 0 diperoleh
1+ P1 + q1 >0

a k2, (1 — m)2H"

1+a,+1—-—nrh+a,(1—-rh)+ " >0
2
a,h?r, (1 = m)?H"
2+ 2a, —1,h —ayrh + ) >0
2
a k2, (1 - m)2H*
24 2a, —r,h(1 +ay) + Y >0,
2

jika mh <1 makaf(—1) > 0, dengan kata lain kondisi (i.2)
terpenuhi jika,h < 1,

untukg; < 1 diperoleh

a, h2r,” (1 — m)2H*
a,(1 —rh) + N (a ) <1,
2




(i) Eg bersifat tak stabil pelanaa@ddle) jika dan hanya jika
(i.1) f(1) >0,
(i.2) f(-1) <0,
untuk £(1) > 0 diperoleh
1-p1+¢>0
a,h?r,° (1 — m)2H*

1—(ay +1—rh)+ a,(1 —1ryh) + q >0
2

a h?r,° (1 — m)2H*

l—a, —1+nrh+a, —ar,h+

a;
a,h2r,” (1 — m)2H*
rzh—a2r2h+1 2 ( ) >0
a;
ah2r,” (1 — m)2H*
rh(1 — ay) +— Z(a ) >0,
2

jika @, <1 makaf (1) > 0, sehingga kondisi (ii.1) terpenuhi
pada saat, < 1,

untuk f(—1) < 0 diperoleh
1+ P1 ar q1 <0

a h?r,°(1 — m)2H*

l1+a,+1—nrh+a,(1 —nrh)+ 3 <0
2
a,h?r,” (1 — m)2H*
24+ 2a, —ryh—azrh + 7 <0
2
a k21, (1 — m)2H*
24 2a, —r,h(1 +ay) + <0,

a
(i) Eg bersifat tak stabilspurce) jika dan hanya jika

(ii.1) £(1) >0,
(ii.2) f(-1) >0,
(iii.3) g4 >1,
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untuk £ (1) > 0 diperoleh
1-pi+g,>0

a h?r,° (1 — m)2H*
1—(a,+1—nrh)+a,(1—nh) + 7 >0
2

a,h?r,° (1 — m)2H*
1—a;, —1+nrh+a, —ar,h+ = >0
2

ah?r,° (1 — m)2H*
r,h — a;r,h + e (a ) >0
2

ah2r,” (1 — m)2H*
rh(1 — ay) +— Z(a ) >0,
2

jika a; <1 maka f(1) > 0, dengan kata lain kondisi (iii.1)
terpenuhi jikea, < 1,

untuk f(—1) > 0 diperoleh
1+pi+g,>0

ah?r,° (1 — m)2H*

l1+a,+1—nrh+a,(1—nrh)+ 3 >0
2
ah?r,° (1 — m)2H*
24+ 2a, —ryh—ayryh + " >0
2
a h?r,° (1 — m)?H*
2+ 2a;, —1r,h(1+ ay) + ] >0,
2

jlka mh <1 maka f(—1) >0, sehingga kondisi (iii.1)
terpenuhi saath < 1,

untukg, > 1 diperoleh

a,h2r, (1 — m)2H*
a,(1 —ryh) + 2 (a ) > 1,
2




(iv) Eg merupakan titik kesetimbangamon-hyperbolic jika dan
hanya jika

(iv.1) f(1)> 0,
(iv.2) py%—4q, <0,

(iv.3) g1 =1,
untukf (1) > 0 diperoleh
1-pi+qg;>0
a,h2r, (1 — m)2H*
1—(a,+1—nrh)+a,(1 —nrh) + " >0
2
a,h?r, 2 (1 — m)2H*
l1—a, —1+nrh+a,—arh+ 3 >0
2
a,h2r, (1 — m)2H"
r,h — a;rh + 117, € ) >0
a
a k2, (1 — m)?H*
rh(1l — ay) + —2 (a ) >0,
2

jlka a; <1 makaf(1) > 0, dengan kata lain kondisi (iv.1)
terpenuhi jikea, < 1,

untukp;? — 4q, < 0 diperoleh

ah?r,” (1 — m)?H*
(ay + 1 —1,h)% — 4<az—a2rzh i =4\ (a ) ) <0,
2

untukg,; = 1 diperoleh

a,h?r, > (1 — m)2H* ¥

a;

1.

a,(1—ryh) +
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3.7 Simulas Numerik

Pada bagian ini dibahas simulasi numerik dengarggerakan
software MATLAB. Hal ini bertujuan untuk mengilustrasikaragil
analisis dinamik yang telah diperoleh pada subkablasmnyaHasil
simulasi numerik menggambarkan soldsierhadagP di sekitar titik
kesetimbangan yang digambarkan dalam bentuk plaiset Source
code program modelpredator-prey tanpa dan dengan efeMlee
dapat dilihat di Lampiran 8.

3.7.1 Simulas model tanpa efek Allee

Berdasarkan hasil analisis yang telah diperoleh,deho
predator-prey diskret tanpa efekAllee mempunyai dua titik
kesetimbangan yang dapat ditentukan jenis kestalyita yaitu
E, = (2—11,0) danE; = (H", P*). Titik kesetimbanga®; mempunyai

tiga kemungkinan jenis kestabilan dengan syartdritr, yaitu stabil
asimtotik, tak stabil pelana, atau tak stabil. KTkesetimbangart’,

mempunyai dua kemungkinan jenis kestabilan denggarat
tertentu, yaitu tak stabil pelana atau tak stabiarena titik
kesetimbangark, selalu tak stabil, maka simulasi mogheédator-

prey diskret tanpa efekllee dibagi menjadi dua kasus berikut.

Kasus 1. Pada kasus ini digunakan beberapa nilai paramgsétry
h=1, n =08, rn =05, a;=0.3, a, =03, by =0.1, dan
m = 0.6. Berdasarkan hasil analisis yang telah diperoktik
kesetimbangan E; = (H*,P*) bersifat stabil asimtotik jika
m* < a; < n*,dengan m* = —W(Zrzh + 2b hH* — r,b h?H* — 4)

dan n* = m(rzh+b1hf1* —n,b h?H*). Nilai  parameter pada

kasus 1 menghasilkam® = —3.94 dan n* = 1.22. Karena nilai
a; = 0.3, jelas bahwam™ < a; < n*, sehingga syarat kestabilan
E3; = (4.44,2.96) terpenuhi.
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Gambar 3.1 Potret fase model tanpa éfib&e untuk kasus 1

Dari Gambar 3.1 terlihat bahwa dengan beberapa awial,
yaitu (3, 2), (6,0.5), dan(4, 4), titik kesetimbangark; = (0,0)dan
E, = (8,0) tidak didekati oleh trayektori di sekitarnya, seglkan
titik kesetimbanganE; = (4.44,2.96) didekati oleh trayektori di
sekitarnya. Dengan kata lain, titik kesetimbandan= (0,0) dan
E, = (8,0) bersifat tak stabil, sedangkan titik kesetimbangan
E; = (4.44,2.96) bersifat stabil asimtotik. Hal ini berarti kedua
populasiprey danpredator dapat hidup berdampingan dalam batasan
nilai tertentu.

Kasus 2. Nilai parameter yang digunakan pada kasus 2, yaétul

rn =21, =095 a; =3, a; =3, by =0.1, dan m = 0.6.
Berdasarkan hasil analisis yang telah diperoldik, kesetimbangan
E; = (H",P*) bersifat tak stabil jika dan hanya jika memenuhi
a; > m* dana; > n". Nilai parameter pada kasus 2 menghasilkan
m* = —3.05 dan n* = 2.47. Karena nilaia; = 3, jelas bahwa
a; > m* dana; > n*, sehinggeE; = (H*, P*) bersifat tak stabil.

31



HP
+ E =00
+ E,=(21,0)

E, = (833, 1.06)
+ NA=(14,05)

20 25

Gambar 3.2 Potret fase model tanpa éfib&e untuk kasus 2

Gambar 3.2 menunjukkan bahwa dengan nilai ag#4, 0.5),
solusi tidak konvergen ke titik kesetimbangal, = (0,0),
E, = (21,0), dan E; = (8.33,1.06). Hal ini berarti bahweE, E,,
danE; bersifat tak stabil. Dengan kata lain, kedua pagiyrey dan
predator tidak akan mencapai nil&d,0), (21,0), dan(8.33,1.06).
Solusi pada kasus ini berupa solusi periodik yarenumjukkan
adanya bifurkasi Neimark-Sacker.

3.7.2 Simulas model dengan efek Allee

Pada bagian ini dibahas simulasi numerik mquietiator-prey
diskret dengan efekllee. Model dengan efekllee mempunyai dua
titik kesetimbangan yang dapat ditentukan jeniddieannya, yaitu
Es = (Z—ll,O) danEg = (H*, P*). Titik kesetimbanga®s mempunyai

tiga kemungkinan jenis kestabilan dengan syartdritr, yaitu stabil
asimtotik, tak stabil pelana, atau tak stabil. KTkesetimbangat's
mempunyai dua kemungkinan jenis kestabilan, yaitwstabil pelana
atau tak stabil. Karena titik kesetimband&nselalu tak stabil, maka
simulasi modelpredator-prey diskret dengan efeldllee dibagi
menjadi dua kasus berikut.
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Kasus 3. Pada kasus 3 digunakan nilai parameter yang sangad
nilai parameter pada kasus 1, yatu=1, r, = 0.8, r, = 0.5,
a; =0.3,a, =0.3, b; = 0.1, m = 0.6, danu =1. Berdasarkan hasil
analisis yang telah diperoleh, titik kesetimbangégn= (H*, P*)
bersifat stabil asimtotik jika, (1 — r,h) + 222G 4 o) < 1, dan
rnh<idengan a,=1+h (ZrlH:fgi(H*)z - rl(Hai;l?)gH*)3 —a;(1- m)P*).
Dari hasil perhitungan dengan nilai parameter padas 3 diperoleh
ay=074<1, h=05<1, dan ay(1 —ryh)+ W G _ 53 4

Jelas bahwa syarat kestabilan untuk tzitik kesetirgha
E, = (H",P*) terpenuhi. Simulasi pada kasus 3 ditunjukkan pada
Gambar 3.3 berikut.

4
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Gambar 3.3 Potret fase model dengan éléde untuk kasus 3

Dari Gambar 3.3 terlihat bahwa dengan beberapa anial,
yaitu (3, 2), (6,0.5), dan(4, 4), titik kesetimbangait, = (0,0) dan
E: = (8,0) bersifat tak stabil, sedangkan titik kesetimbangan
E, = (4,2.67) bersifat stabil asimtotik. Hal ini berarti kedua
populasiprey danpredator akan stabil pada nild#4, 2.67). Dengan
kata lain, kedua populasprey dan predator dapat hidup
berdampingan dalam batasan nilai tertentu.
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Kasus 4. Pada kasus ini parameter yang digunakan yaitu1,

rn=21,r=095a, =3,a, =3,b; =01, m = 0.6, danu = 1.

Berdasarkan hasil analisis yang telah diperoléil, kesetimbangan

Es = (H",P*) bersifat tak stabil jika dan hanya jika memenuhi
2 *

@, <1, h<1, dang( —rh)+ @b 0m " 4 Bardasarkan

7
hasil perhitungan diperoleha, = 045 <1, ,h =095<1, dan
2 o
ty(1 — ryh) + 282 A=mPH _ g 4451, sehingga nilai parameter

pada kasus 4 mzenyebabkan titik kesetimbanggr= (H", P*)
bersifat tak stabil yang ditunjukkan pada Gambér 3.

1.4 ,

HP
+ E,=(00
+ E =(21,0)
Eq = (7.73,0.98) ||
+ NA=(14,05)

12

/,'\\\ |
0.8 NN - - oo -

AR |

|

|
0.6 i ~ R s
0.4 mw==

0.2

i
o
=
a
)
(=]

25
H

Gambar 3.4 Potret fase model dengan éléde untuk kasus 4

Pada Gambar 3.4 terlihat bahwa dengan nilai gd#)0.5),
solusi tidak konvergen ke titik kesetimbangaf, = (0,0),
Es = (21,0), dan Es = (7.73,0.98). Hal ini berarti bahweEy, Es
dan E; bersifat tak stabil. Solusi pada kasus ini bergpéusi
periodik yang menunjukkan adanya bifurkasi Neim@gcker.
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3.7.3 Perbandingan hasil smulas model tanpa efek Allee dan
mode dengan efek Allee

Perbandingan hasil simulasi model tanpa &d&e dan model
dengan efelllee dapat dilihat pada Gambar 3.5 berikut.

T T

H Tanpa Perlindungan
P Tanpa Perlindungan
= === H Perlindungan
= === P Perlindungan H
====:= H Perlindungan + Allee

===== P Perlindungan + Allee {

|
1
.
|
|
| I ]
1 1 1
1 1 |
50 200 250 300

Gambar 3.5 Perbandingan model tanpa éféde dandengan efeldllee

Gambar 3.5 menunjukkan grafik solugi dan P terhadapt
untuk tiga kasus yang berbeda, yaitu tanpa pettigain dan tanpa
efek Allee padaprey (garis lurus), dengan perlindungan dan tanpa
efek Allee padaprey (garis putus-putus), dengan perlindungan dan
efek Allee padaprey (garis titik). Dari Gambar 3.5 terlihat bahwa
dengan nilai awal yang sama, yai(8, 2), jumlah populasiprey
dengan efek perlindungan lebih banyak daripadaghngopulasi
prey tanpa efek perlindungan. Dengan kata lain, efekngeingan
prey menghambapredator untuk memangsprey, sehingga populasi
prey meningkat. Di sisi lain, jumlah populagiey tanpa efekAllee
lebih banyak dari pada jumlah populasgy dengan efeldllee. Hal
ini berarti efekAllee menghambat laju pertumbuhgrey, sehingga
jumlah populasprey menurun. Sementara iforedator akan tumbuh
menujucarrying capacity yang sebanding denganrey.
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BAB IV
KESIMPULAN DAN SARAN

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan tujuan penulisan dan hasil pembahasala p
skripsi ini, maka dapat diambil kesimpulan sebdgaikut.

1. Diskretisasi modepredator-prey dengan perlindunggorey tanpa
dan dengan efekAllee menggunakan Metode Euler Maju
menghasilkan sistem dinamik diskret nonlinear.

2. Pada masing-masing model diperoleh tiga titik kedmngan
yakni titik kesetimbangan trivial, titik kesetimbangaatas, de
titik kesetimbangan interior.

3. Titik kesetimbangan trivial tidak dapat ditentukajnis
kestabilannya. Titik kesetimbangan batas mempungaa
kemungkinan jenis kestabilan, yaitu tak stabil pelatau tak
stabil. Titik kesetimbangan interior mempunyai tiga
kemungkinan jenis kestabilan dengan syarat tertgmiitu stabil
asimtotik, tak stabil pelana, atau tak stabil. KTkesetimbangan
interior merupakan titik kesetimbangamon-hyperbolic dengan
syarat tertentu.

4. Simulasi numerik untuk modepredator-prey diskret dengan
perlindunganprey tanpa dan dengan efeilee sesuai dengan
hasil analisis yang telah diperoleh. Nilai parametiéentukan
sesuai kondisi yang diperlukan.

4.2 Saran

Pada pengkajian selanjutnya diharapkan membahaabkaa
untuk titik kesetimbanganon-hyperbolic sehingga jenis kestabilan
dan syarat kestabilan dari titik kesetimbangan etars dapat
diperoleh. Selain itu, hasil simulasi untuk kasugdéh kasus 4
menunjukkan adanya bifurkasi Neimark-Sacker, sefa@rdjsarankan
untuk melakukan analisis lebih lanjut terhadap stksisi bifurkasi
tersebut.
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LAMPIRAN

Lampiran 1. Perhitungan Matriks J;

Matriks Jacobi dariE; = (H*, P*) adalah

J(E3) = J(H",P")
1—hbiH* —a;h(1 —m)H"

= |r2h(1 —m) -
a, 2
_ [1711 1712]
' Va1 Va2l
engan
v11 = 1 + h(Tl - ZblH* - a1(1 - m)P*)
N 2b1ya, a;(1 —m)?nr,
3 " a (1 —=m)? + ayb;  ayr(1 —m)? + azby

= alrz(l - m)z + a2b1 + hrl(alrz(l - m)z + azbl)
—2byryayh — a (1 — m)?rynrh

= alrz(l - m)z + a2b1 - hb1T1a2
hbiria,
a r,(1 —m)? + a, by
=1- hblH*,
Vi = h(_alH*(l = m))
= —a.h(1 —m)H",

_ o[ aaP?
Vy1 = <(1 = m)(H*)2>
—h <a2r12r22(1 = m)2>

(1 -m)r?ay?

_ 1*h(1-m)
= = ’
2a,P*
Uzz == 1+h<7‘2 _—(1—m)H*)
2h 1-—
=14 hry— a7y ( m)
ari(1—m)
= 1 aF hrz - hrz
= 1 — rzh.

)
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Lampiran 2. Perhitungan Syarat Kestabilan E3 (Sink)

E; stabil asimtotik §nk) jika dan hanya jika kondisi berikut terpenuhi
(1) £(1) >0,

(i.2) f(=1) >0,

(i.3)qg<1,

untuk £ (1) > 0 diperoleh
1-p+q>0
1—(2—h(r, +byH")) + (1 — hbyH*)(1 — hry)
a,h?r,%(1 —m)?H*
pyantn ( m) >0
a
1—2+ hry, + hbyH* + 1 — hbyH* — hr, + h®>r,b,H*
a,h*r,%(1 —m)?H*
£ Gl ( ) s
a
a,h?r,%(1 — m)?H*
h2ryby H* + —2 (a Y1 o

2
a,r,b h?H* + a;h?r,2(1 — m)?H* > 0,

untuk f(—1) > 0 diperoleh
1+p+qg>0
14 2 — h(ry + byH") + (1 — hb,H")Y(1 — hry)
N a,h*r,2(1 — m)?H* —~,
a
3 — (hry + hbyH*) + (1 — hbyH* — hr, + h2r,b, HY)
N a,h*r,%(1 —m)?H* =
a
a,(3 —hr, — hbyH* + 1 — hbyH* — hry, + h?r,b H*)
+ a,h®r,%(1 — m)?H* > 0
ay(—2hry — 2hb H* + h?r,b H* + 4)+a,h%r,2(1 — m)?H* > 0
a,h?r,%(1 —m)2H* > ay(2hry + 2hb H* — h?ryb H* — 4)

a2 * .
R — )P (2ryh + 2byhH* — r,b h2H* — 4),

a; >
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untukg < 1 diperoleh
a h?r,° (1 — m)2H*
(1 — hbyHY)(1 — hry) + - <1
2
a,h?r,° (1 — m)2H"
az

a; k2, (1 — m)2H"

—hb,H* — hry + h?ryb, H* + —2 (a 1y
2

ay(—hbyH* — hry + h2r,b HY) + agh?r,” (1 —m)2H* < 0
a;h2ry° (1 — m)2H" < ay(hbyH* + hry — h2ryb HY)

a, . )
h2r,2(1 — m)2H" (rzh + byhH* — r,by h*H*).

1— hbyH* — hry + h*ryb  H* +

a; <
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Lampiran 3. Perhitungan Syarat Kestabilan E3 (Saddle)

E; saddle jika dan hanya jika kondisi berikut terpenuhi
(i) f(1)>o0,
(iL2) f(-1)>0,

untuk (1) > 0 diperoleh
1-p+q>0
1—(2=h(y +bH"))+ (1 — hbiH*)(1 — hry)
a h’r,?(1 —m)?H*
&2 ( ) o0
a
1—2+ hry, + hbyH* + 1 — hbyH* — hry, + h?>r,b,H*
a,h*r,2(1 — m)?H*
+
a

a,h*r,2(1 — m)*H*
h2ryby H* + — Z(a UL

>0

2
a,ryb h?H* + a;h?r,2(1 — m)2H* > 0,

untuk f(—1) > 0 diperoleh
1+p+q<0
14 2 — h(ry + byH") + (1 — hb, H)Y(1 — hry)
N a,h*r,%(1 — m)*H* 2
a
3 — (hry + hbyH*) + (1 — hb;H* — hr, + h2r,b, H")
a,h*r,%(1 — m)?H*
+
a
0,3 — hry — hbyH* + 1 — hb,H* — hry + h2r,byHY)
+ a,h?*r,%(1 —m)*H* < 0
ay(—=2hry, — 2hb H* + h?ryb H* + 4) + a1 h?r,2(1 — m)?H* < 0
a,h?r,%(1 — m)?H* < ay,(2hry + 2hb H* — h?*ryb H* — 4)

. x *
W2 = )P (2r,h + 2bhH* — b h?H* — 4).

<0

a; <
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Lampiran 4. Perhitungan Syarat K estabilan E3 (Source)

E; tak stabil gource) jika dan hanya jika kondisi berikut terpenuhi

(ii.1) (1) >0,
(ii.2) f(=1) >0,
(ii.3) q>1,

untuk £ (1) > 0 diperoleh
1-p+qg>0
1—(2—h(r, +byH")) + (1 — hbyH*)(1 — hry)
a,h*r,%(1 —m)?H*
yantn ( m) >0
a
1—2+ hry, + hbyH* + 1 — hbyH* — hry + h?>r,b,H*
a,h*r,%(1 —m)?H*
gantm ( m) >0
a
a,h?r,%(1 — m)?H*
h2ryby H* + —=2 (a 2

2
a,r,b h?H* + a;h?r,2(1 — m)?H* > 0,

untuk f(—1) > 0 diperoleh
1+p+qg>0
14 2 — h(ry + byH*) + (1 — hby H*)Y(1 = hry)
N a,h*r,2(1 —m)?H* a\
a
3 — (hry + hbyH*) + (1 — hbyH* — hry + h?rybyHY)
N a,h*r,%2(1 — m)?H* ol
a
a,(3 —hr, — hbyH* + 1 — hbyH* — hr, + h?r,b  H*)
+ a,h?ry%(1 — m)?H* > 0

ay(—2hry — 2hb H* + h?r,b H* + 4) + a1 A1, (1 — m)?H* > 0
a,h?r,%(1 —m)?H* > a,(2hr, + 2hb,H* — h®ry,b H* — 4)

(2ryh + 2bhH* — r,b h?H* — 4),

az
h?r,2(1 — m)2H*

a; >
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untukg > 1 diperoleh
a,h?r,° (1 — m)?H*
(1 — hbyHY)(1 — hry) + - > 1
2
a,h?r,° (1 — m)2H"
az

a; k2, (1 — m)2H"

—hb,H* — hry + h?ryb, H* + —= (a LI
2

ay(—hbyH* — hry + h2r,b HY) + ayh?r,” (1 — m)2H* > 0
a h?r,° (1 — m)2H* > a,(hb H* + hry — h?r,by H*)

a, . )
h2r,2(1 — m)2H" (rzh + byhH* — r,by h*H*).

1 — hbyH* — hry + h®ry,b H* +

a; >
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Lampiran 5. Perhitungan Syarat K estabilan E3 (Non-Hyperbolic)

E; adalah titik kesetimbanganon-hyperbolic jika dan hanya jika
kondisi berikut terpenuhi

(iv.1) f(1) >0,

(iv.2) p2—4q <0,

(iv.3) g =1,

untuk £ (1) > 0 diperoleh
1-p+q>0
1—(2=h(ry +byH*)) + (1 — hbyH*)(1 — hry)
a,h?ry%(1 — m)?H*
e’ %( m) >0
a
1—2+ hry, + hbyH* + 1 — hbyH* — hr, + h?>r,b,H*
a,h*r,%(1 —m)?H*
4 >0
a
a, h?r,%(1 — m)*H*
h2r,b H* + —2 ( AUE

a
a,r,b h?H* + a;h?r,2(1 — m)?H* > 0,

untukp? — 4q < 0 diperoleh

(2 — hry — hb,H")? — 4q < 0

4 — 4hr, — 4hb H* + 2h2r,byH* + h?r,% + h?b,*(H*)?
a,h?r,° (1 — m)2H"

a;

— 4(1 — hbyH)(1 — hry) +
<0

4 — 4hr, — 4hb H* + 2h%ryb,H* 4 h%1,% + h2b, 2 (H*)?
— 4(1 — hbyH* — hr, + h?ryb HY)
N a,h?r,” (1 — m)2H*

a;

<0

a;h?r, (1 — m)2H*
h2r,2 — 2h2ryby H* + h2b, 2 (H)? + —2 (a 1
2
ay(h?r,2 — 2h?ryb H* + h2b > (H*)?) + a;h?r, (1 —m)2H* < 0

a,h?r, (1 —m)2H* < ay(—h?r,?% + 2h%r,b H* — h2b,*(H")?)
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a;
5 2
h?r,”(1 — m)2H*

a (—h?ry2% + 2h%r,b H* — h%b,*(H")?),

untukqg = 1 diperoleh
alhzrzz(l - m)?H*

(1= hbyH*)(1 — hry,) +

a;
a k2,2 (1 — m)2H*
1 — hbyH* — hry + h*ryby H + —— (a yH
2
a k2,2 (1 — m)2H*
—hbyH* — hry + h?ryb H* + —2 (a Y H _
2

az(_hblH* N hrz ar hzrzblH*) ar alhzrzz(l - m)ZH* = 0
a1h2T22(1 - m)ZH* = az(hblH* ap hrz a hzrzblH*)

a, [ )
@1 = Ty (2 BhH = raby k2.
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Lampiran 6. Perhitungan Nilai E¢ = (H*, P*)
PerhitunganH* dan P* diperoleh dari persamaan

*

(ry — byHY)

— — o 1.1

P
2 a—mn
Untuk mencari nilai darH™, ditinjau persamaan (1.2), sehingga
diperoleh

= 0. (1.2)

2

r,(1 —m)H*

a
Dengan mensubstitusikan persamaan (1.3) ke persanihd)
didapatkan

*

(1.3)

*

(rl < blH )u T H* —a1(1 7B m)P — 0
b H* * a )rz(l—m)H*_O
(14 1 )u+H* a m a, ;
H* a,rH*(1 — m)?
— b H* — =0
( 1 )u+H* a,

(ry — byH)H*a, — a;, H*(1 = m)?(u+ H*) = 0
a,r H* — ayb; (H*)? — ayrouH*(1 — 2m + m?)
—a;p(H)?(1-2m+m?) =0
ayr H* — ayby (H*)? — ayryuH* + 2ma,ry,ul* — a;ryul*m?
— ayry(H*)? + 2mayry, (H)? — m2a;r,(H)? =0
H*(ayr, — ayryu+2mayryu — agryum? + H*(—ayby — agry
+ 2ma;r, —m?a,1r,)) =0
ayr, — a U + 2mayr,u — agr,um?
= H*(ayb, + ay1, — 2mayr, + m?a,ry)

2
P A — AU + 2a,mru — amernu

a, by + airy, — 2a,mr, + aym?n,
sehingga diperoleh
_ apry — agru(l — m)?

*

(1.4)

a,b; + a;ry(1 —m)?2’
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Untuk mencari nilai darP*, ditinjau persamaan (1.2), sehingga
diperoleh
azp*
1 -m)r,
Dengan mensubstitusikan persamaan (1.5) ke persanidd)
didapatkan

H* (1.5)

*

(T'1 N blH*)m—al(l — m)P* =0
azblp* ) azp* (1 _m)rz .
<r1 A -—m)r, ((1 —m)r, % u(l —m)r, + a,P* B2y 7Y
( a,b, P* )( a,P* ) a )P =0
2 1 -m)r,/ \u(l —m)r, + a,P* e iy

—a,(1-m)P* =0
(1 —m)r, u(l —m)r, + azP*> a1 =m)

aZP*T'lT‘Z(l - m) - azzbl(P*)z
ury,?(1 —m)? + (1 — m)rya,P*
ayP*riry(1 — m) — ay?by(P?)? — a; (1 — m)3P*ur,?
—a;(1 =m)?(P)*rpa, = 0
2
a,P*ryr, — aymP*ryr, — ay,“b; (P)*—a,; P*ur,?(1 — 3m
+ 3m?—m3)—a, (P")*rya,(1 - 2m+m?) =0
2
ayP*ryry — aymP*ryry — ay“by(P?)? — ayury,?P* + 3mayury,?P*
— 3m?a,ur,?P* + m3a unr,?P* — a a,r,(P)?
+ 2maya,r,(P)? — m?a,a,m(P)* =0
P*(ayriry — aymryr, — a ury? + 3mayury? — 3m2a,ur,
+ m3a,ury,® + P*(—ay?by — aya,ry + 2magayr,
—m?a,a,r,)) =0
AyT Ty — AyMIy Ty — A U2 + 3mayury? — 3m2agury? + m3aury?
21112 — QI T, — A UT 1ur; 1UT 1ur;
= P*(ay%b; + a,a,r, — 2ma,a,r, + m?a,a,r,)
ay7 Ty, — AyMrT, — a ur,? + 3ma,ur,? — 3m?aur,? + m3a,ur,?

(rlrz(l - m)_a2b1P*>< azp*

—a,(1—m)P*=0

2

P*
a,%b, + a,a,1r, — 2ma,a,r, + m?a,a,r;
a,rir, — aymnr, — aur? + (2 + Dmayunry,? — (2 + Dm?a un,? + m3a,ur,?

a,’b; + a,a,r, — 2ma,a,r, + m?a,a,r,
_ 1p(apry — aymry — aun, + (2 + Dmayur, — (2 + m?a,ur, + m*a,ur,)

a,(a,b; + a4, — 2mayr, + m?a; 1)
(a;r; — ayur, + 2ma,ur, — m?a,ur,)(1 — m)r,

a,(ab; + a1, — 2mayr, + m?a; ;)
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Lampiran 7. Perhitungan MatriksJ¢

Matriks Jacobi dariE; = (H*, P*) adalah
J(Ee) =] (H",P)

a, —a,h(1 —m)H"
=|r2h(1 —m) 1
a, 2
) [W11 W12]
Wz1 Wpa!
dengan
Wi1 = Ay
2rH* = 3by(H)? 1, (H")? + by (H?)? )
=1+h FH T Grmyal-mE
le == h(_alH*(l - m))
= —a.h(1 —m)H",

ay (P)?
Vo = "((1 - m)(H*)Z)
—h <a2r12r22(1 — m)2>
(1 -m)ry?ay?
752h(1 — m)
= a—z,

2a,P* )

(1 —m)H*
2ha,ryr,(1 —m)

W22=1+h<7"2—

=1+h7‘2— az’rl(]_—m)
=1+h7‘2—h7'2
=1—7‘2h.
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Lampiran 8. Program Model tanpa dan dengan Efek Allee

clear all ;

dt=1;

t=0:dt:300;

n=length(t);

r1=2.1;

r2=0.95;

al=3;

a2=3;

b1=0.1;

m=0.6;

u=1l; 9% untuk model tanpa efek Allee (u=0)
H(1)=14;

P(1)=0.5;

H5=r1/b1,;

H6=(a2*rl-al*r2*u+2*al*m*r2*u-
al*m”2*r2*u)/(a2*bl+al*r2-2*xal*m*r2+al*m”2*r2);
P6=(r2*(1-m)*H6)/a2;

for i=1:n-1
H(i+1)=H(i)+H(i)*dt*((r1-
b1*H(i))*H(i)/(u+H(i))-a1*(1-m)*P(i));
P(i+1)=P(i)+P(i)*dt*(r2-a2*P(i)/((1-m)*H(i)));

end;

figure(1);

plot(t,H, “r' P, '-g |, 'linewidth’ 2);
xlabel( 't );

ylabel( H& P )
legend( 'H' ,'P' );

grid;

figure(2);

plot(H,P, 'b* ,0,0, 'k* ,H5,0, 'r* ,H6,P6, ‘g* ,H(1),P(1
), 'b* , 'linewidth’ ,2);

xlabel(  'H" );

ylabel( 'P' );

legend( 'HP' ,'E_4 = (0, 0)' ,'E_5=(21, 0)' ,'E_6=
(7.73, 0.98)' , 'NA = (14, 0.5)' );

grid on;
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