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HOMOMORFISMA SEMIMODUL 
 

Abstrak 
     Semimodul adalah suatu struktur yang dibangun dari monoid 
komutatif dan semiring dengan pergandaan skalar. Jika monoid 
komutatif dan semiring merupakan struktur aljabar yang memiliki 
homomorfisma, maka pada semimodul juga terdapat homomorfisma. 
Homomorfisma pada semimodul berbeda dari homomorfisma pada 
monoid komutatif dan semiring. Oleh karena itu pada skripsi ini 
dibahas homomorfisma semimodul serta sifat-sifatnya. Sifat pada 
homomorfisma modul belum tentu berlaku pada semimodul sebab 
semimodul lebih luas daripada modul. Sifat yang hampir sama 
dengan homomorfisma pada modul adalah bahwa suatu monoid 
komutatif merupakan semimodul atas semiring jika terdapat 
homomorfisma dengan syarat tertentu. Selain itu, dapat diperlihatkan 
bahwa homomorfisma dua semimodul bebas dengan semimodul 
bebas isomorfik. 
 
Kata kunci: semimodul, semimodul bebas, homomorfisma 

semimodul. 
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SEMIMODULE HOMOMORPHISM 
 

Abstract 
     Semimodule is a structure constructed from a commutative 
monoid and semiring with scalar multiplication which satisfied some 
axioms. Since there are homomorphisms between commutative 
monoids as well as between semirings, there is also a 
homomorphism on semimodule. Homomorphism on semimodul is 
different from homomorphism on commutative monoid or on 
semiring. Therefore, this minithesis discusses homomorphism on 
semimodules and its properties. Properties on module 
homomorphism are not necessarily satisfied on semimodule 
homomorphism because semimodule is wider then module. 
Properties similiar to the module homomorphism is that a 
commutative monoid is a semimodule over semiring if there is 
homomorphism with certain condition. Moreover, it can be shown 
that homomorphism of free semimodule with free semimodule is 
isomorphic. 
 
Keyword: Semimodule, free semimodule, semimodule 

homomorphism. 
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BAB I 
PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang  

 Struktur aljabar adalah suatu himpunan tak kosong dengan satu 
atau lebih operasi biner dan memenuhi beberapa aksioma. Pembeda 
antara struktur aljabar yang satu dengan yang lain adalah banyaknya 
operasi dan banyaknya aksioma. 
 Grup adalah salah satu contoh struktur aljabar dengan satu operasi 
biner dan memenuhi beberapa aksioma. Semigrup juga merupakan 
struktur ajabar dengan satu operasi biner. Pembeda antara grup dan 
semigrup adalah banyaknya aksioma yang dipenuhi. Aksioma pada 
grup lebih banyak daripada semigrup, sehingga setiap grup 
merupakan semigrup. 
 Contoh struktur aljabar dengan dua operasi biner dan memenuhi 
beberapa aksioma adalah ring dan semiring. Perbedaan antara 
keduanya juga terletak pada banyaknya aksioma. Semiring lebih luas 
dari pada ring karena aksioma yang dipenuhi lebih sedikit, sehingga 
setiap ring juga merupakan semiring. 
 Selama ini telah dikenal suatu struktur aljabar yang disebut ruang 
vektor. Modul merupakan perumuman dari ruang vektor. Pada 
modul, syarat skalar diperumum menjadi elemen pada suatu ring. 
Dengan demikian ruang vektor merupakan suatu kasus khusus dari 
modul dan karena sifat modul yang lebih luas dari ruang vektor maka 
ada berbagai sifat-sifat trivial pada ruang vektor menjadi non-trivial 
pada modul. 
 Jika pada grup tedapat semigrup dan pada ring juga terdapat 
semiring, maka pada modul juga terdapat kasus yang lebih luas yang 
merupakan keterkaitan antara semigrup dan semiring, yang 
dinamakan dengan semimodul.  
 Homomorfisma adalah pemetaan yang memiliki sifat tertentu. 
Konsep homomorfisma dijumpai pada grup dan ring. Ring dan grup 
adalah struktur aljabar yang mendasari modul, sehingga pada modul 
juga terdapat homomorfisma. Jika pada modul berlaku 
homomorfisma, maka pada semimodul juga akan berlaku. Oleh 
karena itu, pada skripsi ini  dibahas definisi serta sifat-sifat pada 
semimodul dan homomorfisma semimodul. 
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1.2 Rumusan Masalah 

 Berdasarkan latar belakang yang telah diuraikan, permasalahan 
yang dibahas dalam skripsi ini adalah bagaimana definisi, contoh, 
serta sifat-sifat homomorfisma semimodul? 

1.3 Tujuan 

 Tujuan penulisan skripsi ini adalah membahas definisi dan contoh 
semimodul, serta Teorema yang terdapat pada homomorfisma 
semimodul. 
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BAB II 
TINJAUAN PUSTAKA 

 Semimodul merupakan perluasan dari modul. Sebelum 
mendefinisikan semimodul dan membahas sifat homomorfisma 
semimodul, akan dibahas definisi serta sifat-sifat pada 
homomorfisma modul yang telah dikenal. Beberapa definisi dan 
teorema yang berkaitan dengan modul dibahas berikut ini.  

2.1 Relasi, Pemetaan, dan Operasi Biner 

 Relasi dan pemetaan mendasari homomorfisma. Sedangkan 
operasi biner berkitan dengan struktur aljabar. Oleh karena itu, 
berikut ini akan dibahas terlebih dahulu tentang relasi, pemetaan, dan 
operasi biner. 
 
Definisi 2.1.1 (Hasil Kali Cartesius) 
 Misalkan � dan � adalah himpunan tidak kosong. Himpunan 
semua pasangan terurut ��, ��,  

� � � 	 
��, ��|� � �, � � � 
disebut hasil kali Cartesius (Cartesian product)  

(Bhattacharya, 1994). 

Definisi 2.1.2 (Relasi) 
 Misalkan � dan � himpunan. Suatu himpunan bagian � dari 
� � � disebut relasi dari � ke �. Jika ��, �� � �, maka � disebut 
berelasi � ke �, ditulis ��� (Bhattacharya, 1994). 

 Berikut ini adalah contoh hasil kali Cartesius dan relasi. 
 
Contoh 2.1.3 
 Misalkan  � 	 
1,2,3 dan � 	 
6,7  

a) � � � 	 
�1,6� , �1,7�, �2,6�, �2,7�, �3,6�, �3,7�, 
b) � � � 	 
�6,1�, �6,2�, �6,3�, �7,1�, �7,2�, �7,3�. 

 Salah satu contoh relasi dari � ke � dan � ke � (dinotasikan �) 
adalah 

a) � 	 
�1,6�, �2,6�, �1,7�, �2,7�, 
b) � 	 
�6,1�, �6,3�, �7,1�, �7,3�. 
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Contoh 2.1.4 
 Misalkan � 	 � 	 
1,2,3,4,5. Didefinisikan � relasi “kurang 
dari” pada �: ��� jika dan hanya jika � � �. Maka  
� 	 
�1,2�, �1,3�, �1,4�, �1,5�, �2,3�, �2,4�, �2,5�, �3,4�, �3,5�, �4,5�. 

Definisi 2.1.5 (Relasi Ekuivalensi) 
 Misalkan � adalah relasi pada himpunan �. � dikatakan: 

a) refleksif jika ���, untuk setiap � � �, 
b) simetri jika ��� � ���, untuk setiap �, � � �, 
c) transitif jika ��� dan ��� � ���, untuk setiap �, �, � � �. 

 Jika � refleksif, simetri, dan transitif, maka � disebut relasi 
ekuivalensi pada � (Bhattacharya, 1994). 

 Berikut ini adalah contoh relasi ekuivalensi. 

Contoh 2.1.6 
 Relasi kongruensi “�” modulo � pada � yang didefinisikan 
sebagai � � � jika dan hanya jika � membagi �  �, untuk setiap 
�, � � �, merupakan relasi ekuivalensi. 

Bukti:  
Untuk setiap �, �, � � �, akan dipenuhi kondisi di bawah ini. 

i. � membagi �  � 	 0, oleh karena itu � � � �"#$ ��. 
ii. jika � � � �"#$ ��, maka � membagi �  � atau �  � 	

�%, untuk suatu % � �. Hal ini berakibat �  � 	 �� %� 
dengan  % � �. Jadi � � � �"#$ ��. 

iii.  jika � � � �"#$ �� dan � � � �"#$ ��, maka � membagi 
�  � dan �  �, atau �  � 	 �%&, �  � 	 �%'. Hal ini 
berakibat �  � 	 ��%& ( %'�, dengan %&, %' � �. Jadi 
� � � �"#$ ��. 

Terbukti bahwa kongruensi modulo � adalah relasi ekuivalensi 
pada �. 

Definisi 2.1.7 (Kelas Ekuivalensi) 
 Misalkan ) adalah relasi ekuivalensi pada himpunan � dan  
� � �. Himpunan semua elemen � yang berelasi ) ke � dikatakan 
kelas ekuivalensi dari � pada ) dan dinotasikan dengan )���: 

)��� 	 
� � �|�)�. 
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Himpunan semua kelas ekuivalensi ) pada � disebut quotient set 
dari � oleh ) dan dinotasikan �/), dinyatakan dengan: 

� )⁄ 	 
)���|� � � 
(Bhattacharya, 1994). 

 Untuk memperjelas konsep kelas ekuivalensi, di bawah ini 
diberikan contoh. 

Contoh 2.1.8 
 � 	 � dan � adalah bilangan bulat positif. Pada Contoh 2.1.6 
telah diperlihatkan  bahwa relasi kongruensi “�” merupakan relasi 
ekuivalensi pada �. Himpunan kelas ekuivalensi �/�, dinotasikan 
�, adalah himpunan �0-, 1-, … , ��  1�----------�, dengan 
0- 	 
… , 2�, �, 0, �, 2�,…  
1- 	 
… , 2� ( 1, � ( 1,1, � ( 1,2� ( 1,…  
. 
. 
. 
�  1------- 	 
… , �  1, 1, �  1,2�  1,3�  1… . 

Definisi 2.1.9 (Pemetaan) 
 Misalkan � dan � adalah himpunan tidak kosong. Pemetaan / 
dari � ke � adalah himpunan bagian dari � � �, yang memenuhi 
untuk setiap � � � terdapat tepat satu � � � sedemikian sehingga 
pasangan ��, �� � /. Pemetaan / dinotasikan dengan  

/: � � � 1 /��� 	 � � �  
(Herstein, 1975). 

Definisi 2.1.10  
 Suatu pemetaan / dari � ke � disebut: 

1. injektif (1-1) jika untuk setiap �& 2 �' � � maka      
/��&� 2 /��'�, 

2. surjektif (onto) jika untuk setiap elemen � di �, terdapat 
elemen � di � sedemikian sehingga /��� 	 �, 

3. bijektif jika / injektif dan surjektif 
(Herstein, 1975). 
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Contoh 2.1.11 
 Misalkan � 	 � 	 3. /:3 � 3 didefinisikan sebagai        
/��� 	 ln �, untuk setiap � � 3.. Maka untuk sebarang � � 3, 
pemetaan / injektif. Sebab  

/��&�     	 /��'� 
6 ln�&       	 ln �' 
6 789:;      	 789:< 
6 �&            	 �'. 

Jadi, terbukti bahwa / injektif. 

Definisi 2.1.12 (Operasi Biner) 
 Misalkan = adalah himpunan tak kosong. Operasi biner > pada 
himpunan = adalah pemetaan = � = ke =, dinotasikan dengan: 

>: = � = � =. 
 Operasi biner pada = memasangkan setiap pasangan terurut 
��, �� � = � = dengan tepat satu elemen ? � =, yaitu 

��, �� 1 ? 	 � > �. 
Dengan kata lain, operasi biner > bersifat tertutup pada = 
(Bhattacharya, 1994). 

 Contoh operasi biner adalah sebagai berikut. 

Contoh 2.1.13 
(i). Operasi penjumlahan �(� dan pergandaan �. � pada himpunan 

A, �,3, B merupakan operasi biner. 
(ii). Operasi > pada = 	 �, yang didefinisikan 

>: �, � �, � �, 
��C, �-� D �C > �- 	 �#�----- 

untuk setiap �C, �- � �,, merupakan operasi biner. Dalam hal 
ini, operasi # dapat berupa pergandaan atau penjumlahan 
bilangan bulat, yaitu: 

�#�----- 	 � F �------ 	 
� � �|� 	 ����"#$ � 
atau 

�#�----- 	 � ( �------- 	 
� � �|� 	 �� ( ��"#$ �. 
(iii).  Jika semesta = adalah himpunan semua matriks operasi �(� 

bukan merupakan operasi biner pada himpunan matriks karena 
� ( � tidak terdefinisi jika matriks � mempunyai jumlah baris 
atau kolom yang berbeda dari �. 
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2.2 Semigrup, Subsemigrup dan Grup Komutatif 

 Setelah mengetahui definisi operasi biner, selanjutnya dibahas 
mengenai semigrup, subsemigrup, dan grup komutatif yang 
merupakan struktur aljabar dengan satu operasi biner. 

Definisi 2.2.1 (Semigrup) 
 Misalkan G adalah himpunan tak kosong yang di dalamnya 
didefinisikan operasi biner >. �G,>� disebut semigrup jika memenuhi  
i. �G,>� tertutup, yaitu � > � � G, untuk setiap �, � � G, 

ii. �G,>� bersifat assosiatif, yaitu �� > �� > ? 	 � > �� > ?�, untuk 
setiap �, �, ? � G (Kandasamy, 2002). 

Definisi 2.2.2 (Semigrup Komutatif) 
 Semigrup �G,>� disebut semigrup komutatif jika untuk setiap 
�, � � G berlaku � > � 	 � > �  (Kandasamy, 2002). 

 Di bawah ini adalah contoh semigrup yang sekaligus merupakan 
semigrup komutatif. 

Contoh 2.2.3 
 ��H,F� adalah semigrup komutatif. 

Bukti: 
 Misalkan = 	 �H. Operasi > didefinisikan sebagai operasi 
pergandaan �F�. Berdasarkan Contoh 2.1.6 dapat didefinisikan 
sebagai �C F �- 	 � F �------, untuk setiap �C, �- � �H. Karena operasi 
pergandaan merupakan operasi biner, pasti ��H,F� bersifat tertutup. 

Diambil sebarang �C, �- � �H, pasti berlaku 
(i). sifat assosiatif, yaitu 

��C F �-� F �C 	 � F �------ F �C 
 	 � F � F �--------- 
 	 � F �� F ��------------ 
 	 �C F � F �------ 
 	 �C F ��- F �C�, 
 

(ii). komutatif, yaitu 
�C F �- 	 � F �------ 

 	 � F �------  	 �- F �C. 
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Jadi, terbukti bahwa ��H,F� adalah semigrup komutatif. 

Definisi 2.2.4 (Monoid) 
 Semigrup �G,>� disebut semigrup dengan elemen identitas atau 
monoid jika terdapat elemen 7 � G sedemikian sehingga                
7 > � 	 � > 7 	 �, untuk setiap � � G, dan 7 disebut sebagai elemen 
identitas (Kandasamy, 2002). 

 Di bawah ini diberikan contoh monoid. 

Contoh 2.2.5 
 ��H,F� juga merupakan monoid, sebab terdapat 7C 	 1- � �H 
sedemikian sehingga untuk setiap �C � �H berlaku 1- F �C 	 1 F �------ 	 �C. 

Definisi 2.2.6 (Subsemigrup) 
 Misalkan �G,>� suatu semigrup dan I subset dari G. I disebut 
subsemigrup dari G jika dan hanya jika �I,>� suatu semigrup 
terhadap operasi yang sama dengan G (Kandasamy, 2002). 

 Di bawah ini adalah contoh subsemigrup yang sesuai dengan 
Definisi 2.2.6. 

Contoh 2.2.7 
 �
0-, 1-,·� adalah subsemigrup dari ��H,F�. Pada �H setiap elemen 
yang digandakan dengan 0- hasilnya adalah 0-, sehingga pada  
�
0-, 1-,·� berlaku sifat tertutup karena 0- � 
0-, 1-. Dan 1- · 1- 	 1-,       
1- juga merupakan anggota dari 
0-, 1-.  Karena 
0-, 1- � �H, pasti 
pada 
0-, 1- juga berlaku sifat assosiatif. Jadi, terbukti bahwa 
�
0-, 1-,·� adalah subsemigrup dari ��H,F�. 

Definisi 2.2.8 (Grup dan Grup Komutatif) 
 Misalkan G adalah himpunan tak kosong yang di dalamnya 
didefinisikan operasi biner  >. Kondisi-kondisi berikut dapat dipenuhi 
oleh �G,>�: 

i. �G,>� tertutup, yaitu � > � � G 
ii. �G,>� berlaku sifat assosiatif, yaitu: 

   �� > �� > ? 	 � > �� > ?�, untuk setiap �, �, ? � G 
iii.  �G,>� mempunyai elemen identitas sehingga berlaku: 
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   terdapat 7 � G, untuk setiap � � G sedemikian sehingga 
7 > � 	 � > 7 	 � 

iv. Setiap elemen dari M mempunyai invers, yaitu 
  untuk setiap � � G, terdapat �K& � G, sedemikian sehingga 
�K& > � 	 � > �K& 	 7 

v. �G,>� berlaku hukum komutatif, yaitu 
    untuk semua �, � � L, berlaku � > � 	 � > � 
Jika memenuhi (i) sampai (iv), maka �G,>� disebut grup. 
Jika memenuhi (i) sampai (v) maka �G,>� disebut grup komutatif 
atau grup Abel. 

(Spindler,K., 1994). 

 Untuk memperjelas Definisi 2.2.8, di bawah ini adalah contoh 
dari grup komutatif. 

Contoh 2.2.9 
��H,F� bukan merupakan grup sebab 0- tidak mempunyai invers. 

Tetapi ��H, (� merupakan suatu grup komutatif. 

Bukti: 
 Pembuktiannya hampir sama dengan pembuktian pada Contoh 
2.3.3 tetapi operasi > didefinisikan sebagai operasi perjumlahan �(� 
sehinnga �C ( �- 	 � ( �-------, untuk setiap �C, �- � �H. Karena operasi 
penjumlahan juga merupakan operasi biner, pasti pada ��H, (� 
berlaku sifat tertutup. 

Diambil sebarang �C, �- � �H, pasti berlaku 
(i). sifat assosiatif, yaitu 

��C ( �-� ( �C 	 � ( �------- ( �C 
 	 � ( � ( �------------ 
 	 � ( �� ( ��--------------- 
 	 �C ( � ( �------- 
 	 �C ( ��- ( �C�, 

(ii). komutatif, yaitu 
�C ( �- 	 � ( �------- 
      	 � ( �------- 	 �- ( �C 

(iii).  terdapat elemen identitas, 7C 	 0- � �H sedemikian sehingga 
untuk setiap �C � �H berlaku 0- ( �C 	 0 ( �------- 	 �C, 

(iv). setiap elemen mempunyai invers, 
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�C ( �CK& 	 0- 
M        �CK& 	 0- ( � �C� 
M        �CK& 	  �C � �H. 

Jadi, terbukti bahwa ��H, (� adalah semigrup komutatif. 

Definisi 2.2.10 (Subgrup) 
 Sebuah himpunan bagian tak kosong I dari grup L dikatakan 
subgrup atas L jika terhadap operasi biner yang sama I adalah grup 
(Heirstein, 1964). 

Definisi 2.2.11 (Subgrup Normal) 
 Sebuah subgrup N atas  L dikatakan subgrup normal jika setiap 
O � L dan � � N berlaku O�OK& � N (Heirstein, 1964). 

Contoh 2.2.12 
 � 	 �0-, (� adalah subgrup normal dari ��H, (�. 

Bukti: 
 Jelas bahwa � merupakan subgrup dari ��H, (�. Diambil sebarang 
� � �H, berlaku � ( 0- ( �K& 	 � ( �K& 	 0- � �. Jadi, � adalah 
subgrup normal dari ��H, (�. 

Definisi 2.2.13 (Homomorfisma Grup) 
 Misalkan �L,>� dan �LP, #� adalah grup. Pemetaan Q:L � LP 
disebut homomorfisma jika untuk setiap �, � � L berlaku Q�� >
�	Q�#Q��� (Heirstein, 1964). 

 Contoh homomorfisma grup adalah sebagai berikut. 

Contoh 2.2.14 
 Diketahui � merupakan grup terhadap penjumlahan. Pemetaan 
Q:� � � dengan Q��� 	  �, untuk setiap � � � merupakan 
homomorfisma grup. 

Bukti: 
 Diambil sebarang �, � � �, 

Q�� ( �� 	  �� ( �� 
 	  �  � 
 	 Q��� ( Q��� 
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Terbukti bahwa Q adalah homomorfisma grup. 

2.3 Semiring dan Ring 

 Semiring dan ring adalah struktur aljabar dengan dua operasi 
biner. Pembeda antara semiring dan ring adalah banyaknya aksioma 
yang dipenuhi. Berikut ini adalah definisi serta contoh dari ring dan 
semiring.  

Definisi 2.3.1 (Semiring) 
 Misalkan = adalah himpunan tak kosong yang di dalamnya 
didefinisikan dua operasi biner, yaitu penjumlahan dan pergandaan. 
= disebut semiring jika memenuhi: 

i. �=, (� adalah monoid komutatif 
ii. �=,F� adalah monoid 
iii.  Berlaku hukum distributif kiri dan distributif kanan, yaitu 

untuk setiap �, �, ? � = berlaku �� ( �� F ? 	 � F ? ( � F ? 
dan � F �� ( ?� 	 � F � ( � F ? 

iv. 0 F � 	 0 	 � F 0, untuk setiap � � = 
 (Nola, A.D., 2011). 

 Definisi semiring pada skripsi ini berbeda dengan definisi 
semiring pada umumnya. Tetapi definisi dari semimodul mengacu 
pada definisi 2.3.1. Setelah memahami Definisi 2.3.1, dapat dibuat 
contoh semiring sebagai berikut. 

Contoh 2.3.2 Semiring 
 Himpunan = 	 ��R S 0,(,F� merupakan suatu semiring. 

Bukti: 
 Diambil sebarang �, �, ? � =, pasti berlaku 

i. � ( � � =, 
ii. �� ( �� ( ? 	 � ( �� ( ?�, 
iii.  terdapat elemen identitas yaitu 0, 
iv. � ( � 	 � ( �. 
Terbukti �R S 0 terhadap penjumlahan adalah monoid komutatif. 

i. �. � � =, 
ii. �� F �� F ? 	 � F �� F ?�, 
iii.  terdapat elemen identitas, yaitu 1. 
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Terbukti �R S 0 terhadap pergandaan adalah monoid. 
�� ( �� F ? 	 � F ? ( � F ? dan � F �� ( ?� 	 � F ? ( � F ?, sehingga 
pada = berlaku hukum distributif kiri dan kanan. Serta untuk setiap 
elemen pada = jika dikalikan dengan 0 pasti menghasilkan 0, 
sehingga memenuhi Definisi 2.3.1 (iv). 
 Jadi, terbukti bahwa �R S 0 adalah semiring. 

Definisi 2.3.3 (Semiring Komutatif) 
 Sebuah semiring = dikatakan komutatif jika pada pergandaan 
berlaku hukum komutatif yaitu untuk semua �, � � =, berlaku 
� F � 	 � F � (Nola, A., 2011). 

Definisi 2.3.4 (Homomorfisma Semiring) 
 Misalkan ��,(,F� dan �=,T,U� adalah semiring. Homomorfisma 
semiring adalah suatu pemetaan V: � � = yang memenuhi: 

(i) V�� ( �� 	 V���T V���, untuk setiap �, � � �, 
(ii)  V�� F �� 	 V��� U V���, untuk setiap �, � � �  

(Dummit dan Foote, 2002). 

 Untuk lebih memahami definisi homomorfisma semiring, berikut 
ini adalah contohnya. 

Contoh 2.3.5 
 Pada Contoh 2.3.2 telah terbukti bahwa, ��R S 0,(,F� adalah 
semiring. Bilangan rasional (W,(,F� juga merupakan semiring. 
Pemetaan / yang didefinisikan sebagai 

/: �R S 0 � W 
     � D :

& 
/ adalah homomorfisma semiring. 

Bukti: 
(i) /�� ( �� 	 :

& (
X
& 	

:RX
& 	 /��� ( /��� 

(ii)  /��. �� 	 :
& ·

X
& 	

:X
& 	 /��� · /��� 

Terbukti / adalah homomorfisma semiring. 
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Definisi 2.3.6 (Ring) 
 Misalkan � himpunan tak kosong dengan dua operasi biner 
(penjumlahan dan pergandaan), dinotasikan dengan ��,(, . �, � 
disebut ring jika memenuhi: 

i. ��,(� adalah grup komutatif, 
ii. ��,F� adalah semigrup, 
iii.  Memenuhi hukum distributif (kiri dan kanan). 

��� ( ?� 	 �� ( �?, untuk setiap �, �, ? � � (distributif 
kiri), 
�� ( ��? 	 �? ( �?, untuk setiap �, �, ? � � (distributif 
kanan). 

(Bhattacharya,1994) 

 Di bawah ini adalah contoh ring menurut Definisi 2.3.6. 

Contoh 2.3.7 
 Misal �Y√2[ adalah himpunan semua bilangan berbentuk 
� ( �√2 dengan �, � � �, maka (�\√2],(,F) adalah ring. 

Bukti:  
 Ambil sebarang �, �, � � �\√2]. Misalkan � 	  � ( �√2, 

� 	 ? ( $√2, � 	 7 ( /√2 
1) Akan dibuktikan (�\√2],(� merupakan grup komutatif. 

i.  Berlaku sifat tertutup,  
� ( � 	 � ( �√2 ( ? ( $√2 	 �� ( ?� ( �� ( $�√2 � � 

ii. Hukum assosiatif 
�� ( �� ( � 	 ^� ( �√2 ( ? ( $√2_ ( 7 ( /√2 

	 �� ( ?� ( �� ( $�√2 ( 7 ( /√2 
	 �� ( ? ( 7� ( �� ( $ ( /�√2 

� ( �� ( �� 	 � ( �√2 ( ^? ( $√2 ( 7 ( /√2_ 
	 � ( �√2 ( �? ( 7� ( �$ ( /�√2 
	 �� ( ? ( 7� ( �� ( $ ( /�√2 

�� ( �� ( � 	 � ( �� ( ��. 
Jadi berlaku hukum assosiatif. 

iii.  Elemen identitas 
Misalkan 7 	 0 ( 0√2 � �\√2] 



14 

 

� ( 7 	 � ( �√2 ( 0 ( 0√2 	 � ( �√2 
7 ( � 	 0 ( 0√2 ( � ( �√2 	 � ( �√2 

Jadi terdapat elemen identitas 7 	 0 ( 0√2 � �\√2] 
sedemikian sehingga �7 	 7� 	 �, untuk setiap           
� � �\√2]. 

iv. Invers setiap elemen 
Misalkan �K& 	  � ( � ��√2 � �\√2] 
� ( �K& 	 � ( �√2 ( � �� ( � ��√2 	 0 ( 0√2 
�K& ( � 	 � �� ( � ��√2 ( � ( �√2 	 0 ( 0√2 
Jadi, untuk setiap � � �\√2] terdapat �K& � �\√2] 
sedemikian sehingga � ( �K& 	 �K& ( � 	 7. 

v. Hukum komutatif 
� ( � 	 � ( �√2 ( ? ( $√2 
           	 ? ( $√2 ( � ( �√2 

  	 � ( � 
Jadi, berlaku hukum komutatif. 

Terbukti bahwa  (�\√2], (� grup Komutatif. 

2) Akan dibuktikan (�\√2],F� merupakan semigrup. 
i. Berlaku sifat tertutup, 

�� 	 ^� ( �√2_^? ( $√2_ 
 	 �? ( �$√2 ( �?√2 ( �$√2√2 
 	 ��? ( 2�$� ( ��$ ( �?�√2 

�� � �\√2] 
ii. Akan dibuktikan berlaku hukum assosiatif 

����� 	 `^� ( �√2_^? ( $√2_a �7 ( /√2� 
	 `��? ( 2�$� ( ��$ ( �?�√2a �7 ( /√2� 

                   	 �?7 ( 2�$7 ( �$7√2 ( �?7√2 ( �?/√2 (
                           2�$/√2 (       �$/√2√2 ( �?/√2√2 
                   	 ��?7 ( 2�$7 ( 2�$/ ( 2�?/� ( ��$7 (
                           �?7 ( �?/ ( 2�$/�√2 

����� 	 ^� ( �√2_ `^? ( $√2_�7 ( /√2�a 
 	 ^� ( �√2_ `�?7 ( 2$/� ( �?/ ( $7�√2a 



15 
 

      	 �?7 ( 2�$/ ( �?/√2 ( �$7√2 (
�?7√2 ( 2�$/√2 (   �?/√2√2 (
�$7√2√2 

   	 ��?7 ( 2�$/ ( 2�?/ ( 2�$7� ( ��?/ (
�$7 ( �?7 ( 2�$/�√2 

Jadi, berlaku hukum assosiatif. 
Terbukti bahwa (�\√2],F� adalah semigrup. 

3) Akan dibuktikan hukum distributif, 

��� ( �� 	 ^� ( �√2_ `^? ( $√2_ ( �7 ( /√2�a 
	 ^� ( �√2_^? ( $√2_ ( ^� ( �√2_�7 ( /√2� 

��� ( �� 	 �� ( �� 
�� ( ��� 	 `^� ( �√2_ ( ^? ( $√2_a �7 ( /√2� 

	 ^� ( �√2_^7 ( /√2_ ( ^? ( $√2_�7 ( /√2� 
	 �� ( �� 

��� ( �� 	 �� ( ��� 
Berlaku hukum distributif. Jadi  (�\√2], (,F) adalah ring. 

Definisi 2.3.8 (Epimorfisma, Monomorfisma, Isomorfisma, 
Endomorfisma, Automorfisma) 

1. Homomorfisma V: � � = yang surjektif disebut 
epimorfisma. 

2. Homomorfisma V: � � = yang injektif disebut 
monomorfisma. 

3. Homomorfisma V: � � = yang yang bijektif disebut 
isomorfisma. 

4. Homomorfisma V: � � � disebut endomorfisma. 
5. Isomorfisma V: � � � disebut automorfisma. 

(Hartley dan Hawkes, 1994) 

 Untuk memperjelas pemahaman Definisi 2.3.8, diberikan contoh 
berikut. 
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Contoh 2.3.9 
 Misal ��\√2], (, . � adalah ring. Didefinisikan b: �\√2] � �\√2] 
dengan b^� ( �√2_ 	 �  �√2, akan dibuktikan b adalah 
automorfisma. 

Bukti: 
 Diambil sebarang ^� ( �√2_, ^? ( $√2_ � �\√2]. 
b `^� ( �√2_ ( ^? ( $√2_a 	 b `�� ( ?� ( �� ( $�√2a 
     	 �� ( ?�  �� ( $�√2 
     	 ^�  �√2_ ( ^?  $√2_ 
     	 b^� ( �√2_ ( b�? ( $√2� 
b `^� ( �√2_^? ( $√2_a 	 b `��? ( 2�$� ( ��? ( �$�√2a 

	 ��? ( 2�$�  ��? ( �$�√2 
	 ^�  �√2_�?  $√2� 
	 b^� ( �√2_b�? ( $√2� 

Jadi b adalah homomorfisma. 
 Misal b^� ( �√2_ 	 b�? ( $√2�, maka �  �√2 	 ?  $√2, 
jadi � 	 ?, � 	 $, sehingga b injektif. 
 Jelas bahwa b surjektif, karena untuk setiap �  �√2 � �\√2] 
akan terdapat � ( �√2 � �\√2] dimana b^� ( �√2_ 	 �  �√2. 
 Karena b homomorfisma yang bijektif dan merupakan pemetaan 
dari ring �\√2] ke dirinya sendiri, maka b disebut automorfisma. 

2.4 Modul 

 Apabila selama ini dikenalkan suatu konsep aljabar mengenai 
ruang vektor, maka modul merupakan perumuman dari ruang vektor. 
Pada modul, syarat skalar diperumum menjadi elemen pada suatu 
ring dan bukan field, dimana definisi field sama dengan definisi ring 
hanya pada pergandaan, pada field tanpa elemen nol adalah grup. 
Dengan demikian ruang vektor merupakan suatu kasus khusus dari 
modul. 

 
 



17 
 

Definisi 2.4.1 (Modul Kiri) 
Suatu modul kiri G atas ring dengan elemen identitas � adalah 

suatu grup komutatif G yang di dalamnya didefinisikan suatu 
pemetaan: 

Q:� �G c G 
�d, "� 1 Q�d,"� 	 d" 

yang memenuhi: 
(i) d�"& ("'� 	 d"& ( d"' 
(ii)  �d& ( d'�" 	 d&"( d'" 
(iii)  �d&d'�" 	 d&�d'"� 
(iv) 1" 	 " 

Untuk setiap d, d&, d' � � dan  ","&,"' � G (Hartley dan Hawkes, 
1994). 

 Akibat Definisi 2.4.1, untuk setiap d � � dan " � G berlaku: 
i. 0e F " 	 0f, 

ii. d F 0f 	 0f, 
iii.  � d�" 	  �d"� 	 d� "�. 

Definisi 2.4.2 (Modul Kanan) 
Suatu modul kanan M atas ring dengan elemen identitas R adalah 

suatu grup komutatif M yang di dalamnya didefinisikan suatu 
pemetaan: 

Q:G � � c G 
�", d� 1 Q�", d� 	 "d 

yang memenuhi: 
(i) �"& ("'�d 	 "&d ( "'d 
(ii)  "�d& ( d'� 	 "d& ("d' 
(iii)  "�d&d'� 	 �"d&�d' 
(iv) "1 	 " 
untuk setiap d, d&, d' � � dan ","&,"' � G (Hartley dan Hawkes, 
1994). 

Definisi 2.4.2 juga mengakibatkan: 
i. " F 0e 	 0f, 

ii. 0f F d 	 0f, 
iii.  � "� F d 	  �d"� 	 "� d�. 
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 Akan tetapi tidak menutup kemungkinan bahwa operasi 
pergandaan skalar dapat berlaku dari kiri dan sekaligus dari kanan. 
Sifat modul dengan operasi pergandaan tersebut dapat dinyatakan 
sebagai definisi. 

Definisi 2.4.3 (Bimodul) 
 Diberikan grup komutatif �G,(� dan ring dengan elemen 
identitas ��,(, . �. Jika G modul kiri sekaligus modul kanan atas � 
maka G disebut bimodul (Wijna, 2009). 

 Berikut ini adalah contoh bimodul. 

Contoh 2.4.4 
Setiap ring dengan elemen identitas � adalah bimodul atas dirinya 

sendiri dengan pergandaan skalar:  
V: � � � � � 
��,"� D � F ",  

untuk setiap " � �, � � �. 

Bukti: 
 Diambil sebarang ",� � � dan �, � � � 

i. �� F �� F " 	 � F �� F "� sebab pada ring berlaku hukum 
assosiatif pergandaan. 

ii. � F �" ( �� 	 �� F "� ( �� F ��  sebab pada ring berlaku 
hukum distributif kanan. 

iii.  �� ( �� F " 	 �� F "� ( �� F "� sebab pada ring berlaku 
hukum distributif kiri. 

iv. 0 F " 	 0 	 � F 0 
v. 1 F � 	 � 

Terbukti bahwa � adalah �-modul kiri. 

i. " F �� F �� 	 �" F �� F � sebab pada ring berlaku hukum 
assosiatif pergandaan. 

ii. �" ( �� F � 	 �" F �� ( �� F ��  sebab pada ring berlaku 
hukum distributif kiri. 

iii.  " F �� ( �� 	 �" F �� ( �" F �� sebab pada ring berlaku 
hukum distributif kanan. 

iv. " F 0 	 0 	 0 F � 
v. � F 1 	 � 
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Terbukti bahwa � adalah �-modul kanan. 
 Jadi, telah terbukti bahwa ring dengan elemen satuan � adalah 
modul atas dirinya sendiri. 

Contoh 2.4.5 
 Setiap grup komutatif G adalah suatu �-modul kiri dengan 
pergandaan skalar: 

g: � � G � G 
��,"� D �" 	 " (" (h("                                                 

� suku 

Bukti: 
 Diambil sebarang "&,"' � G dan �&, �' � �, 

i. ��& F �'� F " 	 �& F ��' F "� 
ii. ��"& ("'� 	 �"& ("'� ( �"& ("'� ( h( �"& ("'� 

 	 "& ("& (h("& ("' ("' (h("' 
 
                                      � suku                               � suku 

 	 �"& ( �"' 
iii.  ��& ( �'� F " 	 " F �& (" F �' 
iv. 0 F " 	 0 
v. 1 F " 	 " 

 Jadi, terbukti bahwa G adalah �-modul kiri. 

 Dengan cara yang sama, dapat dibuktikan juga G adalah �-modul 
kanan, sehingga G adalah �-bimodul. 

Definisi 2.4.6 (Submodul) 
 Diketahui G merupakan �-modul. � ring dengan elemen satuan, 
dan N i G, maka N disebut submodul dari G jika dan hanya jika 
memenuhi aksioma berikut: 

1. N merupakan subgrup komutatif dari G, 
2. operasi pergandaan skalar yang berlaku pada G juga berlaku 

pada N (Wijna, 2009). 

Untuk mempermudah pemahaman mengenai submodul, 
diberikan contoh sebagai berikut. 
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Contoh 2.4.7 
1. � modul atas dirinya sendiri, himpunan 

3� 	 
… , 3,0,3,…  merupakan submodul dari �. 
2. W  adalah 3 modul, himpunan bilangan rasional W 

merupakan submodul dari 3. 

2.5 Modul Faktor, Homomorfisma Modul, dan Modul Bebas 

 Misalkan G adalah �-modul. Karena G grup komutatif, maka 
sebarang subgrup dari G juga merupakan grup komutatif. Misalkan 
N adalah sebarang subgrup dari G. Karena N subgrup komutatif, 
maka N merupakan subgrup normal terhadap G, yaitu                   
� ( N 	 N ( � untuk setiap � � G. G N⁄ 	 
� ( N|� � G 
merupakan grup terhadap operasi biner                                         
�� ( N� ( �� ( N� 	 �� ( �� ( N. Karena G grup komutatif, 
maka: 

�� ( N� ( �� ( N� 	 �� ( �� ( N 
	 �� ( �� ( N 
	 �� ( N� ( �� ( N�. 

Jadi, G/N merupakan grup komutatif terhadap operasi penjumlahan 
koset. 

Teorema 2.5.1 
 Diketahui G adalah �-modul, N sebarang submodul dari G, dan 
� ring dengan elemen satuan, maka G N⁄  yang merupakan �-modul 
terhadap operasi pergandaan koset d�� ( N� 	 �d�� ( N untuk 
setiap d � � dan � ( N � G/N. Selanjutnya G/N disebut modul 
faktor. 

Bukti: 
 Akan ditunjukkan bahwa operasi pergandaan koset merupakan 
operasi biner. Pertama, ditunjukkan bahwa operasi terdefinisi dengan 
baik. Diambil sebarang � ( N, � ( N � G/N dengan                    
� ( N 	 � ( N. Menggunakan sifat kesamaan dua koset diperoleh 
�  � � N. Karena N submodul, maka untuk sebarang d � � 
berlaku, d��  �� 	 d�  d�. Dengan kata lain                         
�d�� ( N 	 �d�� ( N, sesuai dengan operasi pergandaan koset 
d�� ( N� 	 d�� ( N�. Terbukti operasi terdefinisi dengan baik. 
Kedua, operasi tertutup karena d� � G untuk sebarang d � � dan 
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� � G. Dengan demikian berlaku d�� ( N� 	 �d�� ( N � G/N. 
Jadi, operasi pergandaan koset merupakan operasi biner.  
 Diberikan sebarang � ( N, � ( N � G/N dan d, d&, d' � �. Akan 
ditunjukkan bahwa operasi pergandaan koset memenuhi aksioma 
pergandaan skalar: 
1. d^�� ( N� ( �� ( N�_ 	 d��� ( �� ( N� 

	 ^d�� ( ��_ ( N 
	 �d� ( d�� ( N 
	 �d� ( N� ( �d� ( N� 
	 d�� ( N� ( d�� ( N� 

2. �d& ( d'��� ( N� 	 ^�d& ( d'��_ ( N 
	 �d&� ( d'�� ( N 
	 �d&� ( N� ( �d'� ( N� 
	 d&�� ( N� ( d'�� ( N� 

 
3. �d&d'��� ( N� 	 ^�d&d'��_ ( N 

	 ^d&�d'��_ ( N 
	 d&�d'� ( N� 
	 d&�d'�� ( N�� 

4. 1e�� ( N� 	 �1e�� ( N 
 	 � ( N 

Jadi, terbukti bahwa G/N merupakan modul atas �. 

 Berikut ini adalah contoh dari modul faktor. 

Contoh 2.5.2 
 Pada �  adalah modul terhadap dirinya sendiri dan dapat dipilih 
submodul 6� dan dibentuk grup komutatif, yaitu � 6�⁄ 	 �j yang 
anggotanya 
0 ( 6�, 1 ( 6�, 2 ( 6�, 3 ( 6�, 4 ( 6�, 5 ( 6� 	

0-, 1-, 2-, 3-, 4-, 5-. Himpunan � 6�⁄  merupakan modul atas � dengan 
operasi pergandaan skalar d�� ( 6�� 	 �d�� ( 6� untuk setiap 
d � � dan � ( 6� � � 6�⁄ . 

Definisi 2.5.3 (Homomorfisma Modul) 
 Diketahui G dan GP adalah �-modul. Pemetaan g:G � GP 
disebut homomorfisma modul jika dan hanya jika memenuhi: 

i. g�"& ("'� 	 g�"&� ( g�"'�, untuk setiap "&,"' � G, 
ii. g�d"� 	 dg�"�, untuk setiap " � G dan d � � (Wijna, 2009). 



22 

 

 Untuk memperjelas tentang definisi homomorfisma modul, 
diberikan contoh sebagai berikut. 

Contoh 2.5.4 
 Diketahui � dan �Y�[ yaitu himpunan polinom yang konstantanya 
berupa anggota � keduanya merupakan �-modul. Pemetaan      
g: � � �Y�[ dengan definisi g��� 	 ��k merupakan homomorfisma 
modul. 

Bukti: 
i. g�� ( �� 	 �� ( ���k 	 ��k ( ��k 	 g��� ( g���, untuk 

setiap �, � � �, 
ii. g�d�� 	 �d���k 	 d���k� 	 dg���, untuk setiap � � � dan 
d � �. 

Terbukti bahwa g adalah homomorfisma modul 

Definisi 2.5.5 (Kernel dan Image Homomorfisma) 
 Diketahui G dan GP adalah �-modul dan g:G � GP merupakan 
homomorfisama modul, maka 

1. kernel g 	 
" � G|g�"� 	 0fP, 
2. image g 	 
g�"� � Gl|" � G (Wijna, 2009). 

Contoh dari kernel dan image, adalah sebagai berikut. 

Contoh 2.5.6 
 Pada contoh 2.5.4 diketahui ker�g� 	 
0 dan             
p"�O7�g� 	 
��k|� � � 

Teorema 2.5.7 
 Misalkan G dan N adalah �-modul, dan q adalah submodul dari 
dari G. Misalkan juga r:G � G/q adalah homomorfisma modul, 
dan Q:G � N adalah homomorfisma dengan ker�Q� 	 q. Maka 
terdapat homomorfisma tunggal s:G/q � N sehingga diagram 

Q 
G               N 

r                       s 

G/q 
commutes. 
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Bukti: 
 Jika diagram di atas commute, maka untuk sebarang elemen 
q ( � � G/q, haruslah 

s�q ( �� 	 sr��� 	 Q���                                     �>�. 
Oleh karena itu, harus didefinisikan s�q ( �� menjadi Q���. 
Definisi tersebut hanya berlaku pada koset q ( � tidak pada 
representatif �. Jika q ( � 	 q ( �l, maka �  �l � q. Dari asumsi 
bahwa �  �l � ker Q, sehingga Q��  �P� 	 0. Oleh karena itu, 
diperoleh Q��� 	 Q��l�, dan persamaan �>� terdefinisi untuk suatu 
pemetaan s:G/q � N. Jika q ( � adalah elemen lain dari G/q 
maka: 

s^�q ( �� ( �q ( ��_ 	 s�q ( �� ( ��� 
	 Q�� ( �� 

	 Q��� ( Q��� 
dan 

s�d�q ( ��� 	 s�q ( d�� 
	 Q�d�� 
	 dQ��� 

untuk setiap d � �. 
 Terbukti bahwa s adalah homomorfisma. Oleh karena itu, dari 
persamaan �>� maka s�q ( �� 	 0 6 Q��� 	 0 6 � � kerQ 
sehingga kers 	 kerQ/q. 

Teorema 2.5.8 
 Jika G dan N adalah �-modul dan Q:G � N adalah 
homomorfisma �-modul, maka G/kerQ t p"Q. 

Bukti: 
 Dari teorema 2.5.7 mengakibatkan q 	 kerQ sehingga pemetaan 
u:G/ kerQ � N adalah homomorfisma sedemikian sehingga 
diagram      
                          Q 
                 G               N 

                 r                       u 

                     G/kerQ 
commute, dengan ker u 	 kerQ / ker Q. Karena  Q 	 ur maka u 
adalah pemetaan yang injektif sehingga p" u 	 p" Q. Diambil 
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sebarang � � p" Q, maka � 	 Q���, untuk suatu � � G. Dengan 
demikian dapat dipilih � 	 � ( q � G/kerQ sehingga u��� 	 �. 
Jadi u adalah pemetaan yang surjektif. Oleh karena itu, u adalah 
isomorfisma G/kerQ ke p"Q. 

Apabila diketahui � merupakan suatu himpunan bagian dari G 
yang merupakan �-modul, maka dapat dibentuk suatu submodul dari 
G yang dibangun oleh � yang didefinisikan di bawah ini.  

Definisi 2.5.9 (Submodul yang dibangun oleh v)  
 Jika � adalah himpunan bagian dari G yang merupakan �-modul, 
maka submodul yang dibangun oleh � adalah submodul terkecil dari 
G yang memuat � (Hartley dan Hawkes, 1970). 

 Berikut ini adalah contoh dari submodul yang dibangun oleh �. 

Contoh 2.5.10 
 Pada � yang merupakan modul atas dirinya sendiri, dipilih 
himpunan � 	 2 w �. Karena submodul pada � berbentuk �� maka 
submodul-submodul dari � yang memuat � adalah 2� dan � sendiri. 
Sehingga submodul yang dibangun oleh � adalah 2�, sebab 2� 
adalah submodul terkecil dari  �. 

Definisi 2.5.11 (Modul Siklik) 
 Misalkan G adalah �-modul. Jika terdapat � � G sehingga � 
membangun G maka modul G disebut modul siklik (Wijna, 2009). 

 Sebagai contoh dari modul siklik adalah � yang merupakan 
�  modul sebab x1y 	 �. 

 Tidak setiap modul memiliki himpunan pembangun. Jika suatu 
modul memiliki himpunan pembangun, maka terdapat sifat pada 
himpunan pembangun tertentu yang disebut dengan basis. Berikut 
akan diberikan pengertian mengenai basis dan modul bebas. 

Definisi 2.5.12 (Bebas Linier) 
 Diketahui G adalah �-modul dan � i G. Himpunan � dikatakan 
bebas linier jika dan hanya jika untuk setiap � � A, dz � � dan 
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�z � � dengan 1 { p { �, jika d&�& ( d'�' (h( dz�z 	 0f 
berakibat d& 	 h 	 dz 	 0e (Wijna,2009). 

Definisi 2.5.13 (Basis) 
 Diketahui G adalah �-modul dan � i G. Himpunan � dikatakan 
basis untuk G jika dan hanya jika memenuhi syarat berikut: 

(i) G dibangun oleh � atau G 	 x�y, 
(ii)  � bebas linier (Wijna, 2009). 

Definisi 2.5.14 (Modul Bebas) 
 Diketahui G adalah �-modul, jika terdapat � i G dengan � 
merupakan basis untuk G, maka G disebut modul bebas (Wijna, 
2009). 

  Definisi 2.5.12 sampai dengan Definisi 2.5.14 berlaku untuk � 
yang terbatas. Berikut ini adalah contoh dari modul siklik dan modul 
bebas. 

Contoh 2.5.15 
� 8�⁄  adalah modul atas dirinya sendiri merupakan modul siklik 

karena x1 ( 8�y 	 � 8�⁄  dan dengan demikian � 8�⁄  merupakan 
modul bebas. Namun � 8�⁄   yang merupakan �-modul bukan modul 
bebas, karena untuk sebarang � i � 8�⁄  selalu dapat dipilih 
d 	 8 � � sehingga ∑ d�:�~ 	 0 ( 8�. Jadi, setiap himpunan bagian 
pada � 8�⁄  selain 
0 tidak bebas linier dan dengan demikian � 8�⁄   
merupakan  �-modul tidak memiliki basis. 

 

 

 

 

 

 

 



26 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



27 

 

BAB III 
HASIL DAN PEMBAHASAN 

3.1 Semimodul dan Subsemimodul 

 Pada pendahuluan telah dijelaskan bahwa terdapat kasus yang 
lebih luas dari modul, yaitu semimodul. Berikut ini adalah definisi 
semimodul dan subsemimodul. 

Definisi 3.1.1 (Semimodul Kiri)  
 Misalkan � adalah semiring, dan himpunan tak kosong � 
terhadap penjumlahan adalah monoid komutatif. � dikatakan          �-semimodul kiri jika didefinisikan pergandaan scalar �: ��, �	 
 � �� � �  � 
 � 
yang memenuhi kondisi  
(k1)  ��  �	  � � �  ��  �	 
(k2)  �  �� � �	 � ��  �	 � ��  �	 
(k3)  �� � �	  � � ��  �	 � ��  �	 
(k4)  0�  � � 0 � �  0� 
(k5)  1�  � � � 
untuk setiap �, � 
 � dan untuk setiap �, � 
 �. 

Definisi 3.1.2 (Semimodul Kanan) 
 Misalkan � adalah semiring, dan himpunan tak kosong � 
terhadap penjumlahan adalah monoid komutatif. � dikatakan          �-semimodul kanan jika didefinisikan pergandaan skalar, yaitu:  �: ��, �	 
 � � � � �  � 
 � 
yang memenuhi kondisi  
(p1)  �  ��  �	 � ��  �	  � 
(p2)  �� � �	  � � ��  �	 � ��  �	 
(p3)  �  �� � �	 � ��  �	 � ��  �	 
(p4)  0�  � � 0 � �  0� 
(p5)   �  1� � � 
untuk setiap �, � 
 � dan untuk setiap �, � 
 �. 

 Dari definisi di atas, maka setiap semimodul belum tentu modul 
tetapi setiap modul pasti semimodul. Hal ini disebabkan, pada 
modul, � adalah grup komutatif dan � adalah ring. Monoid 
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komutatif belum tentu grup komutatif begitu juga semiring belum 
tentu ring. Jadi, Semimodul lebih luas dari modul.  

Jika pada modul operasi pergandaan skalar dapat berlaku dari kiri 
dan dari kanan, maka pada semimodul juga berlaku hal yang sama. 
Sifat semimodul yang demikian dapat dinyatakan sebagai definisi. 

Definisi 3.1.3 (Bisemimodul) 
 Diberikan monoid komutatif ��,�	 dan semiring ��, �,	. Jika � 
semimodul kiri sekaligus semimodul kanan atas � maka � disebut 
bisemimodul. 

 Berikut ini adalah contoh dari semimodul kiri dan semimodul 
kanan dan jika memenuhi keduanya disebut bimodul. 

Contoh 3.1.4 
 Setiap monoid komutatif � adalah suatu �-semimodul. 
Bukti: 
• Didefinisikan �: � � � � � ��,�	 � �  � � � �� ���� 
                                                       � suku 

i. ���  ��	  � � ��  ���  �	 
ii. ���� ���	 � ��� ���	 � ��� ���	 � �� ��� ���	 � �� ��� ����� ��� ��� ����� 

 
                                      � suku                               � suku � ��� � ��� 

iii.  ��� � ��	  � � �  �� ��  �� 
iv. 0  � � 0 
v. 1  � � � 

untuk setiap �,��,�� 
 dan �, ��, �� 
 � 
• Didefinisikan �:� � � � � ��, �	 � �  � � � �� ���� 
                                                                  � suku 

i. �  ���  ��	 � ��  ��	  �� 
ii. ��� ���	� � ��� ���	 � ��� ���	 � �� ��� ���	 
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� �� ��� ����� ��� ��� ����� 
 
                                     � suku                               � suku � �  �� � �  �� 

iii.  �  ��� � ��	 � �  �� ��  �� 
iv. 0  � � 0 
v. 1  � � � 

untuk setiap �,��,�� 
 dan �, ��, �� 
 � 
 Terbukti bahwa � adalah �-semimodul kiri dan sekaligus          �-semimodul kanan. Jadi, � juga merupakan bisemimodul. Tetapi 
setiap monoid komutatif � bukan suatu �-modul sebab setiap 
elemen pada � tidak memiliki invers. 

Contoh 3.1.5 
 Setiap semiring � adalah bisemimodul atas dirinya sendiri.  

Bukti: 
 �  adalah semiring. Didefinisikan pergandaan skalar    : � � � � � ��,�	 � �  �, untuk setiap � 
 �, � 
 �. 

Diambil sebarang �,! 
 � dan �, � 
 �. 
i. ��  �	  � � �  ��  �	 sebab pada semiring berlaku hukum 

assosiatif pergandaan. 
ii. �  �� � !	 � ��  �	 � ��  !	  sebab pada semiring 

berlaku hukum distributif kanan. 
iii.  �� � �	  � � ��  �	 � ��  �	 sebab pada semiring 

berlaku hukum distributif kiri. 
iv. 0  � � 0 � �  0 
v. 1  � � � 

Terbukti bahwa � adalah �-semimodul kiri. 

i. �  ��  �	 � ��  �	  � sebab pada semiring berlaku hukum 
assosiatif pergandaan. 

ii. �� � !	  � � ��  �	 � �!  �	  sebab pada semiring 
berlaku hukum distributif kiri. 

iii.  �  �� � �	 � ��  �	 � ��  �	 sebab pada semiring 
berlaku hukum distributif kanan. 

iv. �  0 � 0 � 0  � 
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v. �  1 � � 
Terbukti bahwa � adalah �-semimodul kanan. 

 Jadi, telah terbukti bahwa ring � adalah �-bisemimodul terhadap 
dirinya sendiri. 

 Contoh 3.1.4 dan 3.1.5 hampir sama dengan contoh pada modul. 
Perbedaannya adalah luasan daerahnya. Tetapi setiap semiring � 
bukan modul atas dirinya sendiri sebab pada operasi penjumlahan, � 
tidak memiliki invers dan pada modul � harus berupa grup. Begitu 
juga dengan monoid komutatif bukan merupakan modul  �.  

Contoh 3.1.6 
 �# $ %0& adalah semimodul kiri atas semiring � dengan 
pergandaan skalar yang didefinisikan sebagai berikut:  :� � �# $ %0& � �# $ %0& ��,�	 � �  �,  
untuk setiap � 
 �, � 
 �# $ %0&. Tetapi bukan modul kiri atas ring �. 

Bukti: 
 Pembuktian �# $ %0& adalah semimodul kiri atas semiring � 
analog dengan pembuktian Contoh 3.1.5. 
 �# $ %0& adalah monoid komutatif dan pada �# $ %0& setiap 
elemennya tidak memiliki invers, sehingga �# $ %0& bukan 
merupakan grup komutatif. Syarat dari modul adalah � harus grup 
komutatif. Sehingga �# $ %0& bukan merupakan modul atas ring �. 

 Untuk selanjutnya, pembahasan mengenai semimodul pada 
tulisan ini mengacu pada semimodul kiri yang selanjutnya hanya 
disebut sebagai semimodul dan dengan penalaran serupa pembahasan 
dapat diterapkan pada semimodul kanan. Di bawah ini, akan 
diperkenalkan suatu struktur dari semimodul yang disebut 
subsemimodul. 

Definisi 3.1.7 (Subsemimodul) 
 Diketahui � adalah �-semimodul dan ' ( �. ' dikatakan �-
subsemimodul jika dan hanya jika: 

(i) ' merupakan submonoid komutatif dari �, 
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(ii)  Operasi pergandaan skalar yang berlaku pada � juga berlaku 
pada '. 

 Contoh subsemimodul adalah sebagai berikut. 

Contoh 3.1.8 
 Pada contoh 3.1.6 dijelaskan bahwa �# $ %0& adalah semimodul 
atas semiring �. 3�# $ %0& � %0,3,6,… & adalah subsemimodul dari �#. 

Bukti: 
 Didefinisikan pergandaan skalar:  :� � 3�# $ %0& � 3�# $ %0& ��,�	 � �  �,  
untuk setiap � 
 �, � 
 3�# $ %0&. 

Diambil sebarang �,! 
 � dan �, � 
 3�# $ %0&. 
i. ��  �	  � � �  ��  �	 sebab berlaku hukum assosiatif 

pergandaan. 
ii. �  �� � !	 � ��  �	 � ��  !	  sebab berlaku hukum 

distributif kanan. 
iii.  �� � �	  � � ��  �	 � ��  �	 sebab berlaku hukum 

distributif kiri. 
iv. 0  � � 0 � �  0 
v. 1  � � � 

Terbukti bahwa 3�# $ %0& adalah � ,semimodul. 
 3�# $ %0& submonoid komutatif dari �# $ %0&. Jadi, terbukti 
bahwa 3�# $ %0& subsemimodul dari �# $ %0&.  
 Dari contoh 3.1.8 dapat disimpulkan bahwa subsemimodul dari �# $ %0& berupa !�# $ %0&. 
3.2 Pembangun Subsemimodul, Semimodul Siklik, Semimodul 

Bebas 

 Definisi pembangun subsemimodul, kombinasi linear, dan 
semimodul siklik pada semimodul hampir sama dengan definisi pada 
modul. Untuk lebih jelasnya, diuraikan di bawah ini. 
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Definisi 3.2.1 (Pembangun Subsemimodul) 
 Misalkan - adalah himpunan bagian dari � yang merupakan     �-semimodul, dapat dibentuk subsemimodul dari � yang dibangun -. Subsemimodul tersebut adalah subsemimodul terkecil dari � 
yang memuat -. 
 Sebaliknya, diberikan sebuah subsemimodul ' dari �, dapat 
dikatakan sebuah himpunan bagian - atas � adalah sistem 
pembangun ' atau - membangun ' jika ' � .-/. 
 Untuk memperjelas definisi pembangun subsemimodul, diberikan 
contoh sebagai berikut. 

Contoh 3.2.2 
 Pada contoh sebelumnya telah diketahui bahwa �# merupakan 
semimodul terhadap dirinya sendiri. Misalkan dipilih himpunan - � %3,6,9& 1 �#. Telah diketahui pula bahwa subsemimodul pada �# berbentuk !�#. Maka subsemimodul dari �# yang memuat - 
adalah 3�# dan �# itu sendiri. Dengan demikian subsemimodul yang 
dibangun oleh - adalah 3�# 2 �# � 3�#. 

Definisi 3.2.3 (Semimodul Siklik) 
 � yang merupakan �-semimodul dikatakan siklik jika dibangun 
oleh elemen tunggal 3 
 �, dan dinotasikan �  3. 

Definisi 3.2.4 (Kombinasi Linier) 
 Diberikan semiring �, � adalah  �-semimodul, dan anggota 
berhingga %�4&45�6  eleman dari �, kombinasi linier dari anggota %�4& 
adalah jumlah setiap ∑ �4  �4645�  dengan �4 
 �, untuk setiap 8 � 1…!.  

Definisi 3.2.5 (Bebas Linear) 
 Diketahui � adalah  �-semimodul, dan - ( �. Himpunan - 
dikatakan bebas linear jika dan hanya jika untuk setiap ! 
 9, untuk 
setiap :4 
 � dan untuk setiap �4 
 - dengan 1 ; 8 ; !, jika :��� ��� :6�6 � 0� berakibat :� � � � :6 � 0�. 
 Definisi 3.2.5 berlaku untuk - yang terbatas. 
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Definisi 3.2.6 (Basis) 
 Diketahui � adalah  �-semimodul, dan - ( �. Himpunan - 
dikatakan basis untuk � jika dan hanya jika memenuhi: 

i. � � .-/, 
ii. - bebas linear. 

Definisi 3.2.7 (Semimodul Bebas) 
 Diketahui � adalah  �-semimodul,. Jika terdapat - ( � dengan - merupakan basis untuk �, maka � disebut semimodul bebas. 

 Di bawah ini adalah contoh dari semimodul siklik yang sekaligus 
merupakan semimodul bebas. 

Contoh 3.2.8 
 Pada Contoh 3.1.6 terbukti bahwa �# $ %0& adalah semimodul 
atas �. �# $ %0& juga merupakan semimodul siklik sebab, �# $ %0& 
dapat dibangun oleh elemen tunggal yaitu 1 
 �# $ %0&. 
 �# $ %0& juga merupakan semimodul bebas, sebab �# $ %0& �.1/, 1 ( �# $ %0&. Dan jelas bahwa %1& bebas linier. 

3.3 Homomorfisma Semimodul 

 Definisi homomorfisma modul telah diuraikan pada tinjauan 
pustaka. Pada bagian ini dibahas definisi serta teorema yang berlaku 
pada homomorfisma semimodul. 

Definisi 3.3.1 (Homomorfisma Semimodul) 
 Misalkan � adalah semiring dan �,' adalah �-semimodul kiri. 
Sebuah pemetaan <:� � ' adalah homomorfisma �-semimodul jika <�� � �	 � <��	 � <��	 untuk setiap �, � 
 � dan berlaku juga <��  �	 � �  <��	, untuk setiap � 
 � dan  � 
 �. 

 Berikut ini contoh untuk homomorfisma semimodul. 

Contoh 3.3.2 
 Diketahui �# $ %0& dan � merupakan �-semimodul. Pemetaan:  : �# $ %0& � �         � � ,� 
adalah homomorfisma semimodul. 
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Bukti: 
 Diambil sebarang �, � 
 �# $ %0& dan : 
 �. 

(i).  �� � �	 � ,�� � �	 � ,� � �,�	 �  ��	 �  ��	, 
(ii).  �:�	 � ,�:�	 � :�,�	 � : ��	. 

Jadi, terbukti bahwa   adalah homomorfisma semimodul. 

 Dari definisi homomorfisma semimodul di atas, dapat 
disimpulkan bahwa definisi homomorfisma pada semimodul sama 
dengan definisi homomorfisma pada modul. Untuk sebuah 
homomorfisma �-semimodul, dapat didefinisikan kernel dan image. 
Definisi tersebut sama dengan definisi kernel dan image pada modul. 
 Berdasarkan homomorfisma �-semimodul <:� � ' dapat 
didefinisikan juga isomorfisma, monomorfisma, endomorfisma dan 
automorfisma yang definisinya sama dengan definisi pada bab 
sebelumnya. 

 Untuk membedakan homomorfisma dengan endomorfisma 
semimodul, diberikan contoh sebagai berikut. 

Contoh 3.3.3 
 �# $ %0& adalah � ,semimodul. Pemetaan �: �# $ %0& � �# $ %0& 
yang didefinisikan sebagai ���	 � �� merupakan endomorfisma. 

Bukti: 
 Diambil sebarang �, � 
 �# $ %0&, dan : 
 �, 
(i). ��� � �	 � ��� � �	 � �� � �� � ���	 � ���	, 
(ii). ��:�	 � ��:�	 � :���	 � :���	. 
Terbukti bahwa � merupakan homomorfisma semimodul. Dan 
karena pemetaan � dari �# $ %0& ke dirinya sendiri, maka � 
merupakan endomorfisma semimodul. 

 Pada modul terdapat sifat homomorfisma, yaitu Teorema 2.5.7 
dan Teorema 2.5.8. teorema tersebut belum tentu berlaku pada 
semimodul. Hal ini dikarenakan pembuktian pada Teorema 2.5.7 
menggunakan invers dari �= (invers elemen dari grup komutatif), 
sedangkan pada semimodul tidak harus terdapat invers sehingga 
pembuktian tidak dapat dijalankan. Sifat yang dimiliki oleh 
homomorfisma semimodul sebagai berikut. 



35 

 

Proposisi 3.3.4 
 Misalkan � adalah monoid komutatif dan � adalah semiring. � 
dapat dikatakan �-semimodul jika dan hanya jika terdapat 
homomorfisma semiring dari � ke >!?���	 yaitu endomorfisma 
monoid dari �. 

Bukti: 
(@) 
 Diketahui � adalah �-semimodul kiri. Akan dibuktikan terdapat 
homomorfisma semiring dari � ke >!?���	. 
 Misalkan AB: � 
 � � �  � 
 �. Karena � adalah � ,semimodul kiri, maka untuk setiap  � 
 � dan �, � 
 � berlaku: 

i. �  �� � �	 � ��  �	 � ��  �	 
ii. 1  � � �. 

Sehingga AB adalah homomorfisma monoid. Oleh sebab itu, 
diperoleh pemetaan: C: � 
 � � AB 
 >!?���	                               �3.1	 
 Menggunakan Definisi 3.1.1 (k4) dan (k5) maka: 

i. C�0�	 � 0 
ii. C�1	 �identitas. 

 Dengan (k2), secara langsung C dapat memenuhi �� � �	  � ���  �	 � ��  �	. Terakhir, dengan sifat (k1) pada definisi 3.1.1, 
maka  ABE��	 � ��  �	  � � �  ��  �	 � ABFAE��	G � �AB H AE	��	,  
untuk setiap �, � 
 � dan � 
 �. 
 Terbukti bahwa C adalah homomorfisma semiring dari � ke �>!?���	,�,H ,0, 8?�	.  
(I ) 
 Untuk bukti kebalikannya, tentu benar secara umum, jika A: � � J adalah homomorfisma semiring dan � adalah J ,semimodul, maka A menginduksi struktur semimodul pada � 
yang didefinisikan  oleh: � K � � A��	  �, untuk setiap � 
 �, � 
 �. 
Hal ini sesuai dengan J � >!?���	. 
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 Jadi, jika terdapat homomorfisma semiring � ke >!?���	 maka � adalah �-semimodul. 
 Terbukti bahwa � adalah �-semimodul jika dan hanya jika 
terdapat homomorfisma semiring � ke >!?���	. 
 Jika dilihat dari strukturnya, maka Proposisi di atas hampir sama 
dengan Teorema 2.5.7 dan Teorema 2.5.8. Proposisi di atas juga 
dapat berlaku pada homomorfisma modul dengan pembuktian yang 
sama dengan pembuktian di atas karena setiap modul pasti 
semimodul. 

Contoh 3.3.5 
 Misalkan �# $ %0& adalah monoid komutatif terhadap 
penjumlahan dan semiring terhadap penjumlahan dan pergandaan. �# $ %0& adalah �# $ %0&-semimodul jika dan hanya jika terdapat 
homomorfisma semiring �# ke endomorfisma monoid >!?�L$%M&��# $ %0&	. 
Bukti: 
(@) 
 Akan dibuktikan terdapat homomorfisma semiring �# ke 
endomorfisma monoid >!?�L$%M&��# $ %0&	. Pertama dibuktikan 
terdapat endomorfisma monoid >!?�L$%M&��# $ %0&	, yaitu: N: � 
 �# $ %0& � 2� 
 �# $ %0&. 
Akan dibuktikan N merupakan endomorfisma monoid. Diambil 
sebarang �, � 
 �# $ %0&.  N�� � �	 � 2�� � �	 � 2� � 2� � N��	 � N��	.  
Terbukti bahwa N adalah endomorfisma monoid. 

Terakhir, akan dibuktikan terdapat semiring dari �# $ %0& ke >!?�L$%M&��# $ %0&	.  
Didefinisikan pemetaan  P: � 
 �# $ %0& � � 
 >!?�L$%M&��# $ %0&	. 

 Jika digambarkan pada diagram, sebagai berikut: 
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              �#                            �#                            �# 
 

                               N��	 � �                P��	 � 2� 
 
 
 
 
  
 
 
Akan dibuktikan  P adalah homomorfisma semiring. Diambil 
sebarang �, � 
 �#,  

(i) P�� � �	 � � � � � P��	 � P��	, 
(ii)  P��  �	 � �  � � P��	  P��	. 

Terbukti bahwa P adalah homomorfisma semiring. 
Jadi, jika �# adalah �#-semimodul, maka terdapat 

homomorfisma semiring �# ke endomorfisma monoid >!?�L��#	. 
(I ) 
 Akan dibuktikan bahwa �# adalah �#-semimodul dengan 
pergandaan skalar  :�# � �# � �# ��,�	 � �  �, untuk setiap � 
 �#, � 
 �# 
Pembuktian sejalan dengan bukti pada contoh 3.1.5. 
 Jadi, terbukti bahwa jika terdapat homomorfisma semiring �# ke 
endomorfisma monoid >!?�L��#	 maka �# adalah �#-semimodul. 

Akibat 3.3.6 
 Misalkan � adalah semiring dan jika �# � ��,�, 0�	 adalah 
monoid komutatif terhadap penjumlahan, maka � dapat dipetakan 
pada semiring >!?�L��#	. 
Bukti: �# adalah monoid komutatif dan � adalah semiring, maka 
berdasarkan definisi semimodul, dapat dibentuk �# merupakan 
semimodul atas �. Dan berdasarkan Proposisi 3.3.4 dapat dibentuk 
pemetaan semiring seperti pada (3.1). Terbukti bahwa � dapat 
dipetakan pada semiring >!?�L��#	. 
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 Sebelum menuju teorema selanjutnya, diberikan contoh di bawah 
ini yang berkaitan dengan sifat-sifat selanjutnya pada homomorfisma 
semimodul. 

Contoh 3.3.7 
 Misalkan � adalah semiring dan - adalah himpunan tak kosong. 
Koleksi fungsi dari - ke � yang dinotasikan �Q adalah �-semimodul 
dengan pergandaan skalar yang didefinisikan: �: ��, <	 
 � � �Q � �  < 
 �Q 
dan �< � R	��	 � <��	 � R��	, untuk setiap � 
 - dan <, R 
 �Q. 

Bukti: 
 Pertama akan dibuktikan ��Q, �,0	 adalah monoid komutatif. 

(i). Diambil <, R 
 �Q berlaku:  �< � R	��	 � <��	 � R��	 
 �Q 
Sehingga  �Q bersifat tertutup. 

(ii).  Diambil <, R, A 
 �Q, berlaku: F�< � R	��	G � A��	 � F<��	 � R��	G � A��	 � <��	 � �R��	 � A��		 � <��	 � ��R � A	��		 
Terbukti �Q bersifat assosiatif. 

(iii).  Terdapat 0 
 �Q sedemikian sehingga  <��	 � 0 � �< � 0	��	 � <��	 
(iv).  Berlaku sifat komutatif �< � R	��	 � <��	 � R��	 � R��	 � <��	 � �R � <	��	 

Dari (i) sampai (iv) terbukti bahwa �Q adalah monoid komutatif. 
Selanjutnya, dibuktikan bahwa �Q adalah �-semimodul. Diambil 
sebarang �, � 
 � dan <��	, R��	 
 �Q 

a. ��  �	  <��	 � �  ��  <��		 
b. �  F�< � R	��	G � �  �<��	 � R��		 � �  <��	 � �  R��	 
c. �� � �	  <��	 � �  <��	 � �  <��	 
d. 0  <��	 � 0 
e. 1  <��	 � <��	  

Dari a sampai e terbukti bahwa �Q adalah �-semimodul. 
Jadi, �Q adalah �-semimodul. 
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Untuk memperjelas Contoh 3.3.7, diberikan contoh secara khusus 
sebagai berikut. 

Contoh 3.3.8 
 - � %1& dan semiring � � �S. �Q adalah �-semimodul. 

Bukti: 
 Fungsi dari - ke � yang mungkin adalah ���	 � 0T, U��	 � 1T, dan ?��	 � 2T, sehingga �Q � %���	, U��	, ?��	&. Akan dibuktikan 
bahwa �Q adalah monoid komutatif. 
 

Tabel 3.1 Penjumlahan fungsi �Q � ���	 U��	 ?��	 ���	 ���	 U��	 ?��	 U��	 U��	 ?��	 ���	 ?��	 ?��	 ���	 U��	 
  
 Dari Tabel 3.1, terbukti bahwa �Q adalah monoid komutatif sebab 
berlaku sifat tertutup, asosiatif, dan mempunyai elemen netral yaitu ���	 � 0T 
 �Q. Dengan pergandaan skalar �: ��, <	 
 � � �Q � �  < 
 �Q 
pasti terbukti bahwa �Q adalah �-semimodul. 

Definisi 3.3.9 (Support) 
 Misalkan � adalah semiring dan - adalah sebuah himpunan, 
support dari pemetaan <: - V � adalah himpunan  WXYY < � %� 
 -|<��	 [ 0�&. 
 Berikut ini adalah contoh dari support. 

Contoh 3.3.10 
 � adalah semiring. - � �. Pada pemetaan <: � 
 � � 2� 
 -, WXYY < � � , %0&. 
Proposisi 3.3.11 
 Untuk sebarang himpunan -, ��Q	 adalah �-semimodul bebas. ��Q	 didefinisikan fungsi dari - ke � dengan finite support yang 
dilengkapi penjumlahan pointwise dan pergandaan skalar, dengan 
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pemetaan \:� 
 - � \] 
 ��Q	, dimana \] terdefinisi untuk setiap � 
 -, oleh: 

\]��	 � ^0,   jika � [ �1,   jika � � �c                                  (3.2) 

Bukti: 
 Misalkan .�,�, 0�/ adalah sebarang �-semimodul dan <: - � � 
adalah pemetaan sebarang. Akan dibuktikan bahwa terdapat 
morfisma � ,semimodul tunggal Ad: ��Q	 � � sedemikian sehingga Ad H \ � <. 
 Untuk sebarang � 
 ��Q	, misalkan e � WXYY P, dimisalkan juga P � ∑ P��	  \]]
f . Kemudian dimisalkan himpunan: 
 Ad: P 
 ��Q	 � ∑ P��	  <��	 
 �]
f                                               �3.3	  

 
Untuk tetapan sebarang �g 
 -, �A H \	��g	 � Ad�\�g	 � 1  <��g	 �<��g	, oleh sebab itu Ad H \ � <. 
 Dengan mengambil sebarang P, h 
 ��Q	 dan : 
 �, dan 
dimasukkan pada pemetaan (3.3) pasti berlaku aksioma 
homomorfisma semimodul, yaitu 

i. Ad�P � h	 � ��P � h	��		  <��	 � FP��	  <��	G � �P��	  <��		 � Ad�P	 � Ad�h	 
ii. Ad�:  P	 � �:  P	��	  <��	 � :  P��	  <��	 � :  Ad�P	. 

Jadi,  jelas bahwa Ad adalah homomorfisma semimodul. Selain itu, 
jika A: ��Q	 � � adalah homomorfisma � ,semimodul sedemikian 
sehingga A H \ � <, untuk sebarang P 
 ��Q	 terdapat 

A�P	 � A ijP��	  \]
]
f

k 

�jP��	  \]
]
f

 

�jP��	  <��	
]
f

 

� Ad�P	 
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Oleh karena itu A adalah unik (tunggal).  

 Jelas, setiap �-semimodul adalah image homomorfisma satu sama 
lain. Tentu, jika � adalah �-semimodul, dapat dibentuk  ���	 yang 
merupakan � ,semimodul bebas dan homomorfisma �-semimodul A4lm: �� � � yang didefinisikan oleh (3.3) dengan mengganti < 
menjadi 8?�. Oleh karena itu, dapat disimpulkan A4lm surjektif. 
Selain itu, dengan Proposisi 3.3.11, A4lm H \ � 8?�. 
 Contoh untuk Proposisi 3.3.11 sama dengan contoh 3.3.8, sebab 
setiap - yang terbatas pasti memiliki finite support sehingga �Q 
dapat ditulis ��Q	. Dari contoh tersebut, terbukti bahwa �Q adalah �-
semimodul dan �Q dapat dibangun oleh U��	 � 1T ( �Q. U��	 juga 
bebas linier, sehingga terbukti bahwa ��Q	 adalah semimodul bebas. 
 Homomorfisma adalah pemetaan yang memenuhi aksioma. Pada 
pemetaan terdapat operasi yang mengoperasikan dua fungsi atau 
lebih. Jika dua monoid adalah semimodul atas semiring yang sama, 
maka juga terdapat suatu operasi yang didefinisikan sebagai berikut.  

Definisi 3.3.12 (Operasi pada nopq�r,s	) 
 Diberikan � dan ' adalah �-semimodul, pada At����, '	 
terdapat operasi dan konstanta sebagai berikut: 

i. untuk setiap <, R 
 At����, '	, homomorfisma < � R 
didefinisikan oleh �< � R	��	 � <��	 � R��	, untuk setiap � 
 �; 

ii. <��	 � 0 adalah elemen konstan homomorfisma. 
 Dan jika � komutatif, untuk setiap  � 
 � dan < 
 At����,'	, �  < adalah pemetaan yang didefinisikan oleh:  ��  <	��	 � �  <��	 � <��  �	,  
untuk setiap � 
 �. 

 Jelas �At����,'	,�,0	 adalah monoid komutatif dan jika � 
adalah semiring komutatif, maka �At����,'	,�,0	 adalah �-
semimodul dengan pergandaan skalar �	. Jika � � ', adalah 
semimodul maka  At����,�	  adalah endomorfisma dan 
dinotasikan >!?���	. 
 Sebelum melangkah ke teorema selanjutnya, akan didefinisikan 
beberapa notasi. Diberikan sebuah semiring � dan dua himpunan tak 
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kosong -, u. Misalkan �Q��v	 adalah monoid komutatif dari fungsi - � u ke � yang dilengkapi dengan pointwise sum dengan finite 
support pada variabel kedua, dinotasikan: �Q��v	 w %x 
 �Q�v|X!yXx Wzy8�Y � 
 -, x��, _	 
 ��v	& 
Dari contoh 3.3.7 dan Proposisi 3.3.11 dapat disimpulkan bahwa �Q��v	 merupakan � ,bisemimodul. 

Teorema 3.3.13 
 Misalkan � adalah semiring dan ��Q	, ��v	 adalah �-semimodul 
bebas. Misalkan juga dua monoid komutatif At�����Q	, ��v		 dan �Q��v	 adalah isomorfik. Jika � komutatif maka At�����Q	, ��v		 
dan �Q��v	 adalah homomorfisma semimodul yang bijektif. 

Bukti: 
 Untuk sebarang x 
 �Q��v	, misalkan A|: ��Q	 � ��v	 adalah 
pemetaan yang didefinisikan oleh < � ∑ <��	x��, _	]
Q . Karena < 
mempunyai finite support, maka dapat dibuktikan bahwa A| adalah 
homomorfisma semimodul. Pembuktian ini sejalan dengan 
pembuktian pemetaan (3.3) pada bukti Teorema 3.3.11. 
 Sebaliknya, misalkan untuk setiap < 
 ��Q	, < � ∑ <��	-�]
Q , 
dengan pemetaan \] yang didefinisikan (3.2). Maka untuk setiap A 
 At�����Q	, ��v		, A�<	 � A�∑ <��	-�]
Q 	 � ∑ <��	A�\�	]
Q . 
 Misalkan A 
 At�����Q	, ��v		 dan didefinisikan suatu pemataan xK: ��, �	 
 - � u � A�\�	��	 
 �. Dapat disimpulkan bahwa xK 
mempunyai finite support pada variabel kedua yaitu x 
 �Q��v	 dan A � A|}. 

 Jadi, misalkan ~: x 
 �Q��v	 � A| 
 At�����Q	, ��v		, akan 
dibuktikan ~ adalah bijektif. Faktanya bahwa ~ adalah surjektif yang 
telah dibuktikan sebelumnya. Jika x [ � 
 �Q��v	, terdapat pasangan ��g, �T	 
 - � u sedemikian sehingga x��g, �T	 [ ���g, �T	, dan diketahui A|�\�	��T	 sedemikian sehingga ~ injektif. Karena surjektif dan 
injektif maka ~ bijektif, sehingga At�����Q	, ��v		 dan �Q��v	 
isomorfik. 
 Faktanya bahwa ~ adalah homomorfisma monoid dan jika � 
komutatif , maka ~ juga homomorfisma semimodul. 
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BAB IV 
KESIMPULAN DAN SARAN 

 
4.1 Kesimpulan 

Berdasarkan pembahasan pada bab III dapat disimpulkan bahwa 
definisi-definisi yang berkaitan dengan semimodul sama seperti 
definisi yang ada pada modul yang membedakan hanyalah daerah 
cakupannya. Sifat-sifat yang berlaku pada homomorfisma modul 
belum tentu berlaku pada homomorfisma semimodul. Hal ini 
dikarenakan semimodul lebih luas dari modul. 

Suatu monoid komutatif merupakan suatu semimodul atas 
semiring � jika dan hanya jika terdapat homomorfisma dari semiring � ke endomorfisma monoid. Sifat ini juga dapat berlaku untuk grup 
komutatif yang merupakan modul atas ring �. 

Sifat lain yang terdapat pada homomorfisma semimodul adalah 
misalkan � adalah semiring, dan dua himpunan fungsi dari himpunan 
sebarang yang berbeda ke semiring dengan finite support adalah �-
semimodul bebas. Homomorfisma dari kedua semimodul bebas 
tersebut isomorfik dengan ������ yaitu fungsi dari � � 	 ke 
semiring � yang merupakan �-bisemimodul jika � komutatif. 

4.2 Saran 

 Untuk pengembangan selanjutnya, pembahasan dapat diperluas 
menjadi MV-semimodules, Strong MV-Semimodules  dan Projective 
Semimodul. 
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