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HOMOMORFISMA SEMIMODUL

Abstrak

Semimodul adalah suatu struktur yang dibandan monoid
komutatif dan semiring dengan pergandaan skal&a dionoid
komutatif dan semiring merupakan struktur aljabang/ memiliki
homomorfisma, maka pada semimodul juga terdapabhenfisma.
Homomorfisma pada semimodul berbeda dari homonmafipada
monoid komutatif dan semiring. Oleh karena itu pa#&psi ini
dibahas homomorfisma semimodul serta sifat-sifatrgigat pada
homomorfisma modul belum tentu berlaku pada semirnsdbab
semimodul lebih luas daripada modul. Sifat yang piansama
dengan homomorfisma pada modul adalah bahwa suatoith
komutatif merupakan semimodul atas semiring jikadapat
homomorfisma dengan syarat tertentu. Selain itpatdiperlihatkan
bahwa homomorfisma dua semimodul bebas dengan selmim
bebas isomorfik.

Kata kunci: semimodul, semimodul bebas, homomorfisma
semimodaul.
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SEMIMODULE HOMOMORPHISM

Abstract

Semimodule is a structure constructed from a corativet
monoid and semiring with scalar multiplication whisatisfied some
axioms. Since there are homomorphisms between ceetinel
monoids as well as between semirings, there is adso
homomorphism on semimodule. Homomorphism on semimad
different from homomorphism on commutative monoid @n
semiring. Therefore, this minithesis discusses morphism on
semimodules and its properties. Properties on neodul
homomorphism are not necessarily satisfied on sedhihe
homomorphism because semimodule is wider then rmeodul
Properties similiar to the module homomorphism Izatt a
commutative monoid is a semimodule over semiringhiére is
homomorphism with certain conditioMoreover, it can be shown
that homomorphism of free semimodule with free seodule is
isomorphic.

Keyword: Semimodule, free semimodule, semimodule
homomorphism.
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Struktur aljabar adalah suatu himpunan tak kosibeggan satu
atau lebih operasi biner dan memenuhi beberaparaksiPembeda
antara struktur aljabar yang satu dengan yangaldahah banyaknya
operasi dan banyaknya aksioma.

Grup adalah salah satu contoh struktur aljabagatesatu operasi
biner dan memenuhi beberapa aksioma. Semigrup megapakan
struktur ajabar dengan satu operasi biner. Pemaetdaa grup dan
semigrup adalah banyaknya aksioma yang dipenulsiofla pada
grup lebih banyak daripada semigrup, sehingga psetiaup
merupakan semigrup.

Contoh struktur aljabar dengan dua operasi biaer demenuhi
beberapa aksioma adalah ring dan semiring. Perbedatara
keduanya juga terletak pada banyaknya aksioma.rbgnhebih luas
dari pada ring karena aksioma yang dipenuhi lebdik#, sehingga
setiap ring juga merupakan semiring.

Selama ini telah dikenal suatu struktur aljabargydisebut ruang
vektor. Modul merupakan perumuman dari ruang vekiada
modul, syarat skalar diperumum menjadi elemen mEaddu ring.
Dengan demikian ruang vektor merupakan suatu kKesusus dari
modul dan karena sifat modul yang lebih luas dang vektor maka
ada berbagai sifat-sifativial pada ruang vektor menjadon-trivial
pada modul.

Jika pada grup tedapat semigrup dan pada ring fjegiapat
semiring, maka pada modul juga terdapat kasus lgnilg luas yang
merupakan keterkaitan antara semigrup dan semiriyang
dinamakan dengan semimodul.

Homomorfisma adalah pemetaan yang memiliki siéatentu.
Konsep homomorfisma dijumpai pada grup dan ringgRlian grup
adalah struktur aljabar yang mendasari modul, gglhippada modul
juga terdapat homomorfisma. Jika pada modul berlaku
homomorfisma, maka pada semimodul juga akan berl&@deh
karena itu, pada skripsi ini dibahas definisi &esifat-sifat pada
semimodul dan homomorfisma semimodul.



1.2 Rumusan M asalah

Berdasarkan latar belakang yang telah diuraikanmasalahan
yang dibahas dalam skripsi ini adalah bagaimananidefcontoh,
serta sifat-sifat homomorfisma semimodul?

1.3 Tujuan

Tujuan penulisan skripsi ini adalah membahas tefian contoh
semimodul, serta Teorema yang terdapat pada horfismar
semimodul.



BAB II
TINJAUAN PUSTAKA

Semimodul merupakan perluasan dari modul. Sebelum
mendefinisikan semimodul dan membahas sifat homisnea
semimodul, akan dibahas definisi serta sifat-sifaada
homomorfisma modul yang telah dikenal. Beberapandefdan
teorema yang berkaitan dengan modul dibahas benikut

2.1 Relasi, Pemetaan, dan Operasi Biner

Relasi dan pemetaan mendasari homomorfisma. Seaiang
operasi biner berkitan dengan struktur aljabar.hOkarena itu,
berikut ini akan dibahas terlebih dahulu tentargsiepemetaan, dan
operasi biner.

Definisi 2.1.1 (Hasil Kali Cartesius)
Misalkan A dan B adalah himpunan tidak kosong. Himpunan
semua pasangan terucut y),
AXB={(x,y)|x €A,y € B}
disebut hasil kali Cartesius (Cartesian product)
(Bhattacharya, 1994).

Definis 2.1.2 (Relasi)

Misalkan A dan B himpunan. Suatu himpunan bagi&ndari
A X B disebut relasi dard ke B. Jika (x,y) € R, makax disebut
berelasiR key, ditulisxRy (Bhattacharya, 1994).

Berikut ini adalah contoh hasil kali Cartesius delasi.

Contoh 2.1.3
Misalkan A = {1,2,3} danB = {6,7}
a) AxB=1{(16),(17),(26),(27),(3,6),(37)}
b) B x A ={(6,1),(6,2),(6,3),(7,1),(7,2),(7.3)}.

Salah satu contoh relasi ddrike B danB ke A (dinotasikanr)
adalah
a) R={(16)(26)(17),(27)}
b) R ={(6,1),(6,3),(7,1),(7,3)}.



Contoh 2.1.4

Misalkan A = B = {1,2,3,4,5}. Didefinisikan R relasi “kurang
dari” padad: aRb jika dan hanya jika < b. Maka
R ={(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(2,3),(2,4),(2,5), (3,4), (3,5), (4,5)}.

Definis 2.1.5 (Relasi Ekuivalensi)
MisalkanR adalah relasi pada himpun&nR dikatakan:
a) refleksif jikaxRx, untuk setiapc € X,
b) simetri jikaxRy — yRx, untuk setiap,y € X,
¢) transitif jikaxRy danyRz — xRz, untuk setiap, y, z € X.
Jika R refleksif, simetri, dan transitif, mak& disebut relasi
ekuivalensi padX (Bhattacharya, 1994).

Berikut ini adalah contoh relasi ekuivalensi.

Contoh 2.1.6

Relasi kongruensi =" modulo n padaZ yang didefinisikan
sebagaix = y jika dan hanya jikax membagix — y, untuk setiap
x,y € 7Z, merupakan relasi ekuivalensi.

Bukti:
Untuk setiap, y, z € Z, akan dipenuhi kondisi di bawabh ini.

i. nmmembagik —x = 0, oleh karena it = x (mod n).

ii. jika x =y (modn), makan membagix —y ataux —y =
nk, untuk suatuk € Z. Hal ini berakibaty — x = n(—k)
dengan-k € Z. Jadiy = x (mod n).

iii. jika x =y (modn) dany = z (mod n), makan membagi
x—y dany—z, ataux —y = nk,,y —z = nk,. Hal ini
berakibat x —z = n(k,; + k;), dengan kq,k, € Z. Jadi
x = z (mod n).

Terbukti bahwa kongruensi moduio adalah relasi ekuivalensi
padaZ.

Definis 2.1.7 (Kelas Ekuivalensi)
Misalkan E adalah relasi ekuivalensi pada himpung&ndan
a € X. Himpunan semua eleméhyang berelast ke a dikatakan
kelas ekuivalensi daa padaE dan dinotasikan dengdi(a):
E(a) = {x € X|xEa}.



Himpunan semua kelas ekuivalersipadaX disebutquotient set
dari X olehE dan dinotasika /E, dinyatakan dengan:
X/E = {E(a)|a € X}
(Bhattacharya, 1994).

Untuk memperjelas konsep kelas ekuivalensi, di dbavini
diberikan contoh.

Contoh 2.1.8

X =7 dann adalah bilangan bulat positif. Pada Contoh 2.1.6
telah diperlihatkan bahwa relasi kongruersi' ‘merupakan relasi
ekuivalensi pad@. Himpunan kelas ekuivalengi/=, dinotasikan
Z., adalah himpuna(o, 1, ..., (n — 1)), dengan
—2n,—n,0,n,2n,..}
—2n+1,—n+11,n+12n+1,..}

k=)
I

(o)
(..,

n—-1={.,—n-1,-1,n-12n—-13n-1..}.

Definisi 2.1.9 (Pemetaan)

Misalkan A dan B adalah himpunan tidak kosong. Pemetfan
dari A ke B adalah himpunan bagian datix B, yang memenubhi
untuk setiapx € A terdapat tepat saty € B sedemikian sehingga
pasangaria, b) € f. Pemetaayi dinotasikan dengan

fixeEAw f(x)=y€EB
(Herstein, 1975).

Definisi 2.1.10

Suatu pemetagfidari A ke B disebut:

1. injektif (1-1) jika untuk setiap x; #x, €A maka
f(x1) # f(x2),

2. surjektif (onto) jika untuk setiap elemen di B, terdapat
elemenx di A sedemikian sehingg&x) =y,

3. bijektif jika f injektif dan surjekitif

(Herstein, 1975).



Contoh 2.1.11

Misalkan A=B=R. f:R—> R didefinisikan sebagai
f(x) =Inx, untuk setiapx € R.. Maka untuk sebarang € R,
pemetaarf injektif. Sebab

fG) = f(x2)

Slnx; =lnx,
= elnxl — elnxz
(=1 X1 = X3.

Jadi, terbukti bahwg injektif.

Definisi 2.1.12 (Operasi Biner)

Misalkan S adalah himpunan tak kosong. Operasi bingrada
himpunanS adalah pemetaghx S ke S, dinotasikan dengan:

*xSXS-S.

Operasi biner padéd memasangkan setiap pasangan terurut

(a,b) € S X S dengan tepat satu elemeg S, yaitu
(a,b) » c=a=bh.

Dengan kata lain, operasi biner bersifat tertutup padaS
(Bhattacharya, 1994).

Contoh operasi biner adalah sebagai berikut.

Contoh 2.1.13
(i). Operasi penjumlahaft+) dan pergandaa@) pada himpunan
N, Z, R, C merupakan operasi biner.
(i). Operasi padaS = Z,, yang didefinisikan
*: Loy X Ly = Ly
(%, 7) = Xy = x#y
untuk setiapx,y € Z,, merupakan operasi biner. Dalam hal
ini, operasi# dapat berupa pergandaan atau penjumlahan
bilangan bulat, yaitu:
x#y =%y = {z € Z|z = (xy)mod n}
atau
x#y=x+ty={z€Zlz=(x +y)modn}.
(ii). Jika semestd adalah himpunan semua matriks opelas)
bukan merupakan operasi biner pada himpunan métrilena
A + B tidak terdefinisi jika matrikel mempunyai jumlah baris
atau kolom yang berbeda da&ri



2.2 Semigrup, Subsemigrup dan Grup Komutatif

Setelah mengetahui definisi operasi biner, selaygu dibahas
mengenai semigrup, subsemigrup, dan grup komutgsihg
merupakan struktur aljabar dengan satu operasi.bine

Definis 2.2.1 (Semigrup)
Misalkan M adalah himpunan tak kosong yang di dalamnya
didefinisikan operasi binet. (M,*) disebut semigrup jika memenuhi
i. (M,*) tertutup, yaitwx * b € M, untuk setia, b € M,
ii. (M,x) bersifat assosiatif, yaitfa * b) * c = a * (b * ¢), untuk
setiapa, b, c € M (Kandasamy, 2002).

Definis 2.2.2 (Semigrup Komutatif)
Semigrup (M,*) disebut semigrup komutatif jika untuk setiap
a,b € M berlakua * b = b * a (Kandasamy, 2002).

Di bawah ini adalah contoh semigrup yang sekaligasupakan
semigrup komutatif.

Contoh 2.2.3
(Zs,-) adalah semigrup komutatif.

Bukti:

Misalkan S = Zs. Operasi * didefinisikan sebagai operasi
pergandaan(:). Berdasarkan Contoh 2.1.6 dapat didefinisikan
sebagai x -y =x -y, untuk setiap x,y € Zs. Karena operasi
pergandaan merupakan operasi biner, [§dsti) bersifat tertutup.

Diambil sebarang, y € Zs, pasti berlaku
(). sifat assosiatif, yaitu

x-y)-z=xy-2

(ii). komutatif, yaitu



Jadi, terbukti bahwéZs, ) adalah semigrup komutatif.

Definisi 2.2.4 (Monoid)

Semigrup(M,*) disebut semigrup dengan elemen identitas atau
monoid jika terdapat elemene € M sedemikian sehingga
e*a =ax*e = a, untuk setiaqm € M, dane disebut sebagai elemen
identitas (Kandasamy, 2002).

Di bawah ini diberikan contoh monoid.

Contoh 2.2.5

(Zs,) juga merupakan monoid, sebab terdagat 1 €
sedemikian sehingga untuk setiag Zs berlakul - x =1 - x = 92
Definis 2.2.6 (Subsemigrup)

Misalkan (M,*) suatu semigrup daH subset darM. H disebut
subsemigrup dariM jika dan hanya jika(H,*) suatu semigrup
terhadap operasi yang sama denffafkKandasamy, 2002).

Di bawah ini adalah contoh subsemigrup yang sedeagan
Definisi 2.2.6.

Contoh 2.2.7

({0,13},) adalah subsemigrup ddiZs,"). PadaZs setiap elemen
yang digandakan dengaf hasilnya adalah0, sehingga pada
({0 1},-) berlaku sifat tertutup karen@ € {0,1}. Dan1-1 =1,
1 juga merupakan anggota d4fi,1}. Karena{0,1} € Zs, pasti
pada {0,1} juga berlaku sifat assosiatif. Jadi, terbukti bahw
({0, 1},-) adalah subsemigrup d&#s,).

Definis 2.2.8 (Grup dan Grup Komutatif)

Misalkan M adalah himpunan tak kosong yang di dalamnya
didefinisikan operasi binex. Kondisi-kondisi berikut dapat dipenuhi
oleh(M,*):

i. (M%) tertutup, yaitux x b € M
(M,*) berlaku sifat assosiatif, yaitu:
(axb)*c=ax*(bx*c), untuk setia, b,c € M
iii. (M,x) mempunyai elemen identitas sehingga berlaku:



terdapate € M, untuk setiapa € M sedemikian sehingga
exa=a*xe=a
iv. Setiap elemen dari M mempunyai invers, yaitu
untuk setiapa € M, terdapata™! € M, sedemikian sehingga
alsa=axal=e
v. (M,*) berlaku hukum komutatif, yaitu
untuk semua, b € G, berlakua xb = b * a
Jika memenuhi (i) sampai (iv), maks#l,+) disebut grup.
Jika memenuhi (i) sampai (v) maka/,*) disebut grup komutatif
atau grup Abel.
(Spindler,K., 1994).

Untuk memperjelas Definisi 2.2.8, di bawah ini latlacontoh
dari grup komutatif.

Contoh 2.2.9
(Zs,") bukan merupakan grup seb@lidak mempunyai invers.
Tetapi(Zs, +) merupakan suatu grup komutatif.

Bukti:

Pembuktiannya hampir sama dengan pembuktian padéolC
2.3.3 tetapi operasi didefinisikan sebagai operasi perjumlalfan
sehinngax + y = x + y, untuk setiapx,y € Zs. Karena operasi
penjumlahan juga merupakan operasi biner, pasta @@, +)
berlaku sifat tertutup.

Diambil sebarang, y € Zs, pasti berlaku
(). sifat assosiatif, yaitu

E+yP+z=x+y+z
=x+ty+z
=x+(y+2)
=xXxt+y+z
=x+{H+2),
(if). komutatif, yaitu
X+y=x+y
=y+x=y+x
(iii). terdapat elemen identitag = 0 € Z; sedemikian sehingga
untuk setiape € Zs berlaku0 + x = 0 + x = X,
(iv). setiap elemen mempunyai invers,




x+Xx
7=

-
I
| ol

s
e  xl=-x€Z..
Jadi, terbukti bahwéZ:, +) adalah semigrup komutatif.

Definis 2.2.10 (Subgrup)

Sebuah himpunan bagian tak kosatigdari grupG dikatakan
subgrup atag jika terhadap operasi biner yang sathadalah grup
(Heirstein, 1964).

Definisi 2.2.11 (Subgrup Normal)
Sebuah subgrupy atas G dikatakan subgrup normal jika setiap
g € G dann € N berlakugng™! € N (Heirstein, 1964).

Contoh 2.2.12
A = (0, +) adalah subgrup normal d#s, +).

Bukti:

Jelas bahwd merupakan subgrup ddfis, ). Diambil sebarang
X €Zs, berlakux +0+x 1 =x+x71 =0 € A. Jadi, A adalah
subgrup normal dafiZs, +).

Definis 2.2.13 (Homomor fisma Grup)

Misalkan (G,x) dan (G',#) adalah grup. Pemetaap: G — G’
disebut homomorfisma jika untuk setiapb € G berlaku ¢(a *
b=ga#p(b) (Heirstein, 1964).

Contoh homomorfisma grup adalah sebagai berikut.

Contoh 2.2.14

Diketahui Z merupakan grup terhadap penjumlahan. Pemetaan
¢:Z - Z dengan ¢(a) = —a, untuk setiapa € Z merupakan
homomorfisma grup.

Bukti:
Diambil sebarang, b € Z,
¢p(a+b)=—(a+Db)
=—a-—>b

= ¢(a) + ¢(b)
10



Terbukti bahwap adalah homomorfisma grup.
2.3 Semiring dan Ring

Semiring dan ring adalah struktur aljabar dengaa dperasi
biner. Pembeda antara semiring dan ring adalahabagg aksioma
yang dipenuhi. Berikut ini adalah definisi sertantod dari ring dan
semiring.

Definis 2.3.1 (Semiring)

Misalkan S adalah himpunan tak kosong yang di dalamnya
didefinisikan dua operasi biner, yaitu penjumlalianm pergandaan.
S disebut semiring jika memenuhi:

I.  (S,+) adalah monoid komutatif

ii. (S,-) adalah monoid
iii. Berlaku hukum distributif kiri dan distributif kana yaitu
untuk setiapa,b,c € S berlaku (a+b)-c=a-c+b-c
dana-(b+c)=a-b+a-c
iv. 0:-a=0=a-0,untuksetiam €S
(Nola, A.D., 2011).

Definisi semiring pada skripsi ini- berbeda dengdefinisi
semiring pada umumnya. Tetapi definisi dari seminhadengacu
pada definisi 2.3.1. Setelah memahami Definisi12.8apat dibuat
contoh semiring sebagai berikut.

Contoh 2.3.2 Semiring
HimpunanS = (Z* U 0, +,-) merupakan suatu semiring.

Bukti:
Diambil sebarang, b, c € S, pasti berlaku
i. a+beS,
i. (a+b)+c=a+(b+o0),
iii. terdapat elemen identitas yafiy
v. a+b=b+a.
TerbuktiZ* U 0 terhadap penjumlahan adalah monoid komutatif.
i. a.beSs,
i. (a-b)-c=a-(b-c),
iii. terdapat elemen identitas, yaitu

11



TerbuktiZ* U 0 terhadap pergandaan adalah monoid.
(a+b)-c=a-c+b-c dana-(b+c)=a-c+b-c, sehingga
padaS berlaku hukum distributif kiri dan kanan. Sertauknsetiap
elemen padaS jika dikalikan dengan0 pasti menghasilkar0,
sehingga memenuhi Definisi 2.3.1 (iv).

Jadi, terbukti bahwZ* U 0 adalah semiring.

Definis 2.3.3 (Semiring Komutatif)

Sebuah semiring dikatakan komutatif jika pada pergandaan
berlaku hukum komutatif yaitu untuk semugb € S, berlaku
a-b=>b-a(Nola, A., 2011).

Definisi 2.3.4 (Homomor fisma Semiring)
Misalkan(R, +,-) dan(S,H,[]) adalah semiring. Homomorfisma
semiring adalah suatu pemetaarR — S yang memenuhi:
(i) ¢(a+b)=¢(a) @ @(b), untuk setiam, b € R,
(i) @(a-b) = @(a) ] @(b), untuk setiam, b € R
(Dummit dan Foote, 2002).

Untuk lebih memahami definisi homomorfisma sengjriberikut
ini adalah contohnya.

Contoh 2.3.5
Pada Contoh 2.3.2 telah terbukti bahw#; u0,+,") adalah
semiring. Bilangan rasionalQ(+,) juga merupakan semiring.
Pemetaarf yang didefinisikan sebagai
fZtu0-Q
X — %

f adalah homomorfisma semiring.

Bukti:
0) fe+y)=2+42=22=f() +f(7)
(i) foey)=1-7=5F=f0) fO)

Terbuktif adalah homomorfisma semiring.
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Definis 2.3.6 (Ring)

Misalkan R himpunan tak kosong dengan dua operasi biner

(penjumlahan dan pergandaan), dinotasikan dendgA-,.), R

dis

ebut ring jika memenuhi:
(R, +) adalah grup komutatif,
(R,") adalah semigrup,
Memenuhi hukum distributif (kiri dan kanan).
a(b+c) =ab+ ac, untuk setiapa,b,c € R (distributif
Kiri),
(a+ b)c = ac+ bc, untuk setiapa,b,c € R (distributif
kanan).
(Bhattacharya,1994)

Di bawah ini adalah contoh ring menurut Definis.8.

Contoh 2.3.7

Misal Z[v2] adalah himpunan semua bilangan berbentuk

a + bV2 dengaru, b € Z, maka £[v2],+,) adalah ring.

Bu

Kti:
Ambil ~ sebarang,y,z € Z[v2]. Misalkan x = a+ bV2,

y=c+d\/§,z=e+f\/§
1) Akan dibuktikan Z[v2], +) merupakan grup komutatif.

i. Berlaku sifat tertutup,
x+y=a+bV2+c+dV2=(a+c)+(b+d)V2ELZ

ii. Hukum assosiatif

x+y)+z=(a+bV2+c+dV2)+e+fV2
=(@a+c)+b+dV2+e+ fV2
=(a+c+e)+b+d+ V2
a+bV2+(c+dV2+e+fV2)
=a+bV2+(c+e)+(d+[f)V2
=(a+c+e)+B+d+ V2
x+y)+z=x+ U +2).
Jadi berlaku hukum assosiatif.
iii. Elemen identitas

Misalkane = 0 + 0v2 € Z[v2]

x+W+2z2)
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x+e=a+bV2+0+0V2=a+hbV2
e+x=0+0V2+a+bV2Z=a+hbV2
Jadi terdapat elemen identitas= 0 + 0v2 € Z[V2]
sedemikian sehinggaxe = ex = x, untuk setiap
X € Z[\/i]
Iv.  Invers setiap elemen
Misalkanx~t = —a + (—b)V2 € Z[V2]
X+xT'=a+bV2+ (-a) + (=b)V2 = 0+0V2
xT+x=(—a)+(=b)V2+a+bV2=0+0v2
Jadi, untuk setiapx € Z[V2]| terdapat x~* € Z[v2]
sedemikian sehingga+ x ! =x"1 +x =e.
V.  Hukum komutatif
x+y=a+bV2+c+dV2
=c+dV2+a+bV2
=y+x
Jadi, berlaku hukum komutatif.

Terbukti bahwa Z[v2], +) grup Komutatif.

2) Akan dibuktikan Z[v2],-) merupakan semigrup.
i.  Berlaku sifat tertutup,

Xy = (a I b\/_Z_)(c o d\/z)
= ac + adV2 + beV2 + bdV2V2
= (ac + 2bd) + (ad + bc)V2
xy € Z[\/E]
ii.  Akan dibuktikan berlaku hukum assosiatif
(xy)z = ((a +bV2)(c + d\/f)) (e + fV2)

(Cac + 2bd) + (ad + be)V2) (e + f2)
= ace + 2bde + ade/2 + bceV2 + acfV2 +

2bdfvV2+  adfv2v2 + befV2v2
= (ace + 2bde + 2adf + 2bcf) + (ade +

bce + acf + 2bdf)\2
x(yz) = (a+ bv2) ((c + aV2) (e + VD))
= (a + b\/i) ((ce + 2df) + (cf + de)\/f)
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= ace + 2adf + acfV2 + adev2 +
bcev2 + 2bdfV2 + bcfV2V2 +

bdev2v2
= (ace + 2adf + 2bcf + 2bde) + (acf +

ade + bce + 2bdf)\2
Jadi, berlaku hukum assosiatif.

Terbukti bahwaZ[v2],-) adalah semigrup.

3) Akan dibuktikan hukum distributif,
x(y+2z)=(a+ bV2) ((c +dvV2) + (e + f\/z))
= (a+bV2)(c +dV2) + (a + bV2)(e + fV2)
x(y+2z)=xy+xz
(x+y)z= ((a +bV2) + (c+ d\/i)) (e + fV2)
= (a+bv2)(e+ fV2) + (c + dV2)(e + fV2)
=xz+yz
xy+2z)=(@x+y)z
Berlaku hukum distributif. JadiZ{v2], +,-) adalah ring.

Definiss 2.3.8 (Epimorfisma, Monomorfisma, |somorfisma,
Endomorfisma, Automorfisma)
1. Homomorfisma ¢@:R—S yang surjektif disebut

epimorfisma.

2. Homomorfisma ¢@:R—>S vyang injektif  disebut
monomorfisma.

3. Homomorfisma ¢:R — S yang yang bijektif disebut
isomorfisma.

4. Homomorfismap: R — R disebut endomorfisma.
5. Isomorfismap: R — R disebut automorfisma.
(Hartley dan Hawkes, 1994)

Untuk memperjelas pemahaman Definisi 2.3.8, dilb@rikontoh
berikut.
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Contoh 2.3.9

Misal (Z[V2],+,.) adalah ring. Didefinisika@: Z[v2] - Z[v2]
dengan 6(a+bv2) =a—bV2, akan dibuktikan 6 adalah
automorfisma.

Bukti:
Diambil sebaranda + bv2), (c + dv2) € Z[V2].
6((a+bV2) + (c +dv2)) =0 ((a+c) + (b +d)V2)
=(a+c)—(b+d)WV2
= (a—bﬁ)+(c—d\/§)
= 6(a + bv2) + 6(c + dV2)
) ((a + b\/i)(c + d\/i)) =6 ((ac + 2bd) + (bc + ad)\/i)
= (ac + 2bd) — (bc + ad)V2
= (a - bv2)(c - dV2)
=0(a+ bv2)8(c +dV2)
Jadig adalah homomorfisma.
Misal 6(a+bv2) = 6(c +dv2), maka a — bv2 = c — dv2,
jadia = ¢, b = d, sehinggd® injektif.
Jelas bahwa surjektif, karena untuk setiap— bv2 € Z[v2]
akan terdapat + bv2 € Z[V2| dimanad(a + bv2) = a — bV/2.
Karenad homomorfisma yang bijektif dan merupakan pemetaan
dari ringZ[v2] ke dirinya sendiri, maka disebut automorfisma.

2.4 Modul

Apabila selama ini dikenalkan suatu konsep aljalb@ngenai
ruang vektor, maka modul merupakan perumuman dang vektor.
Pada modul, syarat skalar diperumum menjadi elepzata suatu
ring dan bukan field, dimana definisi field samagn definisi ring
hanya pada pergandaan, pada field tanpa elemeadadhh grup.
Dengan demikian ruang vektor merupakan suatu kKesusus dari
modul.
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Definis 2.4.1 (Modul Kiri)

Suatu modul kiriM atas ring dengan elemen identifasadalah
suatu grup komutatifM yang di dalamnya didefinisikan suatu
pemetaan:

p:RxM — M
(r,m) » ¢p(r,m) =rm

yang memenuhi:

(i) r(my+my) =rmy +rm,

(i) (mM+rrpm=rrm+nrnm

(iif) (ryr)m = ry(r,m)

(iv) Im=m
Untuk setiapr,ry,7, € R dan m, m;,m, € M (Hartley dan Hawkes,
1994).

Akibat Definisi 2.4.1, untuk setiape R danm € M berlaku:
i.  0p-m =0y,

i. 70y =0y,

iii. (=r)ym = —(rm) = r(—m).

Definisi 2.4.2 (Modul Kanan)

Suatu modul kanakl atas ring dengan elemen identiaadalah
suatu grup komutatiiM yang di dalamnya didefinisikan suatu
pemetaan:

¢p:MXR— M

(m,r) » ¢(m,r) = mr
yang memenuhi:
i) (my+my)r=mr+m,r
(i) m@y+r)=mr+mn
(i)  mQrry) = (mrr,
(iv) ml=m
untuk setiapr,r;,1, € R danm, m,,m, € M (Hartley dan Hawkes,
1994).

Definisi 2.4.2 juga mengakibatkan:
. m-0gx = 0y,
. Oy -7 =0y,
iii. (=m)-r = —-(rm) = m(-r).
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Akan tetapi tidak menutup kemungkinan bahwa operas
pergandaan skalar dapat berlaku dari kiri dan gplaldari kanan.
Sifat modul dengan operasi pergandaan tersebutt dipgatakan
sebagai definisi.

Definisi 2.4.3 (Bimodul)

Diberikan grup komutatif(M,+) dan ring dengan elemen
identitas(R, +,.). JikaM modul kiri sekaligus modul kanan atAs
makaM disebut bimodul (Wijna, 2009).

Berikut ini adalah contoh bimodul.

Contoh 2.4.4
Setiap ring dengan elemen identikaadalah bimodul atas dirinya
sendiri dengan pergandaan skalar:
@:RXR->R
(a,m) — a-m,
untuk setiapn € R, a € R.

Bukti:
Diambil sebarangn,n € R dana,b € R
I. (a-b)-m=a-(b-m) sebab pada ring berlaku hukum
assosiatif pergandaan.
i. a-(m+n)=(a-m)+(a-n) sebab pada ring berlaku
hukum distributif kanan.
iii. (a+b) -m=(a-m)+ (b-m) sebab pada ring berlaku
hukum distributif Kiri.
V. 0-cm=0=a-0
V. 1l-x=x
Terbukti bahwak adalahR-modul Kiri.

i. m-(a-b)=(m-a)-b sebab pada ring berlaku hukum

assosiatif pergandaan.

i. (m+n)-a=@m-a)+(n-a) sebab pada ring berlaku
hukum distributif Kiri.

iii. m-(a+b)=(m-a)+ (m-b) sebab pada ring berlaku
hukum distributif kanan.

v. m-0=0=0-a

V. x-1=x
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Terbukti bahwak adalahR-modul kanan.
Jadi, telah terbukti bahwa ring dengan elemenasakuadalah
modul atas dirinya sendiri.

Contoh 2.4.5
Setiap grup komutatif¥ adalah suatuZ-modul kiri dengan
pergandaan skalar:

mLZXM->M
zm)—zm=m+m+--+m
%r—/
z suku

Bukti:
Diambil sebaranen,,m, € M danz,, z, € Z,
__i- (z1-23) - m=2;-(2,-m)
. z(my +my) =(my +my) + (my + my) + -+ (Mmy + my)
=my +m1 ++m1 +m2 +m2 ++m2

—~ > g
~— ~—

z suku z suku
=zmy +zm,
. (z1+2z)) m=m-z;+m-z,
iv. 0-m=0
V. 1-m=m
Jadi, terbukti bahwa! adalahZ-modul kiri.

Dengan cara yang sama, dapat dibuktikan jgedalahZ-modul
kanan, sehingg® adalahz-bimodul.

Definisi 2.4.6 (Submodul)

DiketahuiM merupakarR-modul. R ring dengan elemen satuan,
danN € M, makaN disebut submodul dai¥ jika dan hanya jika
memenuhi aksioma berikut:

1. N merupakan subgrup komutatif dafi

2. operasi pergandaan skalar yang berlaku pagaga berlaku

padaN (Wijna, 2009).

Untuk mempermudah pemahaman mengenai submodul,
diberikan contoh sebagai berikut.
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Contoh 2.4.7
1. Z modul atas dirinya sendiri, himpunan
3Z ={...,—3,0,3, ...} merupakan submodul dati
2. Q@ adalah R —modul, himpunan bilangan rasiona®
merupakan submodul daki

2.5 Modul Faktor, Homomorfisma Modul, dan M odul Bebas

Misalkan M adalahR-modul. KarenaM grup komutatif, maka
sebarang subgrup davl juga merupakan grup komutatif. Misalkan
N adalah sebarang subgrup dafi KarenaN subgrup komutatif,
maka N merupakan subgrup normal terhadald, vyaitu
a+N=N+a untuk setiap ae M. M/N ={a+ N|a € M}
merupakan grup terhadap operasi biner
(@a+N)+(b+N)=(a+b)+N. Karena M grup komutatif,
maka:

(@a+N)+(b+N)=(a+b)+N
=(b+a)+N
=(b+N)+(a+N).
Jadi,M /N merupakan grup komutatif terhadap operasi penjuania
koset.

Teorema2.5.1

DiketahuiM adalahR-modul, N sebarang submodul dad, dan
R ring dengan elemen satuan, makaN yang merupakaR-modul
terhadap operasi pergandaan kosét + N) = (ra) + N untuk
setiapr ER dana+ N € M/N. SelanjutnyaM /N disebut modul
faktor.

Bukti:

Akan ditunjukkan bahwa operasi pergandaan kosetipa&an
operasi biner. Pertama, ditunjukkan bahwa opeeagdefinisi dengan
baik. Diambil sebarang a+ N,b+ N € M/N dengan
a+ N = b + N. Menggunakan sifat kesamaan dua koset diperoleh
a—b€eN. Karena N submodul, maka untuk sebarange R
berlaku, r(a—b) =ra—rb. Dengan kata lain
(ra)+ N = (rb) + N, sesuai dengan operasi pergandaan koset
r(a+ N) =r(b+ N). Terbukti operasi terdefinisi dengan baik.
Kedua, operasi tertutup karema € M untuk sebarang € R dan
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a € M. Dengan demikian berlake(a + N) = (ra) + N € M/N.
Jadi, operasi pergandaan koset merupakan openasi bi
Diberikan sebarang + N,b + N € M/N danr,r;, 1, € R. Akan
ditunjukkan bahwa operasi pergandaan koset memeskgioma
pergandaan skalar:
1. r((@a+N)+ (b +N)) =r((a+b) +N)
= (r(a + b)) +N
=(ra+rb)+ N
=(ra+N)+ (rb+N)
=r(a+N)+r(b+N)
2. (m+nrn)@+N) = ((r1 + rz)a) + N
=(na+nrna)+N
= (rpa+ N) + (npa+ N)
=r(a+N)+nr(a+N)

3. (nr)(@+N) = ((rlrz)a) + N
= (rl(rza)) + N

=r(rpa+N)
=1 (r,(a+ N))
4. 1R(a + N) = (1Ra) + N
=a+N
Jadi, terbukti bahwad /N merupakan modul atds m|

Berikut ini adalah contoh dari modul faktor.

Contoh 2.5.2

PadaZ adalah modul terhadap dirinya sendiri dan dapaititdi
submodul6Z dan dibentuk grup komutatif, yaiti/6Z = Zg yang
anggotanya {0+ 6Z,1+ 6Z,2 + 67,3 + 67,4 + 6Z,5 + 6Z} =
{0,1,2,3,4,5}. HimpunanZ/6Z merupakan modul ata® dengan
operasi pergandaan skalafa + 6Z) = (ra) + 6Z untuk setiap

r € Z dana + 6Z € 7./ 6Z.

Definis 2.5.3 (Homomorfisma M odul)
Diketahui M dan M’ adalah R-modul. Pemetaant:: M —» M’
disebut homomorfisma modul jika dan hanya jika neumhé
i. m(my + m,) = n(m,) + n(m,), untuk setiapn,, m, € M,
ii. m(rm) = rm(m), untuk setiapn € M danr € R (Wijna, 2009).
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Untuk memperjelas tentang definisi homomorfisma wuhod
diberikan contoh sebagai berikut.

Contoh 254

DiketahuiZ danZ[x] yaitu himpunan polinom yang konstantanya
berupa anggotaZ keduanya merupakarZ-modul. Pemetaan
m: Z - Z[x] dengan definisic(a) = ax® merupakan homomorfisma
modul.

Bukti:
i. m(a +b) = (a + b)x3 = ax® + bx3 = n(a) + n(b),  untuk
setiapa, b € Z,
ii. m(ra) = (ra)x® = r(ax®) = rn(a), untuk setiapa € Z dan
r € Z.

Terbukti bahwar adalah homomorfisma modul

Definis 2.5.5 (Kernel dan Image Homomor fisma)

DiketahuiM danM' adalahR-modul dant: M —» M’ merupakan
homomorfisama modul, maka

1. kernelr = {m € M|r(m) = 0y},

2. imager = {m(m) € M'|m € M} (Wijna, 2009).

Contoh dari kernel dan image, adalah sebagai keriku

Contoh 2.5.6
Pada  contoh 2.5.4  diketahui ker(r) = {0} dan
image(m) = {ax3|a € 7}

Teorema 2.5.7

MisalkanM danN adalahR-modul, danK adalah submodul dari
dari M. Misalkan jugav: M —» M/K adalah homomorfisma modul,
dan ¢: M - N adalah homomorfisma deng&er(¢) = K. Maka
terdapat homomorfisma tunggpj M /K — N sehingga diagram

M—PN

e

commutes.
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Bukti:
Jika diagram di atasommute, maka untuk sebarang elemen

K + x € M/K, haruslah

YK +x) = Ppv(x) = p(x) (*).
Oleh karena itu, harus didefinisikat(K + x) menjadi ¢(x).
Definisi tersebut hanya berlaku pada kogé# x tidak pada
representatifc. JikaK + x = K + x’, makax — x’ € K. Dari asumsi
bahwa x — x" € ker ¢, sehingga¢(x —x") = 0. Oleh karena itu,
diperoleh¢(x) = ¢(x'), dan persamaafx) terdefinisi untuk suatu
pemetaany: M/K — N. Jika K + y adalah elemen lain daM /K
maka:

Y(K+x)+EK+y)=9pE + (x+y))
=¢(x+y)
=¢(x) + ()

YK +x)) =K +1rx)
= ¢(rx)
=r¢(x)

dan

untuk setiap- € R.

Terbukti bahway) adalah homomorfisma. Oleh karena itu, dari
persamaan (*) maka Y(K+x)=0< ¢(x) =0 < x €E ker¢p
sehingg&kery = ker ¢ /K. O

Teorema 2.5.8
Jika M dan N adalah R-modul dan ¢:M — N adalah
homomorfismaR-modul, makaV / ker ¢ = im¢.

Bukti:

Dari teorema 2.5.7 mengakibatkin= ker ¢p sehingga pemetaan
u:M/ker¢p - N adalah homomorfisma sedemikian sehingga
diagram

¢
M—N

\ 7

M/ ker ¢
commute, denganker u = ker ¢ / ker ¢p. Karena ¢ = yuv maka u
adalah pemetaan yang injektif sehingga u = im ¢. Diambil
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sebarangy € im ¢p, makay = ¢(x), untuk suatux € M. Dengan
demikian dapat dipiliz = x + K € M/ ker ¢ sehinggau(z) = y.
Jadi u adalah pemetaan yang surjektif. Oleh karenat@dalah
isomorfismaM / ker ¢ ke img. O

Apabila diketahuiX merupakan suatu himpunan bagian ddri
yang merupakaR-modul, maka dapat dibentuk suatu submodul dari
M yang dibangun olek yang didefinisikan di bawah ini.

Definisi 2.5.9 (Submodul yang dibangun oleh X)

JikaX adalah himpunan bagian dafiyang merupakaR-modul,
maka submodul yang dibangun oletadalah submodul terkecil dari
M yang memuaX (Hartley dan Hawkes, 1970).

Berikut ini adalah contoh dari submodul yang ddpanolehX.

Contoh 2.5.10

PadaZ yang merupakan modul atas dirinya sendiri, dipilih
himpunanX = 2 c Z. Karena submodul padaberbentuknZ maka
submodul-submodul da#i yang memuak adalai2Z danZ sendiri.
Sehingga submodul yang dibangun oléhadalah2Z, sebab2Z
adalah submodul terkecil daZ.

Definis 2.5.11 (Modul Siklik)
Misalkan M adalahR-modul. Jika terdapat € M sehinggaa
membangurM maka modulM disebut modul siklik (Wijna, 2009).

Sebagai contoh dari modul siklik adal@ yang merupakan
Z —modul sebal§1) = Z.

Tidak setiap modul memiliki himpunan pembanguka Juatu
modul memiliki himpunan pembangun, maka terdapkit pada
himpunan pembangun tertentu yang disebut dengais. Berikut
akan diberikan pengertian mengenai basis dan nimmthas.

Definisi 2.5.12 (Bebas Linier)
DiketahuiM adalahR-modul danX € M. HimpunanX dikatakan
bebas linier jika dan hanya jika untuk setiagE N, r; € R dan
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x; €X dengan 1<i<n, jika mrx;+nrx,+ +rx =0y
berakibat; = -+ = r; = 0z (Wijna,2009).

Definis 2.5.13 (Basis)

DiketahuiM adalahR-modul danX € M. HimpunanX dikatakan
basis untukV jika dan hanya jika memenuhi syarat berikut:

(i) M dibangun olelX atauM = (X),

(i) X bebas linier (Wijna, 2009).

Definisi 2.5.14 (Modul Bebas)

Diketahui M adalahR-modul, jika terdapatX € M denganX
merupakan basis untuk, makaM disebut modul bebas (Wijna,
2009).

Definisi 2.5.12 sampai dengan Definisi 2.5.14ldder untuk X
yang terbatas. Berikut ini adalah contoh dari maikilk dan modul
bebas.

Contoh 2.5.15

Z./87 adalah modul atas dirinya sendiri merupakan mesiklik
karena(1 + 8Z) = Z/87Z dan dengan demikia/8Z merupakan
modul bebas. Namu#/8Z yang merupaka-modul bukan modul
bebas, karena untuk sebarangc Z/8Z selalu dapat dipilih
r = 8 € Z sehinggd: ,ex rx = 0 4+ 8Z. Jadi, setiap himpunan bagian
padaZ/8Z selain{0} tidak bebas linier dan dengan demikiz/(8Z
merupakanz-modul tidak memiliki basis.
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BAB I11
HASIL DAN PEMBAHASAN

3.1 Semimodul dan Subsemimodul

Pada pendahuluan telah dijelaskan bahwa terdamatskyang
lebih luas dari modul, yaitu semimodul. Berikut adalah definisi
semimodul dan subsemimodul.

Definis 3.1.1 (Semimodul Kiri)

Misalkan S adalah semiring, dan himpunan tak kosoMg
terhadap penjumlahan adalah monoid komutadif. dikatakan
S-semimodul kiri jika didefinisikan pergandaan scala

y:(a,x) ESXMw-a-xeEM
yang memenuhi kondisi
(k1) (a-b)-x=a-(b-x)
k2) a-(x+y)=(a-x)+(a-y)
(k3) (a+b) - x=(a-x)+(b-x)
(k4) Og-x =0 =a- 0y
(K5) 15 -x =x
untuk setiam, b € S dan untuk setiap,y € M.

Definis 3.1.2 (Semimodul Kanan)

Misalkan S adalah semiring, dan himpunan tak kosoMg
terhadap penjumlahan adalah monoid komutaMf. dikatakan
S-semimodul kanan jika didefinisikan pergandaanaskafaitu:

y:(x,a) EMXSHx-aeM
yang memenuhi kondisi
(Pl) x-(a-b)=(x-a)-b
(P2) (x+y)-a=x-a)+(y-a)
(P3) x-(@a+b)=(x-a)+ (x-b)
(p4) 0py-a=0=x-0g
(p5) x:-15=x
untuk setiap, b € S dan untuk setiap, y € M.

Dari definisi di atas, maka setiap semimodul betermtu modul
tetapi setiap modul pasti semimodul. Hal ini dididzen, pada
modul, M adalah grup komutatif daR adalah ring. Monoid

27



komutatif belum tentu grup komutatif begitu juganggng belum
tentu ring. Jadi, Semimodul lebih luas dari modul.

Jika pada modul operasi pergandaan skalar dadakbetari kiri
dan dari kanan, maka pada semimodul juga berlakydamy sama.
Sifat semimodul yang demikian dapat dinyatakan galdefinisi.

Definis 3.1.3 (Bisemimodul)

Diberikan monoid komutatifM, +) dan semirinds, +,-). JikaM
semimodul kiri sekaligus semimodul kanan afaakaM disebut
bisemimodul.

Berikut ini adalah contoh dari semimodul kiri daamimodul
kanan dan jika memenuhi keduanya disebut bimodul.

Contoh 3.1.4
Setiap monoid komutatiif adalah suat-semimodul.
Bukti:
* Didefinisikanm: Z x M - M
zm)—z-m=m+m+--+m

_

~—

z suku
. (z1-22) - m=2z;-(2,-m)
. z(my + my) = (my + my) + (Mg + my) + -+ (my + my)
=m+my+---+m+my,+my,+--+m,
LRl F WO/ 3 W
z suku z suku
=zmy +zm,
iii. (z1+2z)) m=m-z;+m-z,
iv. 0-m=0
V. 1-m=m
untuk setiapn, m;,m, € danz,z,,z, € Z
* Didefinisikanm: M X Z - M
(mz)—m-z=m+m+---+m

(- _
~—

z Suku

L m-(z1-2) =(m-2z) 2,
ii. (my +my)z=(my + my) + (my + my) + ---+ (my + m,)
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=my+mg+--+m+m,+my;+--+m,
z suku z suku
=z-my+z-m,
. m-(z1+z)=m-z;+m-z,
iv. 0-m=0
V. 1-m=m
untuk setiapn, m,, m, € danz,z;,z, € 7Z
Terbukti bahwaM adalah Z-semimodul kiri dan sekaligus
Z-semimodul kanan. Jad¥ juga merupakan bisemimodul. Tetapi
setiap monoid komutati’¥ bukan suatuZ-modul sebab setiap
elemen pad¥ tidak memiliki invers.

Contoh 3.1.5
Setiap semiring adalah bisemimodul atas dirinya sendiri.

Bukti:
S adalah semiring. Didefinisikan pergandaan skalar
P:SXS—>S
(a,m) — a - m, untuk setiapn € S,a € S.
Diambil sebarangn, n € S dana,b € S.
i. (a-b)-m=a-(b-m)sebab pada semiring berlaku hukum
assosiatif pergandaan.
i. a-(m+n)=(@-m)+(a-n) sebab pada semiring
berlaku hukum distributif kanan.
Iii. (a+b)-m=(a-m)+(b-m) sebab pada semiring
berlaku hukum distributif kiri.
iv. 0-m=0=a-0
V. 1l-x=x
Terbukti bahwak adalahR-semimodul Kiri.

i. m-(a-b)=(m-a)-b sebab pada semiring berlaku hukum
assosiatif pergandaan.
ii. m+n)-a=m-a)+(n-a) sebab pada semiring
berlaku hukum distributif Kiri.
ii. m-(a+b)=(m-a)+(m-b) sebab pada semiring
berlaku hukum distributif kanan.
v. m-0=0=0:a
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V. x-1=x
Terbukti bahwak adalahR-semimodul kanan.

Jadi, telah terbukti bahwa ringyadalahR-bisemimodul terhadap
dirinya sendiri.

Contoh 3.1.4 dan 3.1.5 hampir sama dengan corada modul.
Perbedaannya adalah luasan daerahnya. Tetapi ssmping S
bukan modul atas dirinya sendiri sebab pada oppesgumlahans
tidak memiliki invers dan pada mod8lharus berupa grup. Begitu
juga dengan monoid komutatif bukan merupakan madul

Contoh 3.1.6
Z* U {0} adalah semimodul kiri atas semiring dengan
pergandaan skalar yang didefinisikan sebagai beriku
@:Z X LT U{0} > Z* u {0}
(a,m)— a-m,
untuk setiapn € Z, a € Z* U {0}. Tetapi bukan modul kiri atas ring
Z.

Bukti:

PembuktianZ* U {0} adalah semimodul kiri atas semiririg
analog dengan pembuktian Contoh 3.1.5.

Z* u {0} adalah monoid komutatif dan padé U {0} setiap
elemennya tidak memiliki invers, sehingg@a* u {0} bukan
merupakan grup komutatif. Syarat dari modul addaharus grup
komutatif. Sehingg@* U {0} bukan merupakan modul atas rifig

Untuk selanjutnya, pembahasan mengenai semimoddla p
tulisan ini mengacu pada semimodul kiri yang sefamyja hanya
disebut sebagai semimodul dan dengan penalargpespembahasan
dapat diterapkan pada semimodul kanan. Di bawah akan
diperkenalkan suatu struktur dari semimodul yangselulit
subsemimodul.

Definis 3.1.7 (Subsemimodul)

Diketahui M adalahS-semimodul danv € M. N dikatakans-
subsemimodul jika dan hanya jika:

() N merupakan submonoid komutatif daf;
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(i) Operasi pergandaan skalar yang berlaku paglaga berlaku
padaN.

Contoh subsemimodul adalah sebagai berikut.

Contoh 3.1.8

Pada contoh 3.1.6 dijelaskan bah#fau {0} adalah semimodul
atas semirindZ. 3Z* U {0} = {0,3,6, ...} adalah subsemimodul dari
Z*.

Bukti:
Didefinisikan pergandaan skalar:
@: 7 x 3Z* U {0} - 3Z* U {0}
(a,m) — a-m,
untuk setiapn € Z, a € 3Z* u {0}.
Diambil sebarangn, n € Z dana, b € 3Z* U {0}.
i. (a-b)-m=a-(b-m) sebab berlaku hukum assosiatif
pergandaan.
i. a-(m+n)=(a-m)+(a-n) sebab berlaku hukum
distributif kanan.
iii. (a+b) m=(a-m)+(b-m) sebab berlaku hukum
distributif kiri.
iv. 0-m=0=a-0
V. l-x=x
Terbukti bahwaZ* U {0} adalahHZ —semimodul.
3Z* U {0} submonoid komutatif darZ* u {0}. Jadi, terbukti
bahwa3Z* U {0} subsemimodul dai* U {0}.

Dari contoh 3.1.8 dapat disimpulkan bahwa subseahirndari
Z* U {0} berupanZ* U {0}.

3.2 Pembangun Subsemimodul, Semimodul Siklik, Semimodul
Bebas

Definisi pembangun subsemimodul, kombinasi lineagn
semimodul siklik pada semimodul hampir sama deruigdimisi pada
modul. Untuk lebih jelasnya, diuraikan di bawabh ini
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Definis 3.2.1 (Pembangun Subsemimodul)

Misalkan X adalah himpunan bagian da¥ yang merupakan
S-semimodul, dapat dibentuk subsemimodul déryang dibangun
X. Subsemimodul tersebut adalah subsemimodul térkizci M
yang memuak.

Sebaliknya, diberikan sebuah subsemimoNuldari M, dapat
dikatakan sebuah himpunan bagigh atas M adalah sistem
pembangurN atauX membangum jika N = (X).

Untuk memperjelas definisi pembangun subsemimatibgrikan
contoh sebagai berikut.

Contoh 3.2.2

Pada contoh sebelumnya telah diketahui ba#Wwamerupakan
semimodul terhadap dirinya sendiri. Misalkan dipilhimpunan
X ={3,6,9} c Z*. Telah diketahui pula bahwa subsemimodul pada
Z*t berbentuknZ*. Maka subsemimodul da#* yang memuafX
adalamZ* danZ™ itu sendiri. Dengan demikian subsemimodul yang
dibangun oletX adalam3Z* n Z* = 3Z*.

Definisi 3.2.3 (Semimodul Siklik)
M yang merupakas-semimodul dikatakan siklik jika dibangun
oleh elemen tunggal € M, dan dinotasikaf - v.

Definis 3.2.4 (Kombinas Linier)

Diberikan semiringS, M adalah S-semimodul, dan anggota
berhingga{x;}i, eleman darM, kombinasi linier dari anggot;}
adalah jumlah setiapiL;a; - x; dengana; € S, untuk setiap
i=1..n

Definis 3.2.5 (Bebas Linear)

Diketahui M adalah S-semimodul, danX € M. HimpunanX
dikatakan bebas linear jika dan hanya jika untulape: € N, untuk
setiap r; € S dan untuk setiapx; € X denganl1l <i <n, jika
X, + -+ mx, = 0y berakibaty; = - =r, = 0s.

Definisi 3.2.5 berlaku untuk yang terbatas.
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Definisi 3.2.6 (Basis)
Diketahui M adalah S-semimodul, danX € M. HimpunanX
dikatakan basis untuk jika dan hanya jika memenuhi:
i. M= (X),
ii. X bebas linear.

Definisi 3.2.7 (Semimodul Bebas)
DiketahuiM adalah S-semimodul,. Jika terdapat < M dengan
X merupakan basis untdk, makaM disebut semimodul bebas.

Di bawah ini adalah contoh dari semimodul sikldng sekaligus
merupakan semimodul bebas.

Contoh 3.2.8

Pada Contoh 3.1.6 terbukti bahwd U {0} adalah semimodul
atasZ. Z* u {0} juga merupakan semimodul siklik seb@d, U {0}
dapat dibangun oleh elemen tunggal yai& Z* u {0}.

Z* U {0} juga merupakan semimodul bebas, sefaku {0} =
(1), 1 € Z* U {0}. Dan jelas bahwfl} bebas linier.

3.3 Homomor fisma Semimodul

Definisi homomorfisma modul telah diuraikan padajatan
pustaka. Pada bagian ini dibahas definisi serti@es yang berlaku
pada homomorfisma semimodul.

Definis 3.3.1 (Homomor fisma Semimodul)

Misalkan S adalah semiring daM, N adalahS-semimodul Kkiri.
Sebuah pemetagn M — N adalah homomorfismg&-semimodul jika
fx+y)=f(x)+ f(y) untuk setiapx,y € M dan berlaku juga
f(a-x) =a- f(x), untuk setiam € S dan x € M.

Berikut ini contoh untuk homomorfisma semimodul.

Contoh 3.3.2
DiketahuiZ* u {0} danZ merupakarZ-semimodul. Pemetaan:
@:ZT U {0} > Z
X > =X

adalah homomorfisma semimodul.

33



Bukti:
Diambil sebarang,y € Z* u {0} danr € Z.
). px+y)=—-(x+y)==x+(=y) =)+ o),
(i). p(rx) = —(rx) = r(—x) = ro(x).

Jadi, terbukti bahwea adalah homomorfisma semimodul.

Dari definisi homomorfisma semimodul di atas, dapa
disimpulkan bahwa definisi homomorfisma pada serduhsama
dengan definisi homomorfisma pada modul. Untuk abbu
homomorfismaS-semimodul, dapat didefinisikan kernel dan image.
Definisi tersebut sama dengan definisi kernel daagie pada modul.

Berdasarkan homomorfisma-semimodul f:M — N dapat
didefinisikan juga isomorfisma, monomorfisma, endodiisma dan
automorfisma yang definisinya sama dengan defipsda bab
sebelumnya.

Untuk membedakan homomorfisma dengan endomorfisma
semimodul, diberikan contoh sebagai berikut.

Contoh 3.3.3
Z* U {0} adalahZ —semimodul. Pemetaan
y:Z* U {0} - Z* U {0}
yang didefinisikan sebagai(x) = ax merupakan endomorfisma.

Bukti:

Diambil sebarang,y € Z* U {0}, danr € Z,
(). y&x+y)=alx+y) =ax+ay=yx)+yQ),
@ii). yOx) =a(rx) =r(ax) = ry(x).
Terbukti bahway merupakan homomorfisma semimodul. Dan
karena pemetaary dari Z* U {0} ke dirinya sendiri, makay
merupakan endomorfisma semimodul.

Pada modul terdapat sifat homomorfisma, yaitu &ear 2.5.7
dan Teorema 2.5.8. teorema tersebut belum tentlakiempada
semimodul. Hal ini dikarenakan pembuktian pada @mwar 2.5.7
menggunakan invers dax’ (invers elemen dari grup komutatif),
sedangkan pada semimodul tidak harus terdapat sinsehingga
pembuktian tidak dapat dijalankan. Sifat yang dkniloleh
homomorfisma semimodul sebagai berikut.
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Proposisi 3.3.4

MisalkanM adalah monoid komutatif dat adalah semiringM
dapat dikatakanS-semimodul jika dan hanya jika terdapat
homomorfisma semiring da ke End, (M) yaitu endomorfisma
monoid dariM.

Bukti:
=)

DiketahuiM adalahS-semimodul kiri. Akan dibuktikan terdapat
homomorfisma semiring dafike End,, (M).

Misalkan hy,:x €M - a-x€ M. Karena M  adalah
S —semimodul kiri, maka untuk setiap € R danx,y € M berlaku:

. a-(x+y)=(a-x)+(a-y)

il. 1-x=x.
Sehingga h, adalah homomorfisma monoid. Oleh sebab itu,
diperoleh pemetaan:
§&:a €S v h, € Endy (M) (3.1)
Menggunakan Definisi 3.1.1 (k4) dan (k5) maka:
I 5(05) =0
i. &(1) =identitas.

Dengan (k2), secara langsufigdapat memenuhia + b) - x =
(a-x)+ (b-x). Terakhir, dengan sifat (k1) pada definisi 3.1.1,
maka

hap(x) = (a-b) -x
=a-(b-x)
= ha(hy(x))
iy (ha v hb)(x):
untuk setiam, b € S danx € M.

Terbukti bahwa¢é adalah homomorfisma semiring dafi ke

(Endpy (M), +,0,0,idy).

(=)

Untuk bukti kebalikannya, tentu benar secara umyikea
h:S - T adalah homomorfisma semiring dar¥ adalah
T —semimodul, makah menginduksi struktur semimodul padé&
yang didefinisikan oleh:

a-p x = h(a) - x, untuk setiam € S,x € M.
Hal ini sesuai dengah = End (M).
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Jadi, jika terdapat homomorfisma semirtge End,, (M) maka
M adalahS-semimodul.

Terbukti bahwaM adalah S-semimodul jika dan hanya jika
terdapat homomorfisma semiriSigke Endy, (M). 0

Jika dilihat dari strukturnya, maka Proposisi @isshampir sama
dengan Teorema 2.5.7 dan Teorema 2.5.8. Propasiiad juga
dapat berlaku pada homomorfisma modul dengan petmabuiang
sama dengan pembuktian di atas karena setiap mpédsti
semimodul.

Contoh 3.3.5

Misalkan Z*u {0} adalah monoid komutatif terhadap
penjumlahan dan semiring terhadap penjumlahan @agapdaan.
Z* U {0} adalahZ™* u {0}-semimodul jika dan hanya jika terdapat
homomorfisma semiring Z* ke endomorfisma monoid
Endyg+ 0 (Z7 U {03).

Bukti:
=)

Akan dibuktikan terdapat homomorfisma semirirdf ke
endomorfisma monoidEndZJru{O}(Z+ U {0}). Pertama dibuktikan
terdapat endomorfisma monaiakdy+ (Z* U {0}), yaitu:

w:x € Z* U {0} » 2x € Z* U {0}.
Akan dibuktikan ¢ merupakan endomorfisma monoid. Diambil
sebarang, y € Z* u {0}.
plx+y)=2(x+y)
=2x+2y
= p(x) + u(y).
Terbukti bahwau adalah endomorfisma monoid.

Terakhir, akan dibuktikan terdapat semiring dztiu {0} ke
Endy+ 0 (Z* U {03).

Didefinisikan pemetaan

a:x € Z* U {0} » x € Endg+ (o, (Z* U {0}).
Jika digambarkan pada diagram, sebagai berikut:
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Z+

Akan dibuktikan « adalah homomorfisma semiring. Diambil
sebarang, y € Z7,

() ax+y)=x+y=alx)+ay),

(i) atx-y)=x-y =alx) - a(y).
Terbukti bahwar adalah homomorfisma semiring.

Jadi, jika Z* adalah Z*-semimodul, maka terdapat
homomorfisma semiring* ke endomorfisma monoiind,+ (Z*).
(=)

Akan dibuktikan bahwaZ* adalah Z*-semimodul dengan
pergandaan skalar

R/ ARE Al
(a,m) — a - m, untuk setiapn € Z*,a € Z*

Pembuktian sejalan dengan bukti pada contoh 3.1.5.

Jadi, terbukti bahwa jika terdapat homomorfismaigag Z* ke
endomorfisma monoifind,+(Z*) makaZ* adalatZ*-semimodul.

Akibat 3.3.6

Misalkan S adalah semiring dan jik&* = (S,+,05) adalah
monoid komutatif terhadap penjumlahan, makalapat dipetakan
pada semiringndg+(S™).

Bukti:

S* adalah monoid komutatif das adalah semiring, maka
berdasarkan definisi semimodul, dapat dibenfifk merupakan
semimodul atas. Dan berdasarkan Proposisi 3.3.4 dapat dibentuk
pemetaan semiring seperti pada (3.1). Terbukti baSwdapat
dipetakan pada semirirignds+(S™). U
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Sebelum menuju teorema selanjutnya, diberikanotodi bawah
ini yang berkaitan dengan sifat-sifat selanjutngdgphomomorfisma
semimodul.

Contoh 3.3.7
MisalkanS adalah semiring daki adalah himpunan tak kosong.
Koleksi fungsi dariX ke S yang dinotasikas* adalahS-semimodul
dengan pergandaan skalar yang didefinisikan:
vi(a,f)ESxS¥m-a-fesX
dan
(f + 9)(x) = f(x) + g(x), untuk setiapx € X danf, g € S*.

Bukti:
Pertama akan dibuktikais %, +,0) adalah monoid komutatif.
(i). Diambil f, g € S* berlaku:
(f + ) = f(x) + g(x) € S¥
SehinggaS* bersifat tertutup.
(ii). Diambil f, g, h € SX, berlaku:
((f + 9)®) + h(x) = (f(x) + g(x)) + h(x)
=f(0) + (&) + h(x))
= f(x) + (g + M)
TerbuktiS* bersifat assosiatif.
(iii). Terdapab € S* sedemikian sehingga
fG)+0=(f+0)(x) = f(x)
(iv). Berlaku sifat komutatif
F+9) =) +gx) =g@)+f(x)=(g9+ &)
Dari (i) sampai (iv) terbukti bahwg® adalah monoid komutatif.
Selanjutnya, dibuktikan bahws£ adalahS-semimodul. Diambil
sebarang, b € S danf(x), g(x) € S*
(@-b)-f(x)=a-(b-f(x))
a (f+9m@)=a FX)+gx)=a-fl)+a- gk
(@+b) - f(x)=a- f(x)+b-f(x)
d 0-f(x)=0
e. 1-f(x)=f(x)
Dari a sampai e terbukti bah@W& adalahS-semimodul.
Jadi,S* adalahs-semimodul.

oo
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Untuk memperjelas Contoh 3.3.7, diberikan contaassekhusus
sebagai berikut.

Contoh 3.3.8
X = {1} dan semiring = Z5. S* adalahS-semimodul.

Bukti:

Fungsi dariX ke S yang mungkin adalab(x) = 0, c(x) = 1, dan
d(x) =2, sehingga S* = {b(x),c(x),d(x)}. Akan dibuktikan
bahwaS* adalah monoid komutatif.

Tabel 3.1 Penjumlahan fungsf
+ b(x) | c(x) d(x)
b(x) | b(x) | c(x) d(x
c(x) | c(x) | dx) b(x)
dix) | dx) | b(x) | c(x)

Dari Tabel 3.1, terbukti bahw& adalah monoid komutatif sebab
berlaku sifat tertutup, asosiatif, dan mempunyaman netral yaitu
b(x) = 0 € S*. Dengan pergandaan skalar

vi(a,f)ESxS¥ma-fesX
pasti terbukti bahw&* adalahS-semimodul.

Definisi 3.3.9 (Support)
Misalkan S adalah semiring daX adalah sebuah himpunan,
support dari pemetagih X — S adalah himpunan

supp f = {x € X|f(x) # Og}.
Berikut ini adalah contoh dasupport.

Contoh 3.3.10
Z adalah semiringX = Z. Pada pemetaafi:a € Z + 2a € X,

supp f =7 —{0}.

Proposisi 3.3.11

Untuk sebarang himpuna¥, S& adalahS-semimodul bebas.
SX didefinisikan fungsi dariX ke S denganfinite support yang
dilengkapi penjumlahampointwise dan pergandaan skalar, dengan
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pemetaarX: x € X - X, € S, dimanaX, terdefinisi untuk setiap
x € X, oleh:
0, jikay #x

1, jikay =x (32)

X (y) = {
Bukti:

Misalkan(M, +, 0,,) adalah sebararygsemimodul darf: X - M
adalah pemetaan sebarang. Akan dibuktikan bahwdapat
morfismaS —semimodul tunggahf:S(X) — M sedemikian sehingga
hgo X = f.

Untuk sebarang € S®), misalkanA = supp «a, dimisalkan juga
@ = Y eaa(x) - X. Kemudian dimisalkan himpunan:

hpra € S®) 5 ¥ caa(x) f(x) €M (3.3)

Untuk tetapan sebarang€ X, (ho X)(X) = hy(Xx) =1 f(X) =
f(x), oleh sebab itly o X = f.

Dengan mengambil sebarang,f € SX) dan r €S, dan
dimasukkan pada pemetaan (3.3) pasti berlaku aksiom
homomorfisma semimodul, yaitu

L he(a+pB) = ((a+p)x) - f(x)
= (a() - f(0) + (a(x) - f(x))
= he(a) + he(B)
ii. he(r-a) = (r-a)(x) - f(x)
=r-a(x) f(x)
=r - hs(a).
Jadi, jelas bahwa; adalah homomorfisma semimodul. Selain itu,
jika h:S® — M adalah homomorfism& —semimodul sedemikian
sehinggah o X = f, untuk sebarang € S® terdapat

h(a) = h (Z el xx>

XEA
= Z a(x) - X,
XEA
=) a ()
X€EA
= hy (@)
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Oleh karena it adalah unik (tunggal). O

Jelas, setiaf-semimodul adalalmage homomorfisma satu sama
lain. Tentu, jikaM adalahS-semimodul, dapat dibentul§®’ yang
merupakanS —semimodul bebas dan homomorfisifiessemimodul
hidM:SM — M yang didefinisikan oleh (3.3) dengan menggahti
menjadi idy. Oleh karena itu, dapat disimpulkdn,, surjektif.
Selain itu, dengan Proposisi 3.3.h};, ° X = idy.

Contoh untuk Proposisi 3.3.11 sama dengan cont®B,3ebab
setiapX yang terbatas pasti memiliinite support sehinggas*
dapat ditulisS®). Dari contoh tersebut, terbukti bahs adalahs-
semimodul dars* dapat dibangun oleb(x) = 1 € S*. ¢(x) juga
bebas linier, sehingga terbukti bah#& adalah semimodul bebas.

Homomorfisma adalah pemetaan yang memenuhi aksiBada
pemetaan terdapat operasi yang mengoperasikan wuhggsi fatau
lebih. Jika dua monoid adalah semimodul atas segiyang sama,
maka juga terdapat suatu operasi yang didefinisskeddagai berikut.

Definis 3.3.12 (Operas pada homg(M, N))
Diberikan M dan N adalah S-semimodul, padahomg(M, N)
terdapat operasi dan konstanta sebagai berikut:
i. untuk setiap f,g € homg(M,N), homomorfisma f + g
didefinisikan oleh(f + g)(x) = f(x) + g(x), untuk setiap
X €EM,;
ii.  f(x) = 0 adalah elemen konstan homomorfisma.
Dan jikaS komutatif, untuk setiapa € S danf € homg(M, N),
a - f adalah pemetaan yang didefinisikan oleh:
(a- ) =a-fx)
= f(a - x),
untuk setiam € M.

Jelas (homg(M,N),+,0) adalah monoid komutatif dan jiks
adalah semiring komutatif, makéhomgs(M, N),+,0) adalah S-
semimodul dengan pergandaan skafar. Jika M = N, adalah
semimodul maka homg(M, M) adalah endomorfisma dan
dinotasikarEndg(M).

Sebelum melangkah ke teorema selanjutnya, akeefimigkan
beberapa notasi. Diberikan sebuah semisimtan dua himpunan tak
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kosongX,Y. MisalkanS**(") adalah monoid komutatif dari fungsi
X XY ke § yang dilengkapi dengapointwise sum denganfinite
support pada variabel kedua, dinotasikan:

SXX() = (k € S¥* |untuk setiapx € X,  k(x,_) € SM}
Dari contoh 3.3.7 dan Proposisi 3.3.11 dapat dislkgm bahwa
$X¥*() merupakars —bisemimodul.

Teorema 3.3.13

Misalkan S adalah semiring das®,s® adalahS-semimodul
bebas. Misalkan juga dua monoid komutdtifms(S*,S™) dan
$¥*M) adalah isomorfik. Jike&s komutatif makahomg(S™), ™))
dans**() adalah homomorfisma semimodul yang bijekif.

Bukti:

Untuk sebarangk € S¥*() misalkan hy: S® — ™ adalah
pemetaan yang didefinisikan olgh— Y.,.cx f(x)k(x,_). Karenaf
mempunyaifinite support, maka dapat dibuktikan bahviig adalah
homomorfisma semimodul. Pembuktian ini sejalan dang
pembuktian pemetaan (3.3) pada bukti Teorema 3.3.11

Sebaliknya, misalkan untuk setighe S®), f = ¥ o f(X)Xx,
dengan pemetaalf, yang didefinisikan (3.2). Maka untuk setiap
h € homg(SX, 5™,

h(f) = h(Zxex f () Xx) = Lxex f(O)R(XX).

Misalkanh € homgs(S™®,S™) dan didefinisikan suatu pemataan
kp:(x,y) € X XY — h(Xx)(y) € S. Dapat disimpulkan bahwey,
mempunyaifinite support pada variabel kedua yaitue S¥**®) dan
h = hkh'

Jadi, misalkan n: k € S**) +s h;, € homs(S®,5(), akan
dibuktikann adalah bijektif. Faktanya bahwaadalah surjektif yang
telah dibuktikan sebelumnya. Jika [ € SX*(*) terdapat pasangan
(x,¥) € X x Y sedemikian sehingga(x,y) # L(X,y), dan diketahui
h, (Xx)(y¥) sedemikian sehingga injektif. Karena surjektif dan
injektif maka n bijektif, sehinggahomg(S™®),5(M)) dan $¥*¥)
isomorfik.

Faktanya bahwa adalah homomorfisma monoid dan jilsa
komutatif , maka; juga homomorfisma semimodul. 0
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BAB IV
KESIMPULAN DAN SARAN

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan pada bab Il dapat disianpuighwa
definisi-definisi yang berkaitan dengan semimodama seperti
definisi yang ada pada modul yang membedakan hamydderah
cakupannya. Sifat-sifat yang berlaku pada homomsodi modul
belum tentu berlaku pada homomorfisma semimodull iHa
dikarenakan semimodul lebih luas dari modul.

Suatu monoid komutatif merupakan suatu semimodals at
semirings$ jika dan hanya jika terdapat homomorfisma dariisem
S ke endomorfisma monoid. Sifat ini juga dapat Berlantuk grup
komutatif yang merupakan modul atas rihg

Sifat lain yang terdapat pada homomorfisma semirinadalah
misalkanS adalah semiring, dan dua himpunan fungsi dari bimap
sebarang yang berbeda ke semiring derigete support adalahs-
semimodul bebas. Homomorfisma dari kedua semimdzkbas
tersebut isomorfik dengas**®™) yaitu fungsi dariX xY ke
semiringS yang merupakag-bisemimodul jikaS komutatif.

4.2 Saran

Untuk pengembangan selanjutnya, pembahasan dapedudis
menjadiMV-semimodules, Sirong MV-Semimodules dan Projective
Semimodul.
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