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ANALISIS DINAMIK MODEL INTERAKSI  
SATU PREDATOR DAN  DUA PREY 

 
ABSTRAK 

Pada skripsi ini dibahas dua macam model predator-prey. Keduanya 
terdiri dari satu predator dan dua prey. Pada model ke dua terdapat 
kerjasama antar prey sedangkan pada model pertama tidak demikian. 
Kedua model merupakan sistem otonomus nonlinier dengan tiga 
variabel tak bebas yaitu populasi prey pertama, populasi prey ke dua, 
dan populasi predator. Analisis dinamik berupa perhitungan titik 
kesetimbangan dan analisis kestabilan lokal titik kesetimbangan 
dilakukan terhadap kedua model. Kerjasama antar prey 
menyebabkan prey lebih sulit dimangsa oleh predator  sehingga 
populasi prey dan predator membutuhkan waktu yang lebih lama 
untuk mencapai keadaan yang setimbang. Di bagian akhir skripsi ini 
dilakukan simulasi numerik untuk mengilustrasikan dan menguji 
hasil analitik kedua model. 
 
Kata kunci: model predator-prey, kerjasama antar prey, titik 
kesetimbangan, kestabilan lokal. 
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DYNAMICAL ANALYSIS OF TWO PREY  
AND ONE PREDATOR INTERACTION MODEL 

 
ABSTRACT 

In this final project two kinds of predator–prey models are studied. 
Both of them consist of predator and two preys. The second model 
takes the competition between preys into account, while the first 
model does  not. Both of models are formulated in three-dimensional 
nonlinear autonomous system, with three dependent variables, 
namely first prey populations, second prey populations, and predator 
populations. Dynamical analysis on both models, such as equilibrium 
points and local stability of equilibrium points are presented. Preys 
are more difficult to be caugh by predator due to prey’s cooperation 
so their population need longer time for reach balance condition. 
Finally, numerical simulations are presented  to ilustrate  analytical 
result. 

 
Keywords: predator-prey model, cooperation between preys, 
equilibrium point, local stability. 
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BAB I 
PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang 

Adanya interaksi antarspesies berpengaruh terhadap 
pertumbuhan spesies. Interaksi antarspesies dapat dibedakan menjadi 
tiga tipe, yaitu predator-prey jika tingkat pertumbuhan spesies satu 
berkurang dan spesies lainnya meningkat, kompetisi jika tingkat 
pertumbuhan masing-masing spesies yang berinteraksi berkurang, 
dan mutualisme, jika tingkat pertumbuhan semua spesies yang 
berinteraksi bertambah (Murray, 2002). 

Model pertama dan paling sederhana yang digunakan untuk 
mempelajari interaksi predator-prey dikemukakan oleh Lotka dan 
Voltera. Model ini menggambarkan interaksi antar dua spesies yang 
berperan sebagai mangsa dan pemangsa (Murray, 2002). 

Di alam bebas, interaksi antar predator-prey tidak hanya 
melibatkan dua spesies. Salah satunya interaksi predator-prey yang 
melibatkan tiga spesies dengan satu predator dan dua prey. Dalam 
interaksi tersebut terdapat kemungkinan adanya kompetisi antar prey 
untuk memperebutkan nutrisi, kerjasama antar prey melawan 
predator, atau tanpa interaksi antar prey. 

Berbeda dari skripsi Sakinah (2011) yang membahas model 
predator-prey  dengan dua spesies atau Handayani (2012) yang 
membahas model interaksi tiga spesies dengan spesies ke tiga berupa 
omnivora, dalam skripsi ini dipelajari analisis dinamik model satu 
predator dan dua prey dengan kerjasama dan tanpa kerjasama antar 
prey serta pengaruh kerjasama antar prey terhadap populasi secara 
keseluruhan. 

1.2 Rumusan Masalah 
Berdasarkan latar belakang pada subbab 1.1, pokok 

permasalahan  yang dibahas dalam penulisan skripsi ini adalah 
sebagai berikut. 
1. Bagaimana formulasi model interaksi satu predator dan dua  

prey dengan kerjasama dan tanpa kerjasama antar prey? 
2. Bagaimana kestabilan titik kesetimbangan model? 
3. Bagaimana simulasi numerik model dan interpretasinya? 
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4. Bagaimana pengaruh kerjasama antar prey terhadap populasi 
secara keseluruhan? 

 
1.3 Batasan Masalah 

Penulisan skripsi  ini  difokuskan  pada  pembahasan  dengan 
beberapa batasan masalah, yaitu 
1. populasi bersifat tertutup, 
2. terdapat satu jenis predator dan dua jenis prey, 
3. pada model ke dua, kedua prey bekerjasama melawan predator, 
4. kerjasama antar prey hanya dilakukan ketika terdapat  predator,  
5. tidak ada kompetisi antar prey, 
6. tingkat memangsa dari predator diasumsikan berbanding lurus 

dengan populasi prey, 
7. kematian predator hanya disebabkan karena kelangkaan prey. 

 
1.4 Tujuan Penulisan 

Tujuan penulisan skripsi ini adalah untuk 
1. mengkonstruksi model interaksi satu predator dan dua prey 

dengan kerjasama dan tanpa kerjasama antar prey, 
2. menentukan kestabilan titik kesetimbangan model, 
3. melakukan simulasi numerik model dan 

menginterpretasikannya, 
4. mengetahui pengaruh kerjasama antar prey terhadap populasi 

secara keseluruhan. 
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BAB II 
TINJAUAN PUSTAKA 

2.1 Persamaan Diferensial 

Definisi 2.1.1 (Persamaan Diferensial) 
Persamaan diferensial adalah persamaan yang memuat 

hubungan antara suatu fungsi yang tidak diketahui dengan satu atau 
lebih turunannya (Edward dan Penney, 2001). 

 
Definisi 2.1.2 (Persamaan Diferensial Biasa) 
       Persamaan diferensial biasa (PDB) adalah persamaan diferensial 
yang hanya memuat satu variabel bebas (Erward dan Penney, 2001). 
 
Definisi 2.1.3 (Sistem Persamaan Diferensial Biasa) 

Sistem PDB berdimensi � adalah suatu sistem yang terdiri dari n  
persamaan diferensial biasa linier dengan n variabel. Bentuk umum 
sistem persamaan diferensial biasa linear orde satu berdimensi n  
dengan koefisien konstan adalah     ����� � ����� � ��	�	 �⋯� �������	�� � �	��� � �		�	 �⋯� �	���⋮����� � ����� � ��	�	 �⋯� �����

												�2.1� 

dengan ��,�  adalah konstanta riil dan �, � � 1,… , � (Robinson, 2004). 

2.2 Sistem Dinamik 

Definisi 2.2.1 (Sistem Dinamik) 
Sistem dinamik adalah suatu sistem yang dapat diketahui 

nilainya di masa yang akan datang jika diberikan suatu kondisi awal 
pada masa sekarang atau di masa lalu (Naggle dan Saff, 1993).  

Definisi 2.2.2 (Sistem Otonomus) 
Sistem dinamik berdimensi tiga yang berbentuk 
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        (2.2) 
  
 
 
 
 

disebut sistem otonomus jika ��, untuk � � 1,2,3 adalah fungsi 
bernilai real yang tidak bergantung secara eksplisit terhadap waktu t 
(Naggle dan Saff, 1993). 
 
Definisi 2.2.3 (Titik Kesetimbangan) 
Pandang sistem otonomus (2.2). Titik ( )*

3
*
2

*
1 ,, xxx  yang memenuhi 

( ) ( ) ( ) 0,,,,,, *
3

*
2

*
13

*
3

*
2

*
12

*
3

*
2

*
11 === xxxFxxxFxxxF  disebut titik 

kritis sistem (2.2). Titik kritis merupakan solusi sistem otonomus 
(2.2) dengan �� � 0, sehingga titik kritis disebut juga titik tetap atau 
titik kesetimbangan (Naggle dan Saff, 1993). 
 
Definisi 2.2.4 (Kestabilan Titik Kesetimbangan) 

      Titik kesetimbangan ( )*
3

*
2

*
1 ,, xxx  dikatakan 

(a) stabil jika ,0>∀ε  0>∃δ  sedemikian sehingga bila 

( ) ( ) ( )( ) ( ) δ<− *
3

*
2

*
1321 ,,0,0,0 xxxxxx

  
maka                                               

( ) ( ) ( )( ) ( ) ,,,,, *
3

*
2

*
1321 ε<− xxxtxtxtx

 
0>t     

(b) tak stabil apabila titik tersebut tidak stabil atau tidak memenuhi 
kriteria (a) 

(c) stabil asimtotik jika ia stabil dan ,0δ∃  ,0 0 δδ <<  sedemikian 

sehingga sebuah solusi ( )txx 11 = , ( )txx 22 = , ( )txx 33 =  yang 

memenuhi ( ) ( ) ( )( ) ( ) 0
*
3

*
2

*
1321 ,,,, δ<− xxxtxtxtx , akan bersifat 

( ) ( ) ( )( ) ( )*
3

*
2

*
1321 ,,,,lim xxxtxtxtx

t
=

∞→
 (Robinson, 2004). 

( )

( )

( )













=

=

=

3213
3

3212
2

3211
1

,,

,,

,,

xxxF
dt

dx

xxxF
dt

dx

xxxF
dt

dx
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2.3 Sistem Otonomus Linier 

Definisi 2.3.1 (Sistem Otonomus Linier) 
Suatu sistem otonomus dikatakan linier jika tidak terdapat 

perkalian di antara variabel tak bebasnya. Berikut adalah sistem 
otonomus linier tiga dimensi 

,

,

,

333232131
3

323222121
2

313212111
1

xaxaxa
dt

dx

xaxaxa
dt

dx

xaxaxa
dt

dx

++=

++=

++=

                   (2.3) 

dimana  merupakan konstanta riil, untuk , 1, 2,3i j = . Persamaan 

(2.3) dapat dinyatakan dalam bentuk matriks 
 		����� � ���																																																									�2.4� 

 
dengan  �� � ���, �	, ��� 	dan  

. 

 
Jika , maka titik  merupakan satu-satunya titik 
kesetimbangan sistem otonomus linier tersebut (Boyce dan DiPrima, 
2005). 
 
Teorema 2.3.1 (Kestabilan Sistem Otonomus Linier) 

Misalkan nλ , untuk n = 1,2,3 adalah nilai eigen matriks koefisien 

A sistem otonomus linier dengan  . Titik kesetimbangan 

( )0,0,0 bersifat 

1. Stabil asimtotik jika nλ  bernilai riil negatif atau bagian riilnλ  

ija

















=

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

A

( ) 0det ≠A ( )0,0,0

( ) 0det ≠A
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bernilai negatif untuk setiap n. 
2. Stabil (tetapi bukan stabil asimtotik) jika terdapat nλ  dengan 

bagian riil nol. 
3. Tidak stabil jika terdapat nλ  yang memiliki bagian riil yang 

positif (Boyce dan DiPrima, 2005). 
 
2.4  Sistem Otonomus Nonlinier 

Suatu sistem otonomus dikatakan nonlinier jika terdapat 
perkalian di antara variabel tak bebasnya. Bentuk umum sistem 
otonomus nonlinier tiga dimensi adalah  

( )

( )

( ).

,

,

3,2,13
3

3,2,12
2

3,2,11
1

xxxf
dt

dx

xxxf
dt

dx

xxxf
dt

dx

=

=

=

                         (2.5) 

di mana !�, 	!	,dan 	!� nonlinier. 

Diasumsikan bahwa fungsi !�, !	, dan !� mempunyai turunan 
parsial yang kontinu di titik �̅∗ � ���∗, �	∗, ��∗�. Deret Taylor fungsi !�, !	, dan !� di sekitar titik �̅∗ adalah 

 

!���̅� � !���̅∗� � $!���̅∗�$�1 ��1 % ��∗� � $!���̅∗�$�2 ��2 % �	∗� 
        (2.6) 

�$!���̅∗�$�3 ��3 % ��∗� � &���̅�,																						 
!	��̅� � !	��̅∗� � $!	��̅∗�$�1 ��1 % ��∗� � $!	��̅∗�$�2 ��2 % �	∗� 

        (2.7) 

�$!	��̅∗�$�3 ��3 % ��∗� � &	��̅�,																						 
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!���̅� � !���̅∗� � $!���̅∗�$�1 ��1 % ��∗� � $!3��̅∗�$�2 ��2 % �	∗� 
        (2.8) 

�$!���̅∗�$�3 ��3 % ��∗� � &���̅�,																						 
 
dengan &���̅�, &	��̅�, dan &���̅� suku sisa. Karena ����� � ��� ��� % ��∗�, ��	�� � ��� ��	 % �	∗�, ����� � ��� ��� % ��∗�	 
maka persamaan (2.9) sampai dengan (2.11) dapat ditulis dalam 
bentuk matriks sebagai berikut 

 ��� '�� % ��∗�	 % �	∗�� % ��∗( � '!��̅∗�!	��̅∗�!���̅∗�( � )��̅∗� '�� % ��∗�	 % �	∗�� % ��∗( � '&���̅�&	��̅�&���̅�(,															�2.9� 
 
di mana 
 

)��̅∗� �
+,
,,
,,
-$!1$�1 $!1$�2 $!1$�3$!2$�1 $!2$�2 $!2$�3$!3$�1 $!3$�2 $!3$�3./

//
//
0

�1̅∗�

															�2.10� 

 
matriks Jacobi atau partial derivative matrix (derivative matrix). 

Misalkan �2� � �� % ��,∗ �2	 � �	 % �	,∗ �2� � �� % ��∗. Karena  ����̅∗�=�	��̅∗� � ����̅∗� � 0, maka persamaan (2.9) dapat ditulis 
dalam bentuk 

+,
,,
,-
�	�2����	�2	���	�2��� ./

//
/0 � 	)��̅∗� 3�2��2	�2�4 � 3&�&	&�4.																						�2.11� 
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Persamaan (2.11) dapat ditulis 
 �566��� � )566� � &,66� 

 
dengan 566� � �	�2�, �2	, �2�� , &� � �&�, &	, &�� , dan ) � )��̅∗�. Jika ���, �	, ��� cukup dekat dengan ���∗, �	∗, ��∗�, maka �	�2�, �2	, �2�� 
bernilai kecil sehingga ‖&�‖ 8 ‖566�‖. Oleh karena itu,		&� dapat 
diabaikan dan sistem nonlinier (2.5) dapat dihampiri oleh sistem 
linier 
 �566��� � )566�.																																											�2.12� 
 

Untuk �� � ��∗, �	 � �	∗, �� � ��∗ diperoleh �	�2�, �2	, �2�� ��0,0,0�, sehingga sistem linier (2.11) memiliki titik kesetimbangan �	�2�, �2	, �2�� � �0,0,0� dan ) identik dengan A pada persamaan (2.4). 
 
Teorema 2.4.1 (Kestabilan Sistem Otonomus Nonlinier) 

Titik kesetimbangan sistem otonomus nonlinier (2.5) bersifat 
1. stabil asimtotik jika titik kesetimbangan sistem yang dilinierkan 

stabil asimtotik. 
2. Tak stabil jika titik kesetimbangan sistem yang dilinierkan tak 

stabil (Robinson, 2004). 
 

2.5 Kriteria Kestabilan Routh-Hurwitz 

Jika suatu persamaan karakteristik sulit ditentukan nilai eigen 
beserta tandanya, dapat digunakan kriteria Routh-Hurwitz untuk 
mempermudah menganalisis jenis kestabilannya. 
Kestabilan titik kesetimbangan sistem otonomus (2.5) ditentukan 
dengan nilai eigen matriks Jacobi (2.10). Misalkan matriks Jacobi 
(2.10) memiliki persamaan karakteristik 
 

032
2

1
3 =+++ ccc λλλ                  (2.13) 

di mana 9� � %�:�)�, 9	 � ∑ det�)?�, 9� � %det�)�,�?@�  dan )? 
adalah matriks yang diperoleh dari J dengan menghapus baris dan 
kolom ke-k (Ledder, 2005). 
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Teorema 2.5.1 (Kriteria Routh-Hurwitz) 
Bagian real akar persamaan (2.13) bernilai negatif jika 9�, 9	, dan 9� 
memenuhi kriteria Routh-Hurwitz, yaitu 

9� A 0,B� � |9�| A 0,	dan 0
1 2

31
2 >=

c

cc
H  

                                                                    (Glass dan Murray, 2001). 
 

2.6  Model Pertumbuhan  Logistik 

Model logistik yang diperkenalkan oleh Verhulst merupakan  
sebuah model pertumbuhan populasi. Model tersebut dideskripsikan 
sebagai 

 �D�� � :DE1 %DFG, 
 
dimana r merupakan tingkat pertumbuhan intrinsik populasi dan 
bernilai positif dan K merupakan daya dukung lingkungan(carrying 
capacity) yaitu kapasitas maksimum lingkungan (Boyce dan 
DiPrima, 2005). 
 
2.7  Model Predator Prey 

Model interaksi predator-prey pertama kali diperkenalkan oleh 
Volterra dan dikenal dengan model Lotka-Volterra. Asumsi dari 
model tersebut adalah prey tumbuh tidak terbatas kecuali ada 
predator, adanya predator mengurangi populasi prey, kelangkaan 
prey mengakibatkan kematian predator, dan pemangsaan terhadap 
prey  sama dengan laju interaksi prey dan predator. 

 

( )

( ),dcNP
dt

dP

bPaN
dt

dN

−=

−=

 
di mana D adalah prey, H predator, � laju pertumbuhan prey, I 
tingkat memangsa dari prey, 9 tingkat kontribusi prey terhadap 
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predator, dan � tingkat kematian predator (Glass dan Murray, 
2001). 

 
2.8 Simbiosis 

Simbiosis adalah hubungan antara dua makhluk hidup berbeda 
yang hidup bersama. Terdapat beberapa macam simbiosis 
diantaranya simbiosis komensalisme, simbiosis parasitisme, dan 
simbiosis mutualisme. Simbiosis komensalisme adalah hubungan 
antara dua jenis makhluk hidup yang menguntungkan salah satu 
pihak sedangkan pihak yang lain tidak dirugikan. Contoh hubungan 
antara ikan hiu dan ikan remora. Simbiosis parasitisme adalah 
hubungan antara dua jenis makhluk hidup, yang satu mendapat 
keuntungan sedangkan pihak yang lain dirugikan. Contoh hubungan 
antara benalu dan tumbuhan inangnya. Simbiosis mutualisme adalah 
hubungan antara dua jenis makhluk hidup yang saling 
menguntungkan. Contoh hubungan kupu-kupu dengan tanaman 
berbunga (Sugiyanto dan Ismawati, 2008). 
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BAB III 
HASIL DAN PEMBAHASAN 

 
 

3.1 Model Interaksi Satu Predator dan Dua Prey 

Misalkan 	���� menyatakan populasi prey pertama pada waktu t,  J��� menyatakan populasi prey ke dua pada waktu t, dan K��� 
menyatakan populasi predator pada waktu t. Interaksi antara ����, J���, dan K��� dapat dimodelkan sebagai berikut 

 
3.1.1 Model Pertama 

Model pertama merupakan model interaksi antara predator dan 
dua prey tanpa kerjasama antar prey. Di bawah ini merupakan 
konstruksi model pertama. 

 
3.1.1.1 Laju Perubahan Populasi Prey Pertama 

Laju pertambahan populasi prey secara alami digambarkan 
dalam model pertumbuhan logistik prey 

 

                                 ),1( xax
dt

dx −=                                      (3.1) 

 
di mana a adalah laju pertumbuhan instrinsik x. Pertumbuhan 
populasi  x  akan melambat dan menuju titik nol ketika populasinya 
mendekati daya dukung lingkungan. 

Adanya z yang memangsa x mengakibatkan populasi x 
berkurang. Semakin besar tingkat memangsa dari z terhadap x, maka 
populasi x akan semakin berkurang. Laju perubahan populasi x 
berbanding lurus dengan tingkat memangsa z terhadap x 

 

                                  ,xz
dt

dx −=                                          (3.2) 

 
Berdasarkan persamaan (3.1) dan (3.2), laju perubahan populasi 

prey satu adalah 
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                           .)1( xzxax
dt

dx −−=                            (3.3) 

3.1.1.2 Laju Perubahan Populasi Prey  ke dua 
Sama dengan penjelasan pada subbab 3.1.1.1, maka laju 

perubahan populasi y terhadap t adalah 
 

                       .)1( yzyby
dt

dy −−=                              (3.4) 

 
3.1.1.3 Laju Perubahan Populasi Predator 

Tidak adanya populasi x dan y sebagai bahan makanan 
mengakibatkan kematian z. Laju perubahan  populasi z berbanding 
lurus dengan laju kematian z karena tidak adanya mangsa )(c  

 

.cz
dt

dz −=                                               (3.5) 

 
Ketersediaan  populasi x dan y sebagai bahan makanan 

mempengaruhi perubahan populasi z. z mengubah x dan y yang 
dimangsanya menjadi energi untuk tumbuh dan berkembangbiak. 
Semakin banyak prey yang dimangsa,  semakin besar pertumbuhan z. 
Laju perubahan populasi z terhadap waktu t berbanding lurus dengan 
koefisien kontribusi x terhadap pertumbuhan z (d) dan koefisien 
kontribusi y terhadap pertumbuhan z (e). 

 

.eyzdxz
dt

dz +=                                         (3.6) 

Berdasarkan persamaan (3.5) dan (3.6), laju perubahan populasi 
z terhadap waktu t adalah sebagai berikut 

 

.eyzdxzcz
dt

dz ++−=                               (3.7) 
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Berdasarkan persamaan (3.3), (3.4), dan (3.7) maka model 
interaksi satu predator dan dua prey tanpa kerjasama antar prey 
adalah 

,

,)1(

,)1(

eyzdxzcz
dt

dz

yzyby
dt

dy

xzxax
dt

dx

++−=

−−=

−−=

                                  (3.8) 

 
a, b, c, d, dan e bernilai positif. 

3.1.2 Model Ke Dua 
Model ke dua merupakan model interaksi antara predator dan 

dua prey dengan kerjasama antar prey. Di bawah ini merupakan 
konstruksi model ke dua. 

 
3.1.2.1 Laju Perubahan Populasi Prey Pertama 

Sebagaimana dijelaskan pada subbab 3.1.1.1, laju pertambahan 
populasi prey secara alami dan kematian prey pertama digambarkan 
dalam persamaan 3.1 dan 3.2                                

Terdapat interaksi antara x dan y, yaitu kerjasama untuk 
melawan z. Semakin besar tingkat interaksi tersebut, semakin banyak  
populasi x dan y yang tidak dimangsa  z. Laju perubahan populasi x 
berbanding lurus dengan tingkat interaksi. 
 

.xyz
dt

dx =                                                    (3.9) 

Maka laju perubahan populasi x terhadap t adalah 
 

.)1( xyzxzxax
dt

dx +−−=                        (3.10) 

 
3.1.2.2 Laju Perubahan Populasi Prey Ke Dua 

Sama dengan penjelasan pada subbab 3.1.2.1, maka laju 
perubahan populasi y terhadap t adalah 
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 .)1( xyzyzyby
dt

dy +−−=                      (3.11) 

3.1.2.3 Laju Perubahan Populasi Predator 
Analog  dengan penjelasan pada subbab 3.1.1.3, maka laju 

perubahan populasi z terhadap t adalah 

.eyzdxzcz
dt

dz ++−=                              (3.12) 

 
Berdasarkan persamaan (3.10), (3.11), dan (3.12), model 

interaksi satu predator dan dua prey dengan kerjasama antar prey 
adalah 

,

,)1(

,)1(

eyzdxzcz
dt

dz

xyzyzxby
dt

dy

xyzxzxax
dt

dx

++−=

+−−=

+−−=

                     (3.13) 

a, b, c , d, dan e bernilai positif. 

3.2 Titik Kesetimbangan Model 

3.2.1 Model Pertama 
Titik kesetimbangan model pertama (3.8) diperoleh dengan 

menyelesaikan persamaan 
 

.0

,0)1(

,0)1(

=++−
=−−
=−−

eyzdxzcz

yzyby

xzxax

                          (3.14) 

 
Sistem persamaan (3.14) dapat dinyatakan dalam bentuk 
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,0)(

,0)(

,0)(

=++−
=−−
=−−

eydxcz

zbyby

zaxax

 

 
diperoleh 

 
0=x  atau ,0=−− zaxa  

0=y  atau ,0=−− zbyb                        (3.15) 

0=z  atau .0=++− eydxc  
 

Kombinasi dari solusi-solusi (3.15) menghasilkan delapan 
kemungkinan, yaitu 
 
1. ,0,0 == yx  dan 0=z , 
2. 0,0 == yx , dan ,0=++− eydxc  
3. ,0,0 ==−− yzaxa  dan ,0=z  
4. ,0,0 =−−= zbybx  dan ,0=z  
5. ,0,0 =−−=−− zbybzaxa  dan ,0=z  
6. ,0,0 ==−− yzaxa  dan ,0=++− eydxc  
7. ,0,0 =−−= zbybx  dan ,0=++− eydxc  
8. ,0,0 =−−=−− zbybzaxa  dan .0=++− eydxc  
 

Kemungkinan pertama menghasilkan titik kesetimbangan L��0,0,0�, yang menunjukkan bahwa semua populasi punah. 
Kemungkinan ke dua mustahil sehingga tidak terdaapat titik 

kesetimbangan yang memenuhi. 
Kemungkinan ke tiga terjadi ketika � % �� % K � 0, J � 0, dan  J � 0. Jika y=0 dan z=0 disubstitusikan ke � % �� % K � 0, 

diperoleh x=1. Sehingga pada kemungkinan ke tiga  diperoleh titik 
kesetimbangan L	�1,0,0� Titik kesetimbangan E2 menunjukkan 
populasi prey ke dua dan predator punah.  

Kemungkinan ke empat terjadi ketika � � 0, I % IJ % K � 0, 
dan K � 0 Jika x=0 dan z=0 disubstitusikan ke %IJ % K � 0 , 

diperoleh y= 1. Pada kemungkinan ke empat diperoleh titik 
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kesetimbangan L��0,1,0� Titik kesetimbangan E3 menunjukkan 
populasi prey pertama dan predator punah.  

Kemungkinan ke lima terjadi ketika � % �� % K � 0, I % IJ %K � 0 dan K � 0. Jika z=0 disubstitusikan ke � % �� % K � 0 dan I % IJ % K � 0, diperoleh 
,0=− axa                                       (3.16) 

.0=− byb                                       (3.17) 
 

Penyelesaian persamaan (3.16) dan (3.17) adalah x=1 dan y=1. 
Maka pada kemungkinan ke lima diperoleh titik kesetimbangan LM�1,1,0�. Titik kesetimbangan E4 menunjukkan hanya populasi  
predator yang punah.  

Kemungkinan ke enam terjadi ketika � % �� % K � 0, J � 0 dan – 9 � �� � OJ � 0. Jika y=0 maka diperoleh 
 

,0=+− dxc                                     (3.18) 

.0=−− zaxa                                 (3.19) 
 

Penyelesaian persamaan (3.18) adalah � � 9 �⁄ . Jika � � 9 �⁄  
disubstitusikan ke persamaan (3.19), maka K � � % � 9 �⁄  atau K � ��� % �9� �⁄ . Pada kemungkinan ke enam  diperoleh titik 
kesetimbangan LQ�9 �⁄ , 0, ��� % �9� �⁄ �. Titik kesetimbangan 
tersebut  terjadi ketika populasi prey pertama sebesar 9 �⁄  , populasi 
predator sebesar ��� % �9� �⁄   dan prey ke dua punah. 

Titik kesetimbangan 5E  ada jika cd > , koefisien kontribusi 

prey pertama terhadap pertumbuhan predator lebih besar dari tingkat 
kematian predator. 

Kemungkinan ke tujuh terjadi ketika ,0,0 =−−= zbybx  dan 

.0=++− eydxc  Jika x=0, diperoleh  
 

,0=+− eyc                                       (3.20) 

.0=−− zbyb                                  (3.21) 
 

Penyelesaian persamaan (3.20) adalah J � 9 O⁄ . Jika J � 9 O⁄  
disubstitusikan ke persamaan (3.21), diperoleh K � I % I 9 O⁄  atau K � �IO % I9� O⁄ . Pada kemungkinan ke tujuh diperoleh titik 
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kesetimbangan LR�0, 9 O⁄ , �IO % I9� O⁄ . Titik kesetimbangan E6 
menunjukkan bahwa  hanya populasi prey pertama yang punah. 

Titik kesetimbangan  E6  ada jika ce > , koefisien konstribusi 
prey ke dua terhadap pertumbuhan predator lebih besar dari tingkat 
kematian predator. 

Kemungkinan ke delapan  terjadi ketika  
 

.0

,0

,0

=++−
=−−
=−−

eydxc

zbyb

zaxa

                                   (3.22) 

 
Titik kesetimbangan kemungkinan ke delapan diperoleh dengan 
menyelesaikan sistem (3.22) seperti perhitungan pada Lampiran 1. 

Dari perhitungan pada Lampiran 1, diperoleh  
 

,*

bdae

bebcae
x

+
−+=                                  (3.23) 

,*

bdae

adbdac
y

+
−+=                                 (3.24) 

bdae

abcabeabd
z

+
−+=* .                           (3.25) 

 
Jadi pada kemungkinan ke delapan diperoleh titik kesetimbangan 
 LS��∗, J∗, K∗� 

 
Titik kesetimbangan E7 ada jika  
 9 A O,	9 A �,	� � O A 9 

 
Titik kesetimbangan E7 terjadi ketika tidak ada populasi yang 

punah. 



18 
 

Jadi model pertama memiliki tujuh titik kesetimbangan, yaitu L��0,0,0�, L	�1,0,0�L��0,1,0�, LM�1,1,0�, LQ�9 �⁄ , 0, ��� % �9� �⁄ �, LR�0, 9 O⁄ , �IO % I9� O⁄ �, dan  LS��∗, J∗, K∗�. 
 
3.2.2 Model Ke Dua 

Titik kesetimbangan model ke dua (3.13) diperoleh dengan 
menyelesaikan persamaan 

.0

,0)1(

,0)1(

=++−
=+−−
=+−−

eyzdxzcz

xyzyzyby

xyzxzxax

                         (3.26) 

 
Sistem persamaan (3.26) dapat ditulis dalam bentuk 
 

,0)(

,0)(

,0)(

=++−
=+−−
=+−−

eydxcz

xzzbyby

yzzaxax

                            (3.27) 

 
diperoleh 
 

0=x  atau ,0=+−− yzzaxa  

0=y  atau ,0=+−− xzzbyb                     (3.28) 

0=z  atau .0=++− eydxc  
 

Kombinasi dari solusi-solusi (3.28) menghasilkan delapan 
kemungkinan, yaitu 
  
1. ,0,0 == yx  dan 0=z , 
2. 0,0 == yx , dan ,0=++− eydxc  
3. ,0,0 ==+−− yyzzaxa  dan ,0=z  
4. ,0,0 =+−−= xzzbybx  dan ,0=z  
5. ,0,0 =+−−=+−− xzzbybyzzaxa  dan ,0=z  
6. ,0,0 ==+−− yyzzaxa  dan ,0=++− eydxc  
7. ,0,0 =+−−= xzzbybx  dan ,0=++− eydxc  
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8. ,0,0 =+−−=+−− xzzbybyzzaxa  dan .0=++− eydxc  
Kemungkinan pertama menghasilkan titik kesetimbangan

( )0,0,01E . Titik kesetimbangan 1E menunjukkan bahwa semua 
populasi punah. 

Kemungkinan ke dua mustahil sehingga tidak memiliki titik 
kesetimbangan. 

Kemungkinan ke tiga terjadi ketika � % �� % K � JK � 0, J � 0, 
dan K � 0. Jika y=0 dan z=0 disubstitusikan ke %�� % K � JK � 0 , 
diperoleh x=1. Jadi pada kasus tiga diperoleh titik kesetimbangan L	�1,0,0� yang menunjukkan populasi prey ke dua dan predator 
punah. 

Kemungkinan ke empat terjadi ketika � � 0, I % IJ % K � �K �0, dan K � 0. Jika x=0 dan z=0 disubstitusikan ke %IJ % K � �K �0 , diperoleh y=1. Jadi pada kemungkinan ke empat diperoleh titik 
kesetimbangan L��0,1,0� yang menunjukkan populasi prey pertama 
dan predator punah 

Kemungkinan ke lima terjadi ketika � % �� % K � JK � 0, I %IJ % K � �K � 0 dan K � 0. Jika z=0 disubstitusikan ke � % �� %K � JK � 0 dan I % IJ % K � �K � 0, diperoleh  
 

,0

,0

=−
=−

byb

axa
                                           (3.29) 

 
dari persamaan (3.29) diperoleh penyelesaian x=1 dan y= 1. Jadi 
pada kemungkinan ke lima diperoleh titik kesetimbangan ( )0,1,14E  
yang menunjukkan hanya populasi  predator yang punah. 

Kemungkinan ke enam terjadi ketika � % �� % K � JK � 0, J �0 dan – 9 � �� � OJ � 0. Jika y=0 maka diperoleh 
 

,0=+− dxc                                            (3.30) 

.0=−− zaxa                                         (3.31) 
 

Penyelesaian persamaan (3.30) adalah � � 9 �⁄ . Jika � � 9 �⁄  
disubstitusikan ke persamaan (3.31), diperoleh K � � % � 9 �⁄  atau K � ��� % �9� �⁄ . Pada kemungkinan ke enam diperoleh titik 
kesetimbangan LQ�9 �⁄ , 0, ��� % �9� �⁄ � yang menunjukkan 
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populasi prey pertama sebesar 9 �⁄ , populasi predator sebesar ��� % �9� �⁄  dan prey ke dua punah. 
Titik kesetimbangan LQ ada jika d > c, koefisien kontribusi prey 

pertama terhadap pertumbuhan predator lebih besar dari tingkat 
kematian predator. 

Kemungkinan ke tujuh terjadi ketika � � 0, I % IJ % K � �K �0 dan – 9 � �� � OJ � 0. Jika x=0, diperoleh 
 

,0=+− eyc                                           (3.32) 

.0=−− zbyb                                         (3.33) 
 

Penyelesaian persamaan (3.32) adalah J � 9 O⁄ . Jika J � 9 O⁄  
disubstitusikan ke persamaan (3.33), diperoleh K � I % I9 O⁄  atau K � �IO % I9� O⁄ . Jadi pada kasus tujuh diperoleh titik 
kesetimbangan LR�0, 9 O⁄ , �IO % I9� O⁄ �	yang menunjukkan hanya 
populasi prey pertama yang punah. Titik kesetimbangan LR ada jika O A 9, koefisien kontribusi prey ke dua terhadap pertumbuhan 
predator lebih besar dari tingkat kematian predator. 

Kemungkinan ke delapan terjadi ketika 
 

.0

,0

,0

=++−
=+−−
=+−−

eydxc

xzzbyb

yzzaxa

                                (3.34) 

 
Titik kesetimbangan kemungkinan ke delapan diperoleh dengan 

menyelesaikan sistem (3.34) seperti perhitungan pada Lampiran 2. 
Dari perhitungan pada Lampiran 2, diperoleh 

 

�∗ � O � TI� �9 % O�
�TI� � O ,	
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J∗ � 9 % � � �TI�
�TI� � O ,	

K∗ � √�I. 
 

Jadi pada kasus delapan diperoleh titik kesetimbangan LS��∗, J∗, K∗� yang menunjukkan tidak ada populasi yang punah 
Titik kesetimbangan LS  ada jika 

 9 A O,	9 A �. 
 

Jadi model ke dua memiliki tujuh titik kesetimbangan, yaitu L��0,0,0�, L	�1,0,0�L��0,1,0�, LM�1,1,0�, LQ�9 �⁄ , 0, ��� % �9� �⁄ �, LR�0, 9 O⁄ , �IO % I9� O⁄ �, dan ( ).,, ***
7 zyxE  

 
3.3 Kestabilan Titik Kesetimbangan Model 

3.3.1 Model Pertama 
Sebelum menganalisis kestabilan titik kesetimbangan model, 

terlebih dahulu dilakukan proses linierisasi. Hasil linierisasi model 
pertama sistem (3.8) adalah matriks Jacobi yang berbentuk 

 

( )
















++−
−−−
−−−

=
eydxceydz

yzbyb

xzaxa

zyxJ 20

02

,, . 

 

3.3.1.1 Titik Kesetimbangan ( )0,0,01E  
Matriks Jacobi sistem (3.8) di titik E1 
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Nilai eigen matriks ( 3.35) diperoleh dengan menyelesaikan 

persamaan ( ) 01 =− IEJ λ , yaitu 

 

( )( )( ) ,0=−−−− λλλ cba                         
(3.36) 

 
dari persamaan karakteristik (3.36) diperoleh V� � �, V	 � I dan V� � %9. Karena nilai semua parameter positif maka V� A 0, V	 A 0, 
dan V� W 0. Sehingga berdasarkan teorema 2.3.1, titik 
kesetimbangan E1 bersifat tidak stabil pelana. 
 

3.3.1.2 Titik Kesetimbangan ( )0,0,12E  

Matriks Jacobi sistem (3.8) di titik E2 
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Nilai eigen matriks (3.37) diperoleh dengan menyelesaikan 

persamaan ( ) ,02 =− IEJ λ
 
yaitu  

 

( )( )( ) ,0=−+−−−− λλλ dcba               (3.38) 
 

dari persamaan karakteristik (3.38) diperoleh V� � %�, V	 � I dan V� � � % 9. Karena nilai semua parameter positif maka V� W 0 dan V	 A 0. Sehingga tanpa melihat tanda V�, dapat ditentukan bahwa 
titik kesetimbangan E2 bersifat tidak stabil pelana. 
 
3.3.1.3 Titik Kesetimbangan ( )0,1,03E  

Matriks Jacobi sistem (3.8) di tititk E3 
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EJ                          (3.39) 

Nilai eigen matriks (3.39) diperoleh dengan menyelesaikan 

persamaan ( ) ,03 =− IEJ λ
 
yaitu 

 

( )( )( ) ,0=−+−−−− λλλ ecba                  (3.40) 
 

dari persamaan karakteristik (3.40) diperoleh V� � �, V	 � %I dan V� � O % 9. Karena nilai semua parameter positif maka V� A 0 dan V	 W 0. Sehingga tanpa melihat tanda V� , dapat ditentukan bahwa 
titik kesetimbangan E3 bersifat tidak stabil pelana. 
 

3.3.1.4 Titik Kesetimbangan ( )0,1,14E  

Matriks Jacobi sistem (3.8) di titik E4 
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Nilai eigen matriks (3.41) diperoleh dengan menyelesaikan 

persamaan ( ) ,04 =− IEJ λ
 
yaitu 

 

( )( )( ) ,0=−++−−−−− λλλ edcba              (3.42) 
 

dari persamaan karakteristik (3.42) diperoleh V� � %�, V	 � %I dan V� � � � O % 9. Karena nilai semua parameter positif maka V� W 0  
dan V	 W 0 . Titik kesetimbangan E4 bersifat stabil asimtotik lokal 
jika V� W 0. Agar V� W 0 haruslah � � O W 9. 

Jadi titik kesetimbangan E4 bersifat stabil asimtotik lokal jika � � O W 9. 
 

3.3.1.5 Titik Kesetimbangan XY�Z [⁄ , \, �][ % ]Z� [⁄ � 
Matriks Jacobi sistem (3.8) di titik E5 
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Persamaan karakteristik untuk  matriks (3.43) adalah 
 ^%�9� % V_ `I % �� % �9� % Va �%V�

� 9� `I % �� % �9� % Va��� % 9� � 0,	 
 

`I % �� % �9� % Va b^%�9� % V_ �%V� � �9� �� % 9�c � 0, 
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�I� % �� � �9 % �V�d�%�9 % �V��%V� � �9� % �9	e � 0, 
 �I� % �� � �9 % �V���V	 � �9V � �9� % �9	� � 0, 
 
diperoleh akar karakteristik V� � I % ��� % �9� �⁄  dan dua akar 
karakteristik lainnya. Untuk menganalisis kestabilan, hanya perlu 
diketahui tanda dua akar karakteristik V	  dan V� tanpa mencari 
besarnya. Untuk mengetahui tanda dua nilai eigen lainnya, 
menggunakan sifat-sifat akar persamaan kuadarat pada persamaan �V	 � �9V � �9� % �9	 � 0, diperoleh V	 � V� � %�9� W 0,	

V	V� � �9� % �9	� � 9��� % �9�� A 0, 
 

berdasar kondisi tersebut maka V	  dan V� W 0. 
Titik kesetimbangan E5 stabil asimtotik lokal  jika dan hanya jika V�, V	, dan V� W 0. Agar V� W 0 haruslah I W ��� % �9� �⁄ . Jadi 

titik kesetimbangan E5 bersifat stabil asimtotik lokal asalkan I W ��� % �9� �⁄ . 
 

3.3.1.6 Titik Kesetimbangan Xf�\, Z g⁄ , �hg % hZ� g⁄ � 
Matriks Jacobi sistem (3.8) di titik E6 
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Persamaan karakteristik dari matriks (3.44) yaitu 
 `� % IO % I9O % Va `%I9O % Va �%V�

� `� % IO % I9O % Va^9O_ I�O % 9� � 0, 
 

`� % IO % I9O % Va i`%I9O % Va �%V� � I9O �O % 9�j � 0, 
 ��O % IO � I9 % OV�d�%I9 % OV��%V� � I9O % I9	e � 0, 

 ��O % IO � I9 % OV��OV	 � I9V � I9O % I9	� � 0, 
 

diperoleh akar karakteristik V� � � % �IO % I9� O⁄  dan dua akar 
karakteristik lainnya. Untuk menganalisis kestabilan, hanya perlu 
diketahui tanda dua akar karakteristik V	  dan V� tanpa mencari 
besarnya. Untuk mengetahui tanda dua akar karakteristik lainnya, 
menggunakan sifat-sifat akar persamaan kuadrat pada persamaan OV	 � I9V � I9O % I9	 � 0, diperoleh 
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V	 � V� � %I9O W 0,	
V	V� � I9O % I9	O � 9�IO % I9�O A 0, 

 

berdasar kondisi tersebut maka V	  dan V� W 0. 
Titik kesetimbangan  E6 stabil asimtotik lokal jika dan hanya jika V�, V	, dan V� W 0. Agar V� W 0 haruslah � W �IO % I9� O⁄ . Jadi titik 

kesetimbangan E6  stabil asimtotik lokal asalkan � W �IO % I9� O⁄ . 
 

3.3.1.7 Titik Kesetimbangan ( ).,, ***
7 zyxE  

Matriks Jacobi  sistem (3.8) di E7 
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Substitusikan �∗, J∗, dan K∗ di mana 
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ke dalam matriks (3.45) seperti tercantum dalam Lampiran 3, 
diperoleh 
 

.0

,

,

,

,

,

,

33

2

32

2

31

23

2

22

13

2

11

=
+

−+=

+
−+=










+
−+−=

+
+−−=










+
−+−=

+
+−−=

r
bdae

abceabdeabe
r

bdae

abcdabdabde
r

bdae

adbdac
r

bdae

abdabcdb
r

bdae

bebcae
r

bdae

abeabcea
r

 

 



29 

 

Sehingga matriks Jacobi ( )***
7 ,, zyxE  
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Dari matriks Jacobi E7 diperoleh persamaan karakteristik 
 

.023 =+++ CBA λλλ                             (3.46) 

Berdasarkan teorema 2.5.1 koefisien dari polinom (3.46) adalah 
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Penghitungan nilai B seperti yang tercantum dalam Lampiran 4 
adalah 

k � `�9 � I� % ���O � I� a O `�IO � �I� % �I9�O � I� a
� `�O � I9 % IO�O � I� a� `�IO � �I� % �I9�O � I� a
� � `�O � I9 % IO�O � I� aI `I� � �9 % ���O � I� a. 
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( )( ),det 7EJC −=  

Penghitungan nilai C seperti yang tercantum dalam Lampiran 4 
adalah
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Nilai-nilai eigen yang diperoleh dari persamaan (3.46) akan 
dianalisis menggunakan kriteria Routh-Hurwitz. Ketiga akar 
persamaan (3.46) akan bernilai negatif  jika dan hanya jika 0, >CA  
dan  .0>− CAB  
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berdasar syarat eksistensi ,, ecdc >>  dan ced >+  maka 
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c. 0>− CAB  
Dengan perhitungan seperti tercantum dalam Lampiran 5, 

diperoleh 
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berdasar syarat eksistensi ,, ecdc >>  dan ced >+  maka 
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Ketiga akar persamaan (3.46) bernilai negatif sehingga titik 
kesetimbangan E7 bersifat stabil asimtotik lokal asalkan  
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3.3.2 Model Ke Dua 
Sebelum menganalisis kestabilan titik kesetimbangan model, 

terlebih dahulu dilakukan proses linierisasi. Hasil linierisasi model 
ke dua yaitu sistem (3.13) adalah matriks Jacobi yang berbentuk 
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3.3.2.1 Titik Kesetimbangan ( )0,0,01E  
Matriks Jacobi sistem (3.13) di titik E1 
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Nilai eigen matriks (3.47) diperoleh dengan menyelesaikan 

persamaan ( ) 01 =− IEJ λ , yaitu 

 

( )( )( ) ,0=−−−− λλλ cba                        (3.48) 
 

dari persamaan karakteristik (3.48) diperoleh V� � �, V	 � I, dan V� � %9. Karena nilai semua parameter positif maka V� A 0, V	 A 0, 
dan V� W 0. Sehingga berdasarkan teorema 2.3.1, titik 
kesetimbangan L� bersifat tidak stabil pelana. 
 

3.3.2.2 Titik Kesetimbangan ( )0,0,12E  

Matriks Jacobi sistem (3.13) di titik 2E  
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Nilai eigen matriks (3.49) diperoleh dengan menyelesaikan 

persamaan ( ) 02 =− IEJ λ , yaitu 

 

( )( )( ) ,0=−−−−−− λλλ cdba                      (3.50) 
 

dari persamaan karakteristik (3.50) diperoleh V� � %�, V	 � I, dan V� � � % 9. Karena nilai semua parameter positif maka V� W 0 dan V	 A 0. Sehingga tanpa melihat tanda V� , dapat ditentukan bahwa 
titik kesetimbangan L	 bersifat tidak stabil pelana. 
 
3.3.2.3 Titik Kesetimbangan ( )0,1,03E  

Matriks Jacobi sistem (3.13) di titik 3E  
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Nilai eigen matriks (3.51) diperoleh dengan menyelesaikan 

persamaan ( ) ,03 =− IEJ λ
 
yaitu 

 

( )( )( ) ,0=−+−−−− λλλ ecba                    (3.52) 
 

dari persamaan karakteristik (3.52) diperoleh V� � �, V	 � %I, dan V� � O % 9. Karena nilai semua parameter positif maka V� A 0 dan V	 W 0. Sehingga tanpa melihat tanda V� , dapat ditentukan bahwa 
titik kesetimbangan L� bersifat tidak stabil pelana. 
 
 
3.3.2.4 Titik Kesetimbangan ( )0,1,14E  

Matriks Jacobi sistem (3.13) di titik 4E  
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Nilai eigen matriks (3.53) diperoleh dengan menyelesaikan 

persamaan ( ) ,04 =− IEJ λ
 
yaitu 

 

( )( )( ) ,0=−++−−−−− λλλ edcba              (3.54) 
 

dari persamaan karakteristik (3.56) diperoleh V� � %�, V	 � %I, dan V� � � � O % 9. Karena nilai semua parameter positif maka V� W 0 
dan V	 W 0. Titik kesetimbangan LM bersifat stabil asimtotik lokal 
jika V� W 0. Agar V� W 0 haruslah � � O W 9. 

Jadi titik kesetimbangan LM bersifat stabil asimtotik lokal jika � � O W 9. 
 
1.3.2.5 Titik Kesetimbangan XY�Z [⁄ , \, �][ % ]Z� [⁄ � 

Matriks Jacobi sistem (3.13) di E5 
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(3.55) 

Persaamaan karakteristik dari matriks (3.55) yaitu 

^%�9� % V_EI % � `� % 9� a	 % VG �%V�
� ^9�_EI % � `� % 9� a	 % VG ��� % �9� � 0, 

EI % � `� % 9� a	 % VG b^%�9� % V_ �%V� � ^9�_ ��� % �9�c � 0, 
EI� % �� `� % 9� a	 % �VG d�%�9 % �V��%V� � ��9� % �9	�e � 0, 

EI� % �� `� % 9� a	 % �VG ��V	 � �9V � �9� % �9	� � 0, 
diperoleh akar karakteristik V� � I % ��� % 9 �⁄ �	 dan dua akar 
karakteristik lainnya.Untuk menganalisis kestabilan, hanya perlu 
diketahui tanda dua akar karakteristik V	 dan V� tanpa mencari 
besarnya. Untuk mengetahui tanda dua akar karakteristik lainnya, 
menggunakan sifat-sifat akar persamaan kuadrat pada �V	 � �9V ��9� % �9	 � 0, diperoleh 

 V	 � V� � %�9� W 0,	
V	V� � �9� % �9	� � 9��� % �9�� A 0, 

 

berdasar kondisi tersebut maka V	  dan V� W 0. 
Titik kesetimbangan E5 stabil asimtotik lokal  jika dan hanya jika V�, V	, dan V� W 0. Agar V� W 0 haruslah I W ��� % 9 �⁄ �	. Jadi 
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titik kesetimbangan E5 bersifat stabil asimtotik lokal asalkan I W ��� % 9 �⁄ �	. 
 

3.3.2.6 Titik Kesetimbangan Xf�\, Z g⁄ , hg % hZ g⁄ � 
Matriks Jacobi sistem (3.13) di E6 
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                                    (3.56) 

 
Persamaan karakteristik dari matriks (3.56) yaitu 
 

`� % I ^O % 9O _	 % Va`%I9O % Va �%V�
� `� % I ^O % 9O _	 % Va^9O_ �IO % I9� � 0, 
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`� % I ^O % 9O _	 % Va i`%I9O % Va �%V� � ^9O_ �IO % I9�j � 0, 
`�O % IO ^O % 9O _	 % OVa d�%I9 % OV��%V� � �I9O % I9	�e � 0, 

`�O % IO ^O % 9O _	 % OVa �OV	 � I9V � I9O % I9	� � 0, 
diperoleh akar karakteristik V� � � W I�O % 9 O⁄ �		dan dua akar 
karakteristik lainnya. Untuk menganalisis kestabilan, hanya perlu 

diketahui tanda dua akar karakteristik 2λ   dan 3λ tanpa mencari 

besarnya. Untuk mengetahui tanda dua akar karakteristik lainnya, 
menggunakan sifat-sifat akar persamaan kuadarat pada OV	 � I9V �I9O % I9	 � 0. V	 � V� � %I9O W 0,	

V	V� � I9O % I9	O � 9�IO % I9�O A 0, 
 

berdasar kondisi tersebut maka V	  dan V� W 0. 
Titik kesetimbangan E6 stabil asimtotik lokal  jika dan hanya jika V�, V	, dan V� W 0. Agar V� W 0 haruslah � W I�O % 9 O⁄ �	. Jadi titik 

kesetimbangan E6 bersifat stabil asimtotik lokal asalkan � WI�O % 9 O⁄ �	. 
 

3.3.2.7 Titik Kesetimbangan ( )***
7 ,, zyxE

 
Matriks Jacobi sistem (3.13) di 7E
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ke dalam matriks (3.57) seperti tercantum dalam Lampiran 6, 
diperoleh 
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Sehingga matriks Jacobi ( )***
7 ,, zyxE  
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dari matriks Jacobi tersebut diperoleh persamaan karakteristik 

 .0**2*3 =+++ CBA λλλ                        (3.58) 

Berdasarkan teorema 2.5.1 koefisien dari polinom (3.58) adalah 
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Penghitungan nilai *C  seperti yang tercantum dalam Lampiran 7  
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Nilai-nilai eigen yang diperoleh dari persamaan (3.60) akan 
dianalisis menggunakan kriteria Routh-Hurwitz. Ketiga akar 
persamaan (3.60) akan bernilai negatif  jika dan hanya jika 

0, ** >CA  dan  .0*** >− CBA  

a. .0* >A  
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Berdasar syarat eksistensi titik *7E  ec >  dan dc > , maka .0* >A  
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Pada titik kesetimbangan E7, semua populasi tidak ada yang 
punah. Secara biologi dapat dikatakan bahwa jumlah prey yang 
tersedia melebihi jumlah predator, besarnya kontribusi kedua prey 
terhadap pertumbuhan presator lebih besar daripada tingkat 
kematian predator. Sehingga berdasar kondisi tersebut dan syarat 
eksis titik E7 kondisi  
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,

,

,

ced

dc

ec

>+
>
>

                                           (3.59) 

dari kondisi (3.59) terdapat tiga kemungkinan  yaitu ,, eded =>  

atau .ed <  d dan e adalah koefisien kontribusi x dan y terhadap 
pertumbuhan z. a dan b adalah laju pertumbuhan intrinsik x dan y. 
Semakin besar laju pertumbuhan x dan y, semakin besar pula 
kontribusi x dan y terhadap pertumbuhan z.  a dan b berbanding lurus 
dengan d dan e. Terdapat kemungkinan, jika kontribusi x terhadap 
pertumbuhan z lebih besar daripada kontribusi y terhadap 
pertumbuhan z, maka dapat dipastikan laju pertumbuhan x lebih 
besar daripada laju pertumbuhan y dan sebaliknya. Jadi secara 
matematis kemungikinan-kemungkinan tersebut dapat dituliskan 

ed >  maka ,ba >                                (3.60) 

ed =  maka ,ba =  atau                       (3.61) 

ed <  maka .ba <                                (3.62) 

Kondisi (3.59) sampai dengan (3.62) digunakan untuk 

menganalisis nilai 
*** CBA − . 

 

i. Kondisi (3.59) dan kondisi (3.60) 
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berdasar kondisi (3.61) dan kondisi (3.62) maka 
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dan .0>− ed  Sehingga .0*** >=− HCBA  

ii. Kondisi (3.61) dan kondisi (3.63) 
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berdasar kondisi (3.59) dan kondisi (3.61) maka 
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iii.  Kondisi (3.59) dan (3.62) 
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berdasar kondisi (3.59) dan (3.62) maka 
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( ) ,0,0,01,0 2 <








−<−<









−>−+

a

b

b

a
bab

a

b
ced  

dan .0<− ed  Sehingga .0*** >=− HCBA  

Kondisi (3.59) dan (3.61) tidak memenuhi kriteria Routh-
Hurwitz karena .0*** =− CBA  Untuk kondisi (3.59) dan (3.60) 
atau kondisi (3.59) dan kondisi (3.62) memenuhi kriteria Routh-
Hurwitz. Pada kondisi tersebut ketiga akar persamaan (3.58) bernilai 
negatif. Sehingga titik kesetimbangan E7 bersifat stabil asimtotik 
lokal jika   9 A O,	9 A �,	� � O A 9,	� A O,	� A I. 
atau 9 A O,	9 A �,	� � O A 9,	� A O,	� A I. 
 
3.4 Simulasi Numerik dan Interpretasinya 

Pada subbab ini akan diamati perilaku dinamik interaksi antara 
dua prey dan satu predator melalui simulasi numerik model pertama 
dan kedua. Perilaku solusi tersebut akan dibandingkan dengan 
perhitungan analitik pada subbab 3.3.  

Model predator-prey memiliki tujuh titik kesetimbangan dengan 
empat titik diantaranya stabil. Listing program dari simulasi tersebut 
dicantumkan dalam Lampiran 9 

 
3.4.1 Model Pertama 

Model pertama disimulasikan dengan nilai awal yang berbeda-
beda. 
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3.4.1.1 Simulasi 1 
Pada simulasi pertama digunakan nilai parameter � � 0.3, I �0.4, 9 � 0.4, � � 0.1, O � 0.2 yang memenuhi syarat kestabilan 
( )0,1,14E  yaitu ced <+ .  

 
 

Gambar 3.1 Potret fase model pertama untuk simulasi pertama 
 

Berdasarkan gambar 3.1 dengan menggunakan dua nilai awal 
berbeda, trayektori menuju ke titik kesetimbangan yang sama yaitu LM�1,1,0� yang menunjukkan populasi ����, J���, dan  K��� 
mencapai keadaan stabil saat ���� � 1, J��� � 1, dan K��� � 0. 
Keadaan tersebut sesuai dengan syarat kestabilan LM, di mana tingkat 
kontribusi kedua prey terhadap pertumbuhan  predator lebih kecil 
daripada tingkat kematian predator. Karena kondisi tersebut, 
populasi predator akan berkurang dan punah. Ketika predator punah, 
populasi prey satu dan prey dua akan tumbuh tanpa hambatan sampai 
batas daya dukung lingkungannya. 
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3.4.1.2 Simulasi 2 
Pada simulasi ke dua digunakan nilai parameter 

01.0,4.0,2.0,05.0,4.0 ===== edcba  yang memenuhi syarat 
kestabilan LQ�9 �⁄ , 0, ��� % �9� �⁄ � yaitu I W ��� % �9� �⁄ . 

 

 
Gambar 3.2 Potret fase model pertama untuk simulasi ke dua 

 
Berdasarkan gambar 3.2, jelas bahwa solusi model pertama stabil 

menuju titik LQ�0.5, 0, 0.2�	yang menunjukkan populasi ����, J���, 
dan K��� stabil pada saat populasi ���� � 0.5, J��� � 0, dan K��� � 0.2. Prey ke dua punah karena faktor pertumbuhan alami 
prey dua lebih kecil dari faktor-faktor yang berperan dalam interaksi I W �� % �9 �⁄  serta adanya predator. Hal ini sesuai dengan syarat 
kestabilan LQ.  
Tingkat kontribusi prey pertama terhadap pertumbuhan predator 
lebih besar dari tingkat kematian predator cd >  sehingga predator 
tidak mengalami kepunahan. 
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3.4.1.3 Simulasi 3 
Pada simulasi 3 digunakan nilai parameter 

4.0,01.0,2.0,2.0,01.0 ===== edcba  yang memenuhi 
syarat kestabilan LR�0, 9 O⁄ , �IO % I9� O⁄ � yaitu W �IO % I9� O⁄  .  
 

 
Gambar 3.3 Potret fase model pertama untuk Simulasi ke tiga 

 
Berdasarkan gambar 3.3  terlihat solusi sistem stabil menuju titik LR�0,0.5,0.1� yang menunjukkan populasi ����, J���, dan K��� stabil 

pada saat populasi ���� � 0, J��� � 0.5, dan K��� � 0.1. Prey 
pertama mengalami kepunahan karena faktor pertumbuhan alami 
prey pertama lebih kecil dari faktor-faktor yang berperan dalam 
interaksi � W �IO % I9� O⁄ 	serta adanya predator. Populasi predator 
tidak akan punah karena tingkat kontribusi prey dua terhadap 
pertumbuhan predator lebih besar dari tingkat kematian predator 

ce > . Keadaan pada simulasi tiga ini merupakan kebalikan dari 

simulasi dua. Pada simulasi dua populasi prey dua yang punah,pada 
simulasi tiga populasi populasi prey satu punah sedangkan predator 
pada kedua simulasi tersebut tidak mengalami kepunahan. 
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3.4.1.4 Simulasi 4 
Pada simulasi empat ini digunakan dua macam nilai-nilai 

parameter � � 0.25, I � 0.15, 9 � 0.3, � � 0.25, O � 0.15 dan � 0.15, I � 0.25, 9 � 0.3, � � 0.15, O � 0.25 . 

 
 

Gambar 3.4 Grafik solusi model pertama untuk simulasi 
ke empat dengan  a > b 

 
Berdasarkan gambar 3.4 dapat diketahui bahwa solusi sistem 

stabil menuju titik LS�0.8,0.67,0.05� yang menunjukkan populasi ����, J���, dan K��� stabil pada saat populasi ���� � 0.8, J��� �0.67, dan K��� � 0.05. Ketiga spesies dapat hidup berdampingan 
dan tidak ada yang punah. Populasi prey satu lebih besar dari 
populasi prey dua. Hal tersebut terjadi karena dalam simulasi 
numerik digunakan parameter yang memenuhi a > b. 
 
 
 
 
 

0 200 400 600 800 1000
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

Waktu (t)

Ju
m

la
h 

In
di

vi
du

 

 

x(t)

y(t)

z(t)



51 

 

 
Gambar 3.5 Potret fase model pertama untuk simulasi 

ke empat dengan  a > b 
 

Gambar 3.5 merupakan potret fase model pertama untuk simulasi 
ke empat dengan a > b. Hasil yang ditunjukkan sama dengan gambar 
3.4, di mana solusi stabil menuju titik LS�0.8,0.67,0.05�. 
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Gambar 3.6 Grafik solusi model pertama untuk simulasi 
ke empat dengan  b > a 

 
Interpretasi gambar 3.6 hampir sama dengan gambar 3.4. Namun 

solusi sistem stabil menuju titik LS�0.67,0.8,0.05� yang 
menunjukkan populasi ����, J���, dan K��� stabil pada saat populasi ���� � 0.67, J��� � 0.8, dan K��� � 0.05. Ketiga spesies dapat 
hidup berdampingan dan tidak ada yang punah. Populasi prey dua 
lebih besar dari populasi prey satu. Hal tersebut terjadi karena dalam 
simulasi numerik digunakan parameter yang memenuhi b > a. 
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Gambar 3.7 Potret fase model pertama untuk simulasi 
ke empat dengan  b > a 

 
Gambar 3.7 merupakan potret fase model pertama untuk simulasi 

ke empat dengan  b > a. Hasil yang ditunjukkan sama dengan 
gambar 3.6, di mana solusi stabil menuju titik LS�0.67,0.8,0.05�. 
 
3.4.2 Model Ke Dua 

Model ke dua  disimulasikan dengan nilai awal berbada-beda. 
Pada model ke dua terdapat kerjasama antar prey untuk melawan 
predator. 
 
3.4.2.1 Simulasi 1 

Pada simulasi satu digunakan nilai-nilai parameter yang sama 
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Gambar 3.8 Potret fase model ke dua untuk simulasi pertama 

 

Interpretasi gambar 3.8 sama dengan interpretasi gambar 3.1. 
Solusi sistem stabil menuju titik LM�1,1,0� yang menunjukkan 
populasi ����, J���, dan  K��� mencapai keadaan stabil saat ���� �1, J��� � 1, dan K��� � 0. 
 
3.4.2.2 Simulasi 2 

Pada simulasi dua digunakan nilai-nilai parameter 
01.0,4.0,2.0,05.0,4.0 ===== edcba yang memenuhi syarat 

kestabilan LQ�9 �⁄ , 0, ��� % �9� �⁄ � yaitu I W ���� % 9� �⁄ �	.  
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Gambar 3.9 Potret fase model ke dua untuk simulasi ke dua 

 

Pada gambar 3.9 terlihat bahwa dengan nilai-nilai parameter 
tersebut, solusi numerik konvergen ke titik kesetimbangan LQ�0.5,0,0.2�. Populasi prey ke dua punah karena dimangsa predator 
selain itu  faktor pertumbuhan alami prey dua lebih kecil dari faktor-
faktor yang berperan dalam interaksi I W ���� % 9� �⁄ �	.  Tingkat 
kontribusi prey satu terhadap pertumbuhan predator lebih besar dari 
tingkat kematian predator d > c sehingga predator tidak mengalami 
kepunahan.  
 
3.4.2.3 Simulasi 3 

Pada simulasi tiga digunakan nilai-nilai parameter 
4.0,01.0,2.0,2.0,01.0 ===== edcba yang memenuhi syarat 
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Gambar 3.10 Potret fase model ke dua untuk simulasi ke tiga

 
 

Berdasar gambar 3.10 solusi numerik konvergan ke titik 
kesetimbangan LR�0, 0.5, 0.1�. Populasi prey pertama punah karena 
dimangsa predator selain itu  faktor pertumbuhan alami prey satu 
lebih kecil dari faktor-faktor yang berperan dalam interaksi � WI��O % 9� O⁄ �	. Tingkat kontribusi prey ke dua terhadap 
pertumbuhan predator lebih besar dari tingkat kematian predator 

ce >  sehingga predator tidak mengalami kepunahan.  
 

3.4.2.4 Simulasi 4 
Sama dengan subbab 3.4.1.4, pada simulasi empat ini digunakan 

dua macam nilai-nilai parameter � � 0.25, I � 0.15, 9 � 0.3, � �0.25, O � 0.15 dan � � 0.15, I � 0.25, 9 � 0.3, � � 0.15, O � 0.25 

yang memenuhi syarat kestabilan ( )***
7 ,, zyxE  yaitu � � O A9, � A O, � A I dan � � O A 9, O A �, I A �. 
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Gambar 3.11 Grafik solusi model ke dua untuk simulasi 
ke empat dengan  a > b 

 
Berdasar gambar 3.11, solusi sistem mengalami osilasi sebelum 

akhirnya stabil menuju titik LS�0.77,0.71,0.2� yang menunjukkan 
populasi ����, J���, dan K��� stabil pada saat populasi ���� � 0.77, J��� � 0.71, dan K��� � 0.2. Kondisi tersebut menunjukkan bahwa 
ketiga spesies dapat hidup berdampingan tanpa ada yang punah. 
Osilasi terjadi karena adanya kerjasama antar prey. Pada solusi 
numerik tersebut populasi prey satu lebih besar dari populasi prey 
dua karena digunakan nilai parameter yang memenuhi  a > b. 
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Gambar 3.12 Potret fase model ke dua untuk simulasi 

ke empat dengan  a > b 
 

Gambar 3.12 merupakan potret fase model pertama untuk 
simulasi ke empat dengan  a > b. Hasil yang ditunjukkan sama 
dengan gambar 3.11, di mana solusi stabil menuju titik LS�0.77,0.71,0.2�. 
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Gambar 3.13 Grafik solusi model ke dua untuk simulasi 
ke empat dengan  b > a 

 
Interpretasi gambar 3.13 hampir sama dengan interpretasi 

gambar 3.11.  Namun solusi numerik pada gambar 3.13  stabil 
menuju titik LS�0.71,0.77,0.2� yang menunjukkan populasi ����, J���, dan K��� stabil pada saat populasi ���� � 0.71, J��� �0.77, dan K��� � 0.2. Populasi prey dua lebih besar dari populasi 
prey satu karena digunakan nilai parameter yang memenuhi  b > a. 

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

Waktu (t)

Ju
m

la
h 

In
di

vi
du

 

 

x(t)

y(t)

z(t)



60 
 

 
 

Gambar 3.14 Potret fase model ke dua untuk simulasi 
ke empat dengan  b > a 

 
Gambar 3.14 merupakan potret fase model pertama untuk 

simulasi ke empat dengan  a > b. Hasil yang ditunjukkan sama 
dengan gambar 3.13, di mana solusi stabil menuju titik LS�0.71,0.77,0.2�. 

 
3.5 Pengaruh Kerjasama Antar Prey 
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Kerjasama antar prey berupa pembauran antara rusa dan zebra ketika 
terdapat singa. 
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dilihat pada gambar 3.11dan gambar 3.13. Pada gambar 3.13 di mana 
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3.11. Hal ini menunjukkan bahwa kerjasama antar prey 
menyebabkan prey lebih sulit dimangsa oleh predator  sehingga 
populasi prey dan predator membutuhkan waktu yang lebih lama 
untuk mencapai keadaan yang setimbang.  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

Tabel 3.1 Syarat Eksistensi dan Syarat Kestabilan Titik Kesetimbangan 

Titik Kesetimbangan Syarat 
Eksistensi 

Jenis Kestabilan Syarat Kestabilan 

���0,0,0� 
Model Pertama 

- 

Tidak Stabil 
Pelana 

- 
Model Ke Dua 

���1,0,0� 
Model Pertama 

- - 
Model Ke Dua 

�	�0,1,0� 
Model Pertama 

- - 
Model Ke Dua 

�
�1,1,0� 
Model Pertama 

- 

Stabil Asimtotik 
Lokal 

� �  � � 
Model Ke Dua 

���� �⁄ , 0, ��� � ��� �⁄ � 
Model Pertama 

� � � 
� � ��� � ��� �⁄  

Model Ke Dua � � ���� � �� �⁄ �� 

���0, � ⁄ , �� � ��� ⁄ � 
Model Pertama 

 � � 
� � �� � ��� ⁄  

Model Ke Dua � � ��� � �� ⁄ �� 

����
∗, �∗, �∗� 

Model Pertama � � �, 

� � , 

� �  � � 

Stabil Asimtotik 
Lokal 

 

Syarat eksistensi 

Model Ke Dua � � �, 

� �  

� �  � �, � � �, dan 
� �  atau � �  �
�, � � �, dan  � � 
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BAB IV 
KESIMPULAN DAN SARAN 

 

4.1 Kesimpulan 

Berdasarkan pembahasan dalam skripsi ini, diperoleh 
kesimpulan sebagai berikut. 

1. Model predator-prey tiga spesies dengan dan tanpa 
kerjasama antar prey merupakan sistem otonomus nonlinier 
dengan tiga variabel yaitu populasi  prey pertama, prey ke 
dua, dan predator. 

2. Terdapat tujuh titik kesetimbangan untuk masing-masing 
model. Empat titik dari masing-masing model stabil 
asimtotik lokal apabila memenuhi syarat kestabilanya dan 
tiga titik lainnya tidak stabil. Hasil simulasi numerik 
menunjukkan kesimpulan yang sama dengan analisis 
analitiknya. 

3. Kerjasama antar prey menyebabkan prey lebih sulit 
dimangsa oleh predator  sehingga populasi membutuhkan 
waktu yang lebih lama untuk mencapai keadaan yang 
setimbang. 

 
4.2 Saran 

Pada skripsi ini dibahas model predator-prey tiga spesies dengan 
dan tanpa kerjasama antar prey. Pada pembahasan selanjutnya 
terdapat beberapa hal yang masih bisa dikembangkan dari skripsi ini, 
yakni membentuk model predator-prey tiga spesies dengan 
kerjasama antar prey dan kompetisi antar prey atau model predator-
prey empat spesies dengan kompetisi antar predator dan kerjasama 
antar prey. 
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LAMPIRAN 

Lampiran 1. Perhitungan Nilai ,*x  ,*y  dan *z  Model Pertama 

Tititk kesetimbangan ,*x  ,*y  dan *z  diperoleh dari menyelesaikan  
persamaan  

.0

,0

,0

=++−
=−−
=−−

eydxc

zbyb

zaxa

                                (1.1) 

 
Dari persamaan (1.1) diperoleh 
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Substitusi persamaan (1.2) ke (1.3) 
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Subtitusi persamaan (1.5) ke (1.4) 
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Subtitusi persamaan (1.6) ke (1.2) 
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.*
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+
+−=                                        (1.8) 

Dari persamaan (1.6), (1.7), dan (1.8) diperoleh 
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Lampiran 2. Perhitungan Nilai  x*, y*, dan z* Model Ke Dua 

Titik kesetimbangan  x*, y*, dan z* diperoleh dari  

,0=+−− yzzaxa                                (2.1) 

,0=+−− xzzbyb                                (2.2) 

.0=++− eydxc                               (2.3)                          

Dari persamaan (2.2) dan (2.3)  diperoleh 
 

,
*

*

d

eyc
x

−=                                          (2.4) 

.
***

*

b

zxzb
y

+−=                                (2.5) 

 
Substitusi persamaan (2.4) ke (2.5) 
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Substitusi persamaan (2.6) ke (2.4) 
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abz =* ,                                              (2.8) 

karena z selalu bernilai positif sehingga tidak mungkin abz −= . 

Substitusi (2.8) ke persamaan (2.6) dan (2.7) 
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Dari persamaan (2.8), (2.9), dan (2.10) diperoleh 
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Lampiran 3. Penyederhanaan Matriks Jacobi E7 Model Pertama 

Matriks Jacobi ( )***
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Untuk mendapatkan rmn, i,j=1,2,3 disubtitusikan nilai ,*x  ,*y  dan 
*z sehingga diperoleh 
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Lampiran 4. Penyederhanaan   B dan C 
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Lampiran 5. Perhitungan AB-C 
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Lampiran 6. Penyederhanaan Matriks E7 Model Ke Dua 
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Lampiran 7. Penyederhanaan  B* dan C*
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Lampiran 8. Perhitungan *** CBA −  
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Lampiran 9. Listing Program 

Model Pertama 

%Memasukkan nilai parameter dan sistem persamaan 
model interaksi satu  predator dan dua prey  
function  dy=PP7(t,y)  
a=0.3;  
b=0.4;  
c=0.4;  
d=0.1;  
e=0.2;  
dy(1)=a*y(1)-a*y(1)^2-y(1)*y(3);  
dy(2)=b*y(2)-b*y(2)^2-y(2)*y(3);  
dy(3)=-c*y(3)+d*y(1)*y(3)+e*y(2)*y(3);  
 
%Perhitungan solusi sistem persamaan model 
interaksi satu predator dan dua prey dengan Runge 
Kutta Orde 4  
function  [T,Z]=rks7(PP7,a,b,za,M)  
h=(b-a)/M;  
Z=zeros(M+1,length(za));  
T=a:h:b;  
Z(1,:)=za;  
for  j=1:M  
    k1=h*feval(PP7,T(j),Z(j,:));  
    k2=h*feval(PP7,T(j)+h/2,Z(j,:)+k1/2);  
    k3=h*feval(PP7,T(j)+h/2,Z(j,:)+k2/2);  
    k4=h*feval(PP7,T(j)+h,Z(j,:)+k3);  
    Z(j+1,:)=Z(j,:)+(k1+2*k2+2*k3+k4)/6;  
end ;  
 
%Program Utama  
[t y]=rks7( 'PP7' ,0,1000,[0.05,1.8,0.01],8000);  
figure(1);  
plot(t,y, 'Linewidth' ,2);  
hold on;  
xlabel( 'Waktu (t)' );  
ylabel( 'Jumlah Individu' );  
grid on 
axis square  
legend( 'x(t)' , 'y(t)' , 'z(t)' ); 
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figure(2);  
plot3(y(:,1),y(:,2),y(:,3), 'LineWidth' ,1.5);  
hold on 
plot3(y(1,1),y(1,2),y(1,3), '*g' , 'LineWidth' ,5);  
plot3(y(500,1),y(500,2),y(500,3), '*r' , 'LineWidth' ,2
);  
plot3(0,0,0, 'k*' , 'LineWidth' ,5); %E1 
plot3(1,0,0, 'b*' , 'LineWidth' ,5); %E2 
plot3(0,1,0, 'b*' , 'LineWidth' ,5); %E3 
% plot3(1,1,0,'y*','LineWidth',5);%E4  
a=0.3;  
b=0.4;  
c=0.4;  
d=0.1;  
e=0.2;  
x5=c/d;  
z5=(a*d-a*c)/d;  
y6=c/e;  
z6=(b*e-b*c)/e;  
x7=(a*e+b*c-b*e)/(a*e+b*d);  
y7=(a*c+b*d-a*d)/(a*e+b*d);  
z7=(a*b*d+a*b*e-a*b*c)/(a*e+b*d);  
plot3(x5,0,z5, 'g*' , 'LineWidth' ,5); %E5 
plot3(0,y6,z6, 'm*' , 'LineWidth' ,5); %E6 
plot3(x7,y7,z7, 'k*' , 'LineWidth' ,5); %E7 
hold off  
hold on 
xlabel( 'x(t)' );  
ylabel( 'y(t)' );  
zlabel( 'z(t)' );  
grid on 
 
Model Ke Dua 

%Memasukkan nilai parameter dan sistem persamaan 
model interaksi satu predator dan dua prey  
function  dy=PP13(t,y)  
a=0.3;  
b=0.4;  
c=0.4;  
d=0.1;  
e=0.2;  
dy(1)=a*y(1)-a*y(1)^2-y(1)*y(3)+y(1)*y(2)*y(3);  
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dy(2)=b*y(2)-b*y(2)^2-y(2)*y(3)+y(1)*y(2)*y(3);  
dy(3)=-c*y(3)+d*y(1)*y(3)+e*y(2)*y(3); 
 
%Perhitungan solusi sistem persamaan model 
interkasi satu predator dan dua prey dengan Runge 
Kutta Orde 4  
function  [T,Z]=rks43(PP13,a,b,za,M)  
h=(b-a)/M;  
Z=zeros(M+1,length(za));  
T=a:h:b;  
Z(1,:)=za;  
for  j=1:M  
    k1=h*feval(PP13,T(j),Z(j,:));  
    k2=h*feval(PP13,T(j)+h/2,Z(j,:)+k1/2);  
    k3=h*feval(PP13,T(j)+h/2,Z(j,:)+k2/2);  
    k4=h*feval(PP13,T(j)+h,Z(j,:)+k3);  
    Z(j+1,:)=Z(j,:)+(k1+2*k2+2*k3+k4)/6;  
end ; 

 
%Program Utama  
[t y]=rks43( 'PP13' ,0,1000,[0.05,1.8,0.001],8000);  
figure(1);  
plot(t,y, 'Linewidth' ,2);  
hold on;  
xlabel( 'Waktu (t)' );  
ylabel( 'Jumlah Individu' );  
grid on 
axis square  
legend( 'x(t)' , 'y(t)' , 'z(t)' );  
 
figure(2);  
plot3(y(:,1),y(:,2),y(:,3), 'LineWidth' ,2);  
hold on 
plot3(y(1,1),y(1,2),y(1,3), '*g' , 'LineWidth' ,5);  
plot3(y(500,1),y(500,2),y(500,3), '*r' , 'LineWidth' ,2
);  
plot3(0,0,0, 'k*' , 'LineWidth' ,5); %E1 
plot3(1,0,0, 'b*' , 'LineWidth' ,5); %E2 
plot3(0,1,0, 'm*' , 'LineWidth' ,5); %E3 
% plot3(1,1,0,'y*','LineWidth',5);%E4  
a=0.01;  
b=0.2;  
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c=0.2;  
d=0.01;  
e=0.4;  
x5=c/d;  
z5=(a*d-a*c)/d;  
y6=c/e;  
z6=(b*e-b*c)/e;  
x7=(e+sqrt(b/a)*(c-e))/(d*sqrt(b/a)+e);  
y7=(d*sqrt(b/a)+c-d)/(d*sqrt(b/a)+e);  
z7=sqrt(a*b);  
plot3(x5,0,z5, 'g*' , 'LineWidth' ,5); %E5 
plot3(0,y6,z6, 'r*' , 'LineWidth' ,5); %E6 
plot3(x7,y7,z7, 'k*' , 'LineWidth' ,5); %E7 
  
hold off  
hold on 
xlabel( 'x(t)' );  
ylabel( 'y(t)' );  
zlabel( 'z(t)' );  
grid on 
 
 
 

 

 

 

 

 


