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DINAMIK PERSAMAAN BEDA UNTUK MODEL EPIDEMIK
SISDENGAN DELAY

ABSTRAK

Model SIS @usceptible Infected Susceptible) dengandelay
merupakan persamaan diferensial tak linear yang adelian
interaksi antara populasi rentansudceptible) dan terinfeksi
(infected). Pada skripsi ini dibahas analisis dinamik md&i& yang
diselesaikan secara numerik menggunakan metode r.Eule
Ditunjukkan bahwa model diskrit yang dihasilkanidaetode Euler
mempunyai dua titik kesetimbangan yang sama dengadel
kontinunya, tetapi hasil analisis dari simulasi euin menunjukkan
bahwa kestabilan kedua titik kesetimbangan tersedmrtsisten
dengan model kontinu hanya jika ukuran langkahgias bernilai
relatif kecil.

Kata kunci: model SIS diskrit dengardelay, metode Euler,
konsistensi dinamik.
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DINAMICAL DIFERENCE EQUATION OF EPIDEMIC
MODEL WITH DELAY

ABSTRACT

SIS (Susceptible Infected Susceptible) model iystesn of
nonlinear differential equations which describes iateraction
between susceptible and infected population. Timsl fproject
analyze the dynamic of the delay SIS model whictolsed by Euler
Method. The discrete model have two equilibriumahkhére equal to
the continuous system, but it is shown analyticaltyl numerically
that stability of each equilibrium is consistentttwithe continuous
system if step-size is relatively small.

Keywords: SIS discrete model witha delay, Euler Method,
dynamically consistent.
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang

Setiap individu pasti menginginkan tubuh yang selea@njang
usianya, tetapi pada usia-usia tertentu ada penyakg menyerang,
misalnya penyakit menular seksual (PM®elay adalah selang
waktu antara kelahiran sampai individu berpotensiuki tertular
suatu penyakit.

Pada skripsi ini dibahas model epidensiksceptible-infected-
susceptible (SIS) dengardelay. Model epidemik SIS dengadfelay
dikonstruksi dari model kompartemen sehingga digérpersamaan
diferensial tak-linear yang diselesaikan secara emikn Secara
umum, integrasi numerik dilakukan dengan meredylessamaan
diferensial yang kontinu terhadap waktu menjadi ehodiskrit
terhadap waktu. Salah satu metode yang seringikiiajdan adalah
menghampiri turunan yang terdapat dalam persamé#anremsial
dengan menggunakan metode Euler. Persamaan digéng
diperoleh dikatakan konsisten secara dinamik dengemrsamaan
diferensialnya jika kedua persamaan tersebut meyapuditik tetap
yang sama dengan sifat kestabilan yang sama pel@nStu dalam
skripsi ini juga dikenalkan sebuah angka reproddbsiar(R)) yang

merupakan ukuran terjadi atau tidaknya endemilandasuatu
populasi.

1.2. Rumusan M asalah

Berdasarkan latar belakang di atas, pokok permfzesaldalam

penulisan skripsi ini adalah

1. bagaimana hasil diskritisasi sistem persamaanedigéal model
epidemik SIS dengattelay menggunakan metode Euler,

2. bagaimana konsistensi dinamik model diskrit epider8iS
dengan delay jika dibandingkan dengan persamaan
diferensialnya.



1.3. Batasan M asalah

Model yang baik adalah model yang mempunyai sedikit
batasan. Namun, model yang diperoleh boleh jadhl&bmpleks.
Dengan demikian, skripsi ini dibatasi oleh hal-batikut.

1. Setiap populasi yang terinfeksi memiliki peluanghyasama
untuk menularkan infeksi ke populasi yang rentan.

2. Populasi yang rentan dapat terinfeksi jika melakukantak
langsung dengan populasi yang terinfeksi.

3. Populasi yang terinfeksi dapat kembali menjadi pegiuyang
rentan.

4. Penyakit tidak menyebabkan kematian.

1.4. Tujuan

Tujuan penulisan skripsi ini adalah

1. memperoleh model diskrit epidemik SIS dengalelay
menggunakan metode Euler,

2. menganalisis dan membandingkan konsistensi dinandiel
epidemik SIS dengamlelay yang diskrit dengan persamaan
diferensialnya.



BAB I1
TINJAUAN PUSTAKA

2.1. Sistem Dinamik

Sistem dinamik merupakan suatu keadaan yang dipgmga
oleh waktu {). Dalam penerapannya, terdapat dua jenis sistem
dinamik, yaitu sistem dinamik diskritt (JZ atau N) dan sistem
dinamik kontinutJ. Sistem dinamik diskrit dinyatakan sebagai
persamaan beda, yaitu

x., = f(x) t0Z atauN, danx, f OO"

Apabilat kontinu, sistem dinamik merupakan sistem persamaan

diferensial, yaitu
~e f(x), xoO"
dt

(Arrowsmith dan Place, 1990).
Secara geometri, sistem dinamik diskrit dan sistimamik
kontinu menggambarkan pergerakan titik-tittik di dnd fase
sepanjang kurva penyelesaian sistem persamaanerdifeinya
(Perko, 1996).

2.2. Sistem Dinamik Kontinu
2.2.1. Sistem Otonomus

Sistem persamaan diferensial orde satu yang betbent

dx _

dt

dengan f; adalah fungsi bernilaieal yang tidak bergantung secara

eksplisit terhadap disebut sistem otonomus (Boyce dan DiPrima,
2005).

fi (Xl""‘xn)’ i=1,...n

2.2.2. Titik Kesetimbangan

Pandang suatu sistem otonomus

% = f(x, y)

q (2.1)
oy (x, y)_

dt



Titik (x*,y*) yang memenuhif(x*, y*) =0 dan g(x*, y*) =0
disebut titik kritis sistem (2.1). Titik kritisix*, y*) adalah solusi

sistem (2.1) yang bernilai konstan sebga)tﬁ)z 0. dan 311:0. Oleh

karena itu (x+,y*) disebut juga titik kesetimbangan (Boyce dan
DiPrima, 2005).

2.2.3. Kestabilan Titik Kesetimbangan

Jenis kestabilan titik kesetimbangafx:,y*) dapat dibagi
menjadi tiga kriteria, yaitu
1. stabil apabila Oe¢>0,Cd>0 sedemikian sehingga jika
(%0, y@)- (¢, y)[<d  maka [(x(t),y®)~ (< y)| <&,
0t >0,
tak-stabil apabila tidak memenuhi kriteria pertama,
stabil asimtotik jika stabil darCld,, 0<J, <d, sedemikian

sehingga suatu solusk = x(t)dan y=y(t) yang memenuhi
0@, y©) = (¢, y9)| <&, akan bersifat im(x(®), y(0) = (¢, )
(Boyce dan DiPrima, 2005).

W N

2.3. Sistem Dinamik Diskrit

Sistem dinamik diskrit adalah relasi berbentuk
Xou = T (X0 Y0)
Yo = 9(Xq, Yn)-
di manaf dang disebut fungsi pembangkit sistem. Jikadan g
bergantung pada parametea, maka fungsi pembangkitnya
dinyatakan sebagaf (a,x,y) dan g(a,x,y) Titik (x*, y*) disebut
titik tetap sistem (2.2) jika f(x*, y*) =x* dan g(x*, y*) = y*
(Elaydi, 2005).

(2.2)

2.3.1. Sistem Dinamik Diskrit Tak-Linear

Jika f ataug pada persamaan (2.2) memuat perkalian antara
variabel tak bebas, maka sistem (2.2) disebutrsisi@amik diskrit
tak-linear. Penentuan kestabilan titik tetap sistiemamik diskrit tak-

4



linear dapat dilakukan dengan hampiran linear diitae titik
tersebut. Proses linearisasi sistem tak-linearkullan dengan
melakukan ekspansi deret Taylor.

Jika titik (x*,y*) adalanh titik tetap sistem (2.2), dan diasumsikan
bahwaf dan g mempunyai turunan parsial yang kontinu di titik
(x*,y*), makaf dang dapat dinyatakan sebagai deret Taylor di sekitar
titik (x*,y*), yaitu

{6 ) = 100,y + LI 0y + OOy
+,71(Xn!yn)
(% o) = 90¢, y) + 8D (0 + UEYD

+/72 (Xn ’ yn)!
di manan,(x,,y,) dan 7,(X,,Y,) merupakan suku sisa. Untuk
hampiran orde satu di atas, jik&,,y,) - (X*, ¥*), maka suku sisa
tersebut memenuhi :

7. Xas o) _ 5 gan im 12 Yn)

(X aY) = (5 y) ”Wn” 0O, ¥n) ~ O y) ”Wn” =0,

di mana v, = (X, =X, y, =¥*)'. Oleh karena itwz,(x,,y,) dan
n,(x,,y,)dapat diabaikan.

Karena k*,y*) adalah titik tetap, makaf (x*, y*) = x* dan
g(x*, y*) = y*, sehingga sistem (2.2) dapat didekati oleh

Ko =X+ S YD (e O] (g
0G0, v g(x* v

yn+l_y L U aXn ( Xk)+ ayn ( n yk)

atau
xa - =YY (s (ay”(yn—y*)
ang ¥) ag(x*n ) =

JREVIL. b S PR aih A
o= =20 5,20+ H ),

Jikau, =X, —X* danv, =y, — Y*, maka sistem (2.3) menjadi

5



oY) Loty

n+l n

0x, oy,
_ 090 ¥ |, 090¢, YY)
n+l aXn n ayn n

Dengan demikian linearisasi persamaan (2.2) merghasistem

of (x*, y¥)  af (X", V)
|:un+l} _| ox, ay, [Un}
Voo || 990¢, y%)  9g(X, ¥*) | v,

0X, 0y,

(Elaydi, 2005).

2.3.2. Perilaku Pendekatan Solusi Per samaan Beda
Lemma 2.1.

Perhatikan persamaan beda drde
yin+k)+ pyn+k-1+-+pyn)=0 (24)
Persamaan karakteristik untuk persamaan (2.4) ladala
An+k+ pl n+k—l+._'+ pkAn :O.
Jika A,i=12...,k adalah akar-akar persamaan karakteristik untuk

persamaan (2.4). Maka semua solusi persamaan Kam)ergen
menuju 0 (stabil asimtotik) jika dan hanya jika msiakum

(). |A <1 (Elaydi, 2008).

Lemma 2.2.

Misalkan p =12...,K adalah koefisien untuk persamaan (2.4),
maka semua solusi persamaan (2.4) konvergen mehytabil
asimtotik) jika dan hanya jikazk:l|pi|<1 (Kocic dan Ladas
1993).

2.4. Metode Beda Hingga

Persamaan diferensial dapat didekati dengan metmxia
hingga, dengan kata lain dilakukan pendekatan &urupertama
dengan beda maju, beda pusat, atau beda munduod®dteda

6



hingga yang sering digunakan untuk pendekatan &uryrertama
adalah metode Euler.

Perhatikan ekspansi deret Taylb(x) pada titik x berikut

) & aedt] e
f(x+M= f(X)*'AX& X +7y X +?¥ N (2.5)

f()g—A)()zf(>g)—A><i +¥az—f —ﬁﬁ +eee (2.6)

XX 2 X 6 ac|X
24.1. BedaMaju Turunan Pertama
Dari persamaan (2.5), diperoleh
o _fO+M=f(x) Mxo'f)  ACOf
ox| % X 20 (% 6 oc X

Jika dituliskanf; = f(x) dan f,, = f(x +Ax), maka pendekatan
turunan pertama dengan beda maju dapat dinyatekeayai
ot | _fiu-f

ox|x AX

(Elaydi, 2005).

2.4.2. BedaMundur Turunan Pertama
Dari persamaan (2.6), diperoleh
o _Te)-fo-09 MxPf| Ao
ox| X DX 20¢X 6 0K
Jika dituliskan f; = f(x) dan f,_, = f (X —Ax), maka pendekatan
turunan pertama dengan beda mundur dapat dinyasekegai
of o=y

—|, = Elaydi, 2005).
ox|x " ix (Elay )

-
|

2.4.3. BedaPusat Turunan Pertama

Pendekatan turunan pertama dengan metode beda pusat
diperoleh dari selisih persamaan (2.5) dengan peaa (2.6), yaitu

7



of AC 3°f
f(x +O%) — f(x —Ax)—ZAxgx—xI +?¥X|
sehingga
O | FO A= Fx -9 ¢ 0°f
ox|X 21 6 o |X

Jika dituliskan f, =f(x +AX) dan f_ =f(x -Ax), maka

pendekatan turunan pertama dengan beda pusat dimyatakan
sebagai

of

Gu - fi+1 — 1:i—l
(6)4

Elaydi, 2005).
x o (Elay )

2.5. Konsistens Dinamik

Solusi yang diberikan oleh sistem dinamik kontinaugpun
diskrit dapat mendekati atau menjauhi titik keseanmgan. Analisis
sistem dinamik meliputi penyelidikan perilaku salds sekitar titik
kesetimbangan.

Jika suatu skema numerik memiliki titik kesetimbamglengan
sifat kestabilan yang sama dengan sistem kontinumgka skema
numerik tersebut dikatakan konsisten secara dindBiikitrov dan
Kojouharov, 2007).

2.6. Angka Reproduks Dasar (Ry)

Untuk mengetahui dinamika penyebaran penyakit, rdigan
suatu angka yang menjadi ukuran apakah dalam sugpulasi
terjadi endemik atau tidak. Angka tersebut dikesetbagai angka

reproduksi dasafR, ). Ketika R, <1 setiap individu terinfeksiakan

menyebabkan kurang dari satu infeksi baru, sehidgtmm populasi
tidak terjadi endemik dan untuk jangka waktu yaamd populasi

akan terbebas dari penyakit. Sebaliknya, jiRa>1 maka setiap

individu terinfeksi akan menyebabkan lebih dari satu infeksi baru
sehingga terjadi endemik.

2.7. Persamaan Diferensial dengan Delay

Persamaan diferensial dengighay dinyatakan dalam bentuk



S aSot)+ b SoAi-1)=0

dO
di manar adalahdelay dan— a0 X(t) X(t).
Sistem persamaan diferensial dendday dinyatakan sebagai

K(0)= 1.4t e =7)
5, (1)= £, (<t) ¢ -7)

(Kuang, 1993).

2.8. Sistem Dinamik Kontinu Modd SIS dengan Delay

Pada bagian ini dibahas model epidemik SIS derdghay.
Populasi yang digambarkan dalam model kompartemehputi
subpopulasi yang rentan (S) dan subpopulasi yarngfeksi (1).
Perubahan kepadatan populasi pada masing-masingaktemen
disajikan pada Gambar 2.1.

wn
v

A\ 4
mati mati

Gambar 2.1. Diagram kompartemen Model SIS

Pada Model SIS dengatfelay ini, digunakan parameter-parameter
sebagai berikut.

N(t)
stt)

total populasi pada waktu t,

kepadatan subpopulasi yang rentan pada
waktu t,



I(t) = kepadatan subpopulasi yang terinfeksi pada
waktu t

a = B(N(t-1)e™,

B(N) = laju kelahiran,

r waktu tundadglay),

o, laju kematian menuju tahap dewasa,

MU laju kontak antara subpopulasi terinfeksi dan

subpopulasi rentan
y = laju penyembuhan,

0 — laju kematian alami.

Dengan demlklan model SIS dengighay yang dikonstruksikan
pada Gambar 2.1 memenuhi sistem persamaan difelréadsiinear.

$(1)=BN{ - NG -r)e —as(t)—ﬁs(t)'N—((t})w(t)

r(t)=ps<t)'NLgt))—<y+a>l )
() = BN - NG - ) ~ o)

Jika diambil B( ()) pe ™ dan o, =0, denganp adalah laju

pertumbuhan maksimum daae adalah parameter model yang
mengontrol laju pertumbuhan agar seimbang, makaehoénjadi
lebih sederhana dan mudah dianalisis. Dengan demiirsamaan
(2.7) menjadi persamaan berikut (Bolker, 2007).

$(1)= pN(t-r)e —as(t)—;s(t)'N—%w(t)

2.7)

(2.8)
N(t)= pN(t-7)e™ ) - N (t),
karena total popuIaS|N()— (t)+S(t) dan parameterS(t) tidak

muncul pada dua persamaan terakhir dari persan@a8ih (naka
cukup di analisis sistem dengan dua persamaanuberik

10



Nt
N(t)= pN(t - 7)e™" = aN(t).
Sistem dinamik kontinu model SIS dengdelay seperti persamaan

(2.9) memiliki tiga titik kesetimbangan dengéR :5%. Titik
y

()= (NG - (»'(‘)) (y+o) ()

(2.9)

kesetimbangan yang pertamaE, =(I7,NJ)=(00).  Titik
kesetimbangan yang kedug =(If, N;)=(O,§In§_j yang bersifat

stabil asimtotik jikaR, <1, yaitu proporsi individu yang terinfeksi
dalam suatu populasi bernilai nol. Hal ini menukpuk bahwa tidak
terdapat individu yang terinfeksi. Artinya, tidadjadi kontak antara
individu yang rentan dan individu yang terinfeksilitik
kesetimbangan pada keadaan ini disebut titik kebahgan bebas
penyakit. Titik kesetimbangan yang ketiga adalah

E, =(I;,N;)=Hl—éJN ; g]

untuk R,>1, yaitu setiap individuterinfeksi akan menyebabkan

lebih dari satu infeksi baru sehingga menjadi swtdemik. Oleh
karena itu titik kesetimbangan pada keadaan imbdisdengan titik
kesetimbangan endemik yang bersifat stabil asiknt(ikkachali,
2010).

2.9. Bifurkasi Hopf

Bifurkasi Hopf adalah berubahnya jenis kestabilaatws titik
kesetimbangan suatu persamaan diferensial dikeaanakinculnya
sepasang nilai eigen yang bernilai imajiner seidaggan perubahan
nilai parameter. Misalkan terdapat titik kesetindpgam dengan nilai

eigen A(T):E(T)iiﬂ(r). Bila terdapatr,, sehinggaf(ro):O dan
/7(r0)=/70, maka jenis kestabilan dari titik kesetimbangamnak
berubah bilar berubah di sekitaf, (Robinson, 2004).

11



2.9.1. Bifurkasi Hopf Supercritical

Jika terdapat? =7, sehingga membentuk suatu orbit periodik

stabil pada sistem ketika melewati titik kritis 7, maka sistem

tersebut mengalami bifurkasi Hoftipercritical yang ditunjukkan
pada Gambar 2.2.

X, X, X,

e
¢

T<r1, T=1, T>T1,

Gambar 2.2. Bifurkasi Hopfsupercritical
(Kuznetsov, 1998).

J/

X,

-
—

2.9.2. Bifurkas Hopf Subcritical

Jika terdapat? =7, sehingga membentuk suatu orbit periodik

tak-stabil pada sistem ketika melewati titik kritis 7, maka sistem

tersebut mengalami bifurkasi HogBubcritical yang ditunjukkan
pada Gambar 2.3.
X5

X, X2

@D .0 —a

<, T=1, I>7,
Gambar 2.3. Bifurkasi Hopfsubcritical
(Kuznetsov, 1998).
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BAB I11
HASIL DAN PEMBAHASAN

3.1. Diskritisas Model SI'S dengan Delay

r(t):u(N(t)—l(t»'NL(tt))—(yw)l 0

N(t)= pN(t - 7)e ) - ()
1(0),N(0)=0.

Secara analitik model SIS dengaklay relatif sulit untuk

diselesaikan, oleh karena itu untuk menyelesaikam aligunakan

formulasi waktu diskrit untuk memperoleh solusi ruik Pada

skripsi ini digunakan metode Euler untuk menyelesaipersamaan
(3.1). Dalam hal ini bentukdanN dihampiri dengan beda maju.

° y+1_y
ig) g YT
y(t) h

~,yoon
dimana, n=012,...,y, = y(tn), t. =t,+nh dan h adalah ukuran

(3.1)

langkah. Jikal =1(t.), N =N(t ) dan k:%, k=Z" maka

persamaan SIS diskrit dengdelay adalah sebagai berikut

In+l—|n: _ In_
Laala =y, =1, ) (54 ),

n

Nn+lh_ Nn 2 pNnike-aank _d\ln. (32)
Persamaan (3.2) dapat ditulis
I 2
l...=Q+thuy-hld+y))l —hu-—"
n+l ( ,U ( y)) n ,U Nn (33)

N, =hpN, e +(1-hJ)N,
1(0),N(0)=0.
Sifat-sifat dinamik dari model kontinu SIS dengdetay telah
dijelaskan pada Subbab 2.Berikut ini akan diselidiki apakah

persamaan diskrit dengan metode Euler dapat meamaertan
kekonsistenan terhadap persamaan diferensialnya.

13



3.2. Titik Kesetimbangan

Berikut akan ditunjukkan bahwa persamaan SIS diskri
mempunyai titik kesetimbangan yang sama denganaipeEn
diferensialnya. Misalkan (I*,N*) adalah titik kesetimbangan.

Substitusi | =1" dan N, =N’,00n ke persamaan (3.3)
menghasilkan

"=+ hu-h(o+p))’ —h,u%

- (l—(1+ hy - h(5+ y)))l* + h,u(lN;?2 =0

Wy (3.4)
R
= (~hu+h(@+ ) +h,UT=0
. I’
- —hl [u—(m y)—,uﬁj =0.
Jika R, =5% maka persamaan (3.4) menjadi
4
—h” 1_i_£_ =0 (3.5)

R, N '

sehingga diperoleh solu$i’ =0 ataul ” = (1—%)N*.

Dengan mensubstitusikdn' =0 ke persamaan (3.3) diperoleh
N° =hpN e +(1-hd)N’
= (l— (1— hé_))N* -hpN‘e™ =0 (3.6)
= hoN" —hpN'e™ =0
- (5— pe ™ )hN‘ =0.

, o 1
Dari persamaan (3.6) dihasilkan solusi’ =0 atau ND:glng.
Berdasarkan  perhitungan tersebut didapatkan duak fit

kesetimbangang, = (1;,N;)=(00) dan E, =(I;,N;)= (Oélng}

14



Selanjutnya substitusi | " = [1 %JN ke persamaan (3.3)

menghasilkan
N =hpN e™ +(1-ho)N’
- (1-(@1-ho))N" -hpN €™ =0 3.7)
- hoN"-hpN'e™ =0
o (6-pe~ )N =0

1
Dengan demikian diperoleh solusi” =0atau N :—InE :

Jadi, persamaan SIS diskrit dengaklay mempunyai titik

kesetimbangan lain, yaituE, =(I;,N;)= 1—i N*,E n2 ,
R a o

denganNDzlln—p.
a o

Pada skripsi akan dianalisis dua titik kesetimbanggaitu
- . 1
El=(|1.N1):( 0.5In p) danE, =(1; N2)=(( —ﬁjN Lin g]

3.3. Kegtabilan Titik Kesetimbangan

Pada bagian ini akan dilakukan analisis kestabitaik
kesetimbangan persamaan SIS diskrit denighay.

Sistem persamaan (3.3) merupakan sistem tak-Ise&ingga
perlu dilakukan linierisasi untuk memeriksa kedtabi titik-titik
kesetimbangannya sebagaimana telah dijelaskan daldnribab 2.3.
Jika I, =1"+eau,, N, =N"+av,, €<<1, dan (I*,N*) adalah titik
kesetimbangan, maka sistem (3.3) menjadi

r)
N"+ev,

o 174U, =(@+hu=h(@+y)I°+@+hu=-h(d+y)u

) hp(('Nﬂzz 2, -] J

19+ g1, = [ b= (P e, ) e

15



o 17+ =@+hu—h(g+y))°- hﬂ%+ (@ +hu—h(5+y))e,

- au,, =@@+hu=h(G+y)a - h,u(ZIDu - ((II\IUD))Z vn}s

o u_ =@+hu-hE+p), —h,u{ZIE - (IDZVHJ

-u, = [(1+ hu —h(3 + y)) - 2hu ll\luujun + (hp ( u)22 Jvn.

Jika R, = Ty maka diperoleh

¢ 2
= (1+ h,u[l—»é:] N ZhN#]un + {hyz(ll\l—*))z-]vn.
Secara analisis juga diperoleh
N+ev,, =hp(N"+av Jeel o] (1— ho)(N+&v,)
= N+av, =hp(N°+ev, Je e +(1-ho)N"+ev)
~ No+ev, =hp(N°+ev_ Je™ (1-aev, ) (1-ho)(N°+ev)
- N+ev, =hp(N°-aN‘ev_ +ev  )Je* +(1-ho)(N"+av)
~ N°+ev,, =hpNe® +hpll-aN“)e™'v, , +(1-hd)N"+ev,)
- &, =hpll-aN“)ee™y,_, +(1-hd)ev,
= v, =hpl-aN“)e™v_ +(1~ho..
Dengan demikian persamaan (3.3) menghasilkan

ke e

. =[@-ho)v, +hpe™ (1—aN*)\/n_k, (3.8)

16



n

DI o8

. o Vn—l
Jikax =| T |=| "

k

Xn Vn—k
maka persamaan (3.8) menghasilkan sistem

oo el

x°, = (1-hJ)x® + hpe ™ (1-aN " )x*

1 0

=X,

(3.9)
Xt = X,
dengan X, = (u,,x%,x,..,x* xt) . Akibatnya persamaan (3.9)
dapat ditulis sebagaX,,, = A(X°)X,, x°=(",N",N",...,N') dan

A, A, O 0 0
0 A, O 0 A
0 1 0 0 0
AKE 0 0 1 0 0
0 0 0.1 0

dengan

(3.10)

Ay, =hpe™ (1— aN*).
Matriks A berukuran(k +2)x (k + 2) dan nilai eigen matriké

adalah solusi persamaan karakteris.m(XD)—I/l‘ZO. Perhatikan
bahwa
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A,-A A, O 0 0
0 A\Z.Z_/.1 O O AZ‘k+2
AX)-1a]=| Lo oA 0000,
0 o 1 0 o0
0 0 0 -1 -

sehingga persamaan karakteristiknya adalah
(A, - AN(A AP+ A, )=0.
Akar-akar karakteristik yang diperoleh
A=A, (3.11)
dan akar karakteristik yang lain memenuhi persamaan berikut

g)=((A,, -2 +A,.)

(3.12)
< Alﬁl - A%‘ZAK 1 AZ‘k+2 = O
331 Kestabilan Titik E, =(|;,N;)=(o,1|n§-]
a
A . 1P
Dengan mensubstitusikanl =0 dan N —glng ke
persamaan (3.10) diperoleh
A, =1+ hy(l—%)
(3.13)

A&Z =1-ho
A, =hpe™ (1-aN’)
nP p
=hpe ?|1-In—=
P ( 5J

:d{l_mg}
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Substitusi persamaan (3.13) ke persamaan (3.11) dan persamaan
(3.12) menghasilkan persamaan karakteristik

1
A =1+ h,u(l——}, (3.14)
R,
dan persamaan karakteristik yang lain memenuhi persamaan berikut
&ﬂ=%”—@—hayk—d{r4n§} (3.15)

BerdasarkanLemma 2.1. titik kesetimbangan akan bersifat stabil
asimtotik jika persamaan (3.14) memenuhi,

A]<1

1o 1)
R

1
-1<1+hyl-—|<1

0

<1

1
-2<huyl1-— |<0
‘{ Roj -

KarenaR, <1 danR, ——%, maka
4

i_l (5+V)_,U
Ry

O<hu<

O<hu<

2u
G+y)-u

\e:?) /8

(5+y)-u

BerdasarkanLemma 2.2. titik kesetimbangan akan bersifat stabil
asimtotik jika persamaan (3.15) memenubhi,

A, = A= [L-ho)X - dh[l— In gj

[1~ho] + [1 Ina_]

0O<h<

<1l
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Jikal—-hd>0, makal—hd + <1,

ofeond)
o)

—ho< dh(l—ln§]<h5

—1<[1—In£j<1
o

O<In£<2
(o)

<ho

1<—p<e2.

17 1

Titik kesetimbangan (I;,N; )={O,1|n—§—j akan stabil jika
a

1 2

h< min{—, P

——~——+¢ dan 1<--<¢€, yaitu dengan kondisi
5'(6+y)- /1} 3 7 g
R, <1. Keadaan ini disebut bebas penyakit.

i |IN VAN
3.3.2. Kestabilan Titik E, = (2, 2) &1 RJN aanJ

Dengan mensubstitusikah = 1—i N° dan Nuzlln—p ke
R a o

persamaan (3.10) dihasilkan,
1 |
=(1+hy 1-— |- 2hu—
Al,l( /{ ROJ ”N*j
1 (1_1JN~
=1+ h;{l——} = 2h,u—R]
R,

N’

20



() (3.16)
A, =1-hd

A = hpe‘aN* (1—aN*).
o1 - P
=hpe °(1-In—

> [ 5)

= £, hp(l— In BJ
p o
= dh(l— |n£}
o)

Substitusi persamaan (3.16) ke persamaan (3.11) dan persamaan
(3.12) menghasilkan persamaan karakteristik

A== h;{l—Ri], (3.17)
dan persamaan karakteristik yang lain memenuhi persamaan berikut
/]k+1 =S 5l (1— hd)Ak - d’l(l— In gj (318)

BerdasarkanLemma 2.1. titik kesetimbangan akan bersifat stabil
asimtotik jika persamaan (3.17) memenuhi,

4] <1
1_%1_&}
R
-1<1- h/{l—ij <1
R

<1
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0< h/_/[l——l—J <2
Ro .

KarenaR, >1 danR, :E%—' maka
4

2 2
O<hu< =
a u=(6+y)

L
R,

2u
u-(3+y)
2

u=-(0+y)
BerdasarkanLemma 2.2. maka titik kesetimbangan akan bersifat
stabil asimtotik jika persamaan (3.18) memenuhi,

A, =A% — (L~ ho)X - dh[l— In gj

1~ ho| + (1 Ina_j

Jikal-ho>0, makal-hd + dh(l— Ingj

ple-s)

—ho< dh(l—ln§]<h5

—1<[1—In£]<1
3

0<inP<2
E;

O<hu<

O<h<

<l

<1,

<ho

1<P<e.
1)
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Titik kesetimbangar(l;NQ)=[[1—%)N*,EIn§J akan stabil
a

o
1=(0+y)
R, >1. Keadaan ini disebut endemik.

p

jika h<min{%, } dan l<g<e2, yaitu dengan kondisi

3.4. Simulas Numerik

34.1. Simulas Numerik untuk Titik Kesetimbangan Kondis
Ry<1ldant=1.0(p/8 < e?

Pada Gambar 3.1 ditunjukkan solusi persamaan SIS diskrit
dengan nilai parametep =e?, 0=11, a=20, u=20, y=10,
r=10, (1,,N,)=(0505)n=-k-k+1-k+2...0, R =0.9524,

dan h= 001 (h<min(0.90920)). Berdasarkan hasil tersebut dapat

dilihat bahwa persamaan S#iélay yang diskrit mempunyai solusi
yang konvergen menuju titik kesetimbangan (di titik (0,0.9523)).

1.4 T T T T T
I I I | | |
I I I I |
I I I I | N
12— ——-—— [T ——— R -
I I I I I
I I I I I
I I I I I
I I I I I
f X2z - - N I _
| [ [ [ [
I I I I I
I I I I I
0.8H----- B [ T [ T -
I I I I I
I I I I I
I I I I I
06 - — - —— 4 [ A [ Lo~ _
I I I I I
I I I I I
I I I I I
I I I I I
0.4{*****7 777777 [ [ N
\ I I I I I
i | | | | |
\ I I I I |
02F---—-—4+------ == === t-- === === - —
N I I I I I
S~ | | | | |
S e | I I
0 | e ————— o o e T —— o
0 5 10 15 20 25 30

Gambar 3.1. Solusi numerik model SIS untuk
R,<1dan7=10
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3.4.2. Simulasi Numerik untuk Titik Kesetimbangan Kondis
Ry <1,h=ldant=1.0 (p/6 < e?)

Pada Gambar 3.2 ditunjukkan solusi persamaan SIS diskrit
dengan nilai parametep =¢?, 0=11, a=20, u=20, y=10,
dan r=10, (1,,N,)=(0505) n=-k,~k +1-k+2,... 0,
R, =0.9524, h=10 (tidak memenuhi syarat stabil asimtotik) dan
h<min(0.90920). Dari hasil tersebut dapat dilihat bahwa

persamaan SIS diskrit mempunyai penyelesaian negatif dan tidak
konvergen.

X10214
4 T T T T T T
l l l l l e !
I I I I I I
N
I et S S e
I I I I I I I
I I I I I I I
I I I I I I I
0
I | I I I I I
l b l l l l l
i) IR . S [ [ [ [
l i l l l l l
l ! l l l l l
/| I Lo [ [ [ [
l i l l l l l
I " I I I I I
I I I I I
6r---- l’****‘l"****‘f ————— === = - -———- -
I I I I I I I
| 11 | | | | |
| " | | | | |
A
| i | | | | |
I I I I I I I
I I I I I I I
_10 | | 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Gambar 3.2. Solusi numerik model SIS untuk
R, <1, 7=10 danh=10
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3.4.3. Simulasi Numerik untuk Titik Kesetimbangan Kondis
Rp<ldant=1.0(p/6<1)

Pada simulasi Gambar 3.3 nilai parameter yang digunakan

adalah p=10, 0=11, §<1 yang tidak memenuhi syarat

kestabilan asimtotik, a=20, =20, y=10, 1=10,
(1,,N,)=(0505)n=-k,~k+1-k+2...0, R =09524 dan
h=001 (h<min(0.90920)). Berdasarkan hasil tersebut dapat
dilihat bahwa persamaan SIS diskrit denddiay mempunyai solusi
yang konvergen menuju titi(0,0).

0.5 T T T
I I I I | I I |
| | | | | | | [ I
] e e e e Nl
| | | | | | | | T
L e Tt ity Rt ety R R I i
| | | | | | | | |
) T Eei B B B B B M e
| | | | | | | | |
7Y,
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
< o 1. |
| | | | | | | | |
H | | | | | | | | |
020\ - - L L 0o
: | | | | | | | | |
h | | | | | | | | |
| | | | | | | | |
0'15i T T O A
H | | | | | | | |
| | | | | | | |
0-1*: e e e e
H | | | | | | | |
1 | | | | | | | |
0.05F - -\ - - R B e e B e e
| | | | | | | |
- | | | | | | |
S n L r= - -
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Gambar 3.3. Solusi numerik model SIS untuk

R, <1, 7=10, dan§<1
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3.4.4. Smulas Numerik untuk Titik Kesetimbangan Kondis
Ry<1ldant=1.5(p/s > e?)

Pada Gambar 3.4 ditunjukkan solusi persamaan SIS diskrit
dengan nilai parametep=15, 0=11, §>e2 (tidak memenubhi

syarat stabil asimtotik),a=20, =20, y=10, r1=15,
(1,,N,)=(0505) n=-k,~k+1-k+2...0, R =09524 dan

h=001 (h<min(0.90920)). Berdasarkan hasil tersebut dapat

dilihat bahwa persamaan SIS diskrit denddiay mempunyai solusi
yang konvergen menuju titik kesetimbangan (di titik (0,1.3063)).

2.5

I T

I/N

05} -

i e
F-————A-——————F-=

o
a1
o
=
o
S
=
a1
o
N
o
S
N
3
o
w
S
S
w
a1
=)
N
o
S

Gambar 3.4. Solusi numerik model SIS untuk

R, <1, =15, dan§>e2

26



3.4.5. Smulas Numerik untuk Titik Kesetimbangan Kondis
Ry < 1dant=1.65(p/6 > €?)

Solusi persamaan SIS diskrit ditunjukkan Gambar 3.5 dengan
nilai parameterp=15, 0=11, §>e2 yang tidak memenuhi syarat

kestabilan asimtotik, a=20, =20, y=10, T71=165
(1,,N,)=(0505) n=-k,~k+1-k+2...0, R =09524 dan
h=001 (h<min(0.90920)). Dari hasil tersebut dapat dilihat bahwa

persamaan SIS diskrit dengamelay mempunyai solusi yang
periodik.

2 I I I I I I
| | | | | | mm— |
| | | | | |
| | | | | | N
| | | | | | T
] R e E e e kI B
l l l l l l l
| | | | | | |
| | | | | | |
05 | |
LA
| mmm HHHHHHHH (A
] 77\77777\7777777777777777777777777
| | | | | | |
| | | | | | |
| | | | | | |
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Gambar 3.5. Solusi numerik model SIS untuk

R, <1, =165, dan§>e2
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3.4.6. Smulas Numerik untuk Titik Kesetimbangan Kondis
Ry>1dant=1.0(p/8 < e?)

Pada Gambar 3.6 ditunjukkan solusi persamaan SIS diskrit
dengan nilai parametep=¢e?, 0=11, a=20, u=50, y=10,
r=10, (I1,,N,)=(0505)n=-k-k+1-k+2...0, R =23810
dan h=001 (h<min(0.6890.909). Berdasarkan hasil tersebut
dapat dilihat bahwa persamaan SIS diskrit dertgiay mempunyai
solusi yang konvergen menuju titik kesetimbangan (di titik
(0.5523,0.9523)).
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Gambar 3.6. Solusi numerik model SIS untuk
R, >1dan7 =10
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3.4.7. Simulasi Numerik untuk Titik Kesetimbangan Kondis
Ry>1h=ldant=1.0(p/6 < €?)

Pada simulasi Gambar 3.7 ditunjukkan solusi persamaan SIS
diskrit dengan nilai parametep=e?, 0=11, a=20, x=50,
y=10, 1=10, (I,,N,)=(0505)n=-k-k+1-k+2...0,

R, =2.3810 dan h=10 (tidak memenuhi syarat kestabilan) dengan
h<min(0.689,0.909). Dari hasil tersebut dapat dilihat bahwa

persamaan SIS diskrit mempunyai penyelesaian negatif dan tidak
konvergen.
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Gambar 3.7. Solusi numerik model SIS untuk
R, >1, 7=10, danh=10
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3.4.8. Simulasi Numerik untuk Titik Kesetimbangan Kondis
Rp>1dant=1.0(p/d < 1)

Pada Gambar 3.8 ditunjukkan solusi persamaan SIS diskrit

dengan nilai parametgn =10, 0=11, §<1 yang tidak memenubhi

syarat kestabilan asimtotika=20, x=50, y=10, r=10,
(1,,N,)=(0505)n=-k,~k+1-k+2...0, R,=23810 dan
h=001 (h<min(0.689,0.909)). Berdasarkan hasil tersebut dapat
dilihat bahwa persamaan SIS diskrit denddiay mempunyai solusi
yang konvergen menuju tit(I0,0).
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Gambar 3.8. Solusi numerik model SIS untuk

R,>1, 7=10, dan§<1
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3.4.9. Simulasi Numerik untuk Titik Kesetimbangan Kondis
Ry>1dant=1.5 (p/8 > e?)

Pada simulasi Gambar 3.9 digunakan nilai parameted5,
0o=11, 3p_>e2 (tidak memenuhi syarat stabil asimtotikg,= 20,

1 =50, y=10, r=15, (1,,N.)=(0505)
n=-k-k+1-k+2...0, R,=23810  dan  h=001
(h<min(0.689,0.909)). Dari hasil tersebut dapat dilihat bahwa

persamaan SIS diskrit dengamelay mempunyai solusi yang
konvergen menuju titik kesetimbangan (di titik (0.7576,1.3063)).
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Gambar 3.9. Solusi numerik dan potret fase model SIS untuk
R,>1, =15, dan§>e2
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3.4.10. Smulas Numerik untuk Titik Kesetimbangan Kondisi
Ry >1dant=1.65 (p/s > e?)

Pada Gambar 3.10 ditunjukkan solusi persamaan SIS diskrit

Zdengan nilai parameterp=15, 0=11, ?';>e2 (tidak
memenuhi (1,,N )= (0406) n=-k,~k +1-k+2,...,0,

R,=23810 dan h=001 dengan h<min(0.689,0.909).

Berdasarkan hasil tersebut dapat dilihat bahwa persamaan SIS
diskrit memberikan fenomena bifurkasi.
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Gambar 3.10. Solusi numerik model SIS untuk

R >1, 7=165, dan5p>e2
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Gambar 3.11 menunjukkan bahwa solusi persamaan SIS diskrit
dengan(l,,N,) n=—k,—k+1-k+2...,0, adalah syarat awal, yaitu
berada di titik( 0.4,0.6) dan (0.81.4) terjadi bifurkassupercritical.
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Gambar 3.11. Solusi numerik dan potret fase model SIS untuk

R, >1, T =165, dan§>e2
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BAB IV
KESIMPULAN DAN SARAN

4.1. Kesmpulan

Pada skripsi ini dibahas model SIS yang diseleradecara
numerik menggunakan metode Euler. Berdasarkan geasbha yang
telah diuraikan, ditunjukkan bahwa model diskringadihasilkan
oleh metode Euler mempunyai dua titik kesetimbangmmy sama
dengan model kontinunya, tetapi hasil analisis sianulasi numerik
menunjukkan bahwa kestabilan kedua titik kesetirghantersebut
konsisten dengan model kontinu hanya jika ukuragKah integrasi
bernilai relatif kecil.

4.2. Saran

Dalam skripsi ini hanya dibahas kestabilan duak titi
kesetimbangan. Untuk penelitian berikutnya disaaankenyelidiki
kemungkinan kondisi lain yang menyebabkan bifurkasi
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LAMPIRAN

Lampiran 1. Listing Program Menggunakan Matlab 7.0

clc;
clear all
tau=2.0;
miu=>5;
delta=1.1;
gamma=1;
rho=15;
alfa=2;
T=100;
h=0.01;
k=tau/h;
Ro=miu/(gamma+tdelta)
t=0:h:T;
M=length(t);
I=zeros(1,M);
N=zeros(1,M);
n=zeros(1,k+1);
1(1)=0.8;
n(:)=1.4;
N(1)=n(end);
for i=1:M-1
I(i+1)=(1+h*miu-h*(delta+tgamma))*I(i)-
h*miu*I(i)"2/N(i);
if i>=k+1
N(i+1)=(1-h*delta)*N(i)+h*rho*N(i-k)*exp(-
alfa*N(i-k));
else
N(i+1)=(1-h*delta)*N(i)+h*rho*n(i)*exp(-
alfa*n(i));
end;
end;
figure(1)
plot(t,I, “r' N, 'b' ,’'LineWidth' ,2); grid
legend( ‘I' ,'N')
xlabel( 't );
ylabel(  'I/N" );

figure(2);
plot(I,N, 'b" , 'LineWidth' ,2); grid on;

on;
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xlabel( 'I' );
ylabel(  'N" );
hold on;
1(1)=0.8;
n(:)=1.4;
N(1)=n(end);
for i=1:M-1
[(i+1)=(1+h*miu-h*(deltatgamma))*I(i)-

h*miu*1(i)*2/N(i);

if  i>=k+1

N(i+1)=(1-h*delta)*N(i)+h*rho*N(i-k)*exp(-
alfa*N(i-k));

else

N(i+1)=(1-h*delta)*N(i)+h*rho*n(i)*exp(-
alfa*n(i));

end;
end;
plot(I,N, ‘9" , 'LineWidth' ,2); grid on;
xlabel( 'I' );
ylabel( 'N" );
hold off ;
figure(3)
plot(t,l, “r' N, 'b' | 'LineWidth' ,2); grid
legend( 'I' ,'N")
xlabel( 't );
ylabel(  'I/N" );

4C

on;



