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RING DENGAN ELEMEN IDENTITAS LEMAH 

 

ABSTRAK 

 

Pada skripsi ini akan dibahas tentang definisi-definisi dan 

teorema-teorema yang berhubungan dengan ring yang memuat 

elemen identitas lemah. Suatu elemen 𝑒 di dalam ring 𝑅 disebut 

elemen identitas lemah jika untuk setiap 𝑥,𝑦 di dalam 𝑅 sedemikian 

sehingga 𝑥𝑦 = 𝑥𝑒𝑦. Jika suatu ring memuat elemen identitas lemah 

𝑒 maka ring tersebut adalah jumlahan langsung dari dua buah 

subringnya, salah satunya ideal nilpoten dan yang lainnya adalah ring 

dengan elemen identitas, yaitu 𝑅 = 𝐼 ⊕ 𝑒𝑅𝑒. 

 

Kata kunci: elemen identitas lemah 
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RING WITH WEAK IDENTITY 

 

 

ABSTRACT 

 

 

In this final project will be discussed about definitions and 

theorems related to the ring with weak identity. An 𝑒 element in the 

ring 𝑅 called weak identity element, if for each 𝑥,𝑦 in the ring 𝑅 so 

that 𝑥𝑦 = 𝑥𝑒𝑦. If a ring contains weak identity element 𝑒, then ring 

𝑅 is direct sum of two of its subrings, one of them is nilpotent ideal 

and the other is  ring with identity, that is 𝑅 = 𝐼 ⊕ 𝑒𝑅𝑒. 

 

Keyword: weak identity 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang 

Aljabar merupakan salah satu cabang matematika. Namun, 

aljabar masih terbagi lagi menjadi beberapa cabang ilmu, salah satu 

di antaranya adalah aljabar modern atau aljabar abstrak, yang 

membahas bermacam-macam struktur aljabar, di mana masing-

masing struktur aljabar mempunyai sifat yang berbeda-beda. 

Bentuk struktur aljabar yang paling sederhana dengan suatu 

operasi biner adalah semigrup. Semigrup kemudian berkembang 

menjadi grup, yang selanjutnya berkembang lagi menjadi ring. Di 

dalam ring, terdapat subring dan ideal. Ideal dibedakan atas dua 

macam, yakni ideal kiri dan ideal kanan. Jika suatu ideal memenuhi 

kedua jenis ideal tersebut, maka dikatakan sebagai ideal dua sisi atau 

cukup disebut dengan ideal. Selain itu, ada juga jenis-jenis dari ideal 

di antanya ideal maksimal, ideal prima dan ideal nilpoten. 

Pada perkembangan struktur dari ring baik ring komutatif 

maupun non komutatif, banyak yang mengasumsikan bahwa ring-

ring memuat elemen identitas terhadap operasi perkalian, contohnya 

field dan daerah integral. Skripsi ini akan memperkenalkan suatu 

konsep baru, yakni akan memperlemah elemen identitas terhadap 

operasi perkalian di dalam ring. Jika untuk setiap 𝑥,𝑦 ∈ 𝑅 sedemikan 

sehingga berlaku 𝑥𝑒𝑦 = 𝑥𝑦 maka 𝑒 disebut elemen identitas lemah 

(Ghosseiri, 2008). Serta akan menjelaskan juga mengenai definisi-

definisi dan teorema-teorema yang menyangkut konsep ring dengan 

elemen identitas lemah. 

1.2 Rumusan Masalah 

Permasalahan yang akan dibahas dalam skripsi ini adalah 

bagaimana definisi-definisi dan teorema-teorema yang berhubungan 

dengan ring yang memuat elemen identitas lemah. 
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1.3 Batasan Masalah 

Dalam skripsi ini permasalahan yang akan dibahas hanya 

untuk ring dengan elemen identitas lemah. 

 

1.4 Tujuan 

Tujuan penulisan skripsi ini adalah untuk menjelaskan 

definisi-definisi dan membuktikan teorema-teorema yang 

berhubungan dengan ring yang memuat elemen identitas lemah. 
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BAB II 

TINJAUAN PUSTAKA 

 

Pada bab ini dibahas mengenai beberapa definisi, sifat dan 

teorema beserta contoh yang akan digunakan sebagai dasar 

pembahasan pada bab-bab selanjutnya. Teori-teori yang akan dibahas 

adalah mengenai grup, ring dan homomorfisma ring. 

 

2.1 Teori Grup 

 

Definisi 2.1.1 (Grup) Suatu himpunan tak kosong 𝐺 yang dilengkapi 

dengan operasi biner ∗ (dinotasikan dengan  𝐺,∗ ) disebut grup jika 

memenuhi aksioma-aksioma berikut: 

1. Tertutup, untuk setiap 𝑎,𝑏 ∈ 𝐺 sedemikian sehingga 𝑎 ∗ 𝑏 ∈ 𝐺. 

2. Assosiatif, untuk setiap 𝑎,𝑏, 𝑐 ∈ 𝐺 sedemikian sehingga 
 𝑎 ∗ 𝑏 ∗ 𝑐 = 𝑎 ∗  𝑏 ∗ 𝑐 . 

3. Mempunyai elemen identitas, terdapat 𝑒 ∈ 𝐺 untuk setiap 𝑎 ∈ 𝐺 

sedemikian sehingga 𝑒 ∗ 𝑎 = 𝑎 ∗ 𝑒 = 𝑎. 

4. Setiap elemen mempunyai invers, untuk setiap 𝑎 ∈ 𝐺 terdapat 

𝑎−1 ∈ 𝐺 sedemikian sehingga 𝑎−1 ∗ 𝑎 = 𝑎 ∗ 𝑎−1 = 𝑒. 

(Bhattacharya, dkk, 1990) 

 

Definisi 2.1.2 (Grup Komutatif) Misalkan (𝐺,∗) adalah suatu grup. 

(𝐺,∗) disebut grup komutatif atau grup abelian jika untuk setiap 

𝑎,𝑏 ∈ 𝐺 , memenuhi 𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑏 ∗ 𝑎 (Dummit dan Foote, 2004). 

 

Contoh 2.1.3 

1. Himpunan bilangan bulat ℤ merupakan grup komutatif terhadap 

operasi penjumlahan. 

2. Himpunan bilangan asli ℕ bukan merupakan grup terhadap 

operasi penjumlahan, karena tidak mempunyai elemen identitas 

dan setiap elemen dari ℕ tidak mempunyai invers. 

 

Definisi 2.1.4 (Subgrup) Misalkan  𝐺,∗  suatu grup dan 𝐻 suatu 

subset dari 𝐺. 𝐻 disebut suatu subgrup dari 𝐺 jika 𝐻 terhadap operasi 

biner ∗ membentuk suatu grup. Dengan kata lain,  𝐻,∗  merupakan 

grup (Bhattacharya, dkk, 1990). 
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Teorema 2.1.5 (Subgrup) Misalkan 𝐺 adalah grup. Suatu 𝐻 subset 

tak kosong dari 𝐺 adalah subgrup dari 𝐺 jika dan hanya jika 

memenuhi: 

1. Untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻 sedemikian sehingga 𝑎 ∙ 𝑏 ∈ 𝐻 dan 

𝑎−1 ∈ 𝐻. 

2. Untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻 sedemikian sehingga 𝑎 ∙ 𝑏−1 ∈ 𝐻. 

(Bhattacharya, dkk, 1990) 

Bukti: 

(⇒) jika 𝐻 adalah subgrup dari grup 𝐺 maka 𝐻 tertutup, 

terdapat elemen identitas, setiap elemen punya invers sehingga (1) 

dan (2) terpenuhi. 

(⇐) (1) ∀𝑎,𝑏 ∈ 𝐻 sedemikian sehingga 𝑎 ∙ 𝑏 ∈ 𝐻  (tertutup). 

∀𝑎,𝑏 ∈ 𝐻 karena berlaku sifat tertutup maka 𝑏 = 𝑥 ∙ 𝑦;  𝑥,𝑦 ∈ 𝐻 

sedemikian sehingga 𝑎 ∙ 𝑏 = 𝑎 ∙  𝑥 ∙ 𝑦 = (𝑎 ∙ 𝑥) ∙ 𝑦 (asosiatif). 

Untuk sembarang 𝑎 ∈ 𝐻,𝑎−1 ∈ 𝐻, akibatnya 𝑒 = 𝑎 ∙ 𝑎−1 ∈ 𝐻. Jadi 

𝐻 mempunyai elemen netral. (2) Setiap elemen dari 𝐻 mempunyai 

invers. ∎ 

 

Definisi 2.1.6 Jika 𝑆 dan 𝑇 adalah subgrup-subgrup dari grup 

komutatif 𝐺, maka 𝐺 adalah jumlahan langsung, yang dinotasikan 

oleh 

𝐺 = 𝑆 ⊕ 𝑇 

jika 𝑆 + 𝑇 = 𝐺 (dengan kata lain, untuk setiap 𝑔 ∈ 𝐺 terdapat 𝑠 ∈ 𝑆 

dan 𝑡 ∈ 𝑇 dengan 𝑔 = 𝑠 + 𝑡) dan 𝑆 ∩ 𝑇 = {0} (Rotman, 2003). 

 

Contoh 2.1.7 

ℤ adalah grup komutatif. ℤ dan {0} adalah subgrup komutatif dari ℤ 

sedemikian sehingga  ℤ ∩ {0} = {0} maka ℤ = ℤ ⊕ {0}. 

 

Proposisi 2.1.8 Untuk suatu grup komutatif 𝐺 dan 𝑆,𝑇 adalah 

subgrup-subgrup dari 𝐺. Jika 𝐺 = 𝑆 ⊕ 𝑇 maka Untuk setiap 𝑔 ∈ 𝐺 

dapat dinyatakan secara tunggal dari bentuk 

𝑔 = 𝑠 + 𝑡 
di mana 𝑠 ∈ 𝑆 dan 𝑡 ∈ 𝑇 (Rotman, 2003). 

Bukti: 

𝐺 = 𝑆 + 𝑇, sedemikian sehingga untuk setiap 𝑔 ∈ 𝐺 dapat 

dinyatakan dalam bentuk 𝑔 = 𝑠 + 𝑡 dengan 𝑠 ∈ 𝑆 dan 𝑡 ∈ 𝑇. Untuk 

melihat bahwa ini adalah pernyataan yang dapat dinyatakan secara 
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tunggal, misalkan juga 𝑔 = 𝑠′ + 𝑡′ dengan 𝑠′ ∈ 𝑆 dan 𝑡′ ∈ 𝑇, maka 

𝑠 + 𝑡 = 𝑠′ + 𝑡 ′ ⇔ 𝑠 − 𝑠′ = 𝑡 − 𝑡 ′ ∈ 𝑆 ∩ 𝑇 = {0}. Oleh karena itu 

𝑠 = 𝑠′  dan  𝑡 = 𝑡 ′ , terbukti bahwa 𝑠 ∈ 𝑆 dan 𝑡 ∈ 𝑇 adalah tunggal. ∎ 

 

2.2 Teori Ring 

 

Definisi 2.2.1 (Ring) Suatu himpunan tak kosong 𝑅 yang dilengkapi 

dengan dua operasi biner  +,∙ , dinotasikan dengan  𝑅, +,∙  disebut 

ring jika memenuhi aksioma-aksioma berikut: 

1.  𝑅, +  grup komutatif. 

2.  𝑅,∙  semigrup. 

(a) Tertutup, untuk setiap 𝑎,𝑏 ∈ 𝑅 sedemikian sehingga 𝑎 ∙ 𝑏 ∈ 𝑅. 

(b) Assosiatif, untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 sedemikian sehingga 
 𝑎 ∙ 𝑏 ∙ 𝑐 = 𝑎 ∙  𝑏 ∙ 𝑐 . 

3.  𝑅, +,∙  berlaku distibutif. 

(a) Untuk setiap 𝑎,𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 sedemikian sehingga 

𝑎 ∙  𝑏 + 𝑐 =  𝑎𝑏 +  𝑎 ∙ 𝑐 . 
(b) Untuk setiap 𝑎,𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 sedemikian sehingga 

 𝑏 + 𝑐 ∙ 𝑎 =  𝑏 ∙ 𝑎 +  𝑐 ∙ 𝑎 . 
(Cameron, 2008) 

 

Untuk selanjutnya, penulisan notasi ring (𝑅, +,∙) dapat 

disederhanakan menjadi 𝑅, serta penulisan perkalian 𝑎 ∙ 𝑏 dapat 

disederhanakan menjadi 𝑎𝑏.  

 

Contoh 2.2.2 ℝ,ℤ, dan ℚ merupakan ring. 

 

Definisi 2.2.3 (Ring Trivial): Suatu ring 𝑅 disebut ring trivial jika 

terhadap (𝑅, +) adalah grup komutatif dan  𝑅,∙  adalah semigrup 

sedemikian sehingga ∀𝑎,𝑏 ∈ 𝑅,𝑎𝑏 = 0 (Bhattacharya, dkk, 1990). 

 

Contoh 2.2.4 

1. {0} adalah ring trivial. 

2. Matriks atas ring 𝑅 yang didefinisikan 

𝑀2×2 𝑅 =   
0 𝑎
0 0

 ; 𝑎 ∈ 𝑅  

adalah ring trivial. 
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Definisi 2.2.5 (Ring Komutatif) Misalkan 𝑅 adalah ring. 𝑅 

dikatakan sebagai ring komutatif  jika pada ring 𝑅 berlaku sifat untuk 

setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 maka 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎 (Dummit dan Foote, 2004). 

 

Contoh 2.2.6 

1. ℝ dan ℤ  merupakan ring komutatif 

2. Himpunan semua matriks 𝑀𝑛×𝑛(𝑅) tidak selalu merupakan ring 

komutatif karena operasi perkalian pada matriks tidak selalu 

komutatif. 

Definisi 2.2.7 (Ring dengan Elemen Identitas) Misalkan 𝑅 adalah 

ring komutatif. 𝑅 dikatakan mempunyai elemen identitas jika 

terdapat 𝑒 ∈ 𝑅 dimana untuk setiap 𝑎 ∈ 𝑅 sedemikian sehingga 

𝑒𝑎 = 𝑎𝑒 = 𝑎 
(Dummit dan Foote, 2004). 

 

Definisi 2.2.8 (Matriks Atas Ring) Misalkan 𝑅 adalah suatu ring 

dan  𝑀𝑛×𝑛(𝑅)  suatu himpunan dari semua matriks-matriks 𝑛 × 𝑛 

atas ring 𝑅. Maka 𝑀𝑛×𝑛(𝑅) dengan operasi penjumlahan dan 

perkalian dari matriks-matriks disebut suatu matriks 𝑀𝑛×𝑛  atas ring 

𝑅 (Bhattacharya, dkk, 1990). 

 

Jika 𝑛 > 1 dan 𝑅 bukan ring trivial, maka 

𝑀2×2 𝑅 =   
𝑥 𝑦
𝑤 𝑧

 ;𝑥, 𝑦,𝑤, 𝑧 ∈ 𝑅  

tidak komutatif. Jika untuk sembarang 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 dan 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑀2×2(𝑅) 

sedemikian sehingga 

𝐴 =  
𝑥 0
0 0

 , 𝐵 =  
0 𝑦
0 0

 , 𝑥𝑦 ≠ 0, maka 𝐴𝐵 ≠ 𝐵𝐴. 

 

Definisi 2.2.9 (Nilpoten) Suatu elemen 𝑎 di dalam ring 𝑅 disebut 

nilpoten jika terdapat suatu bilangan bulat positif 𝑛 sedemikian 

sehingga 𝑎𝑛 = 0 (Bhattacharya, dkk, 1990). 

 

Contoh 2.2.10 Nol selalu nilpotent. Elemen  
0 𝑎
0 0

 ; 𝑎 ∈ 𝑅 di dalam 

matriks ring  𝑀2×2(𝑅) juga nilpoten, karena 

 
0 𝑎
0 0

 
2

=  
0 𝑎
0 0

  
0 𝑎
0 0

  = 
0 0
0 0

 . 
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Definisi 2.2.11 (Idempoten) Suatu elemen 𝑎 di dalam ring 𝑅 disebut 

idempoten jika 𝑎2 = 𝑎 (Bhattacharya, dkk, 1990). 

 

Contoh 2.2.12 Secara jelas bahwa 0 dan 1 di dalam ring 𝑅 (ring 

dengan elemen identitas) adalah elemen-elemen idempoten. 

 

Definisi 2.2.13 (Subring) Misalkan 𝑅 suatu ring dan 𝑆 suatu subset 

dari 𝑅. 𝑆 disebut suatu subring dari 𝑅 jika 𝑆 terhadap operasi biner 
 +,∙  membentuk suatu ring. Dengan kata lain, 𝑆 merupakan ring 

(Durbin, 1985). 

 

Teorema 2.2.14 (Subring) Misalkan 𝑅 adalah ring, 𝑆 ⊆ 𝑅 dan 

𝑆 ≠ ∅. 𝑆 disebut subring di 𝑅 jika memenuhi aksioma berikut: 

1. Untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆 maka 𝑎 − 𝑏 ∈ 𝑆. 

2. Untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆 maka 𝑎𝑏 ∈ 𝑆. 

(Bhattacharya, dkk, 1990) 

Bukti: pada kondisi 𝑎 − 𝑏 ∈ 𝑆 untuk setiap 𝑎,𝑏 ∈ 𝑆 berimplikasi 

dengan (𝑆, +) adalah suatu grup komutatif. 

(a) Untuk setiap 𝑎, −𝑏 ∈ 𝑆 sedemikian sehingga menurut (1) 

𝑎 −  −𝑏 = 𝑎 + 𝑏 ∈ 𝑆 (tertutup). 

(b) Untuk setiap 𝑎, −𝑥 ∈ 𝑆;  𝑥 = 𝑏 + 𝑐  sedemikian sehingga menurut 

(1) 𝑎 + 𝑥 = 𝑎 + (𝑏 + 𝑐) = 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = (𝑎 + 𝑏) + 𝑐 (asosiatif). 

(c) Untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆;  𝑏 = 0 sedemikian sehingga 

𝑎 − 𝑏 = 𝑎 − 0 = 𝑎 (setiap elemen 𝑆 adalah elemen satuan). 

(d) Untuk setiap 𝑎, −𝑏 ∈ 𝑆;  𝑏 = −𝑎 sedemikian sehingga 

𝑎 − 𝑏 = 𝑎 − 𝑎 = 0 (setiap elemen 𝑆 mempunyai invers). 

(e) Untuk setiap 𝑎, −𝑏 ∈ 𝑆  sedemikian sehingga menurut (1) 

𝑎 −  −𝑏 = 𝑎 + 𝑏 = 𝑏 + 𝑎 (komutatif). 

Pada kondisi 𝑎𝑏 ∈ 𝑆 untuk setiap 𝑎,𝑏 ∈ 𝑆 berimplikasi 

dengan (𝑆,∙) adalah suatu semigrup. 

(a) Untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆 sedemikian sehingga 𝑎𝑏 ∈ 𝑆 (tertutup). 

(b) Untuk setiap 𝑎, 𝑥 ∈ 𝑆;  𝑥 = 𝑏𝑐 sedemikian sehingga 

𝑎𝑥 = 𝑎 𝑏𝑐 = (𝑎𝑏)𝑐 (assosiatif). 

Akan dibuktikan berlakunya sifat distributif. Untuk setiap 

𝑎,𝑏 ∈ 𝑆; 𝑏 = 𝑥 − 𝑦 sedemikian sehingga 

𝑎𝑏 = 𝑎 𝑥 − 𝑦 = 𝑎𝑥 − 𝑎𝑦 ∈ 𝑆 

dan 
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𝑏𝑎 =  𝑥 − 𝑦 𝑎 = 𝑥𝑎 − 𝑦𝑎 ∈ 𝑆. ∎ 

 

Contoh 2.2.15 𝑛ℤ = {𝑛ℤ|𝑛 ∈ ℤ} adalah subring di ring ℤ. 

 

Definisi 2.2.16 (Ideal) Misalkan 𝑅 adalah ring, 𝐼 ⊆ 𝑅 dan 𝐼 ≠ ∅. 𝐼 
disebut ideal dua sisi di 𝑅 jika memenuhi aksioma berikut: 

1. Untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 maka 𝑎 − 𝑏 ∈ 𝐼 
2. Untuk setiap 𝑎 ∈ 𝐼, 𝑟 ∈ 𝑅 maka 𝑟𝑎 ∈ 𝐼 dan 𝑎𝑟 ∈ 𝐼 
 

Ideal 𝐼 disebut ideal trivial jika 𝐼 = {0} dan ideal 𝐼 disebut 

ideal sejati jika 𝐼 ≠ 𝑅 (Dummit dan Foote, 2004). 

 

Contoh 2.2.17 

1. Misalkan 𝑝ℤ = {𝑝𝑧 ∀𝑧 ∈ ℤ}  adalah suatu himpunan di mana 𝑝 

adalah bilangan prima. Akan dibuktikan bahwa 𝑝ℤ adalah suatu 

ideal di ring ℤ. Ambil sembarang 𝑎, 𝑏 ∈  𝑝ℤ, maka 𝑎 = 𝑝𝑧1 dan 

𝑏 = 𝑝𝑧2 di mana 𝑧1,𝑧2 ∈ ℤ. Akibatnya, 

𝑎 − 𝑏 = 𝑝𝑧1 − 𝑝𝑧2 = 𝑝 𝑧1 − 𝑧2 ∈ 𝑝ℤ 

Selanjutnya, untuk setiap 𝑟 ∈ 𝑅 memenuhi:  

𝑟𝑎 = 𝑟 𝑝𝑧1 = 𝑝 𝑟𝑧1 ∈ 𝑝ℤ 

Jadi, 𝑝ℤ adalah ideal di ℤ. ∎ 

2. Misalkan didefinisikan suatu himpunan yang dibangun oleh 

elemen 𝑎 ∈ 𝑅, yaitu 𝑅𝑎 = {𝑟𝑎 𝑟 ∈ 𝑅} . Akan dibuktikan bahwa 

𝑅𝑎 adalah ideal di 𝑅. Ambil 𝑚1,𝑚2 ∈ 𝑅𝑎 di mana 𝑚1 = 𝑟1𝑎 dan 

𝑚2 = 𝑟2𝑎, untuk setiap 𝑟1 , 𝑟2 ∈ 𝑅. Maka: 

𝑚1 − 𝑚2 = 𝑟1𝑎 − 𝑟2𝑎 =  𝑟1 − 𝑟2 𝑎 ∈ 𝑅𝑎 

selanjutnya, untuk 𝑚 ∈ 𝑅𝑎 di mana 𝑚 = 𝑟𝑎 dan 𝑟1 ∈ 𝑅, maka 

𝑟1𝑚 = 𝑟1 𝑟𝑎 =  𝑟1𝑟 𝑎 ∈ 𝑅𝑎 

Jadi, 𝑅𝑎 adalah suatu ideal. ∎ 

 

Definisi 2.2.18 (Hasil Kali Ideal) Misalkan 𝐼 dan 𝐽 adalah ideal-

ideal di ring 𝑅 yang komutatif. Hasil kali dari 𝐼 dan 𝐽, dinotasikan 𝐼𝐽, 
merupakan himpunan penjumlahan berhingga dari elemen-elemen 

dalam bentuk 𝑎𝑏 di mana 𝑎 ∈ 𝐼 dan 𝑏 ∈ 𝐽. Oleh karena itu, hasil kali 

𝐼 dan 𝐽 dapat didefinisikan 

𝐼𝐽 =   𝑎𝑖𝑏𝑖|𝑎𝑖 ∈ 𝐼, 𝑏𝑖 ∈ 𝐽
𝑛

𝑖=1
  

(Dummit dan Foote, 2004). 
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Teorema 2.2.19 Jika 𝑅 ring komutatif dengan identitas, 𝐼 dan 𝐽 
adalah ideal-ideal di 𝑅, maka 𝐼𝐽  ideal di 𝑅 (Dummit dan Foote, 

2004). 

Bukti: 

Misalkan 𝐼 dan 𝐽 adalah ideal-ideal di 𝑅. Akan dibuktikan 𝐼𝐽 
adalah ideal di 𝑅. 

(a) Karena 𝐼 dan 𝐽 adalah ideal, maka 0 ∈ 𝐼 dan 0 ∈ 𝐽, sehingga, 

0 ∈ 𝐼𝐽, yaitu 𝐼𝐽 ≠ ∅. 

(b) Ambil sembarang 𝑎 =  𝑥𝑖𝑦𝑖
𝑛
𝑖=1  , 𝑏 =  𝑥𝑖𝑞𝑖  ∈ 𝐼𝐽𝑛

𝑖=1  sedemikian 

sehingga 

𝑎 − 𝑏 =   𝑥𝑖𝑦𝑖

𝑛

𝑖=1
 −   𝑥𝑖𝑞𝑖

𝑛

𝑖=1
  

=   𝑥𝑖𝑦𝑖 − 𝑥𝑖𝑞𝑖 
𝑛

𝑖=1
=  𝑥𝑖 𝑦𝑖 − 𝑞𝑖 

𝑛

𝑖=1
 

∈ 𝐼𝐽 
(c) Ambil sembarang 𝑎 =  𝑥𝑖𝑦𝑖

𝑛
𝑖=1 ∈ 𝐼𝐽 dan 𝑟 ∈ 𝑅 sedemikian 

sehingga 

𝑟𝑎 = 𝑟   𝑥𝑖𝑦𝑖

𝑛

𝑖=1
 =  𝑟 𝑥𝑖𝑦𝑖 

𝑛

𝑖=1
=  (𝑟𝑥𝑖)𝑦𝑖

𝑛

𝑖=1
  ∈ 𝐼𝐽 

𝑎𝑟 =   𝑥𝑖𝑦𝑖

𝑛

𝑖=1
 𝑟 =   𝑥𝑖𝑦𝑖 𝑟

𝑛

𝑖=1
=  𝑥𝑖(𝑦𝑖𝑟)

𝑛

𝑖=1
  ∈ 𝐼𝐽. ∎ 

 

Definisi 2.2.20 (Jumlahan Ideal) Misalkan 𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑛  adalah 

keluarga ideal kanan (kiri) di dalam ring R. Maka ideal kanan (kiri) 

terkecil dari R yang memuat setiap 𝐴𝑖 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 (dengan kata lain, 

irisan dari semua ideal kanan (kiri) di dalam R yang memuat setiap 

𝐴𝑖) disebut jumlahan dari 𝐴1,𝐴2 ,… ,𝐴𝑛  (Bhattacharya, dkk, 1990). 

 

Teorema 2.2.21 (Teorema Jumlahan Ideal) Jika 𝐴1, 𝐴2,… ,𝐴𝑛  

adalah ideal di dalam ring 𝑅, maka 

𝑆 = {𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛 |𝑎𝑖 ∈ 𝐴𝑖 , 𝑖 = 1,2, . . ,𝑛} 

adalah jumlahan dari ideal 𝐴1,𝐴2, … , 𝐴𝑛  (Bhattacharya, dkk, 1990). 

Bukti: 

Ambil sembarang 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆 dan 𝑎𝑖 ,𝑏𝑖 ∈ 𝐴𝑖 , 𝑖 = 1,2, . . ,𝑛 

𝑎 = 𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛  

𝑏 = 𝑏1 + 𝑏2 + ⋯ + 𝑏𝑛  

sedemikian sehingga 

𝑎 − 𝑏 =  𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛 −  𝑏1 + 𝑏2 + ⋯ + 𝑏𝑛  
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=  𝑎1 − 𝑏1 +  𝑎2 − 𝑏2 + ⋯ +  𝑎𝑛 − 𝑏𝑛 ∈ 𝑆. 

Ambil sembarang 𝑎 ∈ 𝑆, 𝑟 ∈ 𝑅 dan 𝑎𝑖 ∈ 𝐴𝑖 , 𝑖 = 1,2,3. . , 𝑛 

sedemikian sehingga 

𝑎𝑟 =  𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛 𝑟 = 𝑎1𝑟 + 𝑎2𝑟 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑟 ∈ 𝑆 

𝑟𝑎 = 𝑟 𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛 = 𝑟𝑎1 + 𝑟𝑎2 + ⋯ + 𝑟𝑎𝑛 ∈ 𝑆 

terbukti 𝑆 adalah ideal di ring 𝑅. 

Akan ditunjukkan juga bahwa ideal 𝐴1,𝐴2, … , 𝐴𝑛  termuat di dalam 

𝑆. Ambil sembarang 𝑎𝑖 ∈ 𝐴𝑖  maka 𝑎𝑖 = 0 + ⋯ + 𝑎𝑖 + ⋯ + 0 ⊂ 𝑆 

dimana 𝑖 = 1,2,… ,𝑛. Terbukti 𝐴1, 𝐴2,… ,𝐴𝑛  termuat di dalam 𝑆. 

Misalkan terdapat ideal 𝑇 yang memuat ideal 𝐴1,𝐴2 ,… ,𝐴𝑛  maka 

𝑆 ⊆ 𝑇 ⊆ 𝑅, sehingga 𝑆 adalah ideal terkecil di dalam 𝑅 yang 

memuat 𝐴1,𝐴2 ,… ,𝐴𝑛  ∎ 

 

Definisi 2.2.22 (Jumlahan Langsung) Suatu jumlahan 𝐴 =  𝐴𝑖
𝑛
𝑖=1  

dari ideal-ideal kanan atau kiri dikatakan suatu jumlahan langsung 

jika setiap elemen 𝑎 ∈ 𝐴 dapat dinyatakan secara tunggal di dalam 

bentuk  𝑎𝑖
𝑛
𝑖=1 ,𝑎𝑖 ∈ 𝐴𝑖 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛. Jika jumlahan  𝐴𝑖  adalah suatu 

jumlahan langsung maka ditulis sebagai 

𝐴 = 𝐴1 ⊕ 𝐴2 ⊕ …⊕ 𝐴𝑛 =  𝐴𝑖

𝑛

𝑖=1

 

(Bhattacharya, dkk, 1990). 

 

Teorema 2.2.23 (Teorema Jumlahan Langsung) 

Misalkan 𝐴1, 𝐴2,..., 𝐴𝑛  adalah ideal kanan (atau ideal kiri) di dalam 

ring 𝑅. Maka penyataan berikut adalah ekuivalen. 

1. 𝑅 =  𝐴𝑖
𝑛
𝑖=1  adalah jumlahan langsung. 

2. 𝐴𝑖 ∩  𝐴𝑗
𝑛
𝑖=1,𝑗≠𝑖 = {0}, 𝑖 = 1,2, . . ,𝑛. 

(Bhattacharya, dkk, 1990) 

Bukti: 
 2 ⇒ (1) 

Misalkan 𝑎 = 𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛  dan 𝑎 = 𝑏1 + 𝑏2 + ⋯ + 𝑏𝑛  di 

mana 𝑎𝑖 , 𝑏𝑖 ∈ 𝐴𝑖 , 𝑖 = 1,2,… ,𝑛, maka 

0 = 𝑎 − 𝑎 =  𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛 −  𝑏1 + 𝑏2 + ⋯ + 𝑏𝑛  
=  𝑎1 − 𝑏1 +  𝑎2 − 𝑏2 + ⋯ +  𝑎𝑛 − 𝑏𝑛  

∈ 𝐴𝑖 ∩  𝐴𝑗

𝑛

𝑖=1,𝑗≠𝑖

= {0} 
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karena 𝐴𝑖 ∩  𝐴𝑗
𝑛
𝑖=1,𝑗≠𝑖 = {0} adalah ideal dan berlaku sifat tertutup, 

sehingga 

𝑎1 − 𝑏1 ∈ 𝐴1 ∩  𝐴𝑖

𝑛

𝑖=2

= {0} 

𝑎2 − 𝑏2 ∈ 𝐴2 ∩  𝐴𝑖

𝑛

𝑖=1,𝑖≠2

= {0} 

dan seterusnya 

𝑎𝑛 − 𝑏𝑛 ∈ 𝐴𝑛 ∩  𝐴𝑖

𝑛−1

𝑖=1

= {0} 

akibatnya 𝑎1 = 𝑏1,𝑎2 = 𝑏2 ,… ,𝑎𝑛 = 𝑏𝑛 , karena 𝑎 dapat dinyatakan 

secara tunggal, jadi 𝑅 =  𝐴𝑖
𝑛
𝑖=1  adalah jumlahan langsung. 

(1) ⇒ (2) 

Ambil sembarang 𝑥 ∈ 𝐴𝑖 ∩  𝐴𝑗
𝑛
𝑖=1,𝑗≠𝑖 . Maka 

𝑥 = 𝑎1 + ⋯ + 𝑎𝑖−1 + 𝑎𝑖+1 + ⋯ + 𝑎𝑛  

0 = 𝑎1 + ⋯ + 𝑎𝑖−1 + (−𝑥) + 𝑎𝑖+1 + ⋯ + 𝑎𝑛  

karena 0 ∈  𝐴𝑖
𝑛
𝑖=1  maka 𝑎𝑖 ∈ 𝐴𝑖  sedemikian sehingga 𝑎𝑖 = 0 untuk 

𝑖 = 1,2,… ,𝑛, sehingga  −𝑥 = 0, jadi 𝐴𝑖 ∩  𝐴𝑗
𝑛
𝑖=1,𝑗 ≠𝑖 = {0}. ∎ 

 

Definisi 2.2.24  (Ideal Maksimal) Suatu ideal 𝐼 di ring 𝑅 disebut 

ideal maksimal jika 𝐼 adalah ideal sejati dan untuk sembarang ideal 

𝑁 di ring 𝑅 dengan 𝐼 ⊆ 𝑁, maka 𝑁 = 𝐼 atau 𝑁 = 𝑅 (Hungerford, 

2003). 

 

Contoh 2.2.25 

1. Misalkan 𝑀2×2(𝐹) adalah matriks atas field 𝐹 yang didefinisikan 

oleh 𝑀2×2 𝐹 =   
𝑎 𝑏
0 0

 ;𝑎, 𝑏 ∈ 𝐹 . 

Maka himpunan matriks 𝑁2×2 𝐹 =   
0 𝑏
0 0

 ; 𝑏 ∈ 𝐹  adalah 

ideal maksimal di dalam ring 𝑀2×2(𝐹). 

2. Misalkan 𝑅 merupakan field (𝑅 − {0},∙) merupakan grup 

komutatif), maka {0} di 𝑅 merupakan ideal maksimal, karena 

ideal-ideal di field 𝑅 hanya {0} dan 𝑅, serta ideal sejatinya adalah 

{0}. 
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Definisi 2.2.26 (Ideal Prima) Misalkan 𝑅 adalah ring komutatif dan 

𝐼 adalah ideal di 𝑅. 𝐼 disebut ideal prima jika dan hanya jika 𝐼 ideal 

sejati dan ∀𝑎,𝑏 ∈ 𝑅 dengan 𝑎𝑏 ∈ 𝐼 berlaku 𝑎 ∈ 𝐼 atau 𝑏 ∈ 𝐼 
(Hungerford, 2003). 

 

Contoh 2.2.27 

1. Misalkan ℤ adalah ring. Himpunan 𝑝ℤ dengan 𝑝 adalah bilangan 

prima merupakan ideal prima dari ring ℤ. 

2. Misalkan ring 𝑅 merupakan daerah integral (ring yang tidak 

memuat pembagi nol sejati), {0} yang merupakan ideal prima dari 

𝑅, karena untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 jika 𝑥𝑦 ∈ {0} maka 𝑥 ∈ {0} atau 

𝑦 ∈ {0}. 

 

Teorema 2.2.28 Ideal 𝐼 di ring 𝑅 disebut ideal prima jika dan hanya 

jika 𝐴𝐵 ⊆ 𝐼 maka 𝐴 ⊆ 𝐼 atau 𝐵 ⊆ 𝐼 untuk sembarang ideal-ideal 𝐴 

dan 𝐵 di ring 𝑅 (Hungerford, 2003). 

Bukti: 

(⇒) Misalkan 𝐼 adalah ideal prima di 𝑅. Ambil sembarang 

ideal 𝐴 dan 𝐵 di 𝑅 di mana 𝐴𝐵 ⊆ 𝐼. Untuk sembarang 𝑎 ∈ 𝐴 dan 

𝑏 ∈ 𝐵 diperoleh 𝑎𝑏 ∈ 𝐼. Karena 𝐼 adalah ideal prima, maka 𝑎 ∈ 𝐼 
atau 𝑏 ∈ 𝐼. Hal ini berarti 𝐴 ⊆ 𝐼 atau 𝐵 ⊆ 𝐼. 

 (⇐) Misalkan 𝐴𝐵 ⊆ 𝐼 ⇒ 𝐴 ⊆ 𝐼 atau 𝐵 ⊆ 𝐼 untuk setiap 

ideal-ideal 𝐴 dan 𝐵 di ring 𝑅. Ambil sebarang 𝑎,𝑏 ∈ 𝑅 dengan 

𝑎𝑏 ∈ 𝐼. Akibatnya,  𝑎  𝑏 ⊆ 𝐼 dengan  𝑎 = {𝑟𝑎 𝑟 ∈ 𝑅}   dan 
 𝑏 = {𝑟𝑏 𝑟 ∈ 𝑅}  adalah ideal-ideal di 𝑅. Sehingga,  𝑎 ⊆ 𝐼 atau 
 𝑏 ⊆ 𝐼, yaitu 𝑎 ∈ 𝐼 atau 𝑏 ∈ 𝐼. Oleh karena itu, jika 𝑎𝑏 ∈ 𝐼 maka 

𝑎 ∈ 𝐼 atau 𝑏 ∈ 𝐼, artinya 𝐼 adalah ideal prima. 

 

Definisi 2.2.29 (Ideal Semiprima) Ideal 𝐼 di ring 𝑅 disebut ideal 

semiprima jika dan hanya jika 𝐴2 ⊆ 𝐼 ⇒ 𝐴 ⊆ 𝐼 untuk sembarang 

ideal 𝐴 di ring 𝑅. Jika 𝐼 adalah ideal semiprima maka 𝐼 adalah ideal 

prima (T.Y.Lam, 1991). 

 

Definisi 2.2.30 (Ideal Nilpoten) Suatu 𝐴 adalah ideal kanan atau kiri 

di dalam ring 𝑅 disebut ideal nilpoten jika 𝐴𝑛 = {0} untuk suatu 𝑛 

bilangan bulat positif atau 𝑛 ∈ ℤ+ (Bhattacharya, dkk, 1990). 
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Secara jelas bahwa setiap ideal nol adalah suatu ideal 

nilpoten dan setiap elemen di dalam ideal nilpoten adalah suatu 

elemen nilpoten. 

 

Contoh 2.2.31 

1. Misalkan ring 𝑅 = ℤ4. Ideal 𝐴 = {0 , 2 } bukan ideal nol. Tetapi 

𝐴2 =  0 . Jadi 𝐴 adalah suatu ideal nilpoten begitu juga elemen 0  

dan 2  adalah elemen-elemen yang nilpoten (T.Y.Lam, 1991). 

2. Diketahui 𝑀2×2 ℤ =   
𝑎 𝑏
0 𝑐

 ;  𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ . Suatu ideal 

𝐴2×2 ℤ =   
0 𝑎
0 0

 ;𝑎 ∈ ℤ  adalah ideal nilpoten sedemikian 

sehingga 𝐴2 =    
0 𝑎𝑖

0 0
  

0 𝑎𝑖

0 0
 𝑛

𝑖=1 ; 𝑎𝑖 ∈ ℤ =  
0 0
0 0

 . 

 

Teorema 2.2.32 (Hubungan Ideal Maksimal dengan Ideal Prima) 

Jika 𝑅 ring dengan elemen identitas, maka setiap ideal maksimal 

adalah ideal prima. Tetapi belum tentu untuk sebaliknya 

(Bhattacharya, dkk, 1990). 

Bukti:  

Misalkan 𝑀 adalah ideal maksimal dan misalkan 𝐴 dan 𝐵 

juga ideal di dalam 𝑅 sedemikian sehingga 𝐴𝐵 ⊆ 𝑀. Misalkan 

𝐴 ⊄ 𝑀 maka 𝐴 + 𝑀 = 𝑅 dan 1 ∈ 𝑅 dapat dinyatakan 

1 = 𝑎 + 𝑚,𝑎 ∈ 𝐴, 𝑚 ∈ 𝑀 

Misalkan 𝑏 ∈ 𝐵 maka  

𝑏 = 1𝑏 =  𝑎 + 𝑚 𝑏 = 𝑎𝑏 + 𝑚𝑏 = 𝐴𝐵 + 𝑀 ⊆ 𝑀 

sehingga 𝐵 ⊆ 𝑀, terbukti bahwa 𝑀 adalah ideal prima dari ring 𝑅. ∎ 

 

Contoh 2.2.33 Diberikan ring ℤ, maka 𝑝ℤ = {𝑝𝑧|∀𝑧 ∈ ℤ} di mana 𝑝 

adalah bilangan prima merupakan ideal maksimal dari ring ℤ dan 

juga merupakan ideal prima.  0  adalah ideal prima tetapi bukan 

ideal maksimal. 

 

Definisi 2.2.34 (Ring Semiprima) Suatu ring 𝑅 disebut ring 

semiprima (atau prima), jika {0} adalah suatu ideal semiprima (atau 

prima) (T.Y.Lam, 1991). 

 

Contoh 2.2.35 Ring reduced merupakan ring semiprima. Karena 

Ring reduced tidak mempunyai elemen nilpoten kecuali nol (dengan 
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kata lain ∀𝑎 ∈ 𝑅 sedemikian sehingga 𝑎𝑛 = 0 maka 𝑎 = 0, untuk 

suatu 𝑛 ∈ ℤ+) sehingga jika 𝐴 ideal dari 𝑅 dan 𝐴𝑛 ⊆ {0} maka 

𝐴 ⊆ {0}, jadi {0} memenuhi sebagai ideal semiprima di dalam ring 

𝑅. Contoh Ring reduced adalah ℤ (T.Y.Lam, 1991). 

 

2.3. Homomorfima Ring 

 

Definisi 2.3.1 (Pemetaan) Suatu pemetaan 𝑓 ∶ 𝐴 → 𝐵 adalah 

1. Pemetaan injektif (satu-satu), jika untuk semua 𝑥1 , 𝑥2 ∈ 𝐴 

memenuhi 𝑥1 ≠ 𝑥2 ⇒ 𝑓(𝑥1) ≠ 𝑓(𝑥2) atau ekuivalen dengan 

𝑓 𝑥1 = 𝑓 𝑥2 ⇒ 𝑥1 = 𝑥2  

2. Pemetaan surjektif (pada), jika untuk setiap 𝑦 ∈ 𝐵 maka terdapat 

suatu 𝑥 ∈ 𝐴 sedemikian sehingga 𝑦 = 𝑓(𝑥). 

3. Pemetaan bijektif adalah pemetaan yang injektif dan surjektif. 

(Bhattacharya, dkk, 1990) 

 

Definisi 2.3.2 (Homomorfisma Ring) Misalkan 𝑅 dan 𝑆 ring 

komutatif. Pemetaan 𝜑 ∶ 𝑅 → 𝑆 disebut suatu homomorfisma ring, 

untuk setiap 𝑎,𝑏 ∈ 𝑅 memenuhi: 

1. 𝜑 𝑎 + 𝑏 = 𝜑 𝑎 + 𝜑 𝑏 . 
2. 𝜑 𝑎𝑏 = 𝜑 𝑎 𝜑 𝑏 . 
(Dummit dan Foote, 2004) 

 

Definisi 2.3.3 
1. Homomorfisma ring yang surjektif (onto/pada) disebut 

epimorfisma ring. 

2. Homomorfisma ring yang injektif (satu-satu) disebut 

monomorfisma ring. 

3. Homomorfisma ring 𝜑 ∶ 𝑅 ⟶ 𝑆 yang bijektif (satu-satu onto) 

disebut isomorfisma ring dan dilambangkan 𝑅 ≅ 𝑆. 

4. Homomorfisma ring 𝜑 ∶ 𝑅 ⟶ 𝑅 disebut endomorfisma ring. 

5. Isomorfisma ring 𝜑 ∶ 𝑅 ⟶ 𝑅 disebut automorfisma ring. 

(Bhattacharya, dkk, 1990) 

 

Teorema 2.3.4 Misalkan 𝜑 ∶ 𝑅 ⟶ 𝑆 adalah suatu homomorfima dari 

ring 𝑅 ke ring 𝑆. Maka memenuhi sebagai berikut: 

1. Jika 0 adalah elemen identitas (𝑅, +) maka 𝜑 0  adalah elemen 

identitas (𝑆, +). 
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2. Jika 𝑎 ∈ 𝑅 maka 𝜑 −𝑎 = −𝜑(𝑎). 

3. Himpunan {𝜑(𝑎)|𝑎 ∈ 𝑅} adalah suatu subring dari 𝑆 disebut 

bayangan homomosfis dari 𝑅 oleh pemetaan 𝜑 dan dinotasikan 

oleh 𝐼𝑚 𝜑 atau 𝜑(𝑅). 

4. Himpunan {𝑎 ∈ 𝑅|𝜑 𝑎 = 0} adalah suatu ideal di dalam 𝑅 

disebut kernel dari 𝜑 dan dinotasikan oleh 𝑘𝑒𝑟𝑛𝑒𝑙 𝜑 atau 𝜑−1(0). 

5. Jika 𝑒 ∈ 𝑅 maka 𝜑(𝑒) adalah elemen identitas dari subring 𝜑(𝑅). 

6. Jika 𝑅 komutatif maka 𝜑(𝑅) juga komutatif. 

(Bhattacharya, dkk, 1990) 

Bukti: 

1. Untuk setiap 𝑎 ∈ 𝑅. Maka 𝜑 𝑎 = 𝜑 𝑎 + 0 = 𝜑 𝑎 + 𝜑(0). 

Terlihat suatu pemetaan 𝜑 ∶ 0 → 𝜑(0) dan 𝜑(0) elemen satuan 

dari (𝑆, +). Untuk selanjutnya 𝜑(0) cukup ditulis sebagai 0 di 

dalam 𝜑(𝑅) atau 𝑆. 

2. 𝜑 0 = 𝜑 𝑎 +  −𝑎  = 𝜑 𝑎 + 𝜑(−𝑎) dan menurut (1) terlihat 

bahwa 𝜑 0 = 0 = 𝜑 𝑎 + 𝜑(−𝑎) maka −𝜑 𝑎 = 𝜑(−𝑎). 

3. Ambil sembarang 𝜑 𝑎 ,𝜑(𝑏) ∈ 𝜑(𝑅). Akan dibuktikan 𝜑(𝑅) 

adalah subring. 

(a) 𝜑 𝑎 − 𝜑 𝑏 = 𝜑 𝑎 + 𝜑 −𝑏 = 𝜑 𝑎 − 𝑏 ∈ 𝜑(𝑅) 

(b) 𝜑 𝑎 𝜑 𝑏 = 𝜑 𝑎𝑏 ∈ 𝜑(𝑅) 

terbukti bahwa 𝜑(𝑅) adalah subring dari 𝑆. 

4. Misalkan 𝑎, 𝑏 ∈ 𝜑−1 0 = 𝑘𝑒𝑟𝑛𝑒𝑙 𝜑, 𝑟 ∈ 𝑅 akan dibuktikan 

bahwa 𝜑−1 0  adalah ideal di dalam 𝑅. 

(a) 𝜑 𝑎 − 𝑏 = 𝜑 𝑎 +  −𝑏  = 𝜑 𝑎 + 𝜑 −𝑏 = 𝜑 𝑎 𝜑 𝑏  

= 0 − 0 = 0 sehingga 𝑎 − 𝑏 ∈ 𝜑−1 0  
(b) 𝜑 𝑎𝑟 = 𝜑 𝑎 𝜑 𝑟 = 0𝜑 𝑟 = 0 

𝜑 𝑟𝑎 = 𝜑 𝑟 𝜑 𝑎 = 𝜑 𝑟 0 = 0  

terlihat bahwa 𝑎𝑟 = 𝑟𝑎 ∈ 𝜑−1 0  

maka terbukti bahwa 𝜑−1 0  adalah ideal di dalam 𝑅. 

5. Jika diambil sembarang 𝑎 ∈ 𝑅,  𝑒 elemen satuan di dalam 𝑅 maka 

𝜑 𝑎 𝜑 𝑒 = 𝜑 𝑎𝑒 = 𝜑(𝑎) dan 𝜑 𝑒 𝜑 𝑎 = 𝜑 𝑒𝑎 = 𝜑(𝑎). 

Jadi 𝜑 𝑒  adalah elemen identitas dari 𝜑 𝑅 . 

6. Ambil sembarang 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 dan 𝑅 adalah ring komutatif, maka 

𝜑 𝑎 𝜑 𝑏 = 𝜑 𝑎𝑏 = 𝜑 𝑏𝑎 = 𝜑 𝑏 𝜑 𝑎 , jadi 𝜑 𝑅  juga 

komutatif. ∎ 
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Contoh 2.3.5 

1. Diberikan ring 𝑅 dan 𝑅′ = {[𝑎, 1]|𝑎 ∈ 𝑅} yang mana [𝑎, 1] 
didefinisikan 𝑎/1 disebut fraction field dari 𝑅. Suatu pemetaan 

𝑓 ∶ 𝑅 → 𝑅′ diberikan oleh 𝑓 𝑎 = [𝑎, 1] (Rotman, 2003). 

Bukti: 

Akan ditunjukan bahwa 𝑓 ∶ 𝑅 → 𝑅′ yang didefinisikan oleh 

𝑓 𝑎 = [𝑎, 1] adalah suatu isomorfisma. 

(a) 𝑓 𝑎 + 𝑏 =  𝑎 + 𝑏, 1 = (𝑎 + 𝑏) 1 = 𝑎 1 + 𝑏 1  

= 𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏  
𝑓 𝑎𝑏 =  𝑎𝑏, 1 = 𝑎𝑏 1 =  𝑎 1   𝑏 1  = 𝑓 𝑎 𝑓 𝑏  

(terbukti homomorfisma). 

(b) Misalkan 𝑓 𝑎 = 𝑓 𝑏 ⇒  𝑎, 1 =  𝑏, 1 ⇒ 𝑎 1 = 𝑏 ∕ 1 jadi 

haruslah 𝑎 = 𝑏 (injektif). 

(c) Ambil sembarang [𝑎, 1] ∈ 𝑅′ maka akan dapat ditemukan 

𝑎 ∈ 𝑅, karena setiap [𝑎, 1] ∈ 𝑅′ ditentukan oleh 𝑎 ∈ 𝑅 

(surjektif). 

Dari pernyataan dari (a), (b) dan (c) terbukti bahwa pemetaan 

𝑓 ∶ 𝑅 → 𝑅′ adalah isomorfima ring (𝑅 ≅ 𝑅′). ∎ 

2. Suatu pemetaan 𝑔 ∶  ℤ → 2ℤ didefinisikan oleh 𝑔 𝑥 = 2𝑥, bukan 

merupakan suatu homomorfisma ring (Rotman, 2003). 

Bukti: 

Untuk sembarang 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ berlaku: 

(a) 𝑔 𝑥 + 𝑦 = 2 𝑥 + 𝑦 = 2𝑥 + 2𝑦 = 𝑔 𝑥 + 𝑔(𝑦) 

(b) 𝑔 𝑥𝑦 = 2 𝑥𝑦 ≠ 2𝑥2𝑦 = 𝑔 𝑥 𝑔(𝑦) 

dari (a) dan (b) terbukti bahwa pemetaan 𝑔 ∶  ℤ → 2ℤ bukan suatu 

homomorfisma ring. ∎ 
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BAB III 

PEMBAHASAN 

 

Pada bab ini dibahas tentang definisi ring dengan elemen 

identitas lemah, dekomposisi dari ring dengan elemen identitas 

lemah, bentuk ideal dari ring tersebut, serta hubungan antara ideal 

maksimal dengan ideal prima. 

 

3.1 Dekomposisi Ring 𝑹 

 

Definisi 3.1.1 Suatu elemen 𝑒 di dalam ring 𝑅 disebut elemen 

identitas lemah jika untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 berlaku 𝑥𝑒𝑦 = 𝑥𝑦 

(Ghosseiri, 2008). 

 

Contoh 3.1.2 

Diberikan suatu ring bilangan bulat ℤ dan 𝑀3×3(ℤ) adalah matriks 

ring yang didefiniskan 

𝑀3×3 ℤ =   
𝑎 0 0
0 0 𝑏
0 0 0

 ; 𝑎,𝑏 ∈ ℤ  

maka 

𝑒 =  
1 0 0
0 0 0
0 0 0

  

adalah elemen identitas lemah dari ring 𝑀3×3 ℤ . 
Bukti: 

Untuk setiap 𝑀1,𝑀2 ∈ 𝑀3×3 ℤ ;  𝑎𝑖 ,𝑏𝑖 ∈ ℤ; 𝑖 = 1,2 

𝑀1 =  
𝑎1 0 0
0 0 𝑏1

0 0 0

 , 𝑀2 =  
𝑎2 0 0
0 0 𝑏2

0 0 0

  

sedemikian sehingga 

𝑀1𝑒𝑀2 =  
𝑎1 0 0
0 0 𝑏1

0 0 0

  
1 0 0
0 0 0
0 0 0

  
𝑎2 0 0
0 0 𝑏2

0 0 0

  

=  
𝑎1 0 0
0 0 0
0 0 0

  
𝑎2 0 0
0 0 𝑏2

0 0 0

 =  
𝑎1𝑎2 0 0

0 0 0
0 0 0
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=  
𝑎1 0 0
0 0 𝑏1

0 0 0

  
𝑎2 0 0
0 0 𝑏2

0 0 0

 = 𝑀1𝑀2 

𝑀1𝑒 =  
𝑎1 0 0
0 0 𝑏1

0 0 0

  
1 0 0
0 0 0
0 0 0

 =  
𝑎1 0 0
0 0 0
0 0 0

 ≠ 𝑀1 

𝑒𝑀1 =  
1 0 0
0 0 0
0 0 0

  
𝑎1 0 0
0 0 𝑏1

0 0 0

 =  
𝑎1 0 0
0 0 0
0 0 0

 ≠ 𝑀1 

 

Didefinisikan 𝑒 adalah elemen identitas lemah yang proper 

jika 𝑒 bukan elemen identitas dari ring 𝑅 (diperlihatkan pada Contoh 

3.1.2). Pada pernyataan-pernyataan selanjutnya akan diasumsikan 

bahwa 𝑅 adalah suatu ring dengan elemen identitas lemah, kecuali 

ditetapkan lain. 

 

Definisi 3.1.3  Misalkan 𝐴 ⊆ 𝑅 dan 𝐵 ⊆ 𝑅 didefinisikan oleh 

1. 𝐴 = {𝑟 − 𝑟𝑒|𝑟 ∈ 𝑅} 

2. 𝐵 = {𝑟 − 𝑒𝑟|𝑟 ∈ 𝑅} 

(Ghosseiri, 2008). 

 

Lemma 3.1.4 

1. 𝐴 = {𝑟 ∈ 𝑅|𝑟𝑒 = 0} 

2. 𝐵 = {𝑟 ∈ 𝑅|𝑒𝑟 = 0} 

3. 𝐴 dan 𝐵 adalah ideal di dalam ring 𝑅 

(Ghosseiri, 2008). 

Bukti: 

1. Ambil sembarang 𝑎 ∈ 𝐴 menurut Definisi 3.1.3 maka 𝑎 = 𝑟 − 𝑟𝑒 

didapatkan 𝑎𝑒 = (𝑟 − 𝑟𝑒)𝑒 = 𝑟𝑒 − 𝑟𝑒 = 0 maka 𝑎 = 𝑟 − 𝑟𝑒 ∈ 𝑅 

di mana berlaku 𝑎𝑒 = 0. Sehingga 

𝐴 =  𝑟 − 𝑟𝑒 𝑟 ∈ 𝑅 ⊆  𝑟 ∈ 𝑅 𝑟𝑒 = 0 . 
Sebaliknya, di dalam Lemma 3.1.4.1 jika 𝑟 ∈ 𝑅 berlaku 𝑟𝑒 = 0 

maka dapat dinyatakan bahwa 𝑟 = 𝑟 − 𝑟𝑒 ∈ 𝐴 di mana 𝑟 ∈ 𝑅. 

Sehingga 

 𝑟 ∈ 𝑅 𝑟𝑒 = 0 ⊆  𝑟 − 𝑟𝑒 𝑟 ∈ 𝑅 = 𝐴 

jadi 𝐴 =  𝑟 − 𝑟𝑒 𝑟 ∈ 𝑅 =  𝑟 ∈ 𝑅 𝑟𝑒 = 0 . 
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2. Ambil sembarang 𝑏 ∈ 𝐵 menurut Definisi 3.1.3 maka 𝑏 = 𝑟 − 𝑒𝑟 

didapatkan 𝑒𝑏 = 𝑒(𝑟 − 𝑒𝑟) = 𝑒𝑟 − 𝑒𝑟 = 0 maka 𝑏 = 𝑟 − 𝑒𝑟 ∈ 𝑅 

di mana berlaku 𝑒𝑏 = 0. Sehingga 

𝐵 =  𝑟 − 𝑒𝑟 𝑟 ∈ 𝑅 ⊆  𝑟 ∈ 𝑅 𝑒𝑟 = 0 . 
Sebaliknya, di dalam Lemma 3.1.4.2 jika 𝑟 ∈ 𝑅 berlaku 𝑒𝑟 = 0 

maka dapat dinyatakan bahwa 𝑟 = 𝑟 − 𝑒𝑟 ∈ 𝐵 di mana 𝑟 ∈ 𝑅. 

Sehingga 

𝐵1 =  𝑟 ∈ 𝑅 𝑒𝑟 = 0 ⊆  𝑟 − 𝑒𝑟 𝑟 ∈ 𝑅 = 𝐵 

jadi 𝐵 =  𝑟 − 𝑒𝑟 𝑟 ∈ 𝑅 =  𝑟 ∈ 𝑅 𝑒𝑟 = 0 = 𝐵1. 

3. Menurut Definisi 3.1.3, untuk setiap 𝑎1,𝑎2 ∈ 𝐴, 𝑎1 = 𝑟1 − 𝑟1𝑒,
𝑎2 = 𝑟2 − 𝑟2𝑒. 

𝑎1 − 𝑎2 =  𝑟1 − 𝑟1𝑒 −  𝑟2 − 𝑟2𝑒 =  𝑟1 − 𝑟2 − (𝑟1 − 𝑟2)𝑒 

karena  𝑟1 − 𝑟2 ∈ 𝑅 maka  𝑟1 − 𝑟2 − (𝑟1 − 𝑟2)𝑒 ∈ 𝐴, 

untuk setiap 𝑎1 ∈ 𝐴, 𝑎1 = 𝑟1 − 𝑟1𝑒 dan ∀𝑟 ∈ 𝑅 

𝑎1𝑟 =  𝑟1 − 𝑟1𝑒 𝑟 = 𝑟1𝑟 − 𝑟1𝑒𝑟 = 𝑟1𝑟 − 𝑟1𝑟 = 0 ∈ 𝐴 

𝑟𝑎1 = 𝑟 𝑟1 − 𝑟1𝑒 = 𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟1𝑒 =  𝑟𝑟1 −  𝑟𝑟1 𝑒 ∈ 𝐴 

terbukti bahwa 𝐴 adalah ideal dari ring 𝑅. 

Untuk setiap 𝑏1, 𝑏2 ∈ 𝐵, 𝑏1 = 𝑟1 − 𝑒𝑟1 , 𝑏2 = 𝑟2 − 𝑒𝑟2. 

𝑏1 − 𝑏2 =  𝑟1 − 𝑒𝑟1 −  𝑟2 − 𝑒𝑟2 =  𝑟1 − 𝑟2 − 𝑒(𝑟1 − 𝑟2) 

karena  𝑟1 − 𝑟2 ∈ 𝑅 maka  𝑟1 − 𝑟2 − 𝑒(𝑟1 − 𝑟2) ∈ 𝐵, 

untuk setiap 𝑏1 ∈ 𝐵,𝑏1 = 𝑟1 − 𝑒𝑟1 dan ∀𝑟 ∈ 𝑅 

𝑏1𝑟 =  𝑟1 − 𝑒𝑟1 𝑟 = 𝑟1𝑟 − 𝑒𝑟1𝑟 =  𝑟1𝑟 − 𝑒(𝑟1𝑟) ∈ 𝐵 

𝑟𝑏1 = 𝑟 𝑟1 − 𝑒𝑟1 = 𝑟𝑟1 − 𝑟𝑒𝑟1 = 𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟1 = 0 ∈ 𝐵 

terbukti bahwa 𝐵 juga ideal di dalam ring 𝑅.∎ 

 

Remark 3.1.5 

1. Dengan menggunakan bukti lemma di atas maka didapatkan  

𝐴𝑅 =  0 = 𝑅𝐵, sedemikian sehingga ideal 𝐼 = 𝐴 + 𝐵 

memenuhi 

𝐼2 = (𝐴 + 𝐵)2 = 𝐴2 + 𝐴𝐵 + 𝐵𝐴 + 𝐵2 = 𝐵𝐴 

𝑅𝐼𝑅 = 𝑅 𝐴 + 𝐵 𝑅 =  0  
dengan  𝐴2 = 𝐵2 = 𝐼3 =  0 . 

2. Jika diasumsikan 𝑅 adalah ring semiprima maka 𝐼 = {0}, di mana 

𝐴 =  0 = 𝐵. 

3. 𝑒𝑅𝑒 = 𝑒2𝑅𝑒2 adalah suatu ring dengan elemen identitas 𝑒2. 

(Ghosseiri, 2008) 
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Bukti: 

1. (i) Untuk sembarang 𝑟′𝑖 ∈ 𝑅 

𝐴𝑅 =   𝑎𝑖𝑟′𝑖

𝑛

𝑖=1

|𝑎𝑖 ∈ 𝐴, 𝑟′𝑖 ∈ 𝑅 =    𝑟𝑖 − 𝑟𝑖𝑒 𝑟′𝑖

𝑛

𝑖=1

  

=    𝑟𝑖𝑟′𝑖 − 𝑟𝑖𝑒𝑟′𝑖 

𝑛

𝑖=1

 =    𝑟𝑖𝑟′𝑖 − 𝑟𝑖𝑟′𝑖 

𝑛

𝑖=1

 =  0  

𝑅𝐵 =   𝑟′𝑖𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

|𝑟′
𝑖 ∈ 𝑅, 𝑎𝑖 ∈ 𝐴 =   𝑟′𝑖 𝑟𝑖 − 𝑒𝑟𝑖 

𝑛

𝑖=1

  

=    𝑟′𝑖𝑟𝑖 − 𝑟′𝑖𝑒𝑟𝑖 

𝑛

𝑖=1

 =    𝑟′𝑖𝑟𝑖 − 𝑟′𝑖𝑟𝑖 

𝑛

𝑖=1

 =  0  

(ii) Akan ditunjukkan 𝐼 = 𝐴 + 𝐵 merupakan suatu ideal. 

Untuk setiap 𝑦1 ,𝑦2 ∈ 𝐼 = 𝐴 + 𝐵, 𝑟1, 𝑟2 , 𝑟3 , 𝑟4 ∈ 𝑅 misalkan 

 𝑦1 =  𝑟1 − 𝑟1𝑒 +  𝑟2 − 𝑒𝑟2 ;  𝑟1 − 𝑟1𝑒 ∈ 𝐴;  𝑟2 − 𝑒𝑟2 ∈ 𝐵 

𝑦2 =  𝑟3 − 𝑟3𝑒 +  𝑟4 − 𝑒𝑟4 ;  𝑟3 − 𝑟3𝑒 ∈ 𝐴;  𝑟4 − 𝑒𝑟4 ∈ 𝐵 

sedemikian sehingga 

𝑦1 − 𝑦2 =  𝑟1 − 𝑟1𝑒 +  𝑟2 − 𝑒𝑟2 −   𝑟3 − 𝑟3𝑒 +  𝑟4 − 𝑒𝑟4   

=   𝑟1 − 𝑟1𝑒 −  𝑟3 − 𝑟3𝑒  +   𝑟2 − 𝑒𝑟2 −  𝑟4 − 𝑒𝑟4   

=   𝑟1 − 𝑟3 −  𝑟1 − 𝑟3 𝑒 −   𝑟2 − 𝑟4 − 𝑒 𝑟2 − 𝑟4  

∈ 𝐼 = 𝐴 + 𝐵 

Untuk setiap 𝑦 =  𝑟1 − 𝑟1𝑒 +  𝑟2 − 𝑒𝑟2 ∈ 𝐼 = 𝐴 + 𝐵 dan untuk 

setiap  𝑟 ∈ 𝑅 sedemikian sehingga 

𝑦𝑟 =   𝑟1 − 𝑟1𝑒 +  𝑟2 − 𝑒𝑟2  𝑟 =  𝑟1𝑟 − 𝑟1𝑒𝑟 +  𝑟2𝑟 − 𝑒𝑟2𝑟  

=  𝑟1𝑟 − 𝑟1𝑟 +  𝑟2𝑟 − 𝑒𝑟2𝑟  

= 0 +  𝑟2𝑟 − 𝑒𝑟2𝑟 ∈ 𝐼 = 𝐴 + 𝐵 

𝑟𝑦 = 𝑟  𝑟1 − 𝑟1𝑒 +  𝑟2 − 𝑒𝑟2  =  𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟1𝑒 +  𝑟𝑟2 − 𝑟𝑒𝑟2  

=  𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟1𝑒 −  𝑟𝑟2 − 𝑟𝑟2  

=  𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟1𝑒 + 0 ∈ 𝐼 = 𝐴 + 𝐵 

jadi 𝐼 = 𝐴 + 𝐵 adalah ideal di dalam ring 𝑅. 

(iii) untuk menunjukkan bahwa 

𝐼2 = (𝐴 + 𝐵)2 = 𝐴2 + 𝐴𝐵 + 𝐵𝐴 + 𝐵2 = 𝐵𝐴 

cukup ditunjukkan 𝐴2 = 𝐵2 = 𝐴𝐵 = {0} 
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𝐴2 = 𝐴𝐴 =   𝑎𝑖𝑎′𝑖

𝑛

𝑖=1

|𝑎𝑖 ,𝑎′𝑖 ∈ 𝐴 =    𝑟𝑖 − 𝑟𝑖𝑒  𝑟′𝑖 − 𝑟′𝑖𝑒 

𝑛

𝑖=1

  

=    𝑟𝑖𝑟′𝑖 − 𝑟𝑖𝑒𝑟′𝑖 − 𝑟𝑖𝑟′𝑖𝑒 + 𝑟𝑖𝑒𝑟′𝑖𝑒 

𝑛

𝑖=1

  

=    𝑟𝑖𝑟′𝑖 − 𝑟𝑖𝑟′𝑖 − 𝑟𝑖𝑟′𝑖𝑒 + 𝑟𝑖𝑟′𝑖𝑒 

𝑛

𝑖=1

 = {0} 

𝐴𝐵 =   𝑎𝑖𝑏𝑖

𝑛

𝑖=1

|𝑎𝑖 ∈ 𝐴,𝑏𝑖 ∈ 𝐵 =    𝑟𝑖 − 𝑟𝑖𝑒  𝑟′𝑖 − 𝑒𝑟′𝑖 

𝑛

𝑖=1

  

=    𝑟𝑖𝑟′𝑖 − 𝑟𝑖𝑒𝑟′𝑖 − 𝑟𝑖𝑒𝑟′𝑖 + 𝑟𝑖𝑒𝑒𝑟′𝑖 

𝑛

𝑖=1

  

=    𝑟𝑖𝑟′𝑖 − 𝑟𝑖𝑟′𝑖 − 𝑟𝑖𝑟′𝑖 + 𝑟𝑖𝑟′𝑖 

𝑛

𝑖=1

 =  0  

𝐵2 = 𝐵𝐵 =   𝑏𝑖𝑏
′
𝑖

𝑛

𝑖=1
|𝑏𝑖 ,𝑏

′
𝑖 ∈ 𝐵  

=    𝑟𝑖 − 𝑒𝑟𝑖  𝑟′𝑖 − 𝑒𝑟′𝑖 
𝑛

𝑖=1
  

=    𝑟𝑖𝑟′𝑖 − 𝑒𝑟𝑖𝑟′𝑖 − 𝑟𝑖𝑒𝑟′𝑖 + 𝑒𝑟𝑖𝑒𝑟′𝑖 
𝑛

𝑖=1
  

=   (𝑟𝑖𝑟′𝑖 − 𝑒𝑟𝑖𝑟′𝑖 − 𝑟𝑖𝑟′𝑖 + 𝑒𝑟𝑖𝑟′𝑖)
𝑛

𝑖=1
 =  0  

maka terbukti 𝐼2 = 𝐵𝐴. 

(iv) Akan ditunjukkan 𝐼 adalah ideal nilpoten.  

𝐼3 = 𝐼2 𝐼 = 𝐵𝐴 𝐴 + 𝐵 = 𝐵𝐴𝐴 + 𝐵𝐴𝐵 = 𝐵 0 + 𝐵 0 =  0  
terbukti bahwa 𝐼 merupakan ideal nilpoten. 

 

(v) Akan ditunjukkan pula bahwa 𝑅𝐼𝑅 = 𝑅 𝐴 + 𝐵 𝑅 =  0  
𝑅𝐼𝑅 = 𝑅 𝐴 + 𝐵 𝑅 =  𝑅𝐴 + 𝑅𝐵 𝑅 = 𝑅𝐴𝑅 + 𝑅𝐵𝑅 

= 𝑅 0 +  0 𝑅 =  0 +  0 =  0 . 
 



22 

 

2. Menurut Definisi 2.2.17. 𝐴2 ⊆  0  maka 𝐴 ⊆  0 , 𝐵2 ⊆  0  maka 

𝐵 ⊆  0 . Karena 𝐴 =  0  dan 𝐵 =  0  maka 𝐼 = 𝐴 + 𝐵 = {0}. 

 

3. Akan dibuktikan 𝑒𝑅𝑒 adalah suatu ring. 

(a) (𝑒𝑅𝑒, +) adalah grup komutatif. 

(1) Untuk setiap 𝑒𝑟1𝑒, 𝑒𝑟2𝑒 ∈ 𝑒𝑅𝑒 sedemikian sehingga 

𝑒𝑟1𝑒 + 𝑒𝑟2𝑒 = 𝑒 𝑟1 + 𝑟2 𝑒 ∈ 𝑒𝑅𝑒 (tertutup). 

(2) Untuk setiap 𝑒𝑟1𝑒, 𝑒𝑟2𝑒, 𝑒𝑟3𝑒 ∈ 𝑒𝑅𝑒 sedemikian sehingga 

 𝑒𝑟1𝑒 + 𝑒𝑟2𝑒 + 𝑒𝑟3𝑒 =  𝑒 𝑟1 + 𝑟2 𝑒 + 𝑒𝑟3𝑒 

= 𝑒 𝑟1 + 𝑟2 + 𝑟3 𝑒 

= 𝑒𝑟1𝑒 +  𝑒 𝑟2 + 𝑟3 𝑒  

= 𝑒𝑟1𝑒 + (𝑒𝑟2𝑒 + 𝑒𝑟3𝑒) 

(assosiatif). 

(3) Terdapat 0 = 𝑒0𝑒 ∈ 𝑒𝑅𝑒 sedemikian sehingga untuk setiap 

𝑒𝑟𝑒 ∈ 𝑒𝑅𝑒 sedemikian sehingga 0 + 𝑒𝑟𝑒 = 𝑒𝑟𝑒 + 0 = 𝑒𝑟𝑒 

(𝑒𝑅𝑒 mempunyai elemen netral). 

(4) Untuk setiap 𝑒𝑟𝑒 ∈ 𝑒𝑅𝑒, terdapat –  𝑒𝑟𝑒 ∈ 𝑒𝑅𝑒 sedemikian 

sehingga 𝑒𝑟𝑒 + 𝑒 −𝑟 𝑒 = 𝑒 𝑟 − 𝑟 𝑒 = 0 (setiap elemen 𝑒𝑅𝑒 

mempunyai invers). 

(5) Untuk setiap  𝑒𝑟1𝑒, 𝑒𝑟2𝑒 ∈ 𝑒𝑅𝑒 sedemikian sehingga 

𝑒𝑟1𝑒 + 𝑒𝑟2𝑒 = 𝑒 𝑟1 + 𝑟2 𝑒 = 𝑒 𝑟2 + 𝑟1 𝑒 = 𝑒𝑟2𝑒 + 𝑒𝑟1𝑒 

(komutatif). 

(b) (𝑒𝑅𝑒,∙) adalah semi-grup. 

(1) Untuk setiap 𝑒𝑟1𝑒, 𝑒𝑟2𝑒 ∈ 𝑒𝑅𝑒 sedemikian sehingga 

(𝑒𝑟1𝑒)(𝑒𝑟2𝑒) = 𝑒 𝑟1𝑟2 𝑒 ∈ 𝑒𝑅𝑒 (tertutup). 

(2) Untuk setiap 𝑒𝑟1𝑒, 𝑒𝑟2𝑒, 𝑒𝑟3𝑒 ∈ 𝑒𝑅𝑒 sedemikian sehingga 

  𝑒𝑟1𝑒)(𝑒𝑟2𝑒   𝑒𝑟3𝑒 =  𝑒𝑟1𝑟2𝑒 𝑒𝑟3𝑒 = 𝑒𝑟1𝑟2𝑟3𝑒 

= 𝑒𝑟1𝑒 𝑒𝑟2𝑟3𝑒  

=  𝑒𝑟1𝑒 [ 𝑒𝑟2𝑒)(𝑒𝑟3𝑒 ] 

(assosiatif). 

(c) Berlaku sifat distributif. 

(1) Untuk setiap 𝑒𝑟1𝑒, 𝑒𝑟2𝑒, 𝑒𝑟3𝑒 ∈ 𝑒𝑅𝑒 sedemikian sehingga 

𝑒𝑟1𝑒  𝑒𝑟2𝑒 +  𝑒𝑟3𝑒 =   𝑒𝑟1𝑒  𝑒𝑟2𝑒 +  𝑒𝑟1𝑒  𝑒𝑟3𝑒  

= 𝑒𝑟1𝑟2𝑒 + 𝑒𝑟1𝑟3𝑒 

(2) Untuk setiap 𝑒𝑟1𝑒, 𝑒𝑟2𝑒, 𝑒𝑟3𝑒 ∈ 𝑒𝑅𝑒 sedemikian sehingga 
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  𝑒𝑟2𝑒 +  𝑒𝑟3𝑒 𝑒𝑟1𝑒 =  𝑒𝑟2𝑒  𝑒𝑟1𝑒 +  𝑒𝑟3𝑒  𝑒𝑟1𝑒  
= 𝑒𝑟2𝑟1𝑒 + 𝑒𝑟3𝑟1𝑒 

Dari (a), (b), (c) terbukti bahwa 𝑒𝑅𝑒 adalah suatu ring, 

karena berlaku tertutup maka 𝑒𝑅𝑒 ⊆ 𝑅, sehingga 𝑒𝑅𝑒 adalah subring 

dari 𝑅. 

Kemudian akan dibuktikan bahwa ring 𝑒𝑅𝑒 mempunyai 

elemen identitas 𝑒 dan juga 𝑒𝑅𝑒 = 𝑒2𝑅𝑒2 yaitu  ring dengan elemen 

identitas 𝑒2. 

Bukti: Terdapat 𝑒 ∈ 𝑒𝑅𝑒 untuk sembarang 𝑎 ∈ 𝑒𝑅𝑒 maka 𝑎 = 𝑒𝑟𝑒 

sedemikian sehingga 𝑒𝑎 = 𝑒 𝑒𝑟𝑒 = 𝑒𝑟𝑒 =  𝑒𝑟𝑒 𝑒 = 𝑎𝑒 (menurut 

Definisi 3.1.1). Ambil sembarang 𝑎 ∈ 𝑒𝑅𝑒 maka 𝑎 = 𝑒𝑟𝑒. menurut 

Definisi 3.1.1 maka 𝑎 = 𝑒𝑟𝑒 = 𝑒𝑒𝑟𝑒𝑒 = 𝑒2𝑟𝑒2 ∈ 𝑒2𝑅𝑒2, jadi 

𝑒𝑅𝑒 ⊆ 𝑒2𝑅𝑒2. Ambil sembarang 𝑏 ∈ 𝑒2𝑅𝑒2 maka 𝑏 = 𝑒2𝑟𝑒2. 

Karena 𝑏 = 𝑒2𝑟𝑒2 = 𝑒𝑒𝑟𝑒𝑒 = 𝑒𝑟𝑒 ∈ 𝑒𝑅𝑒, jadi 𝑒2𝑅𝑒2 ⊆ 𝑒𝑅𝑒. 

Terbukti bahwa 𝑒𝑅𝑒 = 𝑒2𝑅𝑒2. 

Karena 𝑒𝑅𝑒 = 𝑒2𝑅𝑒2 maka 𝑒2𝑅𝑒2 juga merupakan suatu 

ring dan terdapat 𝑒2 ∈ 𝑒2𝑅𝑒2 untuk sembarang 𝑎 = 𝑒2𝑟𝑒2 ∈ 𝑒2𝑅𝑒2 

sedemikian sehingga 

𝑒2𝑎 = 𝑒2 𝑒2𝑟𝑒2 = 𝑎𝑒2 =  𝑒2𝑟𝑒2 𝑒2 = 𝑒2𝑟𝑒2 

terbukti 𝑒2 adalah elemen identitas dari ring 𝑒2𝑟𝑒2. ∎ 

 

Teorema 3.1.6 Jika 𝑅 adalah ring dengan elemen identitas lemah, 𝑒 

elemen identitas dari ring 𝑒𝑅𝑒 dan 𝐼 adalah ideal nilpoten di dalam 

ring 𝑅, maka 

𝑅 = 𝐼 ⊕ 𝑒𝑅𝑒 

(Ghosseiri, 2008). 

Bukti: Untuk setiap 𝑟 ∈ 𝑅 dapat dinyatakan 

𝑟 =  𝑟 − 𝑟𝑒 +  𝑟 − 𝑒𝑟 𝑒 + 𝑒𝑟𝑒 = 𝑟 − 𝑒𝑟 − 𝑟𝑒 − 𝑒𝑟𝑒 + 𝑒𝑟𝑒 = 𝑟 

Maka 𝑅 = 𝐴 + 𝐵 + 𝑒𝑅𝑒 = 𝐼 + 𝑒𝑅𝑒. Ambil sembarang 𝑡 ∈ 𝐼 ∩ 𝑒𝑅𝑒, 

maka 𝑡 ∈ 𝐼 dan 𝑡 ∈ 𝑒𝑅𝑒. Karena 𝑡 ∈ 𝐼 maka 𝑒𝑡𝑒 ∈ 𝑒𝐼𝑒, menurut 

Remark 3.1.5.1 𝑒𝐼𝑒 =  0  sehingga 𝑒𝑡𝑒 = 0. Karena 𝑡 ∈ 𝑒𝑅𝑒 maka 

𝑒𝑡𝑒 ∈ 𝑒 𝑒𝑅𝑒 𝑒 = 𝑒𝑅𝑒. Akibatnya 𝐼 ∩ 𝑒𝑅𝑒 = {0}. Menurut Teorema 

2.2.4 terbukti bahwa 𝑅 = 𝐼 ⊕ 𝑒𝑅𝑒. ∎ 

 

Remarks 3.1.7 

1. Didefinisikan 𝐼 = {𝑥 ∈ 𝑅|𝑒𝑥𝑒 = 0}. 
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2. Didefinisikan 𝑈 = {𝑥𝑒 − 𝑒𝑥|𝑥 ∈ 𝑅}. Sebagai suatu grup 

komutatif terhadap perjumlahan, 𝐼 adalah jumlahan langsung dari 

subgrup-subgrupnya yaitu 𝐴 ∩ 𝐵 dan 𝑈, dengan kata lain 

𝐼 = (𝐴 ∩ 𝐵) ⊕ 𝑈. 

(Ghosseiri, 2008) 

Bukti: 

(1) Ambil sembarang 𝑥 ∈ 𝐼 = 𝐴 + 𝐵 maka 𝑥 = 𝑎 + 𝑏 di 

mana 𝑎 = 𝑟1 − 𝑟1𝑒 ∈ 𝐴, 𝑏 = 𝑟2 − 𝑒𝑟2 ∈ 𝐵 dan 𝑟1, 𝑟2 ∈ 𝑅 sehingga 
𝑒𝑥𝑒 = 𝑒 𝑎 + 𝑏 𝑒 = 𝑒  𝑟1 − 𝑟1𝑒 +  𝑟2 − 𝑒𝑟2  𝑒 

=   𝑒𝑟1 − 𝑒𝑟1𝑒) + (𝑒𝑟2 − 𝑒𝑒𝑟2  𝑒 

= 𝑒𝑟1𝑒 − 𝑒𝑟1𝑒𝑒 + 𝑒𝑟2𝑒 − 𝑒𝑒𝑟2𝑒 

= 𝑒𝑟1𝑒 − 𝑒𝑟1𝑒 + 𝑒𝑟2𝑒 − 𝑒𝑟2𝑒 = 0 

karena tertutup maka 𝑥 ∈ 𝑅 di mana 𝑒𝑥𝑒 = 0, jadi 

𝐼 = 𝐴 + 𝐵 ⊆ {𝑥 ∈ 𝑅|𝑒𝑥𝑒 = 0} 

Sebaliknya, ambil sembarang 𝑥 ∈ {𝑥 ∈ 𝑅|𝑒𝑥𝑒 = 0}, sehingga 

𝑥 = 𝑥 − 0 = 𝑥 − 𝑒𝑥𝑒 = 𝑥 − 𝑥𝑒 + 𝑥𝑒 − 𝑒𝑥𝑒 = 𝑥 − 𝑥𝑒 +  𝑥 − 𝑒𝑥 𝑒 

di mana 𝑥 − 𝑥𝑒 ∈ 𝐴 dan 𝑥𝑒 − 𝑒(𝑥𝑒) ∈ 𝐵. Jadi, 

 𝑥 ∈ 𝑅 𝑒𝑥𝑒 = 0 ⊆ 𝐴 + 𝐵 = 𝐼 
Terbukti 𝐼 = 𝐴 + 𝐵 = {𝑥 ∈ 𝑅|𝑒𝑥𝑒 = 0}. 

 

(2) Karena 𝐼 = 𝐴 + 𝐵, menurut pembuktian Remark 3.1.5.1 

bahwa 𝐼 merupakan ideal dari 𝑅. Karena 𝐼 ideal maka (𝐼, +) adalah 

merupakan grup komutatif. 

(i) 𝐴 ∩ 𝐵 ⊆ 𝐼 dan 𝐴 ∩ 𝐵 merupakan  subgrup dari 𝐼 karena 𝐴 dan 𝐵 

adalah subgrup dari 𝐼. 

Bukti : Ambil sembarang 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 ∩ 𝐵 maka 𝑥,𝑦 ∈ 𝐴 dan 

𝑥,𝑦 ∈ 𝐵, karena berlaku 𝑥𝑦 ∈ 𝐴 dan 𝑥𝑦 ∈ 𝐵 maka 𝑥𝑦 ∈ 𝐴 ∩ 𝐵, 

karena berlaku 𝑥−1 ∈ 𝐴 dan 𝑥−1 ∈ 𝐵 maka 𝑥−1 ∈ 𝐴 ∩ 𝐵. 

Ambil sembarang 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 ∩ 𝐵 maka 𝑥,𝑦 ∈ 𝐴 dan 𝑥,𝑦 ∈ 𝐵, 

karena berlaku 𝑎𝑏−1 ∈ 𝐴 dan 𝑎𝑏−1 ∈ 𝐵 maka 𝑎𝑏−1 ∈ 𝐴 ∩ 𝐵. 

(ii) Sekarang akan dibuktikan bahwa (𝑈, +) adalah subgrup dari 𝐼. 

Pertama akan ditunjukkan 𝑈 ⊆ 𝐼. Ambil sembarang 𝑢 ∈ 𝑈 di 

mana 𝑥 ∈ 𝑅 maka 

𝑢 = 𝑥𝑒 − 𝑒𝑥 =  𝑥𝑒 − 𝑒𝑥 − 𝑥 + 𝑥 

=  𝑥 − 𝑒𝑥 +   −𝑥 −  −𝑥 𝑒 ∈ 𝐼 = 𝐴 + 𝐵 

jadi 𝑈 ⊆ 𝐼. Diketahui 𝑈 = {𝑥𝑒 − 𝑒𝑥|𝑥 ∈ 𝑅}. 
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(a) Untuk setiap 𝑢1,𝑢2 ∈ 𝑈, 𝑢1 = 𝑥1𝑒 − 𝑒𝑥1, 𝑢2 = 𝑥2𝑒 − 𝑒𝑥2 

sedemikian sehingga 

𝑢1 + 𝑢2 =  𝑥1𝑒 − 𝑒𝑥1 +  𝑥2𝑒 − 𝑒𝑥2  
=  𝑥1 + 𝑥2 𝑒 − 𝑒(𝑥1 + 𝑥2) ∈ 𝑈 

(tertutup). 

(b) Untuk setiap 𝑢1,𝑢2, 𝑢3 ∈ 𝑈 maka 

𝑢1 = 𝑥1𝑒 − 𝑒𝑥1 ,𝑢2 = 𝑥2𝑒 − 𝑒𝑥2 ,𝑢3 = 𝑥3𝑒 − 𝑒𝑥3  
sedemikian sehingga 

 𝑢1 + 𝑢2 + 𝑢3 =  (𝑥1𝑒 − 𝑒𝑥1 + (𝑥2𝑒 − 𝑒𝑥2)] + (𝑥3𝑒 − 𝑒𝑥3) 

=   𝑥1 + 𝑥2 𝑒 − 𝑒 𝑥1 + 𝑥2  +  𝑥3𝑒 − 𝑒𝑥3  

=  𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 𝑒 − 𝑒 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3  

= (𝑥1𝑒 − 𝑒𝑥1) + [(𝑥2𝑒 − 𝑒𝑥2) + (𝑥3𝑒 − 𝑒𝑥3)] 

= 𝑢1 +  𝑢2 + 𝑢3  (assosiatif). 

(c) Terdapat 𝑥1 = 0 ∈ 𝑅 maka terdapat juga 0 = 𝑥1𝑒 − 𝑒𝑥1, 

untuk sembarang 𝑢 = 𝑥𝑒 − 𝑒𝑥 ∈ 𝑈 sedemikian sehingga 

 𝑥𝑒 − 𝑒𝑥 + 0 = 0 +  𝑥𝑒 − 𝑒𝑥 = 𝑥𝑒 − 𝑒𝑥 

(𝑈 mempunyai elemen netral). 

(d) Untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑅 maka −𝑥 ∈ 𝑅 sehingga untuk setiap 𝑢 ∈ 𝑈 

dimana 𝑢 = 𝑥𝑒 − 𝑒𝑥. 

  −𝑥 𝑒 − 𝑒 −𝑥  =  −𝑥𝑒 + 𝑒𝑥 = (𝑒𝑥 − 𝑥𝑒) ∈ 𝑈 

sedemikian sehingga 

 𝑥𝑒 − 𝑒𝑥 +  𝑒𝑥 − 𝑥𝑒 =  𝑒𝑥 − 𝑥𝑒 +  𝑥𝑒 − 𝑒𝑥 = 0 

(setiap elemen dari 𝑈 mempunyai invers). 

Dari (a), (b), (c) dan (d) terbukti bahwa (𝑈, +) adalah subgrup dari 𝐼. 
 

(iii) Akan ditunjukkan bahwa 𝐼 = 𝐴 ∩ 𝐵 ⊕ 𝑈. Bukti : Ambil 

sembarang 𝑡 ∈ 𝐼 = 𝐴 + 𝐵 maka 𝑡 = 𝑎 + 𝑏, di mana 𝑎 ∈ 𝐴 dan 

𝑏 ∈ 𝐵. Maka oleh Lemma 3.1.3 dan 3.1.4 diperoleh : 

𝑡 = 𝑎 + 𝑏 = 𝑎 + 𝑏 − 𝑎𝑒 − 𝑒𝑏 

= 𝑎 + 𝑏 − 𝑎𝑒 − 𝑒𝑏 + (𝑏𝑒 − 𝑏𝑒 + 𝑒𝑎 − 𝑎𝑒) 

= 𝑎 + 𝑏 − 𝑏𝑒 − 𝑒𝑎 + 𝑏𝑒 − 𝑎𝑒 − 𝑒𝑏 + 𝑒𝑎 

=  𝑎 + 𝑏 − 𝑏𝑒 − 𝑒𝑎 +  𝑏 − 𝑎 𝑒 − 𝑒 𝑏 − 𝑎  
(a) Akan diperlihatkan  𝑎 + 𝑏 − 𝑏𝑒 − 𝑒𝑎 ∈ 𝐴 ∩ 𝐵. Menurut 

Definisi 3.1.1, 

 𝑎 + 𝑏 − 𝑏𝑒 − 𝑒𝑎 =  𝑟1 − 𝑟1𝑒 +  𝑟2 − 𝑒𝑟2 −  𝑟2 − 𝑒𝑟2 𝑒 − 𝑒 𝑟1 − 𝑟1𝑒  

= 𝑟1 − 𝑟1𝑒 + 𝑟2 − 𝑒𝑟2 − 𝑟2𝑒 − 𝑒𝑟2𝑒 − 𝑒𝑟1 − 𝑒𝑟1𝑒 
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=  𝑟1 + 𝑟2 −  𝑟1 + 𝑟2 𝑒 − 𝑒 𝑟1 + 𝑟2 + 𝑒 𝑟1 + 𝑟2 𝑒 
yang mana dapat dinyatakan bahwa 

  𝑟1 + 𝑟2 − 𝑒 𝑟1 + 𝑟2  −   𝑟1 + 𝑟2 − 𝑒 𝑟1 + 𝑟2  𝑒 ∈ 𝐴 

dan 

  𝑟1 + 𝑟2 −  𝑟1 + 𝑟2 𝑒 − 𝑒  𝑟1 + 𝑟2 −  𝑟1 + 𝑟2 𝑒 ∈ 𝐵 

maka  𝑎 + 𝑏 − 𝑏𝑒 − 𝑒𝑎 ∈ 𝐴 ∩ 𝐵. 

(b) Akan ditunjukkan  𝑏 − 𝑎 𝑒 − 𝑒 𝑏 − 𝑎 ∈ 𝑈. Karena 

berlaku sifat tertutup untuk setiap 𝑎,𝑏 ∈ 𝑅 maka  𝑏 − 𝑎 ∈ 𝑅 dan 
 𝑏 − 𝑎 ∈ 𝑅. Sehingga menurut Remarks 3.1.7.2 terbukti bahwa 

 𝑏 − 𝑎 𝑒 − 𝑒 𝑏 − 𝑎 ∈ 𝑈. 

Maka dari (a) dan (b) terbukti bahwa sembarang 𝑡 ∈ 𝐼 = 𝐴 + 𝐵 

dapat dinyatakan dalam 𝐴 ∩ 𝐵 + 𝑈. 

 

Akan ditunjukkan 𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝑈 = {0}, ambil sembarang 

𝑤 ∈ 𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝑈 maka 𝑤 ∈ 𝑈, 𝑤 = 𝑟𝑒 − 𝑒𝑟 di mana 𝑟 ∈ 𝑅. Karena 

𝑤 ∈ 𝐴 maka oleh Lemma 3.1.4.1 diperoleh 

𝑤𝑒 = 0 =  𝑟𝑒 − 𝑒𝑟 𝑒 = 𝑟𝑒 − 𝑒𝑟𝑒 

dan 𝑤 ∈ 𝐵 maka oleh lemma 3.1.4.2 diperoleh 

𝑒𝑤 = 0 = 𝑒 𝑟𝑒 − 𝑒𝑟 = 𝑒𝑟𝑒 − 𝑒𝑟 

karena 𝑟𝑒 − 𝑒𝑟𝑒 = 𝑤𝑒 = 0 = 𝑒𝑤 = 𝑒𝑟𝑒 − 𝑒𝑟, maka 𝑟𝑒 = 𝑒𝑟𝑒 = 𝑒𝑟, 

sehngga 𝑤 = 𝑟𝑒 − 𝑒𝑟 = 0, jadi 𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝑈 = {0}, terbukti 

𝐼 = 𝐴 ∩ 𝐵 ⊕ 𝑈. ∎ 

 

Meskipun elemen identitas dari suatu ring adalah tunggal, 

tetapi tidak demikian untuk kasus elemen identitas lemah dari suatu 

ring. 

 

Teorema 3.1.8 Misalkan 𝑒 adalah suatu elemen identitas lemah dari 

ring 𝑅. Jika 𝑊 adalah himpunan dari semua elemen identitas lemah 

dari 𝑅 maka 

𝑊 = 𝑒 + 𝐼 = {𝑒 + 𝑥|𝑥 ∈ 𝐼} 

(Ghosseiri, 2008). 

Bukti: 

Ambil sembarang 𝑦 ∈ 𝑒 + 𝐼 maka 𝑦 = 𝑒 + 𝑥 di mana 𝑥 ∈ 𝐼, 
akan ditunjukkan bahwa 𝑦 ∈ 𝑊. Untuk setiap 𝑟1, 𝑟2 ∈ 𝑅 sedemikian 

sehingga 𝑟1𝑦𝑟2 = 𝑟1 𝑒 + 𝑥 𝑟2 = 𝑟1𝑒𝑟2 + 𝑟1𝑥𝑟2 = 𝑟1𝑒𝑟2 + 0 = 𝑟1𝑟2 

(menurut Remark 3.1.5.1). Menurut Definisi 3.1.1 terbukti bahwa  

𝑦 ∈ 𝑊, jadi 𝑒 + 𝐼 ⊆ 𝑊. 
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Ambil sembarang 𝑒′ ∈ 𝑊 karena 𝑊 adalah himpunan 

elemen identitas lemah, maka 

𝑒 𝑒′ − 𝑒 𝑒 = 𝑒𝑒′𝑒 − 𝑒𝑒𝑒 = 𝑒𝑒 − 𝑒𝑒 = 0 

Menurut Remarks 3.1.7.1 dapat dilihat bahwa 𝑒′ − 𝑒 ∈ 𝐼 
sehingga 𝑒′ ∈ 𝑒 + 𝐼, jadi 𝑊 ⊆ 𝑒 + 𝐼. Terbukti bahwa 𝑊 = 𝑒 + 𝐼. ∎ 

 

Korolari 3.1.8 Misalkan 𝑅 ring, 𝑒 elemen identitas lemah di dalam 𝑅 

dan 𝑊 adalah himpunan dari semua elemen identitas lemah dari 𝑅. 

Maka 𝑒 adalah elemen identitas didalam 𝑅 jika dan hanya jika 

𝐼 =  0  (Ghosseiri, 2008). 

Bukti: 

(⇒) Jika 𝑒 adalah elemen identitas di dalam 𝑅, maka 

𝐴 =  𝑟 − 𝑟𝑒 𝑟 ∈ 𝑅 = {0} dan 𝐵 =  𝑟 − 𝑒𝑟 𝑟 ∈ 𝑅  sehingga 

𝐼 = 𝐴 + 𝐵 = {0}. 

(⇐) Menurut Teorema 3.1.6, jika 𝐼 =  0  maka 

𝑅 = 𝐼 ⊕ 𝑒𝑅𝑒 =  0 ⊕ 𝑒𝑅𝑒 = 𝑒𝑅𝑒 

kemudian menurut Remark 3.1.5.3 𝑒𝑅𝑒 adalah ring dengan elemen 

identitas 𝑒. Jadi terbukti bahwa 𝑒 adalah elemen identitas dari ring 𝑅. 

∎ 
 

Teorema 3.1.6 memperlihatkan bahwa ideal-ideal 𝐴 dan 𝐵 di 

dalam dekomposisi 𝑅 = 𝐼 ⊕ 𝑒𝑅𝑒 = 𝐴 + 𝐵 ⊕ 𝑒𝑅𝑒 adalah 𝑒 sebagai 

elemen identitas lemah dipilih secara sembarang dari himpunan 𝑊. 

Pada teorema berikut, jika diambil 𝑒 dan 𝑒′ sebarang di dalam 

himpunan 𝑊 kemudian 𝑅 = 𝐴 + 𝐵 ⊕ 𝑒𝑅𝑒 dan 𝑅 = 𝐴′ + 𝐵′ ⊕ 𝑒′𝑅𝑒′ 
merupakan dekomposisi yang bersesuaian di dalam ring 𝑅, maka 

𝐴 = 𝐴′, 𝐵 = 𝐵′ dan 𝑒𝑅𝑒 ≅ 𝑒′𝑅𝑒′. 
 

Teorema 3.1.10 

Diasumsikan bahwa 𝑒 dan 𝑒′ adalah elemen identitas lemah dari ring 

𝑅 dan misalkan 𝑅 = 𝐴 + 𝐵 ⊕ 𝑒𝑅𝑒 dan 𝑅 = 𝐴′ + 𝐵′ ⊕ 𝑒′𝑅𝑒′ 
merupakan dekomposisi yang bersesuaian di dalam 𝑅. Maka 𝐴 = 𝐴′, 
𝐵 = 𝐵′ dan 𝑒𝑅𝑒 ≅ 𝑒′𝑅𝑒′ (Ghosseiri, 2008). 

Bukti: 

(i) Ambil sembarang 𝑥 ∈ 𝐴 maka 𝑥𝑒 = 0 sedemikian 

sehingga 𝑥𝑒′ = 𝑥𝑒𝑒′ = 0𝑒′ = 0, jadi 𝑥 ∈ 𝐴′ sehingga 𝐴 ⊆ 𝐴′. Ambil 

sembarang 𝑥 ∈ 𝐴′ maka 𝑥𝑒′ = 0 sedemikian sehingga 

𝑥𝑒 = 𝑥𝑒′𝑒 = 0𝑒 = 0 
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jadi 𝑥 ∈ 𝐴 sehingga 𝐴′ ⊆ 𝐴. Terbukti 𝐴 = 𝐴′. 
(ii) Ambil sembarang 𝑥 ∈ 𝐵 maka 𝑒𝑥 = 0 sedemikian 

sehingga 𝑒′𝑥 = 𝑒′𝑒𝑥 = 𝑒′0 = 0, jadi 𝑥 ∈ 𝐵′ sehingga 𝐵 ⊆ 𝐵′. 
Sebaliknya ambil sembarang 𝑥 ∈ 𝐵′ maka 𝑒′𝑥 = 0 sedemikian 

sehingga 𝑒𝑥 = 𝑒𝑒′𝑥 = 𝑒0 = 0, jadi 𝑥 ∈ 𝐵 sehingga 𝐵′ ⊆ 𝐵. Terbukti 

𝐵 = 𝐵′. 
(iii) Akan dibuktikan juga bahwa pemetaan 𝜑 ∶ 𝑒𝑅𝑒 → 𝑒′𝑅𝑒′ 

yang didefinisikan 𝜑 𝑒𝑟𝑒 = 𝑒′𝑟𝑒′ adalah suatu isomorfisma. 

Untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑒𝑅𝑒 maka 𝑎 = 𝑒𝑟1𝑒, 𝑏 = 𝑒𝑟2𝑒. 

𝜑 𝑒𝑟1𝑒 + 𝑒𝑟2𝑒 = 𝜑 𝑒(𝑟1 + 𝑟2)𝑒 = 𝑒′(𝑟1 + 𝑟2)𝑒′ = 𝑒′𝑟1𝑒′ + 𝑒′𝑟2𝑒′ 
= 𝜑 𝑒𝑟1𝑒 + 𝜑(𝑒𝑟2𝑒) 

𝜑 𝑒𝑟1𝑒. 𝑒𝑟2𝑒 = 𝜑 𝑒𝑟1𝑒𝑟2𝑒 = 𝜑 𝑒𝑟1𝑟2𝑒 = 𝑒′ 𝑟1𝑟2 𝑒
′  

=  𝑒′𝑟1𝑒
′  𝑒′𝑟2𝑒

′  (Definisi 3.1.1) 

= 𝜑 𝑒𝑟1𝑒 𝜑(𝑒𝑟2𝑒) 

(terbukti pemetaan 𝜑 ∶ 𝑒𝑅𝑒 → 𝑒′𝑅𝑒′ merupakan suatu 

homomorfisma). 

Untuk sembarang 𝑒′𝑟1𝑒′, 𝑒
′𝑟2𝑒

′ ∈ 𝑒′𝑅𝑒′, sedemikian 

sehingga 𝑒′𝑟1𝑒
′ = 𝑒′𝑟2𝑒

′ , maka 

𝑒′𝑟1𝑒
′ = 𝑒′𝑟2𝑒

′  

⇔ 𝜑 𝑒𝑟1𝑒 = 𝜑 𝑒𝑟2𝑒  

⇔        𝑒𝑟1𝑒 = 𝑒𝑟2𝑒 

jadi 𝑒𝑟1𝑒 = 𝑒𝑟2𝑒 ∈ 𝑒𝑅𝑒 (injektif). 

Untuk setiap 𝑒′𝑟𝑒′ ∈ 𝑒′𝑅𝑒′ sedemikian sehingga terdapat 

𝑒𝑟𝑒 ∈ 𝑒𝑅𝑒 memenuhi 𝜑 𝑒𝑟𝑒 = 𝑒′𝑟𝑒′ (surjektif). Terbukti bahwa 

pemetaan 𝜑 ∶ 𝑒𝑅𝑒 → 𝑒′𝑅𝑒′ adalah suatu isomorfisma (𝑒𝑅𝑒 ≅ 𝑒′𝑅𝑒′). 
∎ 
 

Contoh 3.1.11 

Diberikan suatu ring bilangan bulat ℤ dan 𝑀3×3(ℤ) adalah matriks 

ring yang didefiniskan 

𝑀3×3 ℤ =   
𝑎 0 0
0 0 𝑏
0 0 0

 ; 𝑎,𝑏 ∈ ℤ  

dan 

𝑒 =  
1 0 0
0 0 0
0 0 0

  

1. Akan dibuktikan bahwa 𝑀3×3 ℤ  adalah ring. 
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2. Akan ditunjukkan himpunan 𝐴3×3 ℤ , 𝐵3×3 ℤ , 𝐼3×3 ℤ , 
𝑊3×3 ℤ  dan 𝑒 𝑀3×3 ℤ  𝑒. 

3. Akan dibuktikan 𝑒 adalah elemen identitas dari ring 

𝑒 𝑀3×3 ℤ  𝑒. 

4. Akan dibuktikan bahwa 𝑀3×3 ℤ = 𝐼3×3 ℤ ⊕ 𝑒 𝑀3×3 ℤ  𝑒. 

Bukti: 
1.  

(a) Akan ditunjukkan (𝑀3×3 ℤ , +) adalah grup komutatif. 

(i) Untuk setiap 𝑀1,𝑀2 ∈ 𝑀3×3 ℤ ; 𝑎𝑖 , 𝑏𝑖 ∈ ℤ; 𝑖 = 1,2 

𝑀1 =  
𝑎1 0 0
0 0 𝑏1

0 0 0

 , 𝑀2 =  
𝑎2 0 0
0 0 𝑏2

0 0 0

  

sedemikian sehingga 

𝑀1 + 𝑀2 =  
𝑎1 0 0
0 0 𝑏1

0 0 0

 +  
𝑎2 0 0
0 0 𝑏2

0 0 0

  

=  
𝑎1 + 𝑎2 0 0

0 0 𝑏1 + 𝑏2

0 0 0

 ∈ 𝑀3×3 ℤ  

(ii) Untuk setiap 𝑀1,𝑀2,𝑀3 ∈ 𝑀3×3 ℤ ;  𝑎𝑖 ,𝑏𝑖 ∈ ℤ; 𝑖 = 1,2,3 

𝑀1 =  
𝑎1 0 0
0 0 𝑏1

0 0 0

 ,𝑀2 =  
𝑎2 0 0
0 0 𝑏2

0 0 0

  

𝑀3 =  
𝑎3 0 0
0 0 𝑏3

0 0 0

  

sedemikian sehingga 

 𝑀1 + 𝑀2 + 𝑀3 

=   
𝑎1 0 0
0 0 𝑏1

0 0 0

 +  
𝑎2 0 0
0 0 𝑏2

0 0 0

  +  
𝑎3 0 0
0 0 𝑏3

0 0 0

  

=  
𝑎1 + 𝑎2 0 0

0 0 𝑏1 + 𝑏2

0 0 0

 +  
𝑎3 0 0
0 0 𝑏3

0 0 0

  

=  
𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 0 0

0 0 𝑏1 + 𝑏2 + 𝑏3

0 0 0
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=  
𝑎1 0 0
0 0 𝑏1

0 0 0

 +  
𝑎2 + 𝑎3 0 0

0 0 𝑏2 + 𝑏3

0 0 0

  

=  
𝑎1 0 0
0 0 𝑏1

0 0 0

 +   
𝑎2 0 0
0 0 𝑏2

0 0 0

 +  
𝑎3 0 0
0 0 𝑏3

0 0 0

   

= 𝑀1 +  𝑀2 + 𝑀3  

(iii) Terdapat 0 ∈ 𝑀3×3(ℤ); ∀𝑀1 ∈ 𝑀3×3(ℤ);𝑎1, 𝑏1 ∈ ℤ 

0 =  
0 0 0
0 0 0
0 0 0

 , 𝑀1 =  
𝑎1 0 0
0 0 𝑏1

0 0 0

  

sedemikian sehingga 

0 + 𝑀1 =  
0 0 0
0 0 0
0 0 0

 +  
𝑎1 0 0
0 0 𝑏1

0 0 0

 =  
𝑎1 0 0
0 0 𝑏1

0 0 0

 = 𝑀1 

𝑀1 + 0 =  
𝑎1 0 0
0 0 𝑏1

0 0 0

 +  
0 0 0
0 0 0
0 0 0

 =  
𝑎1 0 0
0 0 𝑏1

0 0 0

 = 𝑀1 

(iv) Untuk setiap 𝑀1 ∈ 𝑀3×3 ℤ , terdapat −𝑀1 ∈ 𝑀3×3 ℤ  

𝑀1 =  
𝑎1 0 0
0 0 𝑏1

0 0 0

 , −𝑀1 =  
−𝑎1 0 0

0 0 −𝑏1

0 0 0

  

sedemikian sehingga 

𝑀1 +  −𝑀1 =  
𝑎1 0 0
0 0 𝑏1

0 0 0

 +  
−𝑎1 0 0

0 0 −𝑏1

0 0 0

  

=  
0 0 0
0 0 0
0 0 0

 = 0 

 −𝑀1 + 𝑀1 =  
−𝑎1 0 0

0 0 −𝑏1

0 0 0

 +  
𝑎1 0 0
0 0 𝑏1

0 0 0

  

=  
0 0 0
0 0 0
0 0 0

 = 0 

(v) Untuk setiap 𝑀1,𝑀2 ∈ 𝑀3×3 ℤ ; 𝑎𝑖 , 𝑏𝑖 ∈ ℤ; 𝑖 = 1,2 
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𝑀1 =  
𝑎1 0 0
0 0 𝑏1

0 0 0

 ,𝑀2 =  
𝑎2 0 0
0 0 𝑏2

0 0 0

  

sedemikian sehingga 

𝑀1 + 𝑀2 =  
𝑎1 0 0
0 0 𝑏1

0 0 0

 +  
𝑎2 0 0
0 0 𝑏2

0 0 0

  

=  
𝑎1 + 𝑎2 0 0

0 0 𝑏1 + 𝑏2

0 0 0

  

=  
𝑎2 + 𝑎1 0 0

0 0 𝑏2 + 𝑏1

0 0 0

  

=  
𝑎2 0 0
0 0 𝑏2

0 0 0

 +  
𝑎1 0 0
0 0 𝑏1

0 0 0

  

=  𝑀2 + 𝑀1 

(b) Akan ditunjukkan (𝑀3×3 ℤ ,∙) adalah semigrup 

(i) Untuk setiap 𝑀1,𝑀2 ∈ 𝑀3×3 ℤ ; 𝑎𝑖 , 𝑏𝑖 ∈ ℤ; 𝑖 = 1,2 

𝑀1 =  
𝑎1 0 0
0 0 𝑏1

0 0 0

 ,𝑀2 =  
𝑎2 0 0
0 0 𝑏2

0 0 0

  

sedemikian sehingga 

𝑀1𝑀2 =  
𝑎1 0 0
0 0 𝑏1

0 0 0

  
𝑎2 0 0
0 0 𝑏2

0 0 0

  

=  
𝑎1𝑎2 0 0

0 0 0
0 0 0

 ∈ 𝑀3×3 ℤ  

 

(ii) Untuk setiap 𝑀1,𝑀2,𝑀3 ∈ 𝑀3×3(ℤ); 𝑎𝑖 ,𝑏𝑖 ∈ ℤ; 𝑖 = 1,2,3 

𝑀1 =  
𝑎1 0 0
0 0 𝑏1

0 0 0

 , 𝑀2 =  
𝑎2 0 0
0 0 𝑏2

0 0 0

 ,  

𝑀3 =  
𝑎3 0 0
0 0 𝑏3

0 0 0

  

sedemikian sehingga 
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 𝑀1𝑀2 𝑀3 =   
𝑎1 0 0
0 0 𝑏1

0 0 0

  
𝑎2 0 0
0 0 𝑏2

0 0 0

   
𝑎3 0 0
0 0 𝑏3

0 0 0

  

=  
𝑎1𝑎2 0 0

0 0 0
0 0 0

  
𝑎3 0 0
0 0 𝑏3

0 0 0

  

=  
𝑎1𝑎2𝑎3 0 0

0 0 0
0 0 0

  

𝑀1 𝑀2𝑀3 =  
𝑎1 0 0
0 0 𝑏1

0 0 0

   
𝑎2 0 0
0 0 𝑏2

0 0 0

  
𝑎3 0 0
0 0 𝑏3

0 0 0

   

=  
𝑎1 0 0
0 0 𝑏1

0 0 0

  
𝑎2𝑎3 0 0

0 0 0
0 0 0

  

=  
𝑎1𝑎2𝑎3 0 0

0 0 0
0 0 0

  

 

(c) Untuk setiap 𝑀1,𝑀2, 𝑀3 ∈ 𝑀3×3(ℤ); 𝑎𝑖 , 𝑏𝑖 ∈ ℤ; 𝑖 = 1,2,3 

𝑀1 =  
𝑎1 0 0
0 0 𝑏1

0 0 0

 , 𝑀2 =  
𝑎2 0 0
0 0 𝑏2

0 0 0

 , 𝑀3 =  
𝑎3 0 0
0 0 𝑏3

0 0 0

  

sedemikian sehingga 

𝑀1 𝑀2 + 𝑀3 =  
𝑎1 0 0
0 0 𝑏1

0 0 0

   
𝑎2 0 0
0 0 𝑏2

0 0 0

 +  
𝑎3 0 0
0 0 𝑏3

0 0 0

   

=  
𝑎1 0 0
0 0 𝑏1

0 0 0

  
𝑎2 + 𝑎3 0 0

0 0 𝑏2 + 𝑏3

0 0 0

  

=  
𝑎1 𝑎2 + 𝑎3 0 0

0 0 0
0 0 0

  

=  
𝑎1𝑎2 + 𝑎1𝑎3 0 0

0 0 0
0 0 0

  

=  
𝑎1𝑎2 0 0

0 0 0
0 0 0

 +  
𝑎1𝑎3 0 0

0 0 0
0 0 0
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=  
𝑎1 0 0
0 0 𝑏1

0 0 0

  
𝑎2 0 0
0 0 𝑏2

0 0 0

 

+  
𝑎1 0 0
0 0 𝑏1

0 0 0

  
𝑎3 0 0
0 0 𝑏3

0 0 0

  

= 𝑀1𝑀2 + 𝑀1𝑀3 
 

 𝑀2 + 𝑀3 𝑀1 =   
𝑎2 0 0
0 0 𝑏2

0 0 0

 +  
𝑎3 0 0
0 0 𝑏3

0 0 0

   
𝑎1 0 0
0 0 𝑏1

0 0 0

  

=  
𝑎2 + 𝑎3 0 0

0 0 𝑏2 + 𝑏3

0 0 0

  
𝑎1 0 0
0 0 𝑏1

0 0 0

  

=  
 𝑎2 + 𝑎3 𝑎1 0 0

0 0 0
0 0 0

  

=  
𝑎2𝑎1 + 𝑎3𝑎1 0 0

0 0 0
0 0 0

  

=  
𝑎2𝑎1 0 0

0 0 0
0 0 0

 +  
𝑎3𝑎1 0 0

0 0 0
0 0 0

  

=  
𝑎2 0 0
0 0 𝑏2

0 0 0

  
𝑎1 0 0
0 0 𝑏1

0 0 0

 

+  
𝑎3 0 0
0 0 𝑏3

0 0 0

  
𝑎1 0 0
0 0 𝑏1

0 0 0

  

= 𝑀2𝑀1 + 𝑀3𝑀1 

 

2. Untuk setiap 𝑀1 ∈ 𝑀3×3(ℤ); 𝑎1,𝑏1 ∈ ℤ 

𝐴3×3 ℤ =  𝑀1 − 𝑀1𝑒  

=   
𝑎1 0 0
0 0 𝑏1

0 0 0

 −  
𝑎1 0 0
0 0 𝑏1

0 0 0

  
1 0 0
0 0 0
0 0 0

   

=   
𝑎1 0 0
0 0 𝑏1

0 0 0

 −  
𝑎1 0 0
0 0 0
0 0 0
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=   
0 0 0
0 0 𝑏
0 0 0

 ; 𝑏 ∈ ℤ  

𝐵3×3 ℤ =  𝑀1 − 𝑒𝑀1  

=   
𝑎1 0 0
0 0 𝑏1

0 0 0

 −  
1 0 0
0 0 0
0 0 0

  
𝑎1 0 0
0 0 𝑏1

0 0 0

   

=   
𝑎1 0 0
0 0 𝑏1

0 0 0

 −  
𝑎1 0 0
0 0 0
0 0 0

   

=   
0 0 0
0 0 𝑏
0 0 0

 ; 𝑏 ∈ ℤ  

𝐼3×3 ℤ = 𝐴3×3 𝑅 + 𝐵3×3 𝑅 =   
0 0 0
0 0 𝑏
0 0 0

 +  
0 0 0
0 0 𝑏
0 0 0

   

=   
0 0 0
0 0 𝑏 + 𝑏
0 0 0

  =   
0 0 0
0 0 𝑐
0 0 0

 ; 𝑐 ∈ ℤ  

𝑊3×3 ℤ = 𝑒 + 𝐼3×3 ℤ =   
1 0 0
0 0 0
0 0 0

 +  
0 0 0
0 0 𝑐1

0 0 0
   

=   
1 0 0
0 0 𝑐1

0 0 0
 ; 𝑐1 ∈ ℤ  

𝑒 𝑀3×3 ℤ  𝑒 =  
1 0 0
0 0 0
0 0 0

    
𝑎 0 0
0 0 𝑏
0 0 0

    
1 0 0
0 0 0
0 0 0

  

=    
𝑎 0 0
0 0 0
0 0 0

    
1 0 0
0 0 0
0 0 0

  

=   
𝑎 0 0
0 0 0
0 0 0

 ; 𝑎 ∈ ℤ  

3. Untuk setiap 𝑀1 ∈ 𝑒[𝑀3×3 ℤ ]𝑒;  𝑎1 ∈ ℤ, 𝑀1 =  
𝑎1 0 0
0 0 0
0 0 0

  

sedemikian sehingga 

𝑒𝑀1 =  
1 0 0
0 0 0
0 0 0

  
𝑎1 0 0
0 0 0
0 0 0

 =  
𝑎1 0 0
0 0 0
0 0 0
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𝑀1𝑒 =  
𝑎1 0 0
0 0 0
0 0 0

  
1 0 0
0 0 0
0 0 0

 =  
𝑎1 0 0
0 0 0
0 0 0

  

4.  

(a) 𝑀3×3 ℤ  dapat dinyatakan dalam jumlahan 𝐼3×3 ℤ  dan 

𝑒 𝑀3×3 ℤ  𝑒. 

𝑀3×3 ℤ =   
0 0 0
0 0 𝑐1

0 0 0
 +  

𝑎1 0 0
0 0 0
0 0 0

  =   
𝑎1 0 0
0 0 𝑐1

0 0 0
   

(b) 𝐼3×3 ℤ ∩ 𝑒 𝑀3×3 ℤ  𝑒 =   
0 0 0
0 0 𝑐
0 0 0

  ∩   
𝑎 0 0
0 0 0
0 0 0

   

=   
0 0 0
0 0 0
0 0 0

   

Dari (a) dan (b) terbukti 𝑀3×3 ℤ = 𝐼3×3 ℤ ⊕ 𝑒 𝑀3×3 ℤ  𝑒. 

 

Teorema 3.1.12 

Misalkan 𝜑 ∶ 𝑅 → 𝑅 adalah suatu automorfisma dari ring 𝑅 dan 𝑒 

adalah elemen identitas lemah dari 𝑅. Maka: 

1. 𝜑 𝑒 = 𝑒′  adalah suatu elemen identitas lemah dari 𝑅. 

2. Pembatasan dari pemetaan 𝜑 terhadap sembarang ring-ring 𝐴 atau 

𝐵 adalah suatu automorfima. 

3. 𝜑 terinduksi secara natural suatu isomorfisma ring 𝜑′ : 𝑒𝑅𝑒 → 𝑒′𝑅𝑒′ 
didefinisikan oleh 𝜑′ 𝑒𝑟𝑒 = 𝑒′𝜑 𝑟 𝑒′ . 

(Ghosseiri, 2008) 

Bukti: 

(1) 𝑒 adalah elemen identitas lemah dari 𝑅 maka berlaku 

untuk setiap 𝑟1, 𝑟2 ∈ 𝑅 sedemikian sehingga 

𝜑 𝑟1𝑒𝑟2 = 𝜑 𝑟1 𝜑 𝑒 𝜑 𝑟2 = 𝑟1𝑒′𝑟2 
disisi lain 

𝜑 𝑟1𝑒𝑟2 = 𝜑 𝑟1𝑟2 = 𝜑 𝑟1 𝜑 𝑟2 = 𝑟1𝑟2 

maka 𝑟1𝑒′𝑟2 = 𝑟1𝑟2. Jadi 𝜑 𝑒 = 𝑒′ adalah elemen identitas lemah 

dari 𝑅. 

 

(2) Akan ditunjukkan bahwa 𝜑(𝐴) ⊆ 𝐴 dan 𝜑(𝐵) ⊆ 𝐵. 

Ambil sembarang 𝑎 ∈ 𝐴 maka 

𝜑 𝑎 𝑒′ = 𝜑 𝑎 𝜑 𝑒 = 𝜑 𝑎𝑒 = 𝜑 0 = 0 
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menurut (1) 𝜑 𝑒 = 𝑒′  adalah elemen identitas lemah dari 𝐴, 

sehingga untuk sembarang 𝜑(𝑎) ∈ 𝜑(𝐴) maka 

𝜑 𝑎 𝑒 = 𝜑 𝑎 𝑒′𝑒 =  𝜑 𝑎 𝑒′ 𝑒 = 0𝑒 = 0 

menurut Lemma 3.1.4.1  𝜑 𝑎 𝑒′ ∈ 𝐴 karena berlaku tertutup 

terhadap pergandaan maka 𝜑 𝑎 ∈ 𝐴. Terbukti bahwa 𝜑(𝐴) ⊆ 𝐴. 

Ambil sembarang 𝑏 ∈ 𝐵 maka 

𝑒′𝜑 𝑏 = 𝜑 𝑒 𝜑 𝑏 = 𝜑 𝑒𝑏 = 𝜑 0 = 0 

menurut (1) 𝜑 𝑒 = 𝑒′  adalah elemen identitas lemah dari 𝐵, 

sehingga untuk sembarang 𝜑(𝑏) ∈ 𝜑(𝐵) maka 

𝑒𝜑 𝑏 = 𝑒𝑒′𝜑 𝑏 = 𝑒 𝑒′𝜑 𝑏  = 𝑒0 = 0 

menurut Lemma 3.1.4.2  𝜑 𝑏 𝑒′ ∈ 𝐵 karena berlaku tertutup 

terhadap pergandaan maka 𝜑 𝑏 ∈ 𝐵. Terbukti bahwa 𝜑(𝐵) ⊆ 𝐵. 

 

(3) Akan dibuktikan bahwa pemetaan 𝜑′ ∶ 𝑒𝑅𝑒 → 𝑒′𝑅𝑒′ yang 

didefinisikan 𝜑′ 𝑒𝑟𝑒 = 𝑒′𝜑(𝑟)𝑒′ adalah suatu isomorfisma. 

Untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑒𝑅𝑒 maka 𝑎 = 𝑒𝑟1𝑒, 𝑏 = 𝑒𝑟2𝑒. 

𝜑′ 𝑒𝑟1𝑒 + 𝑒𝑟2𝑒 = 𝜑′ 𝑒(𝑟1 + 𝑟2)𝑒 = 𝑒′𝜑′(𝑟1 + 𝑟2)𝑒′ 
= 𝑒′𝜑(𝑟1)𝑒′ + 𝑒′𝜑(𝑟2)𝑒′ 
= 𝜑′ 𝑒𝑟1𝑒 + 𝜑′(𝑒𝑟2𝑒) 

𝜑′ 𝑒𝑟1𝑒. 𝑒𝑟2𝑒 = 𝜑′ 𝑒𝑟1𝑒𝑟2𝑒 = 𝜑′ 𝑒𝑟1𝑟2𝑒 = 𝑒′𝜑 𝑟1𝑟2 𝑒
′  

= 𝑒′𝜑 𝑟1 𝜑 𝑟2 𝑒
′ = 𝑒′𝜑 𝑟1 𝑒

′𝑒′𝜑 𝑟2 𝑒
′  

= 𝜑′ 𝑒𝑟1𝑒 𝜑′ 𝑒𝑟2𝑒  
(terbukti pemetaan 𝜑′ ∶ 𝑒𝑅𝑒 → 𝑒′𝑅𝑒′ merupakan suatu 

homomorfisma). 

Untuk setiap 𝑒′𝜑(𝑟1)𝑒′, 𝑒′𝜑(𝑟2)𝑒′ ∈ 𝑒′𝑅𝑒′ sedemikian sehingga 

𝑒′𝜑(𝑟1)𝑒′ = 𝑒′𝜑(𝑟2)𝑒′ , maka 

𝑒′𝜑(𝑟1)𝑒′ = 𝑒′𝜑(𝑟2)𝑒′  

⇔   𝜑′ 𝑒𝑟1𝑒 = 𝜑′ 𝑒𝑟2𝑒  
⇔           𝑒𝑟1𝑒 = 𝑒𝑟2𝑒 

jadi 𝑒𝑟1𝑒 = 𝑒𝑟2𝑒 ∈ 𝑒𝑅𝑒 (injektif). 

Untuk setiap 𝑒′𝜑(𝑟)𝑒′ ∈ 𝑒′𝑅𝑒′ sedemikian sehingga terdapat 

𝑒𝑟𝑒 ∈ 𝑒𝑅𝑒 memenuhi 𝜑′ 𝑒𝑟𝑒 = 𝑒′𝜑(𝑟)𝑒′ (surjektif). Terbukti 

bahwa pemetaan 𝜑′ ∶ 𝑒𝑅𝑒 → 𝑒′𝑅𝑒′ adalah suatu isomorfisma 

(𝑒𝑅𝑒 ≅ 𝑒′𝑅𝑒′). ∎ 
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3.2 Ideal di Ring 𝑹 

 

Teorema 3.2.1 

Misalkan 𝐽 adalah suatu ideal dari 𝑅. Maka 

𝐽 = 𝐼 ∩ 𝐽 + 𝑒𝐽𝑒 = 𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐽 + 𝑈 ∩ 𝐽 + 𝑒𝐽𝑒 

(Ghosseiri, 2008). 

 

Bukti: 

1. Akan dibuktikan 𝐽 ⊆ 𝐼 ∩ 𝐽 + 𝑒𝐽𝑒. Ambil sembarang 𝑥 ∈ 𝐽, maka 

dapat dinyatakan 

𝑥 = 𝑥 − 𝑒𝑥 + 𝑒 𝑥 − 𝑥𝑒 + 𝑒𝑥𝑒 ∈ 𝐼 ∩ 𝐽 + 𝑒𝐽𝑒 

di mana 

𝑥 − 𝑒𝑥 + 𝑒 𝑥 − 𝑥𝑒 ∈ 𝐴 + 𝐵 = 𝐼 
dan 𝑒𝑥𝑒 ∈ 𝑒𝐽𝑒, jadi 𝐽 ⊆ 𝐼 ∩ 𝐽 + 𝑒𝐽𝑒. 

2. Akan dibuktikan 𝐼 ∩ 𝐽 + 𝑒𝐽𝑒 ⊆ 𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐽 + 𝑈 ∩ 𝐽 + 𝑒𝐽𝑒 atau 

𝐼 ∩ 𝐽 ⊆ 𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐽 + 𝑈 ∩ 𝐽. Menurut Remark 3.1.7.2 

𝐼 = 𝐴 + 𝐵 = 𝐴 ∩ 𝐵 ⊕ 𝑈 

Ambil sembarang 𝑥 ∈ 𝐼 ∩ 𝐽 maka 𝑥 ∈ 𝐼 dan 𝑥 ∈ 𝐽, misalkan 

𝑥 = 𝑡 + 𝑢 di mana 𝑡 ∈ 𝐴 ∩ 𝐵 dan 𝑢 ∈ 𝑈, 𝑢 = 𝑟𝑒 − 𝑒𝑟 untuk 

setiap 𝑟 ∈ 𝑅. Akan ditunjukkan bahwa 𝑡 ∈ 𝐽 dan 𝑢 ∈ 𝐽. Karena 

𝑥 ∈ 𝐼 = 𝐴 + 𝐵 maka 𝑥 = 𝑎 + 𝑏 di mana 𝑎 = 𝑟 − 𝑟𝑒 ∈ 𝐴 dan 

𝑏 = 𝑟 − 𝑒𝑟 ∈ 𝐵 sehingga 

𝑥 = 𝑎 + 𝑏 =  𝑟 − 𝑟𝑒 + (𝑟 − 𝑒𝑟) 

oleh karena 𝑥𝑒 ∈ 𝐽 (sifat tertutup), maka 

𝑥𝑒 =   𝑟 − 𝑟𝑒 +  𝑟 − 𝑒𝑟  𝑒 = 𝑟𝑒 − 𝑟𝑒 + 𝑟𝑒 − 𝑒𝑟𝑒 

= 𝑟𝑒 − 𝑒𝑟𝑒 =  𝑟𝑒 − 𝑒𝑟 𝑒 = 𝑢𝑒 ∈ 𝐽 
begitu juga −𝑥 ∈ 𝐼 = 𝐴 + 𝐵 maka −𝑥 = −𝑎 + (−𝑏) di mana 

−𝑎 = − 𝑟 − 𝑟𝑒 = 𝑟𝑒 − 𝑟 ∈ 𝐴 

dan 

−𝑏 =  𝑟 − 𝑒𝑟 = 𝑒𝑟 − 𝑟 ∈ 𝐵 
sehingga 

−𝑥 = −𝑎 + (−𝑏) =  𝑟𝑒 − 𝑟 + (𝑒𝑟 − 𝑟) 

oleh karena 𝑒(−𝑥) ∈ 𝐽 (sifat tertutup), maka 

𝑒(−𝑥) = 𝑒  𝑟𝑒 − 𝑟 +  𝑒𝑟 − 𝑟  = 𝑒𝑟𝑒 − 𝑒𝑟 + 𝑒𝑟 − 𝑒𝑟 

= 𝑒𝑟𝑒 − 𝑒𝑟 = 𝑒 𝑟𝑒 − 𝑒𝑟 = 𝑒𝑢 ∈ 𝐽 
diperoleh 𝑢𝑒 ∈ 𝐽 dan 𝑒𝑢 ∈ 𝐽 maka 𝑢𝑒 + 𝑒𝑢 ∈ 𝐽 (sifat tertutup). 

𝑢𝑒 + 𝑒𝑢 =  𝑟𝑒 − 𝑒𝑟 𝑒 + 𝑒 𝑟𝑒 − 𝑒𝑟 = 𝑟𝑒 − 𝑒𝑟𝑒 + 𝑒𝑟𝑒 − 𝑒𝑟 

= 𝑟𝑒 − 𝑒𝑟 = 𝑢 ∈ 𝐽 
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karena 𝑢 ∈ 𝐽 dan 𝑥 = 𝑡 + 𝑢 di mana 𝑥 ∈ 𝐽, maka 𝑡 = 𝑥 − 𝑢 ∈ 𝐽. 
Terbukti bahwa 𝑥 = 𝑡 + 𝑢 ∈ 𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐽 + 𝑈 ∩ 𝐽. Jadi 

𝐼 ∩ 𝐽 ⊆ 𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐽 + 𝑈 ∩ 𝐽 
atau 

𝐼 ∩ 𝐽 + 𝑒𝐽𝑒 ⊆ 𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐽 + 𝑈 ∩ 𝐽 + 𝑒𝐽𝑒 

3. Akan dibuktikan 𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐽 + 𝑈 ∩ 𝐽 + 𝑒𝐽𝑒 ⊆ 𝐽. Ambil sembarang 

𝑦 ∈ 𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐽 + 𝑈 ∩ 𝐽 + 𝑒𝐽𝑒 maka 𝑦 = 𝑤1 + 𝑤2 + 𝑒𝑤3𝑒 di 

mana 𝑤1,𝑤2 ∈ 𝐽 dan 𝑒𝑤3𝑒 ∈ 𝑒𝐽𝑒. Karena tertutup terhadap 

penjumlahan dan pergandaan maka 𝑦 = 𝑤1 + 𝑤2 + 𝑒𝑤3𝑒 ∈ 𝐽. 
Jadi 𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐽 + 𝑈 ∩ 𝐽 + 𝑒𝐽𝑒 ⊆ 𝐽. 

Dari (1), (2) dan (3) terbukti bahwa 

𝐽 = 𝐼 ∩ 𝐽 + 𝑒𝐽𝑒 = 𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐽 + 𝑈 ∩ 𝐽 + 𝑒𝐽𝑒.∎ 
 

Teorema berikut akan menunjukkan bahwa terdapat 

hubungan antara ideal maksimal dan ideal prima dari ring 𝑅 dan 𝑒𝑅𝑒 

sebagai ring dengan elemen identitas. Jika ring 𝑅 memenuhi 𝑅2 = 𝑅, 

maka setiap ideal maksimal di dalam 𝑅 adalah ideal prima. 

 

Teorema 3.2.2 

1. Jika 𝑁 adalah ideal maksimal dari 𝑒𝑅𝑒 maka 𝐼 + 𝑁 juga 

merupakan ideal maksimal di dalam 𝑅. Jika 𝑁 adalah ideal prima 

dari 𝑒𝑅𝑒 maka 𝐼 + 𝑁 juga merupakan ideal prima di dalam 𝑅. 

2. Jika 𝑃 adalah ideal prima dari 𝑅 maka 𝑒𝑃𝑒 juga merupakan ideal 

prima di dalam 𝑒𝑅𝑒. 

3. Jika 𝑀 adalah suatu ideal maksimal dari 𝑅 maka salah satu dari 

𝑒𝑀𝑒 = 𝑒𝑅𝑒 atau 𝑒𝑀𝑒 adalah sebuah ideal maksimal dari 𝑒𝑅𝑒 di 

mana 𝑀 = 𝐼 + 𝑒𝑀𝑒 adalah ideal prima dari 𝑅. 

(Ghosseiri, 2008) 

Bukti: 

(1) Akan dibuktikan 𝐼 + 𝑁 adalah sebuah ideal maksimal 

dari 𝑅. Karena 𝑁 adalah ideal maksimal dari 𝑒𝑅𝑒, maka 𝑁 ≠ 𝑒𝑅𝑒 

sehingga menurut Teorema 3.1.6 𝑅 ≠ 𝐼 + 𝑁, jadi 𝐼 + 𝑁 adalah ideal 

proper dari 𝑅. Misalkan 𝑇 adalah suatu ideal di dalam 𝑅 sedemikian 

sehingga 𝐼 + 𝑁 ⊆ 𝑇 ⊆ 𝑅 akan diperlihatkan 𝑇 = 𝐼 + 𝑁 atau 𝑇 = 𝑅. 

Perkalian dua sisi oleh 𝑒 dan 𝑁 adalah ideal maksimal di 

dalam ring 𝑒𝑅𝑒 dapat dinyatakan bahwa 

𝑒 𝐼 + 𝑁 𝑒 ⊆ 𝑒𝑇𝑒 ⊆ 𝑒𝑅𝑒 

⇔ 𝑒𝐼𝑒 + 𝑒𝑁𝑒 ⊆ 𝑒𝑇𝑒 ⊆ 𝑒𝑅𝑒 
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⇔ {0} + 𝑒𝑁𝑒 ⊆ 𝑒𝑇𝑒 ⊆ 𝑒𝑅𝑒 

⇔             𝑒𝑁𝑒 ⊆ 𝑒𝑇𝑒 ⊆ 𝑒𝑅𝑒 

maka 𝑒𝑇𝑒 = 𝑒𝑁𝑒 = 𝑁 (𝑒 adalah elemen identitas dari ring 𝑒𝑅𝑒) atau 

𝑒𝑇𝑒 = 𝑒𝑅𝑒. Oleh karena itu menurut Teorema 3.2.1 maka akan 

diperoleh 

𝑇 = 𝐼 ∩ 𝑇 + 𝑒𝑇𝑒 = 𝐼 + 𝑒𝑇𝑒 = 𝐼 + 𝑁 
atau 

𝑇 = 𝐼 ∩ 𝑇 + 𝑒𝑇𝑒 = 𝐼 + 𝑒𝑅𝑒 = 𝑅 

Jadi terbukti 𝐼 + 𝑁 adalah sebuah ideal maksimal dari 𝑅. 

 

Akan dibuktikan 𝐼 + 𝑁 adalah sebuah ideal prima dari ring 

𝑅. Misalkan 𝑒𝐽𝑒, 𝑒𝐾𝑒 sebarang ideal dari 𝑒𝑅𝑒 dan 𝑁 adalah ideal 

prima di dalam ring 𝑒𝑅𝑒 sedemikian sehingga  𝑒𝐽𝑒 (𝑒𝐾𝑒) ⊆ 𝑁 

maka 𝑒𝐽𝑒 ⊆ 𝑁 atau 𝑒𝐾𝑒 ⊆ 𝑁. Karena 

 𝑒𝐽𝑒 (𝑒𝐾𝑒) ⊆ 𝑁 

𝐼 +  𝑒𝐽𝑒  𝑒𝐾𝑒 ⊆ 𝐼 + 𝑁 

 𝐼 + 𝑒𝐽𝑒  𝐼 + 𝑒𝐾𝑒 ⊆ 𝐼 +  𝑒𝐽𝑒  𝑒𝐾𝑒 ⊆ 𝐼 + 𝑁 
dan 

𝑒𝐽𝑒 ⊆ 𝑁 ⇒ 𝐼 + 𝑒𝐽𝑒 ⊆ 𝐼 + 𝑁 

𝑒𝐾𝑒 ⊆ 𝑁 ⇒ 𝐼 + 𝑒𝐾𝑒 ⊆ 𝐼 + 𝑁 

Menurut Teorema 3.2.1 terlihat bahwa  𝐼 + 𝑒𝐽𝑒  dan  𝐼 + 𝑒𝐾𝑒  

adalah sembarang ideal di 𝑅. Jadi terbukti bahwa 𝐼 + 𝑁 adalah ideal 

prima dari ring 𝑅. 

 

(2) 𝑃 adalah ideal prima di dalam 𝑅 dan misalkan 𝐽 dan 𝐾 

adalah sembarang ideal dari 𝑒𝑅𝑒 sedemikian sehingga 𝐽𝐾 ⊆ 𝑒𝑃𝑒, 

akan ditunjukkan 𝐽 ⊆ 𝑒𝑃𝑒 atau 𝐾 ⊆ 𝑒𝑃𝑒. Karena 𝐼3 = 0 ⊆ 𝑃 dan 𝑃 

adalah ideal prima maka berlaku 𝐼 ⊆ 𝑃, menurut Teorema 3.2.1 

𝑃 = 𝐼 ∩ 𝑃 + 𝑒𝑃𝑒 = 𝐼 + 𝑒𝑃𝑒. Karena diketahui 𝐽𝐾 ⊆ 𝑒𝑃𝑒 sehingga 

dapat diperoleh 

𝐽𝐾 ⊆ 𝐼 + 𝐽𝐾 ⊆ 𝐼 + 𝑒𝑃𝑒 = 𝑃 

Karena 𝑃 adalah ideal prima maka 𝐽 ⊆ 𝑃 atau 𝐾 ⊆ 𝑃, jika dikalikan 

dengan 𝑒 dari ruas kiri dan kanan didapatkan 𝑒𝐽𝑒 ⊆ 𝑒𝑃𝑒 atau 

𝑒𝐾𝑒 ⊆ 𝑒𝑃𝑒, dengan kata lain 𝐽 ⊆ 𝑒𝑃𝑒 atau 𝐾 ⊆ 𝑒𝑃𝑒 karena 𝑒 adalah 

elemen identitas dari ring 𝑒𝑅𝑒. Jadi terbukti bahwa 𝑒𝑃𝑒 adalah ideal 

prima dari ring 𝑒𝑅𝑒. 
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(3) Misalkan bahwa 𝑀 adalah ideal maksimal dari 𝑅 dan 

𝑒𝑀𝑒 ≠ 𝑒𝑅𝑒. Misalkan 𝐾 adalah ideal dari 𝑒𝑅𝑒 sedemikian sehingga 

𝑒𝑀𝑒 ⊆ 𝐾 ⊆ 𝑒𝑅𝑒. Akan ditunjukkan 𝐾 = 𝑒𝑀𝑒 atau 𝐾 = 𝑒𝑅𝑒. 

Menurut Teorema 3.1.6 dan 3.2.1 didapatkan 

𝑀 = 𝐼 ∩ 𝑀 + 𝑒𝑀𝑒 ⊆ 𝐼 + 𝑒𝑀𝑒 ⊆ 𝐼 + 𝐾 ⊆ 𝐼 + 𝑒𝑅𝑒 = 𝑅. 
Karena 𝑀 ideal maksimal maka 𝐼 + 𝐾 = 𝑀 atau 𝐼 + 𝐾 = 𝑅. 

Pergandaan dua ruas oleh 𝑒 sebagai elemen identitas dari ring 𝑒𝑅𝑒 

ternyata dapat disimpulkan 

𝐾 = 𝑒𝐼𝑒 + 𝑒𝐾𝑒 = 𝑒𝑀𝑒 

atau 

𝐾 = 𝑒𝐼𝑒 + 𝑒𝐾𝑒 = 𝑒𝑅𝑒 

(karena 𝐾 ideal di dalam ring 𝑒𝑅𝑒). Terbukti bahwa 𝑒𝑀𝑒 adalah 

ideal maksimal dari ring 𝑒𝑅𝑒. 
 

Akan dibuktikan bahwa 𝑀 = 𝐼 + 𝑒𝑀𝑒 adalah suatu ideal 

prima dari 𝑅. Menurut Teorema 3.2.1 dan 𝑀 adalah ideal maksimal 

maka 𝑀 = 𝐼 ∩ 𝑀 + 𝑒𝑀𝑒 = 𝐼 + 𝑒𝑀𝑒. Karena 𝑒𝑅𝑒 adalah ring 

dengan elemen identitas 𝑒 dan 𝑒𝑀𝑒 adalah ideal maksimal dari 𝑒𝑅𝑒, 

menurut Teorema 2.2.32 maka 𝑀 = 𝑒𝑀𝑒 adalah ideal prima dari 

𝑒𝑅𝑒. Berdasarkan Teorema 3.2.2.1 maka 𝑀 = 𝐼 + 𝑒𝑀𝑒 adalah ideal 

prima dari 𝑅. ∎ 

 

Contoh 3.2.3 

Diberikan suatu ring bilangan bulat ℤ dan 𝑀3×3(ℤ) adalah matriks 

ring yang didefinisikan 

𝑀3×3 ℤ =   
𝑎 0 0
0 0 𝑏
0 0 0

 ; 𝑎,𝑏 ∈ ℤ  

dan 

𝑁3×3 ℤ =   
𝑎 0 0
0 0 𝑝
0 0 0

 ; 𝑎 ∈ ℤ; 𝑝 ∈ 2ℤ  

adalah ideal maksimal dari 𝑀3×3 ℤ . Akan ditunjukkan bahwa 

𝑁3×3 ℤ  bukan suatu ideal prima (Ghosseiri, 2008). 

 

Bukti: 

(a) Akan ditunjukkan 
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𝑁3×3 ℤ =   
𝑎 0 0
0 0 𝑝
0 0 0

 ; 𝑎 ∈ ℤ; 𝑝 ∈ 2ℤ  

adalah ideal di dalam matriks ring 𝑀3×3 ℤ  dan jelas bahwa 

2ℤ = {0, ±2, ±4,… } adalah suatu ring. 

 

Untuk setiap 𝑁1 , 𝑁2 ∈ 𝑁3×3 ℤ ;  𝑎𝑖 ∈ ℤ;  𝑝𝑖 ∈ 2ℤ; 𝑖 = 1,2. 

𝑁1 =  
𝑎1 0 0
0 0 𝑝1

0 0 0

 , 𝑁2 =  
𝑎2 0 0
0 0 𝑝2

0 0 0

  

sedemikian sehingga 

𝑁1 − 𝑁2 =  
𝑎1 0 0
0 0 𝑝1

0 0 0

 −  
𝑎2 0 0
0 0 𝑝2

0 0 0

  

=  
𝑎1 − 𝑎2 0 0

0 0 𝑝1 − 𝑝2

0 0 0

 ∈ 𝑁3×3 ℤ  

Untuk setiap 𝑁1 ∈ 𝑁3×3 ℤ ;  ∀𝑀1 ∈ 𝑀3×3 ℤ ; 𝑎1,𝑎2, 𝑏 ∈ ℤ;  𝑝 ∈ 2ℤ 

𝑁1 =  
𝑎2 0 0
0 0 𝑝
0 0 0

 ,𝑀1 =  
𝑎1 0 0
0 0 𝑏
0 0 0

  

sedemikian sehingga 

𝑁1𝑀1 =  
𝑎2 0 0
0 0 𝑝
0 0 0

  
𝑎1 0 0
0 0 𝑏
0 0 0

 =  
𝑎2𝑎1 0 0

0 0 0
0 0 0

 ∈ 𝑁3×3 ℤ  

𝑀1𝑁1 =  
𝑎1 0 0
0 0 𝑏
0 0 0

  
𝑎2 0 0
0 0 𝑝
0 0 0

 =  
𝑎1𝑎2 0 0

0 0 0
0 0 0

 ∈ 𝑁3×3 ℤ  

 

(b) Akan ditunjukkan 𝑁3×3 ℤ  adalah ideal maksimal. 

Misalkan terdapat ideal lain yaitu 𝐾3×3 ℤ  sedemikian sehingga 

𝑁3×3 ℤ ⊆ 𝐾3×3 ℤ ⊆ 𝑀3×3 ℤ . Maka 𝐾3×3 ℤ = 𝑀3×3 ℤ  atau 

𝐾3×3 ℤ = 𝑁3×3 ℤ , terbukti ideal 𝑁3×3 ℤ  adalah ideal maksimal 

dari matriks ring 𝑀3×3 ℤ . 
 

(c) Akan ditunjukkan bahwa ideal 
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𝑁3×3 ℤ =   
𝑎 0 0
0 0 𝑝
0 0 0

 ; 𝑎 ∈ ℤ; 𝑝 ∈ 2ℤ  

bukan merupakan ideal prima dari matriks ring 𝑀3×3 ℤ . Misalkan 

terdapat proper ideal 

𝐼3×3 𝑅 =   
𝑎 0 0
0 0 𝑖
0 0 0

 ;𝑎 ∈ ℤ;  𝑖 ∈ 5ℤ  

dan 

𝐽3×3(𝑅) =   
𝑎 0 0
0 0 𝑗
0 0 0

 ; 𝑎 ∈ ℤ;  𝑗 ∈ 3ℤ  

dari matriks ring 𝑀3×3 ℤ , sedemikian sehingga 

𝐼𝐽 =    
𝑎𝑘 0 0
0 0 𝑖𝑘
0 0 0

  
𝑎𝑘 0 0
0 0 𝑗𝑘
0 0 0

 

𝑛

𝑘=1

 =   
𝑐 0 0
0 0 0
0 0 0

 ; 𝑐 ∈ ℤ ⊆ 𝑁3×3 ℤ  

tetapi 

𝐼3×3 𝑅 =   
𝑎 0 0
0 0 𝑖
0 0 0

 ; 𝑎 ∈ ℤ;  𝑖 ∈ 5ℤ ⊈ 𝑁3×3 ℤ  

atau 

𝐽3×3(𝑅) =   
𝑎 0 0
0 0 𝑗
0 0 0

 ; 𝑎 ∈ ℤ;  𝑗 ∈ 3ℤ ⊈ 𝑁3×3 ℤ  

Terbukti bahwa ideal 𝑁3×3 ℤ  bukan ideal prima. 

 

 Ideal 𝑁3×3 ℤ  merupakan ideal maksimal tetapi bukan 

merupakan ideal prima disebabkan syarat 𝑀3×3 ℤ = (𝑀3×3 ℤ )2 

tidak dipenuhi. Bukti : 

 𝑀3×3 ℤ  
2

=   𝑀𝑖𝑀𝑖

𝑛

𝑖=1

 |𝑀𝑖 ∈ 𝑀3×3 ℤ   

=    
𝑎𝑖 0 0
0 0 𝑏𝑖

0 0 0

  
𝑎𝑖 0 0
0 0 𝑏𝑖

0 0 0

 

𝑛

𝑖=1

 =   
𝑎𝑖𝑎𝑖 0 0

0 0 0
0 0 0

   

=   
𝑎 0 0
0 0 0
0 0 0

 ;𝑎 = 𝑎𝑖𝑎𝑖 ;  𝑎 ∈ 𝑅 . 
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Ambil sembarang 𝑀1 ∈  𝑀3×3 ℤ  
2
 maka 𝑀1 =  

𝑎 0 0
0 0 0
0 0 0

  

di mana 𝑎 ∈ ℤ sehingga 𝑀1 ∈ 𝑀3×3 ℤ . Tetapi jika diambil 

sembarang 𝑀2 ∈ 𝑀3×3 ℤ  maka 𝑀2 =  
𝑎 0 0
0 0 𝑏
0 0 0

  sehingga 

𝑀2 ∉  𝑀3×3 ℤ  
2
, jadi 𝑀3×3 ℤ ≠ (𝑀3×3 ℤ )2. 
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BAB IV 

KESIMPULAN 

 

 Dari pembahasan skripsi ini, dapat disimpulkan bahwa, jika 

𝑅 adalah ring dengan elemen identitas lemah 𝑒 maka ring tersebut 

adalah jumlahan langsung dari dua buah subringnya yaitu ideal 

nilpoten 𝐼 dan ring 𝑒𝑅𝑒 dengan elemen identitas. Elemen identitas 

lemah dari suatu ring tidak harus tunggal. Suatu ring dengan elemen 

identitas lemah dapat didekomposisi dari elemen identitas lemah 

yang berbeda. Jika 𝐽 adalah sembarang ideal di dalam ring 𝑅 maka 

dapat dinyatakan 𝐽 = 𝐼 ∩ 𝐽 + 𝑒𝐽𝑒. Setiap ideal maksimal di dalam 

ring dengan elemen identitas lemah maka ideal prima dengan syarat 

𝑅2 = 𝑅. 
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