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RING DENGAN ELEMEN IDENTITAS LEMAH
ABSTRAK

Pada skripsi ini akan dibahas tentang definisi-definisi dan
teorema-teorema yang berhubungan dengan ring yang memuat
elemen identitas lemah. Suatu elemen e di dalam ring R disebut
elemen identitas lemah jika untuk setiap x,y di dalam R sedemikian
sehingga xy = xey. Jika suatu ring memuat elemen identitas lemah
e maka ring tersebut adalah jumlahan langsung dari dua buah
subringnya, salah satunya ideal nilpoten dan yang lainnya adalah ring
dengan elemen identitas, yaitu R = I @ eRe.

Kata kunci: elemen identitas lemah
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RING WITH WEAK IDENTITY

ABSTRACT

In this final project will be discussed about definitions and
theorems related to the ring with weak identity. An e element in the
ring R called weak identity element, if for each x,y in the ring R so
that xy = xey. If a ring contains weak identity element e, then ring
R is direct sum of two of its subrings, one of them is nilpotent ideal
and the other is ring with identity, thatis R = I ® eRe.

Keyword: weak identity
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Himpunan kosong

Operasi aljabar
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Himpunan bilangan real

Himpunan bilangan bulat
Himpunan bilangan bulat positif

A dikalikan sebanyak n kali
Himpunan bilangan bulat modulo n
Ideal yang dibangun elemen a

(a) = {ra|r e R}

a elemen kelas residu

x dipetakan oleh f

a dibagi oleh b

Pemetaan oleh f dari R ke R’

A dan B adalah isomorfisma

Hasil penjumlahan dari a, by, ayb,, ..., a, b,
Jumlahan langsung

Matrik M berukuran n X n atas ring R

Himpunan bilangan bulat yang dikalikan dengan n
atau {nZ|n € 7}
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Aljabar merupakan salah satu cabang matematika. Namun,
aljabar masih terbagi lagi menjadi beberapa cabang ilmu, salah satu
di antaranya adalah aljabar modern atau aljabar abstrak, yang
membahas bermacam-macam struktur aljabar, di mana masing-
masing struktur aljabar mempunyai sifat yang berbeda-beda.

Bentuk struktur aljabar yang paling sederhana dengan suatu
operasi biner adalah semigrup. Semigrup kemudian berkembang
menjadi grup, yang selanjutnya berkembang lagi menjadi ring. Di
dalam ring, terdapat subring dan ideal. Ideal dibedakan atas dua
macam, yakni ideal kiri dan ideal kanan. Jika suatu ideal memenuhi
kedua jenis ideal tersebut, maka dikatakan sebagai ideal dua sisi atau
cukup disebut dengan ideal. Selain itu, ada juga jenis-jenis dari ideal
di antanya ideal maksimal, ideal prima dan ideal nilpoten.

Pada perkembangan struktur dari ring baik ring komutatif
maupun non komutatif, banyak yang mengasumsikan bahwa ring-
ring memuat elemen identitas terhadap operasi perkalian, contohnya
field dan daerah integral. Skripsi ini akan memperkenalkan suatu
konsep baru, yakni akan memperlemah elemen identitas terhadap
operasi perkalian di dalam ring. Jika untuk setiap x, y € R sedemikan
sehingga berlaku xey = xy maka e disebut elemen identitas lemah
(Ghosseiri, 2008). Serta akan menjelaskan juga mengenai definisi-
definisi dan teorema-teorema yang menyangkut konsep ring dengan
elemen identitas lemah.

1.2 Rumusan Masalah

Permasalahan yang akan dibahas dalam skripsi ini adalah
bagaimana definisi-definisi dan teorema-teorema yang berhubungan
dengan ring yang memuat elemen identitas lemah.



1.3 Batasan Masalah

Dalam skripsi ini permasalahan yang akan dibahas hanya
untuk ring dengan elemen identitas lemah.

1.4 Tujuan

Tujuan penulisan skripsi ini adalah untuk menjelaskan
definisi-definisi dan  membuktikan  teorema-teorema  yang
berhubungan dengan ring yang memuat elemen identitas lemah.



BAB Il
TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini dibahas mengenai beberapa definisi, sifat dan
teorema beserta contoh yang akan digunakan sebagai dasar
pembahasan pada bab-bab selanjutnya. Teori-teori yang akan dibahas
adalah mengenai grup, ring dan homomorfisma ring.

2.1 Teori Grup

Definisi 2.1.1 (Grup) Suatu himpunan tak kosong G yang dilengkapi

dengan operasi biner = (dinotasikan dengan (G,*)) disebut grup jika

memenuhi aksioma-aksioma berikut:

1. Tertutup, untuk setiap a, b € G sedemikian sehingga a * b € G.

2. Assosiatif, untuk setiap a, b, ¢ € G sedemikian sehingga

(axb)*c=ax(b=*c).

3. Mempunyai elemen identitas, terdapat e € G untuk setiap a € G
sedemikian sehinggae *a = a x e = a.

4. Setiap elemen mempunyai invers, untuk setiap a € G terdapat
a~! € G sedemikian sehinggaa='*a=axa" ! =e.

(Bhattacharya, dkk, 1990)

Definisi 2.1.2 (Grup Komutatif) Misalkan (G,*) adalah suatu grup.
(G,*) disebut grup komutatif atau grup abelian jika untuk setiap
a,b € G, memenuhi a * b = b * a (Dummit dan Foote, 2004).

Contoh 2.1.3

1. Himpunan bilangan bulat Z merupakan grup komutatif terhadap
operasi penjumlahan.

2. Himpunan bilangan asli N bukan merupakan grup terhadap
operasi penjumlahan, karena tidak mempunyai elemen identitas
dan setiap elemen dari N tidak mempunyai invers.

Definisi 2.1.4 (Subgrup) Misalkan (G,*) suatu grup dan H suatu
subset dari G. H disebut suatu subgrup dari G jika H terhadap operasi
biner * membentuk suatu grup. Dengan kata lain, (H,*) merupakan
grup (Bhattacharya, dkk, 1990).



Teorema 2.1.5 (Subgrup) Misalkan G adalah grup. Suatu H subset

tak kosong dari G adalah subgrup dari G jika dan hanya jika

memenuhi:

1. Untuk setiap a,b € H sedemikian sehingga a-b € H dan
aleH.

2. Untuk setiap a, b € H sedemikian sehinggaa-b~! € H.

(Bhattacharya, dkk, 1990)

Bukti:

(=) jika H adalah subgrup dari grup G maka H tertutup,
terdapat elemen identitas, setiap elemen punya invers sehingga (1)
dan (2) terpenuhi.

() (1) Va, b € H sedemikian sehingga a - b € H (tertutup).
Va,b € H karena berlaku sifat tertutup maka b =x-y; x,y € H
sedemikian sehingga a-b=a-(x-y)=(a-x)-y (asosiatif).
Untuk sembarang a € H,a™! € H, akibatnya e = a -a~! € H. Jadi
H mempunyai elemen netral. (2) Setiap elemen dari H mempunyai
invers. m

Definisi 2.1.6 Jika S dan T adalah subgrup-subgrup dari grup
komutatif G, maka G adalah jumlahan langsung, yang dinotasikan
oleh

G=S®T
jika S + T = G (dengan Kata lain, untuk setiap g € G terdapat s € S
dant € Tdengang = s+ t)dan S n T = {0} (Rotman, 2003).

Contoh 2.1.7
Z adalah grup komutatif. Z dan {0} adalah subgrup komutatif dari Z
sedemikian sehingga Z N {0} = {0} maka Z = Z @ {0}.

Proposisi 2.1.8 Untuk suatu grup komutatif G dan S,T adalah
subgrup-subgrup dari G. Jika G =S @ T maka Untuk setiap g € G
dapat dinyatakan secara tunggal dari bentuk
g=s+t

dimanas € Sdant € T (Rotman, 2003).
Bukti:

G =S+ T, sedemikian sehingga untuk setiap g € G dapat
dinyatakan dalam bentuk g = s + t dengan s € S dan t € T. Untuk
melihat bahwa ini adalah pernyataan yang dapat dinyatakan secara
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tunggal, mlsalkan juga g = s+ t dengan s’ € S dan t' € T, maka
s+t—s +t Ss—=s =t—t €SNT ={0}. Oleh karena itu
s=s dan t =t , terbukti bahwa s € S dan t € T adalah tunggal. m

2.2 Teori Ring

Definisi 2.2.1 (Ring) Suatu himpunan tak kosong R yang dilengkapi
dengan dua operasi biner (+,-), dinotasikan dengan (R, +,) disebut
ring jika memenuhi aksioma-aksioma berikut:
1. (R, +) grup komutatif.
2. (R,:) semigrup.
(a) Tertutup, untuk setiap a, b € R sedemikian sehingga a - b € R.
(b) Assosiatif, untuk setiap a, b, c € R sedemikian sehingga
(a-b)-c=a-(b-c).
3. (R, +,") berlaku distibutif.
() Untuk setiap a, b, c € R sedemikian sehingga
a-(b+c)=(ab)+ (a-c).
(b) Untuk setiap a, b, c € R sedemikian sehingga
(b+c)-a=b-a)+ (c:a).
(Cameron, 2008)

Untuk selanjutnya, penulisan notasi ring (R,+,") dapat
disederhanakan menjadi R, serta penulisan perkalian a - b dapat
disederhanakan menjadi ab.

Contoh 2.2.2 R, Z, dan Q merupakan ring.

Definisi 2.2.3 (Ring Trivial): Suatu ring R disebut ring trivial jika
terhadap (R,+) adalah grup komutatif dan (R,-) adalah semigrup
sedemikian sehingga Va, b € R, ab = 0 (Bhattacharya, dkk, 1990).

Contoh 2.2.4
1. {0} adalah ring trivial.
2. Matriks atas ring R yang didefinisikan
_ ([0 a].
Moy (R) = {[0 0] ;a € R}
adalah ring trivial.



Definisi 2.2.5 (Ring Komutatif) Misalkan R adalah ring. R
dikatakan sebagai ring komutatif jika pada ring R berlaku sifat untuk
setiap a, b € R maka ab = ba (Dummit dan Foote, 2004).

Contoh 2.2.6

1. Rdan Z merupakan ring komutatif

2. Himpunan semua matriks M, «,(R) tidak selalu merupakan ring
komutatif karena operasi perkalian pada matriks tidak selalu
komutatif.

Definisi 2.2.7 (Ring dengan Elemen Identitas) Misalkan R adalah

ring komutatif. R dikatakan mempunyai elemen identitas jika

terdapat e € R dimana untuk setiap a € R sedemikian sehingga
ea=ae=a

(Dummit dan Foote, 2004).

Definisi 2.2.8 (Matriks Atas Ring) Misalkan R adalah suatu ring
dan {M,«,(R)} suatu himpunan dari semua matriks-matriks n X n
atas ring R. Maka M,,(R) dengan operasi penjumlahan dan
perkalian dari matriks-matriks disebut suatu matriks M,,,, atas ring
R (Bhattacharya, dkk, 1990).

Jikan > 1 dan R bukan ring trivial, maka

X
My ®) ={[" V]i%y.w,z€ R}
tidak komutatif. Jika untuk sembarang x,y € R dan A, B € M;y«>(R)
sedemikian sehingga

A:[’é 8],B:8 g],xyqto,makaAB;tBA.

Definisi 2.2.9 (Nilpoten) Suatu elemen a di dalam ring R disebut
nilpoten jika terdapat suatu bilangan bulat positif n sedemikian
sehingga a™ = 0 (Bhattacharya, dkk, 1990).

Contoh 2.2.10 Nol selalu nilpotent. Elemen [0

0 g];aeRdi dalam

matriks ring M, (R) juga nilpoten, karena

R I O | A B



Definisi 2.2.11 (Idempoten) Suatu elemen a di dalam ring R disebut
idempoten jika a®> = a (Bhattacharya, dkk, 1990).

Contoh 2.2.12 Secara jelas bahwa 0 dan 1 di dalam ring R (ring
dengan elemen identitas) adalah elemen-elemen idempoten.

Definisi 2.2.13 (Subring) Misalkan R suatu ring dan S suatu subset
dari R. S disebut suatu subring dari R jika S terhadap operasi biner
(+,-) membentuk suatu ring. Dengan kata lain, S merupakan ring
(Durbin, 1985).

Teorema 2.2.14 (Subring) Misalkan R adalah ring, S € R dan
S # @. S disebut subring di R jika memenuhi aksioma berikut:
1. Untuk setiap a,b € S makaa — b € S.
2. Untuk setiap a, b € S maka ab € S.
(Bhattacharya, dkk, 1990)
Bukti: pada kondisi a —b € S untuk setiap a,b € S berimplikasi
dengan (S, +) adalah suatu grup komutatif.
(@) Untuk setiap a, —b € S sedemikian sehingga menurut (1)
a— (=b) = a+ b €S (tertutup).
(b) Untuk setiap a, —x € S; x = b + ¢ sedemikian sehingga menurut
LNa+x=a+(b+c)=a+b+c=(a+b)+ c (asosiatif).
(c) Untuk setiap a, b € S; b = 0 sedemikian sehingga
a—b =a— 0= a (setiap elemen S adalah elemen satuan).
(d) Untuk setiap a, —b € S; b = —a sedemikian sehingga
a— b = a— a = 0 (setiap elemen S mempunyai invers).
(e) Untuk setiap a, —b € S sedemikian sehingga menurut (1)
a— (=b) = a+ b = b + a (komutatif).

Pada kondisi ab € S untuk setiap a,b € S berimplikasi
dengan (S,+) adalah suatu semigrup.
() Untuk setiap a, b € S sedemikian sehingga ab € S (tertutup).
(b) Untuk setiap a, x € S; x = bc sedemikian sehingga

ax = a(bc) = (ab)c (assosiatif).

Akan dibuktikan berlakunya sifat distributif. Untuk setiap

a,b € S; b = x — y sedemikian sehingga
ab=a(x—y)=ax—ay€S

dan



ba=((x—-y)a=xa—ya€S. m
Contoh 2.2.15 nZ = {nZ|n € Z} adalah subring di ring Z.

Definisi 2.2.16 (lIdeal) Misalkan R adalah ring, I S R dan [ # @. I
disebut ideal dua sisi di R jika memenuhi aksioma berikut:

1. Untuk setiap a,b € I makaa — b € |

2. Untuk setiap a € I,r € R makara € I dan ar € I

Ideal I disebut ideal trivial jika I = {0} dan ideal / disebut
ideal sejati jika I = R (Dummit dan Foote, 2004).

Contoh 2.2.17
1. Misalkan pZ = {pz|vz € Z} adalah suatu himpunan di mana p
adalah bilangan prima. Akan dibuktikan bahwa pZ adalah suatu
ideal di ring Z. Ambil sembarang a,b € pZ, maka a = pz; dan
b = pz, di mana z;,z, € Z. Akibatnya,
a—b=pz —pz; =p(z; — 2,) € pZ
Selanjutnya, untuk setiap » € R memenubhi:
ra =r(pz;) = p(rz;) € pZ
Jadi, pZ adalah ideal di Z. m
2. Misalkan didefinisikan suatu himpunan yang dibangun oleh
elemen a € R, yaitu Ra = {ra|r € R}. Akan dibuktikan bahwa
Ra adalah ideal di R. Ambil my, m, € Ra di mana m; = rya dan
m, = rpa, untuk setiap r, 7, € R. Maka:
m; —mp; =ra—nra= (3 —1)a€Ra
selanjutnya, untuk m € Ra di manam = ra dan r; € R, maka
rnm =r(ra) = (nr)a € Ra
Jadi, Ra adalah suatu ideal. m

Definisi 2.2.18 (Hasil Kali Ideal) Misalkan I dan J adalah ideal-
ideal di ring R yang komutatif. Hasil kali dari I dan J, dinotasikan IJ,
merupakan himpunan penjumlahan berhingga dari elemen-elemen
dalam bentuk ab di mana a € I dan b € J. Oleh karena itu, hasil kali
I dan J dapat didefinisikan

n
IJ= {Z a;b;la; € I, b; E]}
i=1

(Dummit dan Foote, 2004).
8



Teorema 2.2.19 Jika R ring komutatif dengan identitas, / dan J
adalah ideal-ideal di R, maka IJ ideal di R (Dummit dan Foote,
2004).
Bukti:

Misalkan I dan J adalah ideal-ideal di R. Akan dibuktikan I]
adalah ideal di R.
(a) Karena I dan J adalah ideal, maka 0 € I dan 0 € J, sehingga,

0 € I], yaitu I] # Q.

(b) Ambil sembarang a = ¥, x;y; ,b = ¥, x;q; € IJ sedemikian

sehingga
a-b= (Z xi)’i) - (z xiqi)
4i=1 i=1_
= Z__l(xiyi —x;q;) = Z._lxl' (i —qi)

el
(c) Ambil sembarang a =Y, x;¥; €IJ] dan r € R sedemikian
sehingga

ra=r (Z?zlxiyi) 7 Zn:l=1r(xiyi) X anzl(rxi)% €l
ar = (Zizlxi)’i)r 7 Zi:1(xiyi)r = Zizlxi()’ﬂ”) €l/.m

Definisi 2.2.20 (Jumlahan Ideal) Misalkan A4, 4,, ..., A, adalah
keluarga ideal kanan (kiri) di dalam ring R. Maka ideal kanan (Kkiri)
terkecil dari R yang memuat setiap 4;, 1 < i < n (dengan kata lain,
irisan dari semua ideal kanan (kiri) di dalam R yang memuat setiap
A;) disebut jumlahan dari A4, 45, ..., A,, (Bhattacharya, dkk, 1990).

Teorema 2.2.21 (Teorema Jumlahan Ideal) Jika Ay, A4y, ..., 4,
adalah ideal di dalam ring R, maka
S={a;+ay,+ :-+a,la; €A;,i=12,..,n}

adalah jumlahan dari ideal A, A,, ..., A, (Bhattacharya, dkk, 1990).

Bukti:

Ambil sembarang a,b € Sdana;, b; € A;,i =1,2,..,n
a=a;t+a;+--+a,
b =b1+b2 ++bn

sedemikian sehingga

a—b=(@+a;+ +a,)— (b +by+:--+by,)



= (a1 —by) +(az —by) + -+ (a, — b,) €S.

Ambil sembarang a€S,r€R dan a; €4;,,i=123..,n
sedemikian sehingga

ar=(a +a,+-+a )r=a;r +ar+--+a,r€s

ra=r(a;+a;+--+a,)=ray+ra; +--+ra, €S
terbukti S adalah ideal di ring R.
Akan ditunjukkan juga bahwa ideal A4, 45, ..., 4, termuat di dalam
S. Ambil sembarang a; € A; maka a; =0+ -+ a;+---+0CS
dimana i =1,2,...,n. Terbukti Ay, A,,..., A, termuat di dalam S.
Misalkan terdapat ideal T yang memuat ideal A4, A4,,...,4,, maka
SCcTCcR, sehingga S adalah ideal terkecil di dalam R yang
memuat Al,Az, ,An |

Definisi 2.2.22 (Jumlahan Langsung) Suatu jumlahan A = Y1 ; 4;
dari ideal-ideal kanan atau kiri dikatakan suatu jumlahan langsung
jika setiap elemen a € A dapat dinyatakan secara tunggal di dalam
bentuk Y a;,a; € 4;,1 < i < n. Jika jumlahan ), A; adalah suatu
jumlahan langsung maka ditulis sebagai

n
A=4@40.®4 =) A
i=1
(Bhattacharya, dkk, 1990).

Teorema 2.2.23 (Teorema Jumlahan Langsung)

Misalkan A4, A,,..., 4,, adalah ideal kanan (atau ideal Kiri) di dalam

ring R. Maka penyataan berikut adalah ekuivalen.

1. R = X1, A; adalah jumlahan langsung.

2. Ai n Z?Zl,j#:l' A] = {0},l = 1,2, L, N

(Bhattacharya, dkk, 1990)

Bukti:

(2)= (1)

Misalkan a =a;+a; +---+a, dan a=b;+by,+ -+ b, di

mana a;, b; € 4;,i = 1,2, ...,n, maka

0O=a—-a=(@+ay+:+a,)—(by+by+--+by)

=(a; — b%) + (az — by) + -+ (a, — by)

€ 4;n Z 4; = {0}

=1, #i
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karena A; N Xiq ;.; 4; = {0} adalah ideal dan berlaku sifat tertutup,
sehingga

n
—b1 EAanAi :{0}
i=2

n
—b2 EAzn 2 Ai ={0}
i=1,i#2
dan seterusnya

b, €A, nZA = (0}

akibatnya a; = by,a, = by, ...,a, = bn, karena a dapat dinyatakan
secara tunggal, jadi R = X/, A; adalah jumlahan langsung.
1=
Ambil sembarang x € A; N X, ;. 4;. Maka
x—a1+ +al_1+ai+1+---+an
0=a;++a_1+ (%) taq++ay,
karena 0€ Z _1A; maka a; € A; sedemikian sehlngga a; = 0 untuk
= 1,2,...,n, sehingga (—x) = 0, jadi 4; N Xy ;. 4 = {0}. m

Definisi 2.2.24 (ldeal Maksimal) Suatu ideal I di ring R disebut
ideal maksimal jika I adalah ideal sejati dan untuk sembarang ideal
N di ring R dengan I € N, maka N = [ atau N = R (Hungerford,
2003).

Contoh 2.2.25
1. Misalkan M, (F) adalah matriks atas field F yang didefinisikan

oleh My, (F) = {[g g ca,b € F}.

Maka himpunan matriks NZXZ(F)z{[

ideal maksimal di dalam ring M, (F).

2. Misalkan R merupakan field (R —{0},-) merupakan grup
komutatif), maka {0} di R merupakan ideal maksimal, karena
ideal-ideal di field R hanya {0} dan R, serta ideal sejatinya adalah

{0}.

0 b

0 0];b € F} adalah

11



Definisi 2.2.26 (Ideal Prima) Misalkan R adalah ring komutatif dan
[ adalah ideal di R. I disebut ideal prima jika dan hanya jika I ideal
sejati dan Va,b € R dengan ab €l berlaku a€l atau b €l
(Hungerford, 2003).

Contoh 2.2.27

1. Misalkan Z adalah ring. Himpunan pZ dengan p adalah bilangan
prima merupakan ideal prima dari ring Z.

2. Misalkan ring R merupakan daerah integral (ring yang tidak
memuat pembagi nol sejati), {0} yang merupakan ideal prima dari
R, karena untuk setiap x,y € R jika xy € {0} maka x € {0} atau

y € {0}.

Teorema 2.2.28 Ideal I di ring R disebut ideal prima jika dan hanya
jika AB € I maka A € I atau B < I untuk sembarang ideal-ideal A
dan B di ring R (Hungerford, 2003).

Bukti:

(=) Misalkan I adalah ideal prima di R. Ambil sembarang
ideal A dan B di R di mana AB € I. Untuk sembarang a € A dan
b € B diperoleh ab € I. Karena I adalah ideal prima, maka a € I
atau b € I. Hal ini berarti A < I atau B < I.

(<) Misalkan ABS 1= AC atau B S untuk setiap
ideal-ideal A dan B di ring R. Ambil sebarang a,b € R dengan
ab € I. Akibatnya, (a)(b) S dengan (a)= {ralr € R} dan
(b) = {rb|r € R} adalah ideal-ideal di R. Sehingga, {(a) €I atau
(b) € I, yaitu a € I atau b € I. Oleh karena itu, jika ab € I maka
a € [ atau b € I, artinya I adalah ideal prima.

Definisi 2.2.29 (ldeal Semiprima) Ideal I di ring R disebut ideal
semiprima jika dan hanya jika A2 €1 = A €I untuk sembarang
ideal A diring R. Jika I adalah ideal semiprima maka I adalah ideal
prima (T.Y.Lam, 1991).

Definisi 2.2.30 (Ideal Nilpoten) Suatu A adalah ideal kanan atau Kiri

di dalam ring R disebut ideal nilpoten jika A™ = {0} untuk suatu n
bilangan bulat positif atau n € Z* (Bhattacharya, dkk, 1990).
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Secara jelas bahwa setiap ideal nol adalah suatu ideal
nilpoten dan setiap elemen di dalam ideal nilpoten adalah suatu
elemen nilpoten.

Contoh 2.2.31

1. Misalkan ring R = Z,. Ideal A = {0,2} bukan ideal nol. Tetapi
A? = {0}. Jadi A adalah suatu ideal nilpoten begitu juga elemen 0
dan 2 adalah elemen-elemen yang nilpoten (T.Y.Lam, 1991).

2. Diketahui My, (@) = {[¢ ’Z];a,b,cez}. Suatu  ideal

AZXZ(Z):{[g g ;an} adalah ideal nilpoten sedemikian
: 2 _f(yn [0 ][0 a]., _ 10 0
sehingga A —{ =1 Ol [0 0‘],aleZ}— 0 0]'

Teorema 2.2.32 (Hubungan Ideal Maksimal dengan Ideal Prima)
Jika R ring dengan elemen identitas, maka setiap ideal maksimal
adalah ideal prima. Tetapi belum tentu untuk sebaliknya
(Bhattacharya, dkk, 1990).

Bukti:

Misalkan M adalah ideal maksimal dan misalkan A dan B
juga ideal di dalam R sedemikian sehingga AB € M. Misalkan
A & M maka A+ M = R dan 1 € R dapat dinyatakan

l=a+ma€eAmeM
Misalkan b € B maka
b=1b=(a+m)b=ab+mb=AB+MCc M
sehingga B < M, terbukti bahwa M adalah ideal prima dari ring R. m

Contoh 2.2.33 Diberikan ring Z, maka pZ = {pz|Vz € Z} di mana p
adalah bilangan prima merupakan ideal maksimal dari ring Z dan
juga merupakan ideal prima. {0} adalah ideal prima tetapi bukan
ideal maksimal.

Definisi 2.2.34 (Ring Semiprima) Suatu ring R disebut ring
semiprima (atau prima), jika {0} adalah suatu ideal semiprima (atau
prima) (T.Y.Lam, 1991).

Contoh 2.2.35 Ring reduced merupakan ring semiprima. Karena
Ring reduced tidak mempunyai elemen nilpoten kecuali nol (dengan
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kata lain Ya € R sedemikian sehingga a™ = 0 maka a = 0, untuk
suatu n € Z*) sehingga jika A ideal dari R dan A™ < {0} maka
A < {03}, jadi {0} memenuhi sebagai ideal semiprima di dalam ring
R. Contoh Ring reduced adalah Z (T.Y.Lam, 1991).

2.3. Homomorfima Ring

Definisi 2.3.1 (Pemetaan) Suatu pemetaan f : A — B adalah

1. Pemetaan injektif (satu-satu), jika untuk semua x;,x, € A
memenuhi x; # x, = f(x1) # f(x,) atau ekuivalen dengan
flx) =fl) =>x =x

2. Pemetaan surjektif (pada), jika untuk setiap y € B maka terdapat
suatu x € A sedemikian sehingga y = f(x).

3. Pemetaan bijektif adalah pemetaan yang injektif dan surjektif.

(Bhattacharya, dkk, 1990)

Definisi 2.3.2 (Homomorfisma Ring) Misalkan R dan S ring
komutatif. Pemetaan ¢ : R — S disebut suatu homomorfisma ring,
untuk setiap a, b € R memenuhi:

1. p(a+b) =¢p(a)+ o).

2. @(ab) = p(a)p(b).

(Dummit dan Foote, 2004)

Definisi 2.3.3

1. Homomorfisma ring yang surjektif (onto/pada) disebut
epimorfisma ring.

2. Homomorfisma ring yang injektif (satu-satu) disebut
monomorfisma ring.

3. Homomorfisma ring ¢ : R — S yang bijektif (satu-satu onto)
disebut isomorfisma ring dan dilambangkan R = S.

4. Homomorfisma ring ¢ : R — R disebut endomorfisma ring.

5. Isomorfismaring ¢ : R — R disebut automorfisma ring.

(Bhattacharya, dkk, 1990)

Teorema 2.3.4 Misalkan ¢ : R — S adalah suatu homomorfima dari

ring R ke ring S. Maka memenuhi sebagai berikut:

1. Jika 0 adalah elemen identitas (R, +) maka ¢(0) adalah elemen
identitas (S, +).

14



2>

4,

5.

Jika a € R maka ¢(—a) = —¢(a).

Himpunan {¢(a)|a € R} adalah suatu subring dari S disebut
bayangan homomosfis dari R oleh pemetaan ¢ dan dinotasikan
oleh Im ¢ atau @(R).

Himpunan {a € R|p(a) = 0} adalah suatu ideal di dalam R
disebut kernel dari ¢ dan dinotasikan oleh kernel ¢ atau ¢=1(0).
Jika e € R maka ¢(e) adalah elemen identitas dari subring ¢ (R).

6. Jika R komutatif maka ¢ (R) juga komutatif.

(Bhattacharya, dkk, 1990)

Bukti:

1. Untuk setiap a € R. Maka ¢(a) = p(a+ 0) = ¢(a) + ¢(0).

Terlihat suatu pemetaan ¢ : 0 - @(0) dan ¢(0) elemen satuan
dari (S,+). Untuk selanjutnya ¢(0) cukup ditulis sebagai 0 di
dalam @(R) atau S.
9(0) = p(a+ (—a)) = p(a) + p(—a) dan menurut (1) terlihat
bahwa ¢ (0) = 0 = ¢(a) + ¢(—a) maka —¢(a) = p(—a).
Ambil sembarang ¢(a), @(b) € ¢(R). Akan dibuktikan ¢(R)
adalah subring.
(@) @(a) — ¢(b) = p(a) + p(=b) = p(a —b) € p(R)
(b)p(a)p(b) = p(ab) € p(R)
terbukti bahwa ¢ (R) adalah subring dari S.
Misalkan a,b € ¢~1(0) = kernel ¢, r € R akan dibuktikan
bahwa ¢ ~1(0) adalah ideal di dalam R.
@ @(a—b) = p(a+ (b)) = p(a) + p(~b) = p(a)p(b)
=0— 0= 0sehinggaa —b € ¢ 1(0)

(b)p(ar) = p(@)e(r) = 0p(r) =0

p(ra) = p(r)e(a) = ()0 =0

terlihat bahwa ar = ra € ¢~1(0)
maka terbukti bahwa ¢ ~1(0) adalah ideal di dalam R.
Jika diambil sembarang a € R, e elemen satuan di dalam R maka
p(@e(e) = p(ae) = p(a) dan ¢@(e)p(a) = p(ea) = p(a).
Jadi ¢ (e) adalah elemen identitas dari @ (R).
Ambil sembarang a,b € R dan R adalah ring komutatif, maka
p(a)p(b) = p(ab) = p(ba) = p(b)p(a), jadi @(R) juga
komutatif. m
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Contoh 2.3.5

1.

16

Diberikan ring R dan R’ = {[a,1]|a € R} yang mana [a,1]
didefinisikan a/1 disebut fraction field dari R. Suatu pemetaan
f : R - R’ diberikan oleh f(a) = [a, 1] (Rotman, 2003).

Bukti:

Akan ditunjukan bahwa f: R — R’ yang didefinisikan oleh

f(a) = [a, 1] adalah suatu isomorfisma.

@ f(a+b)=[a+b1]=(a+b)/1=a/1+b/1

= f(a) + f(b)
f(ab) = [ab,1] = ab/1 = (a/1)(b/1) = f(a)f (D)
(terbukti homomorfisma).

(b)Misalkan f(a) = f(b) = [a, 1] = [b,1] = a/1 =b /1 jadi
haruslah a = b (injektif).

(c) Ambil sembarang [a, 1] € R' maka akan dapat ditemukan
a € R, karena setiap [a, 1] € R’ ditentukan oleh a € R
(surjektif).

Dari pernyataan dari (a), (b) dan (c) terbukti bahwa pemetaan

f : R - R adalah isomorfima ring (R = R'). m

Suatu pemetaan g : Z — 2Z didefinisikan oleh g(x) = 2x, bukan

merupakan suatu homomorfisma ring (Rotman, 2003).

Bukti:

Untuk sembarang x, y € Z berlaku:

@gx+y)=2(x+y)=2x+2y=9x +9Q»)

(b) g(xy) = 2(xy) # 2x2y = g(x)g(»)

dari (a) dan (b) terbukti bahwa pemetaan g : Z — 2Z bukan suatu

homomorfisma ring. m



BAB Il
PEMBAHASAN

Pada bab ini dibahas tentang definisi ring dengan elemen
identitas lemah, dekomposisi dari ring dengan elemen identitas
lemah, bentuk ideal dari ring tersebut, serta hubungan antara ideal

maksimal dengan ideal prima.

3.1 Dekomposisi Ring R

Definisi 3.1.1 Suatu elemen e di dalam ring R disebut elemen
identitas lemah jika untuk setiap x,y € R berlaku xey = xy

(Ghosseiri, 2008).

Contoh 3.1.2

Diberikan suatu ring bilangan bulat Z dan M3.3(Z) adalah matriks

ring yang didefiniskan

a 0 O
M3X3(Z) - {|:0 0 b] ¢ a,b € Z}
0 0 O

1 0 0
e=10 0 0
- - O. .O O
adalah elemen identitas lemah dari ring M5y3(Z).

Bukti:
Untuk setiap M1, M, € M3,3(Z); a;,b; € Z;i = 1,2

maka

-al 0 0 a; 0 0
M1 - 0 0 bl !MZ - [O 0 bz]
L0 0 O 0 0 O
sedemikian sehingga
fa; 0 07711 0lfa;, 0 O
M16M2 =10 0 b1 [0 0] [0 0 bz]
0 0 ollo (0) 0 0 O

0

0

0

! 0
a, 0 O0]f[a; O aia; 0 O
=[0 0 0”0 0 b2]=[0 0 0

0

0 0 O

|
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aq 0 O a 0 0
=[0 0 b1” 0 bzl—Mle

a, (9 011 0 0 aq 0 0

Mie = [0 0 bl] [O 0 0] [ 0 0]+ M
0 0 0 0 0
£ oo a; 0 0

€M1 [0 0 0] [0 0 bl] = [ 0 Of# Ml
0 0 OolLto 0 O 0 0

Didefinisikan e adalah elemen identitas lemah yang proper
jika e bukan elemen identitas dari ring R (diperlihatkan pada Contoh
3.1.2). Pada pernyataan-pernyataan selanjutnya akan diasumsikan
bahwa R adalah suatu ring dengan elemen identitas lemah, kecuali
ditetapkan lain.

Definisi 3.1.3 Misalkan A € R dan B < R didefinisikan oleh
1. A={r —re|r €R}

2. B={r—er|r eR}

(Ghosseiri, 2008).

Lemma 3.1.4
1. A={r e R|re = 0}
2. B={r e Rler =0}
3. A dan B adalah ideal di dalam ring R
(Ghosseiri, 2008).
Bukti:
1. Ambil sembarang a € A menurut Definisi 3.1.3 maka a = r — re
didapatkan ae = (r —re)e =re—re=0makaa=r —re ER
di mana berlaku ae = 0. Sehingga
A={r—relr € R} S {r € Rlre = 0}.
Sebaliknya, di dalam Lemma 3.1.4.1 jika r € R berlaku re = 0
maka dapat dinyatakan bahwa r =r —re € A di mana r € R.
Sehingga
{reRlre=0}S{r—relreR}=A
jadi A = {r —re|lr € R} = {r € R|re = 0}.
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2. Ambil sembarang b € B menurut Definisi 3.1.3 maka b =r —er
didapatkan eb = e(r —er) =er —er =0makab =r —er € R
di mana berlaku eb = 0. Sehingga

B={r—er|r e R} S {r € Rler = 0}.
Sebaliknya, di dalam Lemma 3.1.4.2 jika r € R berlaku er = 0
maka dapat dinyatakan bahwa r =r —er € B di mana r € R.
Sehingga
Bi={reRler=0}S{r—erlreR}=B
jadi B ={r —er|r € R} = {r € Rler =0} = B;.
3. Menurut Definisi 3.1.3, untuk setiap ai,a; € 4, a1 =1, — e,
a; =T —ne.
ai—a; = —ne)—(p—ne) =0 —n) —(n—ne
karena (r; — ;) E Rmaka (r; —rp) — (p —12)e € A,
untuk setiap a; € A,a; =1, —riedanVr € R
ar = —ne)r=nr—ner=nr—nr=0€A4
ra; =r(rn—ne)=rr—rre=0r) —(r)e€A
terbukti bahwa A adalah ideal dari ring R.
Untuk setiap by, b, € B, by =13 —ery, by =1, —eny.
by —by;=(rn—en)—(np—en)=(0,—n)—e(n—1r)
karena (r; — ;) E Rmaka (r; — ;) —e(r; — 1) €B,
untuk setiap by € B,b; =11 —ery danvVr € R
bir=(n —er)r=nr—enr =(nr)—e(nr) €EB
rby =r(rp —ery) =rry —rer; =rry —rrp =0€B
terbukti bahwa B juga ideal di dalam ring R.m

Remark 3.1.5
1. Dengan menggunakan bukti lemma di atas maka didapatkan
AR = {0} = RB, sedemikian  sehingga ideal I=A+B
memenuhi
I?’=(A+B)>=A4>+AB+BA+ B% =BA
RIR = R(4 + B)R = {0}
dengan A% = B? = I3 = {0}.
2. Jika diasumsikan R adalah ring semiprima maka I = {0}, di mana
A = {0} = B.
3. eRe = e?Re? adalah suatu ring dengan elemen identitas e?.
(Ghosseiri, 2008)
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Bukti:
1. (i) Untuk sembarang r'; € R

n n
AR = {Z a;r';la; € A,r'; € R} = {Z(n - rie)r’i}
i=1

i=1
n n
4 (hr';—n eT'i)} = {Z(ﬂ""’i - Ti’"'i)} = {0}
=1 i=1
n

i

n
RB = Zr’iai |r'; €R,a; € A} = {Z r'i(r — eri)}

i=1

=
< s — T,ieri)} = { (r'im, — r’iri)} = {0}
> 2

(if) Akan ditunjukkan I = A + B merupakan suatu ideal.
Untuk setiap y1,y, € I = A + B, 11,12,13,73 € R misalkan
yi =01 —ne)+ (p—er)(n—re) EA(p—en) €EB
Vo = (3 —1m3e) + (y —ery); (13 —13e) €EA; (r, —ery) €EB
sedemikian sehingga
y1 =Y, = —me) + (rp —ery) — [(r3 —138) + (13 — emy)]
=[(n —re) — (3 —me)] + [(; —ery) — (y — eny)]
=[(n —13) — (n —m3)e]l = [(, — 13) —e(r, = 13)]
€El=A+B
Untuk setiap y = (n —rie) + (i, —ery) € I = A + B dan untuk
setiap r € R sedemikian sehingga
yr = [(rp —re) + (n —en)r = (nr —ner) + (npr—enr)
= (nr—mnr) + (rpr—enr)
=0+ (mr—enr)el=A+B
ry=r[(rn —ne)+ (rn, —enr)]| = (r —rrne)+ (rr, —rery)
=(r —rre)—(r, —1rry)
=@r—rrne)+0€l=A+B
jadi I = A + B adalah ideal di dalam ring R.
(iii) untuk menunjukkan bahwa
1> =(A+B)>=A*>+ AB+ BA+ B> = BA
cukup ditunjukkan 4% = B? = AB = {0}
20




n n
AR = WH%S {Z a;a'; |a;,a’; € A} = {Z(n —ne)(r'; — r'l-e)}

i=1 i=1

n
= {E(rir’i —rner';—nrrie+ rier’ie)}

i=1

S |l

= { (nr'y =nr'y —rrie+ TiT'ie)} = {0}
i=1

n n
AB = {Z aibi |ai € A,bl' € B} = {Z(Ti — Tie)('r,i — e')"’l')}
i=1

i=1

n

= {Z(nr’i —rner'; —rer'; + rieer’l-)}
n

= {Z(Tﬂ"i w A\ R Ti"'i)} = {0}

n
B2 = BB = {z bib' |byb ;€ B}
i=1

= Z:l:l(ri —en)('; — er’i)}

n
= z (rr'; —eryr’; —rer'; + erier'i)}
i=1

n
= Z (ir'i—enr'i—nrh + erﬂ”’i)} = {0}
i=1
maka terbukti I? = BA.

(iv) Akan ditunjukkan I adalah ideal nilpoten.

I3 = I12(I) = BA(A + B) = BAA + BAB = B{0} + B{0} = {0}
terbukti bahwa I merupakan ideal nilpoten.

(v) Akan ditunjukkan pula bahwa RIR = R(A + B)R = {0}

RIR = R(A+ B)R = (RA+ RB)R = RAR + RBR
= R{0} + {O}R = {0} + {0} = {0}.
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2. Menurut Definisi 2.2.17. A% € {0} maka A < {0}, B> < {0} maka
B c {0}. Karena A = {0} dan B = {0} makal = A + B = {0}.

3. Akan dibuktikan eRe adalah suatu ring.
(@) (eRe, +) adalah grup komutatif.

(1) Untuk setiap erye, er,e € eRe sedemikian sehingga
erje + erye = e(r; + rp)e € eRe (tertutup).

(2) Untuk setiap erye, erye, erse € eRe sedemikian sehingga

(ere + erye) + erze = [e(r; + 1p)e] + erze
=e(rn+nrn+n)e
=ere + [e(r; + r3)e]
= enre + (ene + erze)

(assosiatif).

(3) Terdapat 0 = eOe € eRe sedemikian sehingga untuk setiap
ere € eRe sedemikian sehingga 0+ ere =ere+ 0 = ere
(eRe mempunyai elemen netral).

(4)Untuk setiap ere € eRe, terdapat - (ere) € eRe sedemikian
sehingga ere + e(—r)e = e(r — r)e = 0 (setiap elemen eRe
mempunyai invers).

(5) Untuk setiap er;e, erze € eRe sedemikian sehingga

ere+ere=e(rp +rn)e=e(m +r)e =ene+ere
(komutatif).
(b) (eRe,-) adalah semi-grup.

(1)Untuk  setiap erje,erye € eRe  sedemikian  sehingga
(erye)(erye) = e(ri1ry)e € eRe (tertutup).

(2) Untuk setiap erye, erye, erse € eRe sedemikian sehingga

[(erie)(ere)](erse) = (eryrye)erse = eriryrse

= ene(enre)

= (erye)[(erze)(erse)]
(assosiatif).
(c) Berlaku sifat distributif.

(1) Untuk setiap erye, erye, erse € eRe sedemikian sehingga
erie(erye + erze) = (erje)(ene) + (ere)(erse)

= enrnne + erjrze

(2) Untuk setiap erye, erye, erse € eRe sedemikian sehingga
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(erye + erze)erje = (erye)(erje) + (erse)(erye)

= ennre + ersrie

Dari (a), (b), (c) terbukti bahwa eRe adalah suatu ring,
karena berlaku tertutup maka eRe S R, sehingga eRe adalah subring
dari R.

Kemudian akan dibuktikan bahwa ring eRe mempunyai

elemen identitas e dan juga eRe = e?Re? yaitu ring dengan elemen
identitas e?.
Bukti: Terdapat e € eRe untuk sembarang a € eRe maka a = ere
sedemikian sehingga ea = e(ere) = ere = (ere)e = ae (menurut
Definisi 3.1.1). Ambil sembarang a € eRe maka a = ere. menurut
Definisi 3.1.1 maka a = ere = eeree = e’re® € e’?Re?, jadi
eRe € e?Re?. Ambil sembarang b € e?Re? maka b = e’re?.
Karena b = e’re? = eeree = ere € eRe, jadi e?Re? C eRe.
Terbukti bahwa eRe = e?Re?.

Karena eRe = e?Re? maka e?Re? juga merupakan suatu
ring dan terdapat e? € e?Re? untuk sembarang a = e?re? € e?Re?
sedemikian sehingga

e?a = e?(e’re?) = qe? = (e?re®)e? =e
terbukti e? adalah elemen identitas dari ring e’re?. m

2t

re

Teorema 3.1.6 Jika R adalah ring dengan elemen identitas lemah, e
elemen identitas dari ring eRe dan I adalah ideal nilpoten di dalam
ring R, maka

R=1® eRe
(Ghosseiri, 2008).

Bukti: Untuk setiap € R dapat dinyatakan
r=r—re)+(r—er)et+ere=r—er—re—eretere=r
Maka R = A + B + eRe = I + eRe. Ambil sembarang t € I N eRe,
maka t € [ dan t € eRe. Karena t € I maka ete € ele, menurut
Remark 3.1.5.1 ele = {0} sehingga ete = 0. Karena t € eRe maka
ete € e(eRe)e = eRe. Akibatnya I n eRe = {0}. Menurut Teorema

2.2.4 terbukti bahwa R =1 @ eRe. m

Remarks 3.1.7
1. Didefinisikan I = {x € R|exe = 0}.
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2. Didefinisikan U = {xe —ex|x € R}. Sebagai suatu grup
komutatif terhadap perjumlahan, I adalah jumlahan langsung dari
subgrup-subgrupnya yaitu AN B dan U, dengan kata lain
I=(ANB)@®U.

(Ghosseiri, 2008)

Bukti:

(1) Ambil sembarang x eI = A+ B maka x =a+ b di
manaa =1, —rne € A,b =1, —er, € Bdanr;,r, € R sehingga
exe =e(a+b)e=el[(rp —re)+ (r,—enr)le
= [(er; — erje) + (er, — eery)]e
= ere —erjee + erye — eerye
=ene—erne+ene—ene=>0
karena tertutup maka x € R di mana exe = 0, jadi
I=A+B Cc {x € Rlexe =0}

Sebaliknya, ambil sembarang x € {x € R|exe = 0}, sehingga

x=x—-0=x—exe =x—xe+xe—exe=x—xe+ (x—ex)e

di mana x — xe € A dan xe — e(xe) € B. Jadi,

{x€ER|lexe=0}SA+B=1I

Terbukti I = A+ B = {x € R|exe = 0}.

(2) Karena I = A+ B, menurut pembuktian Remark 3.1.5.1
bahwa I merupakan ideal dari R. Karena I ideal maka (/,+) adalah
merupakan grup komutatif.

(i) AnB c I dan A n B merupakan subgrup dari I karena A dan B
adalah subgrup dari 1.

Bukti : Ambil sembarang x,y e AnB maka x,y € A dan
x,y € B, karena berlaku xy € A dan xy € B maka xy € AN B,
karena berlaku x~! € Adan x~! € Bmakax~' € AN B.

Ambil sembarang x,y € ANB maka x,y € A dan x,y € B,
karena berlaku ab~! € Adan ab~! € B makaab~! € AN B.

(i) Sekarang akan dibuktikan bahwa (U, +) adalah subgrup dari 1.
Pertama akan ditunjukkan U < I. Ambil sembarang u € U di
mana x € R maka

u=xe—ex=(xe—ex)—x+x
=(x—ex)+[(—x)—(—x)elel=A+B
jadi U < I. Diketahui U = {xe — ex|x € R}.
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(@) Untuk setiap uq,uy; € U, uy = x1€ —exq, Uy = xe — exy
sedemikian sehingga
U +uy; = (xe —exy) + (xe —exy)
= +x)e—e(x; +x) €U
(tertutup).
(b) Untuk setiap uq, u,, uz € U maka
Uy = X1€ — €Xq,Up = Xp€ —€eXy,U3 = X3€ — €eX3
sedemikian sehingga
(uq +up) +uz =[(x1e —exy) + (xpe —exy)] + (x3e — ex3)
= [(x1 + x2)e —e(x; + x2)] + (x3€ — ex3)
= (x; +x +x3)e —e(x; + x5 + x3)
= (x1e —exy) + [(xze — exy) + (x3€ — ex3)]
= uy + (uy + u3) (assosiatif).
(c) Terdapat x; =0 € R maka terdapat juga 0 = xje — exq,
untuk sembarang u = xe — ex € U sedemikian sehingga
(xe —ex)+0 =0+ (xe —ex) = xe — ex
(U mempunyai elemen netral).
(d) Untuk setiap x € R maka —x € R sehingga untuk setiap u € U

dimana u = xe — ex.
((—x)e - e(—x)) = (—xe +ex)=(ex—xe) eU
sedemikian sehingga
(xe —ex) + (ex — xe) = (ex —xe) + (xe —ex) =0
(setiap elemen dari U mempunyai invers).
Dari (a), (b), (c) dan (d) terbukti bahwa (U, +) adalah subgrup dari 1.

(ili) Akan ditunjukkan bahwa I =ANB @ U. Bukti : Ambil

sembarang t € [ = A+ B maka t = a + b, di mana a € A dan

b € B. Maka oleh Lemma 3.1.3 dan 3.1.4 diperoleh :
t=a+b=a+b—ae—eb

=a+b—ae—eb+ (be—be+ea—ae)

=a+b—be—ea+be—ae—eb+ea
=(a+b—be—ea)+(b—a)e—e(b—a)
(a) Akan diperlihatkan (a + b — be — ea) € A N B. Menurut
Definisi 3.1.1,
(a+b—be—ea)=(rp —ne)+(—enr)—(rn—er)e—e(r —re)
=1 —re+r,—ern—re—ere—er —ene
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=(m+n)—M+n)e—e(m+nrn)+el +n)e
yang mana dapat dinyatakan bahwa
[ [(r +7) —e(r +r)] = [(r + 1) —e(r, +72)]e € A
an
[ +72) — (n+1)e]l —el(n +12) — (1 +12)e] €B
maka (a + b — be —ea) € AN B.

(b) Akan ditunjukkan (b —a)e —e(b—a) € U. Karena
berlaku sifat tertutup untuk setiap a,b € R maka (b — a) € R dan
(b — a) € R. Sehingga menurut Remarks 3.1.7.2 terbukti bahwa
(b—a)e—e(b—a) € U.

Maka dari (a) dan (b) terbukti bahwa sembarang tel =A+ B
dapat dinyatakan dalam A n B + U.

Akan ditunjukkan AN B NU = {0}, ambil sembarang
weEANBNU maka w € U, w = re —er di mana r € R. Karena
w € A maka oleh Lemma 3.1.4.1 diperoleh

we =0=(re—er)e =re—ere
dan w € B maka oleh lemma 3.1.4.2 diperoleh
ew =0=¢e(re—er) =ere—er
karenare — ere = we = 0 = ew = ere — er, maka re = ere = er,
sehnggaw = re —er =0, jadi AN B N U = {0}, terbukti
I=ANB®U.m

Meskipun elemen identitas dari suatu ring adalah tunggal,
tetapi tidak demikian untuk kasus elemen identitas lemah dari suatu
ring.

Teorema 3.1.8 Misalkan e adalah suatu elemen identitas lemah dari
ring R. Jika W adalah himpunan dari semua elemen identitas lemah
dari R maka

W=e+1={e+x|x €I}
(Ghosseiri, 2008).
Bukti:

Ambil sembarang y € e + 1 maka y = e + x di mana x € I,
akan ditunjukkan bahwa y € W. Untuk setiap r,7, € R sedemikian
sehingga nyrn, =r(e+x)r, =rer, +nxrn =nern,+0=nn
(menurut Remark 3.1.5.1). Menurut Definisi 3.1.1 terbukti bahwa
yeEW,jadie+ I S W.
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Ambil sembarang e’ € W karena W adalah himpunan
elemen identitas lemah, maka
e(e —e)e=ee e—eee=cee—ee=0
Menurut Remarks 3.1.7.1 dapat dilihat bahwa e’ —e € I
sehinggae € e+ I, jadi W € e + I. Terbukti bahwa W = e + I. m

Korolari 3.1.8 Misalkan R ring, e elemen identitas lemah di dalam R
dan W adalah himpunan dari semua elemen identitas lemah dari R.
Maka e adalah elemen identitas didalam R jika dan hanya jika
I = {0} (Ghosseiri, 2008).

Bukti:

(=) Jika e adalah elemen identitas di dalam R, maka
A={r—relreR}={0} dan B={r—er|reR} sehingga
I=A+B={0}.

(<) Menurut Teorema 3.1.6, jika I = {0} maka

R=1® eRe = {0} @ eRe = eRe
kemudian menurut Remark 3.1.5.3 eRe adalah ring dengan elemen
identitas e. Jadi terbukti bahwa e adalah elemen identitas dari ring R.
]

Teorema 3.1.6 memperlihatkan bahwa ideal-ideal A dan B di
dalam dekomposisi R = I @ eRe = A + B @ eRe adalah e sebagai
elemen identitas lemah dipilih secara sembarang dari himpunan W.
Pada teorema berikut, jika diambil e dan e’ sebarang di dalam
himpunan W kemudian R = A+ B @ eRedan R = A"+ B' @ e'Re’
merupakan dekomposisi yang bersesuaian di dalam ring R, maka
A=A' B =B daneRe = e'Re’.

Teorema 3.1.10

Diasumsikan bahwa e dan e’ adalah elemen identitas lemah dari ring
R dan misalkan R=A+B @ eRe dan R=A"+ B @ e'Re’
merupakan dekomposisi yang bersesuaian di dalam R. Maka A = A,
B = B’ dan eRe = e'Re’ (Ghosseiri, 2008).

Bukti:

(i) Ambil sembarang x € A maka xe =0 sedemikian
sehingga xe' = xee' = 0e' = 0, jadi x € A’ sehingga A € A’. Ambil
sembarang x € A" maka xe’ = 0 sedemikian sehingga

xe = xe'e =0e =0
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jadi x € A sehingga A’ < A. Terbukti A = A'.

(i) Amb|I sembarang x € B maka ex =0 sedemikian
sehingga e x =e'ex=e0=0, jadi x € B' sehingga B S B'.
Sebaliknya ambil sembarang x € B" maka e'x = 0 sedemikian
sehingga ex = ee'x = e0 = 0, jadi x € B sehingga B’ < B. Terbukti
B=F.

(iii) Akan dibuktikan juga bahwa pemetaan ¢ : eRe — e'Re’
yang didefinisikan ¢ (ere) = e're’ adalah suatu isomorfisma.

Untuk setiap a, b € eRe maka a = erje, b = erye.
p(ere + ere) = pe(r +r)e) =e'(r + e’ =e're’ +e'ne’
= @(erre) + @(erze)
¢ (erie.erze) = p(erierse) = p(erirye) = e (nr)e’
= (e're)(e'rye’) (Definisi 3.1.1)
= ¢p(erie)p(erze)
(terbukti ~ pemetaan ¢ :eRe —» e¢'Re’  merupakan  suatu
homomorfisma).

Untuk  sembarang e 'rie’,e re’ € ¢'Re’,  sedemikian

sehingga e rie’ = e nrye maka
e rle =e rze
© ¢(erre) = p(erze)
S erje = ene
jadi erye = erye € eRe (injektif).

Untuk setiap e're’ € e’'Re’ sedemikian sehingga terdapat
ere € eRe memenuhi @(ere) = e're’ (surjektif). Terbukti bahwa
pemetaan ¢ : eRe — e'Re’ adalah suatu isomorfisma (eRe = e'Re’).
[ |

Contoh 3.1.11
Diberikan suatu ring bilangan bulat Z dan M3.3(Z) adalah matriks
ring yang didefiniskan

a 0 0
M3X3(Z) = {|:0 0 b] ) a,b (S Z}
0 0 O
1 0 0
= [0 0 0]
0 0 O
1. Akan dibuktikan bahwa M3, (Z) adalah ring.
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2. Akan ditunjukkan himpunan Asx3(Z), Bzax3(Z), I3x3(Z),
W3x3(Z) dan e[M3x3(Z)]e.

3. Akan dibuktikan e adalah elemen identitas dari ring

e[M3x3(Z)]e.

4. Akan dibuktikan bahwa M3X3(Z) = I3X3(Z) @ e[M3X3(Z)]

Bukti:

1.

@) Akan ditunjukkan (M343(Z), +) adalah grup komutatif

a,

Ml = [0 0 bl] ,Mz
sedemikian sehinggz?

'al 0 0
Mi+M,=10 0 bi|+]|O0
L0 0 O 0

‘al + a, 0 0
= 0 0 bl + b2
L0 0 0
(if) Untuk setiap M, My, M3 € M3y3(Z); a;,b; € Z;i = 1,2,3
_al 0 0 a 0 0
M1= 0 0 bl]'M2:|:0 0 bz]
L0 0 O 0 0 O

as 0 0
M3:[0 0 b3]
0 0 0
0 by >-+ 0 0 b
0 0 O 0 0 O
as 0 0]

[0 0
0 O
a 0 0
0 b]
0 O

S M3x3(Z)

sedemikian sehingga
(My + M) + M;

aq 0 0
0 0 O

a; +ap 0 0
0 0 b+bh|+
0 0 0

a1+a2+a3 0 0

0 0 by + by + by
0 0 0

a; 0 0 as 0 0 ]

0 0 bs
0 0 0
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30

a 0 0 a, + as 0 0
0 0 O 0 0 0
aq 0 O a 0 0 as 0 0
0 0 O 0 0 O 0 0 O

=M, + (M; + M3)

(|||) Terdapat 0e€e M3X3(Z); VMl € M3X3(Z); aq, bl EZ

00 0 a 0 0
0=000,M1=00b1

0
b1] =M

0 0 O 0 0 0
sedemikian sehingga
0 0 O ag 0 O a; 0
0+ M, = [0 0 0 0 O bl‘ = [ 0
0 0 O 0 0 0 0 0
ag 0 O 0 0 O al 0 O
0 0 0 0 0 0 0

(iv) Untuk setiap My € M3y3(Z), terdapat —M; € M3y3(Z)
a 0 0 —aq 0 0
M1=[0 0 bll,_M1=[ 0 0 _bl]
0 0 O 0O 0 O
sedemikian sehingga
a 0 0
M1+(—M1)=[0 0 b1 i
0 0 O
0 0 O
= [O 0

0 0

0 —b

—aq 0 0 ]
0 0 0

0 b

0

0
_a10 0

0

0 0 0 O

(_Ml) + M1 ~ [ 0 _bl -
0 0

0 0 O
=0 0 0[=0
0 0 O

(v) Untuk setiap M1, M € M3y«3(Z); a;,b; € Z;i = 1,2

aq 0 0]




aq 0 O a, 0 0
Mlz‘ro 0 bl]’M2:|:0 0 bz]
\\ Lo o o 0 0 0
sedemikian sehingga

a, 0 0 a 0 0
M1 AP M2 = [0 0 b1 +10 0 bz]
0 0 0 0 0 O

'al + a 0 0
= 0 0 b1 + b2

L 0 0 0
'a2+a1 0 0
= 0 0 b2+b1
L 0 0 0
—az 0 0 aq 0 0
=lo 0 by|+|0 0 bll
L0 0 O 0 0 O
=M2+M1

(b) Akan ditunjukkan (M3 (Z),:) adalah semigrup
(l) Untuk Setiap MllMZ € M3X3(Z); a;, bi € Z, i = 1,2
aq 0 O a 0 0
M1=|:0 0 bl],M2:|:0 0 bz}
0 0 O 0 0 O
sedemikian sehingga

a 0 0 a 0 0
MM, = [O 0 bl] !O 0 bz]
0 0 01Lo 0 O
aia; 0 0
= [ 0 0 0:| € M3X3(Z)
0 0 0

(||) Untuk Setiap Ml,Mz,M3 € M3X3(Z); ai,bi € Z,l = 1,2,3
aq 0 0 a 0 0
M1=[O 0 bl]’Mzz[O 0 bZ]'
0 0 O 0 0 O
as 0 0
M3 = [0 0 b3]
0 0 O

sedemikian sehingga
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ap 0 a3 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
aiay 0
:[ 0 0 ”0 0 b3]
0 0 0lLO 0 O
aiaxas 0 O
= [ 0 0 0]
0 0 o
aq 0 0 a 0 0 as 0 0
Ml(MzMg)z[ 0 bl]([ 0 b2”0 0 b3]>
0 O01JL0O O O
aq a2a3 0 0
[0 0 b” 0 0]
0 0 0 0 0

a;a,as
= 0
0 0 0

(c) Untuk setiap My, M,, M3 € M3y3(Z); a;, b; € Z;i = 1,2,3

aq 0 0 a 0 0 as 0 0
M1=[0 0 bl],MZZI:O 0 bz],M3=[O 0 b3]

0 0 O 0 0 0 0 0 O
sedemikian sehingga
'a1 0 0 a 0 0 as 0 0
Ml(Mz + M3) =10 0 bl] (!0 0 bz +10 0 b3]>
L0 0 O 0 0 O 0 0 O
'a1 0 0 a + as 0 0
=10 0 b1 0 0 b2 + b3
L0 0 O 0 0 0
'al(az + a3) 0 0
= 0 0 0
| 0 0 0
[a1a; + aja3 0 0
= 0 0 0
0 0 0
aia, 0 0 aias 0 0
=10 0 O|+] O 0 0
0 0 O 0 0 0
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aq 0 0 a 0 O
0 0O 0ldLO O O
aq 0 0 as 0 0
+lo o bl][o 0 b3]
0 0 0lJLO 0 O
:M1M2+M1M3
a 0 0 as 0 0 a 0 0
0 0 O 0 0 O 0 0 O
'a2+a3 0 0 a 0 0
= 0 0 b2+b3 0 0 bl]
L 0 0 0 0 0 O
'(a2+a3)a1 0 0
= 0 0 0
| 0 0 0
[a,aq +aza; 0 0
= 0 0 0]
0 0 0
a,aq 0 O asaq 0 0
=] 0 0 O|+]| O 0 0]
L 0 0 0 0 0 0
_az 0 0 a, 0 0
L0 0 01LO O O
as 0 0 a 0 0
L[ o b3”0 0 bll
0 0 O0JLO O O
:M2M1+M3M1
2. Untuksetlap Ml €M3X3(Z); al,bl EZ
A3x3(Z) = {M; — Mye}
a 0 0 aq 0 0 1 0 O
={[o 0 blHo 0 blno 0 on
0 0 O 0O 0 o0lL0O 0 O
a 0 0 aq 0 0
0 0 O 0 0 O
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0 0 O
=40 0 b|;bEZ
0 0 O
B3y3(Z) = {My — eM; }
'a1 0 0 1 0 O a, 0 0
=1lo o bll—lo 0 0”0 0 b1”
0 0 O 0 0 O0lLO 0 O
a; 0 O a 0 O
={lo o bll—lo 0 0]}
0 0 O 0O 0 O
0 0 O
=410 0 b;bEZ}
0 0 O
0O 0 O 0O 0 O
I3x3(Z) = A3x3(R) + B3x3(R)=3|0 0 b[(+|[0 0 b
0 0 O 0O 0 O
0 O 0 0 0 O
={lo . b+b}={lo - c];ceZ
00 0 00 0

Wsy3(Z) = e + I3x3(Z) = {

1]
————
O o Qo0 O RO O R

el el=NeNole o)
Q
-
Q
—
m
N

[ —
S O
o O O

aq 0 O
3. Untuk setiap M; € e[M3y3(Z)]e; a1 €EZ, My = [0 0 0]

0 0 O
sedemikian sehingga

1 0 O aq 0 O aq 0 O
eM;=|0 0 O||0 O O|=|0 O O
0 0 olLo 0 O 0O 0 O
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ag 0 OJ][1 0 0] [a; O O
M1e=[0 0 0”0 0 o‘=[0 0 o]
0 0 0

h 0 0 ofLo 0 O
(@) M343(Z) dapat dinyatakan dalam jumlahan I;43(Z) dan
e[M3yx3(Z)]e.
0 0 0] [ag O O a; 0 0
M3X3(Z) = {|:0 0 C1 +10 0 0]} = {l 0 0 Cl]}
0 0 O 0 0 O 0 0 O

0O 0 O a 0 O
(b)13x3(Z)ne[M3x3(Z)]e={0 0 cnn{lo 0 0“
0O 0 O 0O 0 O

0 0 O
“fo s ol
0 0 O
Dari (a) dan (b) terbukti M3X3(Z) = I3X3(Z) @ e[M3x3(Z)]e.

Teorema 3.1.12
Misalkan ¢ : R — R adalah suatu automorfisma dari ring R dan e
adalah elemen identitas lemah dari R. Maka:
1. ¢(e) = e adalah suatu elemen identitas lemah dari R.
2. Pembatasan dari pemetaan ¢ terhadap sembarang ring-ring A atau

B adalah suatu automorfima.
3. ¢ terinduksi secara natural suatu isomorfisma ring ¢ : eRe — e'Re’

didefinisikan oleh ¢ (ere) = e ¢(r)e .
(Ghosseiri, 2008)
Bukti:

(1) e adalah elemen identitas lemah dari R maka berlaku
untuk setiap 4,1, € R sedemikian sehingga
p(riery) = p(r)p(e)p(r) = re'rn
disisi lain
p(rery) = p(riry) = p(r)e(r) =nn

maka re'r, = ryry. Jadi @(e) = e’ adalah elemen identitas lemah
dari R.

(2) Akan ditunjukkan bahwa @(4) € A dan ¢(B) € B.
Ambil sembarang a € A maka

p(@)e = p(a)p(e) = pae) = p(0) =0
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menurut (1) ¢@(e) = e adalah elemen identitas lemah dari A4,
sehingga untuk sembarang ¢ (a) € ¢(A) maka

p(@e = p(a)e e = (p(a)e)e = 0e = 0

menurut Lemma 3.1.4.1 ¢@(a)e € A karena berlaku tertutup
terhadap pergandaan maka ¢ (a) € A. Terbukti bahwa ¢ (A4) € A.
Ambil sembarang b € B maka

e p(b) = p(e)p(b) = p(eb) = (0) = 0
menurut (1) ¢@(e) = e adalah elemen identitas lemah dari B,
sehingga untuk sembarang ¢ (b) € @ (B) maka

ep(b) = ee p(b) = e(e’q)(b)) =e0=0
menurut Lemma 3.1.4.2 ¢(b)e € B karena berlaku tertutup
terhadap pergandaan maka ¢ (b) € B. Terbukti bahwa ¢(B) < B.

(3) Akan dibuktikan bahwa pemetaan ¢’ : eRe — e'Re’ yang
didefinisikan ¢'(ere) = e'@(r)e’ adalah suatu isomorfisma.
Untuk setiap a, b € eRe maka a = erye, b = erze.

¢'(erre + ene) = ¢'(e(ry +)e) = e'p'(r +12)e’

=e'g(r)e' +e p(r)e’
= ¢'(erje) + ¢'(erze)
@'(ere.erye) = ¢'(ererze) = ¢'(eryrze) = e p(riny)e’
=e ‘P(ﬁ)fp(?’z)e =e (P(T1)e e (p(rz)e
= ¢'(erye)p'(erze)
(terbukti  pemetaan  ¢': eRe —» e'Re’  merupakan  suatu
homomorfisma).
Untuk setlap e <p(r1)e e @(r))e’ € e'Re’ sedemikian sehingga
e p(r)e =epm)e, maka
e p(r)e =e g(r)e
& ¢'(ere) = ¢'(erze)
=3 erie = ene

jadi erye = erye € eRe (injektif).
Untuk setiap e @(r)e’ € e’Re’ sedemikian sehingga terdapat
ere € eRe memenuhi ¢'(ere) = e'p(r)e’ (surjektif). Terbukti
bahwa pemetaan ¢':eRe — e'Re’ adalah suatu isomorfisma
(eRe = e'Re’). m
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3.2 ldeal di Ring R

Teorema 3.2.1

Misalkan J adalah suatu ideal dari R. Maka
J=InJ+efJe=ANBnNnj+UNJ+eje

(Ghosseiri, 2008).

Bukti:
1. Akan dibuktikan ] € I N J + eJe. Ambil sembarang x € J, maka
dapat dinyatakan
x=x—ex+e(x—xe)+exe€ln]+ele
di mana
x—ex+te(x—xe) EA+B =1
danexe € efe,jadiJ S I N ] + e]e.
2. Akan dibuktikan Inj+efecANBNJ+UNJ+efe atau
INJ€<AnBNJ+UnJ. Menurut Remark 3.1.7.2
I=A+B=AnNnB®U
Ambil sembarang x €I NnJ maka x € [ dan x €J, misalkan
x=t+u di mana teANB dan ue€ U, u=re—er untuk
setiap r € R. Akan ditunjukkan bahwa t € J dan u € J. Karena
x€El=A+B maka x=a+b di mana a=r—re € A dan
b = r — er € B sehingga
x=a+b=0—re)+ (r—er)
oleh karena xe € J (sifat tertutup), maka
xe=[(r—re)+(r—er)le=re—re+re—ere
=re—ere=(re—er)e=ue€j
begitu juga —x € I = A+ B maka —x = —a + (—b) di mana
—a=—(r—re)=re—reA
dan
—b=(r—er)=er—-r€RB
sehingga
—x=—-a+(-b)=(@e—1r)+(er—r)
oleh karena e(—x) € J (sifat tertutup), maka
e(—x) =el[(re—r)+ (er —r)| =ere —er +er —er
=ere—er=e(re—er)=cu €]
diperoleh ue € J dan eu € J maka ue + eu € J (sifat tertutup).
ue+eu=(re—er)e+e(re—er) =re—ere+ere—er
=re—er=uc€]j
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karenau € jJdanx =t+udimanax € J, makat =x —u € J.
Terbuktibahwax =t+u€AnBnNnJ+ UnN]J. Jadi
INJSANBNJ+UNJ
atau
INJ+eJecANBNJ+UN]J+eje

3. Akan dibuktikan ANBNJ+UNJ + eJe € J. Ambil sembarang
yEANBN]J+UNJ+efJe maka y=w;+w, +ewze di
mana wy,w,; €] dan ewse € efJe. Karena tertutup terhadap
penjumlahan dan pergandaan maka y = w; + w, + ewse € J.
JadiANBNJ+UN]+eje<].

Dari (1), (2) dan (3) terbukti bahwa

J=InJ+efe=ANBNnJj+UNJ+efe.n

Teorema berikut akan menunjukkan bahwa terdapat
hubungan antara ideal maksimal dan ideal prima dari ring R dan eRe
sebagai ring dengan elemen identitas. Jika ring R memenuhi R? = R,
maka setiap ideal maksimal di dalam R adalah ideal prima.

Teorema 3.2.2

1. Jika N adalah ideal maksimal dari eRe maka I+ N juga
merupakan ideal maksimal di dalam R. Jika N adalah ideal prima
dari eRe maka I + N juga merupakan ideal prima di dalam R.

2. Jika P adalah ideal prima dari R maka ePe juga merupakan ideal
prima di dalam eRe.

3. Jika M adalah suatu ideal maksimal dari R maka salah satu dari
eMe = eRe atau eMe adalah sebuah ideal maksimal dari eRe di
mana M = [ + eMe adalah ideal prima dari R.

(Ghosseiri, 2008)

Bukti:

(1) Akan dibuktikan I + N adalah sebuah ideal maksimal
dari R. Karena N adalah ideal maksimal dari eRe, maka N # eRe
sehingga menurut Teorema 3.1.6 R # [ + N, jadi [ + N adalah ideal
proper dari R. Misalkan T adalah suatu ideal di dalam R sedemikian
sehinggal + N € T < R akan diperlihatkan T =1 + N atau T = R.

Perkalian dua sisi oleh e dan N adalah ideal maksimal di
dalam ring eRe dapat dinyatakan bahwa

e(I + N)e C eTe C eRe
& ele +eNe € eTe C eRe
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& {0} + eNe C eTe C eRe

S eNe € eTe C eRe
maka eTe = eNe = N (e adalah elemen identitas dari ring eRe) atau
eTe = eRe. Oleh karena itu menurut Teorema 3.2.1 maka akan
diperoleh

T=INT+eTe=1+eTe=1+N
atau
T=INT+eTe=1+eRe=R

Jadi terbukti I + N adalah sebuah ideal maksimal dari R.

Akan dibuktikan I + N adalah sebuah ideal prima dari ring
R. Misalkan eje, eKe sebarang ideal dari eRe dan N adalah ideal
prima di dalam ring eRe sedemikian sehingga (eJe)(eKe) & N
maka efJe € N atau eKe € N. Karena
(eJe)(eKe) S N
I+ (eJe)(eKe) €I+ N
(I +eJe)(I+eKe) S+ (eJe)(eKe) ST+ N
dan
elec N=>I+elecI+ N
eKeC N=>I1+eKe<S I+ N
Menurut Teorema 3.2.1 terlihat bahwa (I +eje) dan (I + eKe)
adalah sembarang ideal di R. Jadi terbukti bahwa I + N adalah ideal
prima dari ring R.

(2) P adalah ideal prima di dalam R dan misalkan J dan K
adalah sembarang ideal dari eRe sedemikian sehingga JK < ePe,
akan ditunjukkan J € ePe atau K < ePe. Karena I = 0 € P dan P
adalah ideal prima maka berlaku I € P, menurut Teorema 3.2.1
P=INP+ePe =1+ ePe. Karena diketahui JK S ePe sehingga
dapat diperoleh

JKSI+]JKCSI+ePe=P
Karena P adalah ideal prima maka J € P atau K < P, jika dikalikan
dengan e dari ruas kiri dan kanan didapatkan eJe € ePe atau
eKe S ePe, dengan kata lain | € ePe atau K S ePe karena e adalah
elemen identitas dari ring eRe. Jadi terbukti bahwa ePe adalah ideal
prima dari ring eRe.
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(3) Misalkan bahwa M adalah ideal maksimal dari R dan
eMe # eRe. Misalkan K adalah ideal dari eRe sedemikian sehingga
eMe € K € eRe. Akan ditunjukkan K = eMe atau K = eRe.
Menurut Teorema 3.1.6 dan 3.2.1 didapatkan

M=INnM+eMeCS[+eMeS I+ KCI+eRe=R.
Karena M ideal maksimal maka I+ K=M atau I+ K =R.
Pergandaan dua ruas oleh e sebagai elemen identitas dari ring eRe
ternyata dapat disimpulkan

K =ele + eKe = eMe
atau

K = ele + eKe = eRe
(karena K ideal di dalam ring eRe). Terbukti bahwa eMe adalah
ideal maksimal dari ring eRe.

Akan dibuktikan bahwa M =14 eMe adalah suatu ideal
prima dari R. Menurut Teorema 3.2.1 dan M adalah ideal maksimal
maka M =INM +eMe =1+ eMe. Karena eRe adalah ring
dengan elemen identitas e dan eMe adalah ideal maksimal dari eRe,
menurut Teorema 2.2.32 maka M = eMe adalah ideal prima dari
eRe. Berdasarkan Teorema 3.2.2.1 maka M = I + eMe adalah ideal
primadari R. m

Contoh 3.2.3
Diberikan suatu ring bilangan bulat Z dan Ms.3(Z) adalah matriks
ring yang didefinisikan

a 0 0
M3X3(Z)={[O 0 b];a,bez}

0 0 O
dan
a 0 O

N33 (Z) ={[0 0 p];aEZ;pEZZ}
0 0O
adalah ideal maksimal dari M3.3(Z). Akan ditunjukkan bahwa

N3«3(Z) bukan suatu ideal prima (Ghosseiri, 2008).

Bukti:
(@) Akan ditunjukkan
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a 0 O
N3w3(Z) =4{|0 0 p|;a€ZpE€E?L
0 0 O

adalah ideal di dalam matriks ring M;.3(Z) dan jelas bahwa
27 = {0,%2,+4, ...} adalah suatu ring.

Untuk Setiap Nl'NZ € N3><3(Z); a; (S Z, Di € ZZ,l = 1,2

a 0 0 as 0 0
N1 =10 0 P1 ,N2 = 0 0 pz]
0 0 O 0 O
sedemikian sehingga
a, 0
Ny—=N;=|0 0 P1] [0 0 Pz]
0 O
a; —a
- [ 0 0 P1 — P2| € N3x3(Z)
0 0 0
Untuk Setiap N1 € N3><3(Z); VMl € M3x3(Z); ai,ay, b € Z, 14 € 2Z
a; 0 0 aq 0 O
N=|0 o0 p],M1=[O 0 b]
0 0 O 0 0
sedemikian sehingga
a 0 0 aq 0 0 a,aq 0 O
0 0 ollto 0 O 0 0 0
aq 0 0 a 0 0 aa; 0 0
MlNl =10 0 b] [ 0 0 p] 3 [ 0 0 0|€ N3x3(Z)
0 0 0ILO 0 O 0 0 0

(b) Akan ditunjukkan Ns.3(Z) adalah ideal maksimal.
Misalkan terdapat ideal lain yaitu Ksy.3(Z) sedemikian sehingga
N3y3(Z) S K3x3(Z) S M3x3(Z). Maka K3zy3(Z) = M3x3(Z) atau
K343 (Z) = N3«3(Z), terbukti ideal N3.3(Z) adalah ideal maksimal
dari matriks ring M3y3(Z).

(c) Akan ditunjukkan bahwa ideal
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a 0 O

N3><3(Z):{0 0 p
0 0 O

bukan merupakan ideal prima dari matriks ring M3y3(Z). Misalkan
terdapat proper ideal

;aEZ;pEZZ}

[a 0 O]
Lyx3(R)=4|0 0 i aEZ;iESZ}
0 0 Ol
dan
fa 0 O]
J3x3(R) =4]0 0 j aEZ;jEBZ}
0 0 Ol
dari matriks ring M33(Z), sedemikian sehingga
“fax O Ofax O 0 c 00
1]={2[0 0 ikHO 0 jk] =ﬂ0 0 OI;CEZ}EN3X3(Z)
\x=1L0 0 04LO O O 0 0 O
tetapi
[a 0 O]
13><3(R)={ 0 0 i|;a€Z; i€5Z% N3x3(Z)
0 0 Ol
atau
[a 0 O]
]3><3(R)={ 0 0 jl;a€Z je3Ly % N3yus3(Z)
0

L0 0.
Terbukti bahwa ideal N3.3(Z) bukan ideal prima.

Ideal N3y3(Z) merupakan ideal maksimal tetapi bukan
merupakan ideal prima disebabkan syarat Ms,3(Z) = (Msx3(Z))>?
tidak dipenuhi. Bukti :

(M3><3(Z))2 = {Z M;M; |M; € M3><3(Z)}

Dt 84l ¢ 1)

{ ]a—aal,aER

Q

Il
——
[r—

B
S s
o O O
o O O
e—
N, e’

S O Co o

0
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a 0 0
Ambil sembarang M; € (M3X3(Z))2 maka M; = [0 0 O]

0 0 O

di mana a €Z sehingga M; € M3y3(Z). Tetapi jika diambil
a 0 0

sembarang M, € M343(Z) maka M2=[0 0 b] sehingga
0 0 O

My & (Msus(2))”, jadi May3(Z) % (Msxes(Z))2.

43






BAB IV
KESIMPULAN

Dari pembahasan skripsi ini, dapat disimpulkan bahwa, jika
R adalah ring dengan elemen identitas lemah e maka ring tersebut
adalah jumlahan langsung dari dua buah subringnya yaitu ideal
nilpoten I dan ring eRe dengan elemen identitas. Elemen identitas
lemah dari suatu ring tidak harus tunggal. Suatu ring dengan elemen
identitas lemah dapat didekomposisi dari elemen identitas lemah
yang berbeda. Jika J adalah sembarang ideal di dalam ring R maka
dapat dinyatakan / =1 nNJ + eJe. Setiap ideal maksimal di dalam
ring dengan elemen identitas lemah maka ideal prima dengan syarat
R* =R.
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