DINAMIK PERSAMAAN BEDA TAK STANDAR
UNTUK MODEL EPIDEMIK SIS
DENGAN IMIGRAN TERINFEKSI

SKRIPSI

Oleh:
NOVIANA HANNY RACHMAWATI
0610940042-94

\AKuLTAS N’E”/

PROGRAM STUDI MATEMATIKA
JURUSAN MATEMATIKA
FAKULTAS MATEMATIKA DAN ILMU PENGETAHUAN ALAM
UNIVERSITAS BRAWIJAYA
MALANG
2011



DINAMIK PERSAMAAN BEDA TAK STANDAR
UNTUK MODEL EPIDEMIK SIS
DENGAN IMIGRAN TERINFEKSI

SKRIPSI

Sebagai salah satu syarat untuk memperoleh gelar
Sarjana Sains dalam bidang Matematika

Oleh:
NOVIANA HANNY RACHMAWATI
0610940042-94

\AKuLTAS N’E”/

PROGRAM STUDI MATEMATIKA
JURUSAN MATEMATIKA
FAKULTAS MATEMATIKA DAN ILMU PENGETAHUAN ALAM
UNIVERSITAS BRAWIJAYA
MALANG
2011



LEMBAR PENGESAHAN SKRIPSI

DINAMIK PERSAMAAN BEDA TAK STANDAR
UNTUK MODEL EPIDEMIK SIS
DENGAN IMIGRAN TERINFEKSI

Oleh:
NOVIANA HANNY RACHMAWATI
0610940042-94

Setelah dipertahankan di depan Majelis Penguji
pada tanggal 11 Februari 2011
dan dinyatakan memenuhi syarat untuk memperoleh gelar
Sarjana Sains dalam bidang Matematika

DOSEN PEMBIMBING I DOSEN PEMBIMBING II

Dr. Agus Suryanto, M.Sc. Dr. Wuryansari Muharini K, M.Si.
NIP. 196908071994121001 NIP. 196607281993032001

MENGETAHUI
KETUA JURUSAN MATEMATIKA
FAKULTAS MIPA UNIVERSITAS BRAWIJAYA

Dr. Abdul Rouf A., M.Sc.
NIP. 196709071992031001




LEMBAR PERNYATAAN

Saya yang bertanda tangan di bawah ini :

Nama : NOVIANA HANNY RACHMAWATI
NIM : 0610940042
Jurusan : MATEMATIKA

Judul Skripsi  : DINAMIK PERSAMAAN BEDA TAK
STANDAR UNTUK MODEL EPIDEMIK
SIS DENGAN IMIGRAN TERINFEKSI

Dengan ini menyatakan bahwa:

1. Isi Skripsi yang saya buat adalah benar-benar karya
sendiri dan tidak menjiplak karya orang lain, selain nama-
nama yang termaktub di isi dan tertulis di daftar pustaka
dalam Skripsi ini.

2. Apabila di kemudian hari ternyata Skripsi yang saya tulis
terbukti hasil jiplakan, maka saya bersedia menanggung
segala risiko yang akan saya terima.

Demikian pernyataan ini dibuat dengan segala kesadaran.

Malang, 11 Februari 2011
Yang menyatakan,

(NOVIANA HANNY RACHMAWATYI)
NIM. 0610940042



DINAMIK PERSAMAAN BEDA TAK STANDAR
UNTUK MODEL EPIDEMIK SIS
DENGAN IMIGRAN TERINFEKSI

ABSTRAK

Model SIS (Susceptible Infected Susceptible) merupakan
persamaan diferensial tak linier yang memodelkan interaksi antara
populasi rentan (susceptible) dan terinfeksi (infected). Pada skripsi
ini dibahas model SIS diskrit yang solusinya dicari secara numerik
menggunakan metode beda hingga tak standar. Setelah dilakukan
diskritisasi, model dibandingkan dengan sistem dinamik kontinunya.
Selanjutnya dapat disimpulkan bahwa beda hingga tak standar model
SIS diskrit bersifat konsisten secara dinamik dengan model
kontinunya.

Kata kunci: model SIS diskrit, metode beda hingga tak standar,
konsisten secara dinamik.



NONSTANDARD DINAMICAL DIFERENCE EQUATION
OF EPIDEMIC MODEL
WITH INFECTIVES IMMIGRATION

ABSTRACT

SIS (Susceptible Infected Susceptible) model is a system of
nonlinear differential equations which modeled an interaction
between susceptible and infected population. This final project
discusses discrete SIS model which its solution solved numerically
by applying nonstandard finite difference method. The discrete
model is compared with the continuous dynamic system.
Furthermore, it can be concluded that nonstandard finite difference
discrete model are dynamically consistent with its continuous-time
model.

Keywords: SIS discrete model, nonstandard finite difference
method, dynamically consistent.
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BAB1
PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang

Model matematika seringkali digunakan untuk menjelaskan
fenomena dalam bidang biologi, ekologi, fisika, dan lain sebagainya.
Fenomena-fenomena tersebut seringkali dimodelkan oleh persamaan
diferensial dengan representasi proses waktu kontinu. Persamaan
diferensial tak linier pada umumnya sulit diselesaikan secara analitik.
Karena itu, penyelesaian secara numerik memainkan peranan penting
untuk menghampiri solusi persamaan diferensial tersebut.

Secara umum, integrasi numerik dilakukan dengan mereduksi
persamaan diferensial yang kontinu terhadap waktu menjadi model
diskrit terhadap waktu. Salah satu metode yang sering diaplikasikan
adalah menghampiri turunan yang terdapat dalam persamaan
diferensial dengan beda hingga. Terdapat dua metode beda hingga
(finite difference method), yaitu beda hingga standar (standard finite
difference) dan beda hingga tak standar (nonstandard finite
difference). Persamaan beda yang diperoleh dikatakan konsisten
secara dinamik dengan persamaan diferensialnya jika kedua
persamaan tersebut mempunyai titik tetap dengan kestabilan yang
sama. Tetapi dalam aplikasinya, metode beda hingga standar
memiliki banyak kekurangan dalam pencapaian konsistensi
dinamiknya (Roeger, 2008). Untuk mengatasi permasalahan ini perlu
digunakan metode lain, yaitu metode beda hingga tak standar.

Sistem persamaan diferensial model SIS (Susceptible Infected
Susceptible) adalah contoh persamaan dengan penyelesaian analitik
yang sulit didapat, sehingga perlu dilakukan pendekatan secara
numerik melalui diskritisasi menggunakan metode beda hingga tak
standar.



1.2. Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang di atas, pokok permasalahan dalam

penulisan skripsi ini adalah

1. bagaimana melakukan diskritisasi sistem persamaan
diferensial model SIS dengan menggunakan metode beda
hingga tak standar,

2. bagaimana konsistensi dinamik model SIS diskrit yang
didapatkan  bila  dibandingkan = dengan  persamaan
diferensialnya.

1.3. Tujuan
Tujuan penulisan skripsi ini adalah

1. melakukan diskritisasi sistem persamaan diferensial model SIS
dengan menggunakan metode beda hingga tak standar,

2. menganalisis konsistensi dinamik model SIS diskrit yang

didapatkan dengan persamaan diferensialnya.



BABII
TINJAUAN PUSTAKA

2.1. Sistem Dinamik

Sistem dinamik merupakan suatu keadaan yang dipengaruhi
oleh waktu (f). Dalam penerapannya, terdapat dua jenis sistem
dinamik, yaitu sistem dinamik diskrit (# € Z atau N ) dan sistem
dinamik kontinu (7 € R ). Bentuk sistem dinamik diskrit dinyatakan
sebagai persamaan beda, yaitu

x,, =f(x), teZatauN.

Apabila ¢ kontinu, bentuk sistem dinamiknya dinyatakan sebagai
sistem persamaan diferensial, yaitu

—

9X e X x), reR
dt

(Arrowsmith dan Place, 1990).

Secara geometri, sistem dinamik menggambarkan pergerakan

titik-titik di bidang fase sepanjang kurva penyelesaian sistem
persamaan diferensialnya (Perko, 1996).

2.2. Sistem Dinamik Kontinu

2.2.1. Sistem Otonomus

Suatu sistem persamaan diferensial yang tidak bergantung secara
eksplisit terhadap variabel bebas ¢, yaitu

dx

E = f(x,y)
dy _

7 =g(x,»),

dengan f dan g merupakan fungsi bernilai real disebut sistem
otonomus (Cronin, 1994).



2.2.2. Titik Kesetimbangan

Jika terdapat suatu sistem otonomus

%# (x,)
‘ @.1)
%=g(x,y),

maka titik (x*,y*) yang memenuhi f(x*,y*)z 0 dan g(x*,y*)z 0
disebut sitik kritis sistem (2.1). Titik kritis (x",y") adalah solusi

dx
sistem (2.1) yang bernilai konstan karena ; =0 dan % =0. Oleh
t

karena itu, titik kritis disebut juga titik kesetimbangan.

2.2.3. Kestabilan Titik Kesetimbangan

Jenis kestabilan titik kesetimbangan (x*, y*) dibedakan menjadi
tiga, yaitu
1) stabil jika Ve&>0, d0>0 sedemikian sehingga untuk
”(x(O), y(0))— (x*,y*] <& berlaku  ||(x(1), y()) = (x*, y *)| < &,

Vt>0,
2) tak stabil apabila tidak memenuhi kriteria pertama,
3) stabil asimtotik jika stabil dan 35,. 0<J, <, sedemikian

sehingga sebuah solusi x = x(¢) dan y = y(¢#) yang memenuhi

H(x(t), y0)-(x"y" ]] <8, bersifat }Ei(x(’)’ ) =(x*, y*)
(Boyce dan DiPrima, 2001).

2.3. Sistem Dinamik Diskrit

Fenomena-fenomena yang berkaitan dengan waktu yang
berjalan secara diskrit digambarkan dengan persamaan beda. Sebagai
contoh, jika populasi tertentu berkembang secara diskrit, maka
jumlah populasi ke-{n + 1) merupakan fungsi dari populasi ke-n.
Jika terdapat interaksi antara dua spesies, maka populasi keduanya



pada waktu ke-(n + 1) dapat ditulis dalam bentuk sistem persamaan
beda sebagai berikut

Xn+i1 = f(xni}:n} (22}

J"‘?H-l = g(-'xm.]"‘n}
(Elaydi, 2005).

2.3.1. Sistem Dinamik Diskrit Tak Linier

Titik (x*, y*) disebut titik kesetimbangan persamaan (2.2) jika

f(x*,y*)zx* dan g(x*,y*)zy*, di mana f dan g adalah fungsi
pembangkit sistem.

Jika f dan g pada persamaan (2.2) memuat perkalian antara
variabel tak bebas, maka sistem (2.2) disebut sistem dinamik diskrit
tak linier. Misalkan titik (x*, y*) adalah titik kesetimbangan sistem

tak linier, untuk mengetahui jenis kestabilan titik kesetimbangan
tersebut dapat dilakukan dengan menganalisis sistem hasil linierisasi.
Proses linierisasi sistem tak linier dilakukan dengan melakukan
ekspansi Taylor terhadap masing-masing fungsi f dan g yaitu

S5n3,)= f(x*’y*)+M(xn —x*)+%’y*)(yn =)+ m(,.,)

n n

g2l

g(xn,yn)=g(x*,y*)+67x —x 3= (.,

di mana 7 (x,,y,) dan 7,(x,,y,) adalah suku sisa, yang

memenuhi 7, (xn,yn )/[(xn —x*)2 +(yn —y*)ZT/2 — 0 dan

7, (x,., )/[(x —x'F+(y, —y*)z}m >0 untuk (x,,3,)>(",y").

Oleh karena itu, 7,(x,,y,) dan n,(x,,y,) dapat diabaikan.

Karena (x*,y*) adalah titik kesetimbangan, maka sistem (2.2)
dapat didekati dengan



=+ ), ST, )
Yot =P * g(;;y )(x,,—x*)+ag(;y;y )(yn—y )

atau

Dengan memisalkan u, =x, —x  dan v, =y, —y", maka sistem (2.3)
menjadi

:af(x*,y*)u +6f(x*,y*)
n+l axn n 8)/”
% :Gg(x*,y*)u +6g(x*,y*)v
n+l ax” n ayn ns

atau dalam bentuk matriks

o) oy’

el sl
v | oglyt) agl ) |y,

ax n ay n

u v,

(Elaydi, 2005).

2.3.2. Perilaku Pendekatan Solusi Persamaan Beda

Perhatikan persamaan beda orde £ berikut
vin+tk)+pyin+k—10+--+ py(n) =0. (2.4)
Persamaan karakteristik untuk persamaan (2.4) adalah

An+k +p1An+k—1 + ._._|_ Pk«l” = 0.



Misalkan 4, =1,2,...,k adalah akar-akar dari persamaan
karakteristik untuk persamaan (2.4), maka berlaku semua solusi
persamaan (2.4) konvergen menuju 0 (stabil asimtotik) jika dan
hanya jika maksimum {| 441,45, ..., |4y |} = 1.

Persamaan kuadrat f(A)=A% — A4 + B=0 memiliki dua akar

yang memenuhi |ll. <1, i=1,2 jika dan hanya jika kondisi berikut

dipenuhi.

(1) f()=1-A+B>0,
@) f(~D)=1+A+B>0,
3) f(0)=B<l1.

Misalkan matriks Jacobi sistem yang dilinierkan adalah

maka nilai eigen matriks Jacobinya adalah akar persamaan
karakteristik

X = (@, + ay) A + (a0, — a,,0,,) = 0
atau
A —JA+B=0,
dengan A4 =trace(C) dan B =det(C).
Titik tetap sistem (2.2) akan bersifat stabil asimtotik jika dan
hanya jika
1-A+B>0,1+4+B>0,1-B>0

atau secara ekuivalen
|4|<1+B<2
(Elaydi, 2005).
2.4. Metode Beda Hingga Standar

Persamaan diferensial dapat didekati dengan metode beda
hingga, dengan kata lain dilakukan pendekatan turunan pertama
dengan beda maju, beda pusat, atau beda mundur. Pendekatan



turunan ke dua dapat menggunakan beda pusat. Metode beda hingga
standar yang sering digunakan untuk pendekatan turunan pertama
adalah Metode Euler.

Perhatikan ekspansi deret Taylor x{t) pada titik t,, berikut di
mana h = 0

(t, +h) =x(t }+hax +hz 0% +h365x
Bk I T T2 R TITE
i tn tn
2.5)
A\ () hﬂx +h2 d%x h3a3%x
DR e T M TI T R TIE
! tn tn

Berdasarkankankan persamaan (2.5) pertama diperoleh

gx|  wlt, +h) —x(t,) hd%x hiddx
Btle, h 20927, 3vatd|,
a ta+h) —xlt

ox| _ xlt, +h) x(”}+0(h}.

atle, h

Oleh karena itu, pendekatan turunan pertama dengan beda maju
fungsi x adalah

dx

s - x(tn +hj _-'x(trz}
ar ’

h

Jika dituliskan ¥, % x(t,) dan x,., ¥ x(t,+h), maka
aproksimasi orde pertama dengan beda maju dapat dinyatakan
sebagai

dx o Entl T A
— oL B
atl., h

Berdasarkankan persamaan (2.5) ke dua diperoleh



Ax _x(tn+h}—x(tn} hd%x hi1adx
v 1Azl =21 3:8
3t s, h 200t 3ta3|,

dx xit, ) —xlt, —h
Ox| _ xlta) ul }+G(h}.
otle, h

Oleh karena itu, pendekatan turunan pertama dengan beda mundur
fungsi x adalah

ax

ax|  xltn) —x(t,— )
ot '

h

Jika dituliskan x, % x(f,) dan x,_,% x(t,—h), maka
aproksimasi orde pertama dengan beda mundur dapat dinyatakan
sebagai

dx

Vs T X1
at

]
Im h

Beda pusat didekati dengan operasi pengurangan persamaan
(2.5) pertama dengan persamaan ke dua diperoleh

|V hed3x
T TS

a
w(t, +h) = x(t, — k) = zha—’:

tn

sehingga

Bx ot +h) —x(t,—h) h%d3x
atle, 2h 31at3
e

_ -1 z
= i + 0(h?)

fn

Jika dituliskan x, ;% x(t,—h) dan x,.,% x(t,+ ), maka
aproksimasi orde pertama dengan beda pusat dapat dinyatakan
sebagai
L N T R
dtl:, 2h
(Banagaaya, 2008).



Metode Euler maju adalah salah satu skema diskrit paling
sederhana yang menggunakan pendekatan beda maju. Pada metode
ini turunan pertama dx/dt digantikan oleh [x(t, + h) —x{t,)]/h
di mana h adalah ukuran langkah (Erjace dkk, 2001).

Untuk sistem persamaan diferensial

dx
g_t = f‘(x.l _‘.!"1}.1
g A i

ruas kiri digantikan oleh pendekatan dengan beda maju, yaitu

(b +h) = x(tn) Flalt) vt

y(t, + hi T YD) o el ) (D)

Sehingga diskritisasi dengan metode Euler dapat dituliskan dalam
bentuk

xl(t, + h) = x(t,) + hf(x(t,), v(E.)).
vt + ) = w(t,) + hg (x(t,),5 (£,)),

atau
x?‘!+1 37 x?‘! + hf(xm}’nl
Va1 = Vn + hg(xm}?n}'

2.5. Metode Beda Hingga Tak Standar
Bentuk diferensial pada metode beda hingga standar, dx/dt

x(t+h)—x(¢)

diubah menjadi , dengan h = () adalah lebar langkah.

Akan tetapi, pada metode beda hingga tak standar, bentuk diferensial

tersebut diubah menjadi W , di mana @(h) adalah fungsi
4

kontinu yang memenuhi sifat @(4) =h+ O(hz). Bentuk tak linier
seperti x* diubah menjadi x(¢)x(¢ + /), sedangkan untuk xy diubah



menjadi x(¢)y(¢), x(@)y(t+h), x(t+h)y(t) atau x(¢+h)y(t+h)
(Roeger, 2008).

@(h) sendiri merupakan suku sisa yang nilainya mendekati
nol untuk k — 0, sehingga dapat diabaikan. Contoh (k) antara lain
adalah h, sin{h),exp(h) — 1,In{h + 1), dan lain sebagainya. Dapat
dilihat pembuktian berikut untuk ¢@{h) = 1 — exp(—h) dengan
menggunakan deret Mc Laurin.

@(h) =1 — exp(—h)

exp(0)  exp(0)

L , . exp(0)
=1—expl0) + = h = h? + T

1 1
1= il -3 5 ST
=1=-1+{1}h zh +E_h -+

he + -

=h 1h2+1h3+
a 2 6
=h + 0(h2).

2.6. Konsistensi Secara Dinamik

Solusi yang diberikan oleh sistem dinamik kontinu maupun
diskrit dapat mendekati atau menjauhi titik kesetimbangan. Analisis
sistem dinamik meliputi penyelidikan perilaku solusi di sekitar titik
kesetimbangan atau kestabilan penyelesaian titik kesetimbangan.

Jika suatu skema numerik memiliki titik kesetimbangan
dengan sifat kestabilan yang sama dengan sistem kontinunya, maka
skema numerik tersebut dikatakan konsisten secara dinamik
(Dimitrov dan Kojouharov, 2007).

2.7. Sistem Dinamik Kontinu Model SIS dengan Imigran
Terinfeksi

Model epidemik SIS merupakan model epidemik dengan
penyebaran penyakit tanpa kekebalan. Hal ini menyebabkan individu
yang telah terinfeksi dapat terinfeksi kembali walaupun dia telah
pulih dari infeksi sebelumnya. Tipe-tipe penyakit tersebut dapat
dimodelkan dengan model kompartemen di mana S menunjukkan
Susceptible dan I menunjukkan Infective. Pemodelan dinamik model
SIS menggunakan beberapa asumsi sebagai berikut. Jumlah
penduduk berupa imigran, kematian, serta jumlah individu yang
berpindah dari satu kelas ke kelas yang lain tidak pernah bernilai



negatif. Setiap individu infective memiliki peluang yang sama untuk
menularkan penyakit ke individu susceptible dalam populasi
tersebut. Individu susceptible dapat terinfeksi menjadi individu
infective jika melakukan kontak dengan individu infective. Arus
perpindahan dari kompartemen—kompartemen tersebut secara
skematis disajikan pada Gambar 2.1 berikut.

(1—-pA pA
L
S 11
14
d d a

Gambar 2.1. Diagram Kompartemen Model SIS

Di mana

5 adalah banyaknya individu susceptible pada waktu ¢

I adalah banyaknya individu infective pada waktu ¢

n adalah proporsi imigran yang terinfeksi (0 = p = 1)

A adalah banyaknya imigran

/& adalah laju individu yang terinfeksi dari susceptible dalam
satuan waktu (3 = 0)

1 adalah laju individu yang sembuh dari infective dalam satuan
waktu (y = 0)

d adalah laju kematian alami perkapita {(d = 0)

o adalah laju kematian karena terinfeksi (o = 0

Laju perubahan individu susceptible dan infective yang
dikonstruksi pada Gambar 2.1 memenuhi sistem persamaan
diferensial tak linier

§5=(1—p)A—F51—ds5+yl

f=pA+BSI—(d+y+all (26)



Karena menyatakan populasi, maka S(7) dan /(f) >0 dengan jumlah
total populasi diasumsikan bernilai konstan setiap saat, yaitu
N =5(t) +1I(t).

Sistem dinamik kontinu model SIS seperti pada persamaan
(2.6) memiliki titik kesetimbangan dan kestabilan yang berbeda
untuk tiga macam kondisi. Jika § = 0 dan p = 0 adalah kondisi saat

tidak ada individu rentan yang terinfeksi, maka diperoleh titik

kesetimbangan tunggal, yaitu E, = (55,1;) = (I‘l_;}ﬂ+ E b df}iﬂ)

yang bersifat stabil asimtotik global. Jika § = 0 dan p = 0 adalah
saat tidak ada imigran terinfeksi, diperoleh dua titik kesetimbangan,

yaitu G, IEI) sebagai titik bebas penyakit yang bersifat stabil
asimtotik global saat < (0 dan bersifat tak stabil saat 7 = 0, dan
(ri+}r+rx fa—dldty +a)y

g ' latap M
asimtotik lokal saat ¢ = 0, di mana 7 = f4 —d{d + ¥ + a). Untuk
f=0 dan p =0, diperoleh satu titik kesetimbangan, yaitu
(Ei—:ﬂﬂﬂf oty/cET2fdpAlata)

frea 28(d#a)

Dapat diambil kesimpulan bahwa saat @ = 0, maka penyakit

pada model SIS ini akan terus ada. Jumlah individu terinfeksi dapat
dikurangi dengan memperkecil jumlah individu terinfeksi yang
berada pada populasi, atau dengan meningkatkan laju individu yang
sembuh dari infeksi (Brauer dan Driescche, 2001).

sebagai titik endemik yang bersifat stabil

) yang bersifat stabil asimtotik global.



BAB III
HASIL DAN PEMBAHASAN

3.1. Diskritisasi Model SIS dengan Imigran Terinfeksi

Secara umum relatif sulit mencari solusi eksak dengan
mengintegralkan persamaan diferensial SIS dengan bentuk

S={1—p)A—BSI—dS+yl
[ =pA+B51—(d+y+all
5(0), 1{0) = 0,

(3.1)

sehingga perlu dilakukan diskritisasi secara numerik. Pada skripsi ini
digunakan skema beda hingga tak standar, yaitu dengan
menghampiri bentuk 5 dan I dengan beda maju, serta menghampiri

bentuk tak linier 5T dengan pendekatan tak lokal. Dengan mengubah
§=25,., I =1, pada 5, =1, pada I, SI=5,.,], pada 5,
S51=5,1, pada [, serta 5={(S5.:1—Sn)/ () dan
I = (1,21 —1.)/@2(h), maka persamaan SIS diskrit dapat ditulis
sebagai berikut

Sns1— 5
REL_TR (1 —p)A — BS,aely — dSpsq + ¥,

&4 () (32)
Int1— In -
A B pA 4 BS—{d+y+a)l,y,.

N e e (o

Selanjutnya persamaan tersebut disederhanakan dengan menuliskan
@; (h) menjadi ¢; untuk i = 1,2 di mana @; = 0, sehingga bentuk
eksplisit persamaan (3.2) dapat disederhanakan menjadi

Sps1—Sp =1 —p)o1 A= fO15ns1ln — A@1Sns1 + Y01l
S Spe1 =5+ (1 —plogA — By Spaaly — d@1Spss Hyesl,
& Spe1 + B Spealy, + A5, =5, + (1= ploA +yoqd,
© S, (14 foul, + doy) =5, +(1 —ple A + you I,
Sat+ 1 —ple A +yeul,
1+ ol + dggy

=541 =



dan
Ins1 —In = p@zA+ f@aSuly—(d +v+ad@lnsy
S sy =+ pegA+ B Sply— (d+y + a)oglyg
S lyaq Hd +y +ad@alyes = I +posA + @Syl
= 'Fn+1[1 + (d +Y+ ﬂ}fﬂz] = 'rn + Pfﬂzﬂ +ﬁfp25nfn
_In+pfpzﬂ+ﬁfp25nfn
Slps =
1+{d+y+ale,

Berdasarkan hasil tersebut, diperoleh persamaan SIS diskrit sebagai
berikut
Sn + (1 - P}'-’hﬂ + Y‘plfn
1 +JH¢:'1I?2 + d'{pl EEE)
'Fn + fﬂzpﬂ o ﬁfpzsn}ln
Ins1 =
14+ (d+y +ado,
5(0),1{0) = 0,

Spe1 =

Sistem dinamik kontinu model SIS dengan sifat-sifat
dinamiknya telah dijelaskan pada subbab 2.7. Berikut ini akan
diselidiki apakah persamaan diskrit dengan skema beda hingga tak
standar dapat mempertahankan kekonsistenan terhadap persamaan
diferensialnya.

3.2. Kondisi § = Odanp = 0

Persamaan model SIS dengan f=0 dan p>= 0 adalah
kondisi saat tidak ada individu rentan yang terinfeksi. Bila /5 = 0
dan p = 0, maka persamaan (3.3) dapat ditulis sebagai

Sp+ {1 —plos A+ youl,
1+ dy

i = Iy + @apA

"+1_1+(d+y+a}¢12'

Spe1=

(34)

3.2.1. Titik Kesetimbangan

Berikut akan ditunjukkan bahwa persamaan SIS diskrit
mempunyai titik kesetimbangan yang sama dengan persamaan



diferensialnya. Berdasarkan subbab 2.3.1., titik kesetimbangan pada
persamaan beda diperoleh dengan menentukan (5%,1%) yang
memenuhi $* = f(5% %) dan I* = g{5%I*), yaitu

S+ -ple A+ yet
y 1+dg,
=S5 1 +de) =S+ {1 —pwd +yeld”
=5 1+do; —1) =1 —plogd +yel*
[(1—p)A +yI*lepy
( }dfﬂl
1—pld ¥y
=—r_i +E

&

= 5F=

=5 I*

dan
7+ = I" + @;pA
14+ 1{d +y+ alo,
=sF1+{d+y talea]l =1+ papa
sFl+{d+y +tale,— 1] =@, pA

o 75 = oo P2PA
~ {d +y+a)e;

o NZRN

d+y+a

Dengan demikian, persamaan SIS diskrit untuk =10 dan p = 0

mempunyai titik kesetimbangan tunggal yang sama dengan
persamaan diferensialnya, yaitu

o (AoPA v, pA
2= it = (S s i)

3.2.2. Kestabilan Titik Kesetimbangan

Pada bagian ini akan ditunjukkan bahwa titik kesetimbangan
persamaan SIS diskrit dengan =0 dan p =0 mempunyai
kestabilan yang konsisten dengan persamaan diferensialnya, yaitu

sama-sama bersifat stabil asimtotik global. Hal ini dinyatakan dalam
teorema berikut.



Teorema 3.1.

Setiap solusi persamaan (3.4) konvergen menuju titik Ey.

Bukti:

Seperti yang telah dijelaskan pada subbab 2.2.3., titik
kesetimbangan persamaan (3.4) akan bersifat stabil asimtotik jika
memenuhi lim e ( Sy, ly) = (55,15).

Dengan memisalkan & = 1/[1 + (d + y + a)@;], di mana
0 =& =1, maka bentuk I,., pada persamaan (3.4) dapat ditulis
sebagai berikut

Iy + p@ad
1 +{d+y+ a)e;
= Iy = 801, +pp Al
=l = 8l + §@apA

'Fn+1

Persamaan [,:q = &l + &@:pA mempunyai penyelesaian umum
yang berbentuk

— An

o
I, = 8%+ Sy pA 3.3
! 0 (1_5) P2P. (3.5)

(lihat Lampiran 1). Karena lim,, ... 8" = 0, maka

'l_ k!
lim I, = lim [anf[,+( ; 1 )é‘fp:pﬂ]

FH—+oo ¥ —+oo — 5

Seq
1_6 @LP
(s
T+ (d+y +a)p, ) 2P

1— 1
1+{d+y+aes

1
B (1+ (d +Y+a}fﬂ:)w2m
1+{d+y +a)o,—1
1+{d+y+ag;




. @2pA 1+(d +y +a)e;

_1+(d+y+a}qﬂ2 (d+y+a}qﬂ2
pA

=(d+]f+ o)

=5

Selanjutnya dengan memisalkan € = 1/{1 + d J, bentuk 5,41
pada persamaan (3.4) dapat ditulis sebagai

_5n+(1 —ﬂjfﬂ1ﬂ+'}’fﬂlfn
n+l — 1+d¢]1
=S, +ell— plogA+epel,

=S, +ell —plpA+ ey [6” I + (%T) 6@2;}.»1]_

dengan penyelesaian umum berbentuk

n—1

5, =e"5; + Z G [E(i — g A
k=0

1- 8%
+ ey 8¥hn+| T |80apA

(lihat Lampiran 2). Perhatikan bahwa untuk semua n — @2, berlaku

limy, e €75y — 0 dan lim,,_... ¥P_3e™ %2 §%1; = 0. Hal ini dapat
ditunjukkan dengan cara sebagai berikut.

i
e L]
Alm € 5'}_?:11—13:(1 dfpl) 21y
dan

n—1
lim}'DZ gn-k-lgk
FL—Hoo

k=0

=Ip[en 18 +en 28l e 352 4+
+e08n71]



n—1

(e {ar )
: 1+dfpl 1+(d+y+ae,

=1

1
1+dfp1 (1+(d+y+a}fp)

e
( ) (1+{d+y+a}fp )‘+
()

n—1
1+dgy (1+(ti+]f+ﬂ!}fpn) ]

1

1
(1+ {d+y+ ﬂ}fﬂ:)

1 n—3 1 2
+ +
(1+dfpi) (l-l-(d-i-}r-i- I‘I}fﬂg)

+

.l H—1
1+(d+y+a}fp2) :|

I
=

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa S, konvergen ke Sj.
Sebelumnya perhatikan bahwa

n—1

S.= en5; + Z S\ [E(i —plo A

k=0

1— 8k
= -
+ {E}fﬁﬂlfaﬁ NEA TR ¥R I H



n—1

=e"S,+ el —p}fplﬂz gh—k—1
k=0
n—1
+EY@1IDZ gk (en¥ 1y

k=0
n—1

1-3*
+ pAS Z en—k-1
pAdey @2 ( = )

k=0

n—1
= (1l - p}fﬂlﬂz gnTk—1
k=0

n—1

1 -6k
+ pAS . E n—k=1 |
PAGEY P @3 = (1_5)

k=0

Konvergensi 5,, dapat dibuktikan dengan cara sebagai berikut

n-1
lim 5, = el1l—plopg A lim Z gnkTl

n—1

1—g*
+ pA ey @ llmZ SRR - 13
k=0

= el —plgpy A lim E g
H—oo
n—1

+ pAdeypy 3 lim Z ( ) lim Z ghk—1
n—oo

(i) o ()

i [pﬂ(i + {d +1y + txjfpg) (1 + dfpl)

(=) Ca)
¥ &2 1—35 Ao




1 1+d%)
t+d%)( pMI( Ao

1
+[pﬂ(1+(d+y+ﬂjfpz)(1+dfpl)
1+ (d +y +ales \ 1+ de;
’}ffﬂj_fﬂg( (d+y + a)eo, )( dgy )]
_(-p4 ypA
d dld+y +a)

Berdasarkan hasil tersebut diperoleh
limy, el Sy 0y ) = (55,15), sehingga dapat disimpulkan untuk § = 0
dan p = 0, titik kesetimbangannya bersifat stabil asimtotik global.

Dengan demikian, persamaan SIS diskrit untuk § =10 dan
p =0 dikatakan konsisten secara dinamik dengan persamaan

diferensialnya karena memiliki titik = kesetimbangan dengan
kestabilan yang sama.

3.3. Kondisi # = Odanp =0

Model SIS dengan i == 0} dan p = 0 adalah kondisi saat tidak

ada imigran terinfeksi, maka persamaan (3.3) dapat disederhanakan
menjadi

Sp+ g A+ yeqd,
1+ 60, +de
I + B0,5.l, (3.6
1+{d+y+ae
5(0), 1{0) = 0.

She1 =

l:q =

3.3.1. Titik Kesetimbangan
Berdasarkan bentuk eksplisit model diskrit (3.6), diperoleh
titik kesetimbangannya, yaitu
STt At yeyl”
1+ B I* +de,

&




SS5(1+F@ I +de) =5+ @ A+ yel*

oS5+ e " +de ) — 1] = @ d + you I*
A+ I*

{:.58_'-’.01 Yoy

- oI +doy
A+ yI*

S B +d

£

dan
I* + Bg,SeI*
- 1+{d +y+ oo,
= I*[1+{d +y + tx}fpg] =I1I"+ B, 57
oM +{d+y+ ae,] -1} = fo, 54

jH-c

3
e BosST
(d+ v+ aep,
SEIF
or=t2L
d+pta

7/ Ayl
Dengan mensubstitusikan 5* = ﬁ, diperoleh

g
A+ yl*
= =
(d+y+a)l* = g1 Bl +d
. | A+]-ff*]_
=l dtyt+a) ﬁ,ﬁ'f*+d (2

AtyIm
Br+a

dan dihasilkan solusi I* = 0 atau {d + y + a) — = 0. Untuk

“ =01, maka

Ayl A+y(0) A

CBIF4+d pO+d  d

&

A+ypl”
BI*+d

danuntuk {d + y +a) — 5 = 0, maka

A+ yI*
BI* +d

(d+y+a) =8



s(d+y+a)(Bl*+d) = 58A +yI*)
opld+y+a)—pyli+dld+y+a)—f4 =0
el'@d+py+pa—Fy)+dld+y+a)—LA=0
= I17(8d + fa) = fA— d(d +y + &)

., pA—dld+y+a)

Sl =" o

sehingga

Aty
Bl +d
A—dld+y+a
asr[f (d(wﬂ; :
A—dld+y+a
g [ﬂ (d(+a}£* }}J’d
Ald+ a)f + yfA —ydld +y +a)
(d+a)B
T BFA-fdldtyta) +dld+alf
(d+a)ff
Afld + o) —ydld+ ¥y +a)
“plBA-dld+y+ta—d—a)
_(Ap—ydld+y+a)
- BBA — dyl
_d+y+a

B

&

Berdasarkan proses perhitungan di atas, diperoleh dua titik
kesetimbangan untuk 5 =0 dan p =0, yaitu {4/d4,0) dan

(85100 =({d +y + /B, [BA- d(d +y + a)l/(d + a)f).
Titik (4./d, 0) merupakan kondisi di mana tidak ada individu

terinfeksi dalam populasi. Keadaan seperti ini disebut keadaan bebas
penyakit dan titik kesetimbangannya disebut titik kesetimbangan
bebas penyakit. Sedangkan titik (5,7} adalah kondisi di mana
jumlah individu terinfeksi bernilai positif, yaitu terdapat individu

terinfeksi dalam populasi, sehingga titik kesetimbangannya disebut
titik kesetimbangan endemik.



Dengan demikian, persamaan SIS diskrit untuk § =0 dan
» =0 menghasilkan titik kesetimbangan yang sama dengan
persamaan diferensialnya.

Lemma 3.2
. A LAty .
Jika @ = max{ij—}, maka ———*— = g untuk setiap x = 0,
B a 1+Ppaxtde,
Bukti:
B A . .
Dengan nilai a = max {%, E}’ akan dibuktikan bahwa
2 At m, .
LT IPE = g untuk setiap x = 0.
1+ Fpxtde,
prAtygax gy A ¥ @

1+fpuxtde, 1+feuctde;  1+fp.xtdey
NG A
T 14 Fpaxtdp. \/d 1+ B etdp, W18
4 K
r Faz ] i
E':1+,E|p.-_:r+|:hps_} ':g':1+,[?|;~:u_:r+dlp::

Bri~ W Amed . |

| .
=a (—m_ ) +a (—}r T )
1+fpuetde; 1+fpaxsde

A ( Pty gax )
1+fpaxtde;
@.

I

A

Hasil akhir menunjukkan bahwa untuk a = max%é}, maka

1Aty
PaaTYPaX = g

terbukti T

3.3.2. Kestabilan Titik Kesetimbangan

Pada bagian ini akan ditunjukkan bahwa persamaan SIS diskrit
untuk 5 = 0 dan p = 0 memiliki titik kesetimbangan yang stabil
asimtotik global di titik {A4/d, 0) saat o < 0. Sedangkan saat & = 0,
titik kesetimbangan (S5,I;) bersifat stabil asimtotik lokal dan
(A/d, 0) bersifat tak stabil, di mana ¢ = f4 —d{d +y + a).



Teorema 3.3.

Jika 5= 0, p= 0, dan ¢ = 0, maka setiap solusi persamaan
(3.6) konvergen menuju (A/d,0) yang bersifat stabil asimtotik
global.

Bukti:

Karena @ < 0, maka nilai [} < 0, sehingga titik {S;,1;) tidak
memenuhi syarat sebagai suatu populasi di mana I{t) = 0. Maka titik
{A/d, 0) merupakan satu-satunya titik kesetimbangan untuk solusi
persamaan (3.6). Untuk membuktikan bahwa {4 /d, 0) merupakan titik

kesetimbangan yang bersifat stabil asimtotik global, perlu dilakukan
pembuktian melalui pemisalan sederhana.

Jika Iy =0, maka [, = @1 untuk n = 0. Akibatnya &, = A,/d
dan lim,_...5, = A/d. Kemudian diasumsikan jika nilai Iy = 0,
maka [, = 0 untuk n = 0. Jika terdapat & = 0,1, ... di mana

s {d+y+a
I -
B

=525,

dan pertaksamaan tersebut menghasilkan penyelesaian khusus
sebagai berikut
Sr+1 = Fppa
d+y+a
+ T oAt yed,
1+ fend, +dey
Jldtyta) 8o At Bru,
B+ Bl + dey)
- {(d+y+a) +todld+y+a)l+5d+y +alod,
B{L+ Boul, + deo1)
(d+y+ald + 8ol +do,)
B+ B, +dey)
d+y+uo
5




Jika terdapat m = k, maka diperoleh
d+y+a
i}
=5, <dtyta
= P15, < (d +y + ades
S1+L@:5,<1+(d+y+a)e;
= (1 +pe, 5,08, < [1 +{d +y +a)e:ll,
(1+JE<|'J25:~:}IH

1+(ti+‘}f+ﬂj¢]g{ "

{:”Tn+1:::fn-

Sp <

dan mengakibatkan lim,,_... I, = I = 0. Saat I = 0, maka dihasilkan
lim,...5, =4/d. Hal ini membuktikan bahwa jika diambil
sebarang 5, =0 dan [I,=0 sebagai titik awal, maka solusi

persamaan (3.6) selalu konvergen menuju titik kesetimbangan
{A/d, 0). Hal ini membuktikan bahwa Teorema 3.3 bernilai benar.

Selanjutnya adalah jika I = 0, maka

[
1= lim =2
F1—oo n
(1+JE¢JESH}IH
—1=lim 1+(d+y+a}fp2
1 —roo 'Fn
1+ fw. S5
=1 = lim 5925y
n=ul4+{d+y+ a)o,
1+ @5
1 Wady

-1 +{d+y+alps

Agar persamaan di atas terpenuhi, maka nilai &, haruslah sama
dengan (d + y + )/f. Berdasarkan nilai 5, yang diperoleh, maka
lim, e 5,, = (d + ¥ +a) /5, sehingga disimpulkan bahwa jika
diambil sebarang nilai 5,, = @ dan [, = 0 sebagai titik awal, maka

solusi persamaan (3.6) akan konvergen menuju titik {57, 1%). Pada



kenyataannya (A/d,0) adalah satu-satunya titik tetap pada H
sebagaimana telah dijelaskan pada teorema 3.3, maka kondisi I = 0
menghasilkan kontradiksi.

Selanjutnya, dimisalkan terdapat 5, = {d +y + a)/f untuk
n = 0,1, ... sehingga diperoleh

d+y+o
B
=Sy, =dtyt+a
= B S, = (d +y + ale;
o1 +80.5,> 1+ (d+y+ ade,
= (1 + By S0 = [1 +{d +y + algall,
(1+ﬁ'{ﬂ25njfn
Q'L
1+{d+y+ ale,
{:”T.'le:}‘Tn.

Sy

dan mengakibatkan lim,, ... I,, = I=>0.

Dengan menggunakan Lemma 3.2., yaitu 5, :1 =

1+dg,
4
untuk n = 0 dengan a = max{ija}, maka

Sp=————+
=1t do,

= 5,01 +de) =5, +all +dey)
all+dey)
gy

=5 =

i

dan diperoleh lim, .. sup 5, = M. Untuk lim,, .., = oz,

dari persamaan (3.6) pertama diperoleh

i 5,0y = lim S a2 VOl
poa L mow 1+ Byl + dey



Sn, @14 | yeid,
I I, I I
= lim
noe 1 foy L, dey
— o3 4=
I, I Iy
_ Y&
By
_¥
B
Dengan sifat konvergensi, maka lim 5, =£. Sedangkan pada
;=0T

pemisalan awal mengatakan bahwa 5, = (d +y + a)/f = y/f. Hal

ini menyebabkan pernyataan bernilai kontradiksi.
Selanjutnya untuk lim, .. I, =T di mana I adalah bilangan

real positif, maka dihasilkan lim,_.. S, = (d + ¥ + @) /5. Dengan
ketentuan awal @ = (), maka

5n+:l

1= lim
Fl—roo T

lim 5?14'1
lim 5,
71 =0

[im 5,44
— Mo
=1l= d+yta
5
d+yta .
= lim Sy
=00

d+ v+ 5. +o, 4+ I
- ¥ a:l' nT iy Yy

im .

i) n=ee 1+ fogl +dgy

d+y+a 3

d+y+a T-I_{plﬂ-l_ywlf
——— = lim =

£ nves 14 Bl +dgy
d+y+e . (d+y+a) +Bp A+ Byesl
——— = lim =

g me= B(1+ ol +doy)
diy+a ld+p+tel tp.didtytadtfldtytalpad,

< lim

= -
ri—#oo Fli1+ Py Fde.)



d+y+nx:: C d+y+a)(1 +de, + Boyd,)

im
moe Bl + Boyl, + dey)
d-l-}f-l-ﬂ:{l, d+yto

B mee
d+y+ae dtyt+tao
B g

dan dihasilkan kontradiksi karena pernyataan akhir bernilai salah,
sehingga harus terdapat Sy = (d+¥ +@)/f di mana ky=0

(sebagaimana telah dimisalkan pada awal pembuktian) sehingga
terbukti {A/d, Q) bersifat stabil asimtotik global.

Dengan demikian dapat dilihat bahwa persamaan SIS diskrit
dengan SF=0, p=0, dan o =0 memiliki kestabilan titik

kesetimbangan yang sama dengan sistem persamaan diferensialnya.
Dapat disimpulkan bahwa persamaan SIS diskrit untuk § = 0,

p=0, dan & =0 konsisten secara dinamik dengan persamaan

diferensialnya karena memiliki titik kesetimbangan dengan
kestabilan yang sama dengan persamaan diferensialnya.

Teorema 3.4.

Jika =0, p=0, dan o = 0, maka (A/d,0) bersifat tak
stabil dan titik kesetimbangan {5Z, 1) bersifat stabil asimtotik lokal.
Selain itu,

¥ A

= lim i = li =—
—,}ﬂ:mfjn—?}ﬂmpsﬂ—d

untuk setiap solusi {5,,1,,) pada persamaan (3.6) dengan 5,1 = 0.

Bukti:
Karena @ > 0, maka nilai I: =0, sehingga titik (5:,1%)
bersifat stabil asimtotik lokal. Pernyataan ini dapat dibuktikan

melalui linierisasi persamaan (3.6) melalui matriks Jacobi sebagai
berikut

B5nas 1
85,  1+Pm.l, +do.

J(1,1) =



}-(112} = IEu'.'1+'_ v ; ﬂ@:f:'l
85y 14 (d4+y+ale;
B85m4 u'v—v'u
J(21) = Al wE
_ lye it Be i tde,]
T (14fpuntdp®
_ Entedtyedn Jif )
1+ 8y dn +dge,)?
gy FdyEa—Snf—Afp.)
(1+fpuly +de,)?
Bln+1 u'v—v'y
E - 2
[1+5 @aSnil1t(d+y +alge]
(1+(d+y+alpg)?
o) Un+ B @oSnlnl
(1=(d+p+al@p)®
1+ BgSy
T 1+ld+y+ales

J(22) =

Sehingga diperoleh matriks Jacobi-nya adalah

1 @iy + dygs — 5.6 — ABpy)
] = 1+ Fol, +dgy (1+ By ly+ deq)”
JE'{FE'FH 1+ﬁ'{p25n
1+ (d+y + oo, 1+ (d+y +ado;

Dengan mensubstitusikan titik kesetimbangan (5:,15) ke dalam
matriks di atas, maka diperoleh

1 @, (¥ + dyp, — 56 — ABopy)
LtBed;+d 1+ B ls +dg)®
1(55,15) = By | 01 {1+ fe @4
ﬁ‘PE‘Tﬂ 1

1+(d+y+ ag,;

Matriks di atas menghasilkan determinan dan #race sebagai berikut

1 _ (Peipo it ytdre—Sib-ale,)

det] = : =
J 1+fpuditdes  [+d+ytale ] 1+fpditde, )°

dan



trl =14+ = 0.
= poils v don

Titik kesetimbangan bersifat stabil asimtotik jika nilai eigen A
dari matriks J memenuhi [4| < 1 jika dan hanya jika det ] < 1 dan
tr] < 1+ det].

tr] < 1+det] dapat dibuktikan bernilai benar dengan
langkah sebagai berikut

tr] <1+ det]

=1+ ; <1+ ;
1+fpyltdpy 1+fpalptdpy
_ BeapaE)y+dyps—SiB-ABp.)
[1+(d4y+ale 1+ fp. Ddp, )2
(B )y +dyey — 56— APpy)

[1 +{d+7y+ alel(1 + o li + deg)*

=0 < —

Dengan ketentuan
Y +dyp, -5 — ABp, <0, (3.8)

maka fr] == 1+det] terbukti benar. Berikutnya adalah
membuktikan bahwa det [ = 1, yaitu

det] <1
1 ~ Beuwald) (ytdy @ —Fef —Afg.) 1
1+fpali+de,  [1+(d+y+a) o ll1+Bm.li+ de,)?
_ (Bpapale)ly +dy g, —5zF-APp,) 1 1
[1#ld+p+aled(1+Be 0l +de, )T 148, i+dp,
_ (Ppupaldliy +dye.—Sef-ABe.) Bpulstde.

[1+(atrtaiedil+Bpalitde)?  A+fe@di+de,
_ Beapalely+dyw.—52F -Afe.] -
[1+(d+p+aieli1+f @, 0+ dp.) < @1 (BIZ +d)
Bepofzly+dyp.—5cf—Af ) .
[1+ (d+p+ale:lll+fe. i+de.] e

dengan



BA—dld+y +a)

(e +d)S
SAf=di+dy+da+ (z+d)pi:

2

maka pertaksamaan dapat disederhanakan menjadi

—Bwaliy — Bealidye, + Boy(d +y + a)l
+ B2 Iz (d+ 1) + Boyoa{d +y + @) I
< Bli+ d+ Blipo{d+y + a) +H{BIE) o,
+(BI1)%d +y + a) oy, + flde,
+AI1:d +y + a)@ieid +dld +y +ade;
+aflipy + fprpld+y+ a)li +d g
+{d +y +a)d o @,

= —fealiy < BI: +d +(B15) %@, + (BID) *ye10;
+B31idewy + f15(d + 2y + a)pio,d +
dld +y + alp, + dflip; +dp, +
(d+y +a)d g @

Pertaksamaan akhir bernilai benar dan memenuhi ketentuan
det [ = 1 karena suku di sisi kiri bernilai negatif dan suku di sisi

kanan bernilai positif. Maka dari itu terbukti bahwa titik
kesetimbangan {52, I3) bersifat stabil asimtotik lokal.

Selanjutnya dibuktikan bahwa (4/d, 0) tidak stabil. Dengan
mensubstitusi titik kesetimbangan (A/d,0) ke dalam matriks Jacobi
persamaan (3.6), maka diperoleh

4
1 P1 (‘r+ fﬂldr—aﬁ—ﬂﬁfﬂi)
A 1+ dey (1 +depy)®
JFI} Eiﬂ = A
1 +'~’ﬂzﬁa
1+{d+y +alps

Untuk setiap matriks Jacobi, jenis titik kesetimbangannya
dapat diketahui melalui nilai eigennya. Karena matriks Jacobi



A4 ) . A X
Ta (E’ﬂ) merupakan matriks segitiga atas, maka nilai eigennya

adalah entri-entri pada diagonal matriks tersebut, yaitu

A
1 1+5= g
l — d
Ay = dan A, = — :
1#dg. 1+(d+ysale,

Terbukti bahwa [44]| =0 1. Sedangkan untuk |A4;|dengan ¢ = 0,
maka

Y. |
5 1"‘15’3'-’#7'2
T 14 {d+y+a)e,
1+d(d+ﬁy+a}@2

- 1+ (d+y+ale;
14+ (d +y + alos
1+ (d+y + ez

= 1.

Hal ini membuktikan bahwa titik kesetimbangan {A/d,0) bersifat

tak stabil.
Dapat dilihat bahwa persamaan SIS diskrit untuk & = 0,

p=0, dan @ > 0 memiliki kestabilan titik kesetimbangan yang

sama dengan sistem persamaan diferensialnya.
Hal ini membuktikan bahwa persamaan SIS diskrit untuk
=0, p=0, dan ¢ == 0 bersifat konsisten secara dinamik dengan

persamaan diferensialnya karena memiliki titik kesetimbangan
dengan kestabilan yang sama dengan persamaan diferensialnya

Selanjutnya adalah membuktikan sisa dari pernyataan, yaitu
y/f =lim,_... inf5, = lim,_... sup5, = A/d. Pernyataan tersebut
dapat dibuktikan melalui /8 < {(d +y +a)/5 < A/d dengan
menggunakan kontradiksinya, yaitu saat 5,, < 3/ dan 5,, = A/d.

Jika terdapat 5, = y/fF untuk n =0,1,..., maka [,4+; <1,
untuk n = 0, sehingga lim,,_...I,, = I = 0 ada. Untuk I = 0, maka
diperoleh 5,, = A/d sehingga lim,,_,..inf5, = A/d@ dan dihasilkan



kontradiksi. Untuk I>0, maka diperoleh
lim, .5, =(d+y+a)/f dan dihasilkan kontradiksi. Karena
S.,=(d+y+a)/B =y/B, sedangkan pemisalan awal §,, < ¥/f
untuk 1 = 0.

Hal ini mengakibatkan bahwa harus terdapat 5,* = ¥ /3 untuk
beberapa n* = 0, yaitu

S+ Aty -

1+ f@qle +dpy
¥

gt @A T ygy L

=
1+ B8+ dey

L Y tBeud T Freudy

= FL + Byl +dpy)
¥+ @ vd + Byead -
Bl + Byl + dey )
y(1+ Bl +de,)

B{1 + Boy L, +dog)

=L

7

Spre1 =

sehingga diperoleh nilai 5, =y /f untuk semua 1 besar dan
menghasilkan  lim, . inf§, =y /8 schingga terbukti bahwa

¥/ = {d +y + a)/fF bernilai benar.

Sebagaimana telah dibuktikan sebelumnya, untuk 5, = %,
maka diperoleh I,+4 = I,. Untuk § = 0, p =0, dan & > 0, maka
nilai 5, yang memenuhi adalah (d + y +a)/5. Jika terdapat

S5, = Afduntuk n = 0,1, ..., maka

A
Sn:"g
d+y+ta A

:}_.l

g d
— :}d+y+a}.ﬂ!
] JE- d



dan berlaku I+ = I; untuk n = 0, sehingga lim,_ I, =T = 0.
Untuk I = co, diperoleh

lim 5 PP I GARLE
noe PP mse 1+ Byl +depy
Sn, 1A | yeuly

S L R
n—m 1 ﬁ‘ﬂlfn+ﬂ:¢-:'1
I, Ie I,
_Y#
Bepy
_Y
B

Dengan sifat konvergensi, maka lim,...5, = ¥/f. Sedangkan
pemisalan awal mengatakan bahwa &, = A/d yang menghasilkan
lim, _...5, > A/d. Hal ini menyebabkan kontradiksi. Untuk I
bilangan real, maka diperoleh lim,,_...5,, = (d + ¥ + &) /f di mana
Sy = Afd. Dari hasil tersebut, pernyataan kembali bernilai
kontradiksi karena pada pemisalan awal mengatakan 5, = A /d. Hal
ini mengakibatkan harus terdapat S, = A /d untuk beberapa k' = 0,
yaitu

St + Ay vyl
1+ﬁfﬂ1fkl'+ﬂ:fﬂ1
A
o A tyedy
=
1+ Byl +digy
T a1+ Bl +dey )
- A+ dfﬂlﬂ 4= d'}/qﬂlfk"
Td{l+ Byl +dey )
A+ dp A+ Aw I
d(1+ Syl +doy)

Sptsq =




AL+ Bl + depy)

d(1 + Bei Ly +de;)
{A
dJ

yang menghasilkan 5, = A/d untuk semua # besar. Akibatnya
lim, ..supS,=A/d di mana A/d > {d+y +a)/f. Dengan
demikian, terbukti bahwa
A d+y+a A
L < lim infS, 2 lim sup S, <= o Lc "2

O d g B d

3.4. Kondisi ff == O dan gz =

Model SIS dengan ff = 0 dan p = 0 menghasilkan persamaan
yang sama seperti pada (3.3), yaitu

5n+ (1 —P}fﬂlﬂ"‘]’fﬂﬂn
L+5p I+ dey

I =In+fp2p"i+ﬁ'{p25n?n

T 14 (dH v+ e,

Spe1 =

3.4.1. Titik Kesetimbangan
Berikut akan ditunjukkan bahwa persamaan SIS diskrit untuk
£ = 0 dan p = 0 mempunyai titik kesetimbangan yang sama dengan

persamaan diferensialnya. Berdasarkan bentuk eksplisit model diskrit
(3.3), titik kesetimbangannya dapat dicari analog seperti saat § = (I

dan p = 0, yaitu

S+ -ple At yel
- 1+ Fe "+ dey
S5 (1+el" + de ) =S+ (1 —ploA +yeu I°
S5 (1+Fod +do)— 1] = (1 —ple, A + ye,I*
(1—plo A +ye0”

o " +dgy

&

=5 =



_(1-pA+yr
VAN B

=57

dan
o I+ Pp2A+BpaST"
C1+4{d +y+ales
o1l +{d+y +ale] =1 +pp. A+ fp.5F
e I'{[1+(d +y+ alp.] =1} = ppoA + B, ST

o g+ - P2 AT BgaSTI
(d+y+alg;
AN ~ pA+BSTI
B d+yt+a

Substitusikan 5% = ({1 —p)A+ yI7) /(81" + d) ke I" untuk
memperoleh

Ild+y +a)= pA+ﬁ((1ﬁ?3%)f*
pA(BI* + d) + BI*[[1 - p) A + yI*]

BI*+d
S dR+ Iy + I ap +dIF(d+ v + )
= pABI* + dpA-+ BI*A— pABI* + 1%y 8

=g +17af + dl'ld + y + a) — dpA+ BI*FA=10
= pld+a)l**—[fA—-dld +y+a)lI* —dpd = 0.

slFdtyta)=

Dengan mensubstitusikan & = fA4 — d(d + ¥ + &), persamaan di
atas dapat disederhanakan menjadi

(d + a)I** — oI* — dpd = 0,
P

sehingga akar-akarnya dapat dicari dengan menggunakan pemisalan
al?+bl+c=0 di mana a =fF{d+a),b =—5,dinc=—dp4,
yaitu
—b+ VBT —4dac

2a

'F:L,E >



—(—g)+ J(_Q_}g —4(8(d + @))(—dpd)

2(8(d + a))
ot Jol—4pdpAld+ a)
g 2(80d + o))

Diperoleh satu akar bernilai negatif, dan akar lainnya adalah

o+ ol +48dpA(d+ a)
28(d + a)

e =

Dari titik tersebut dapat diketahui bahwa titik kesetimbangannya
adalah tunggal, yaitu

(5 7 = (1—p)A+yl* 6+ %+ 4fdpAld+ a)
T BI*+d ' 26(d + a) ‘

Dengan demikian, persamaan SIS diskrit untuk § = 0 dan p = 0

mempunyai titik kesetimbangan yang sama dengan persamaan
diferensialnya.

3.4.2. Kestabilan Titik Kesetimbangan
Pada bagian ini akan ditunjukkan bahwa persamaan SIS diskrit
untuk £ = 0 dan p > 0 memiliki titik kesetimbangan yang bersifat

stabil asimtotik lokal. Hal ini dapat dibuktikan dengan melinierisasi
persamaan (3.3) melalui matriks Jacobi sebagai berikut.

8%, 1
JiLL) = 85n  1+feun i@y
By £ waln
12) = =
J(1,2) 85y  1xldry+ale:
54 u'v—v'y
Ja1) = 2 = 2
_ lrediirBedntdes)  (mtli-pledtyedn) (Bed)
1+ Bpyintdpy)® 1 Bp i +dp,)®

_ @y rdyes—f S (1-pldfe,]
(14 Bpyin+dep.)?




IEu"1+ 1+fpafn
T 1Hlatyrales

J(22) =

dan diperoleh matriksnya sebagai berikut

1 o ly+dyp.—FSn—1-plAfe,.)
_ | 1+Bpulntdps (1+Bpuintdoe,)?
’F(Smfnj - Foaln 1+8go5n
1+{d+y+ales 1+ (d+y+al gy

Dengan mensubstitusikan titik kesetimbangan (5%,1*) ke dalam
matriks Jacobi di atas, maka

1 @aly+dyp.—F5"—(1—plAfep,
= = 14 Bap. T4 dep. RN P
= = — = e 5 1 i
Ji§5,1%) = Baoi” 1485
1+(d+y+alog 1+0d+y+aley

Berdasarkan matriks tersebut, diperoleh

dEtj (1+,E|p H+dpy )(1+T:ff:;m::] al _
(ﬁo_ }f+r!}fw-_—£?5'—t1—wld.'3m;}) ( Bpal” )

(148 I*+dp,)? 1+ d+y+aipy

dan
1 14+ B @t

1+ 8. +dp.  1+id+ty+ales

tr] =

Titik kesetimbangan bersifat stabil asimtotik jika [A| <1,
yaitu jika dan hanya jika det] < 1 dan tr] < 1+ det ] = 2,

det] =1
1+8 @ 5"
(14 Fe I +dp 0 [1+(d4pHale]
_Bo.pI'ly+dyp.=£5 =(1-plafe.]
[1+0d+y+ealelilt fep. I +dp, ) 2
1+ 511+ 8. I +dp.)
[1+| diy+adipdilsfe. I +dp )14 Bp. 0 4 dp.)
. (Bpapel )y +dye.— 85— (1-plAfe.]
[1+(d+y+aleli1+ Bap.l* +dp )1+ B T 4 dep.)

=1




S 1+ B:5  + 28201025 T + dBpy@25* + forl* + doy
—ﬁwl@:f*—ﬁdyqfffpzf*
+ (1 —p)ABTef g I*
<1+ (d+y+ados; + 260"
+26(d +y + i@l + Fref T +2dgy
+ 2d{d +y + ad g e
+B%d+y+a) eI
+2dp(d + ¥ + a) i @I + d*pf
+d2d+y + alei e,

= BpaSt+ 2% 0151 T AFQ1 925" — By @r 9oI°
— Bdyes eI + (1 — plAB* ¢f @,
<(d +y+aes + Bl
+26(d +y + ool + Frei T +doy
+ 2d{d +y + a) @ o,
+B%d+y+a) oo
+2dp(d + ¥ + a) gy @al* + d o]

+did+y + a)ei e,

Berdasarkan persamaan (3.3) diperoleh

I_gzpﬂ+ﬁ5*f*
d+y+a
=(d+y+a)l* =pA+ B5]*
o pS F={dty+al*—pAd<{d+y+a)l~. (3.10)

Dengan mensubstitusikan pertaksamaan (3.10) dan mensubstitusikan
nilai (1 — p)A = §5*I* + d5* — yI*, maka pertaksamaan (3.9) dapat
disederhanakan menjadi



@;[(d +y + a)I* — pA]

+ 28y @, [(d +y + a)I* —pAl

dy oz [(d + ¥ + a)l* = pAl \
— 7 — By eieaI*

— Bdyed e I + (1 — p) AR ol @ I*

= {d +y+ags + B d*

+26(d+y +ado . l" + R +do,
+2d(d +y + a) o @4

+ f3d +y + a}fpfqﬂgf*‘

+ 2dB(d + v + a)os .0 + d%;
+d*d+y +a)ofe,

(3.11)
PapA

e @old +y +a) ——=—+ 2Bp1@od +y + I

@ pA
— — f_*

o
—2[ @1 03pA —

jl'i*
— 20 @ 0.pA + dpyo,(d +y + )

d@y PzpA - X
I AR

+(1 ~p)AB*of goT"

= (d+y+aps + Bpd*

+28(d +y + )o@, I +ﬁzfpff*‘ +dgy
+ 2d(d +y + a) g @,
+B2d +y +a)plel

+2df(d + ¥ + @)@y @0 + d%e;
+d¥d+y+a)oie;

P1P2pA =
2l e

= Bayol .l + (1~ p)ABZ oL pol*
<BouI" + BRofT +de,

+dld + y + &) o,0s
+R%d+y+a)ol @l

+2dp{d + y + ad i d" + d2e]
+d2d+y +alei e,



= —2B0102pA — By @121 — Bdye] gaI*
+ (1 —plAp o1 I
= Bo It + frell
+,|5“2 {d +y+ ) fﬂfl{ﬂ:f*‘ + Zdﬁfpf}_'*
+2d8(d + y + ) oL o.d" + dip?
+d?(d+y + a)es @ )
= —26P102pA ~ By 12l” — Paypieal" + FR 01 pS°T
+dS IG5 o — yIT BRei s
< poyI* + Bl
+ B d+y+a) fpfqﬂgf*: + 2dpelT*
+2df(d + ¥ + ) of o d” + die]
+d2(d+y_+ a) i @, i
= —20@1902PA — BY@1@ol” — Bdyei@al
+ Rloled +y +a)l* " — ploleapd
+dfl pfp.(d+y + a) — dfpAe; o,
—yI*" B2l o,
< By I* + BT
+RMd+y+a) oo, I+ 2dfor T
+2dB(d + y + a) of @.0° + d’@;
+d2(d+y_+ ﬂ}fpffﬂz 2
= =280 0apA — Byl — Bdyel @.I" — B2] @.pA
— dRi@ipA—yI* freies
< BouI* +BRelT + 2apell
+dfld+y+ nx]fpf:;ogf_*‘+ dzfpf
+ dzfd+y =+ ﬂjfﬂf@:.

Terbukti bahwa det [ = 1 bernilai benar karena keseluruhan suku di

sisi kiri pada pertaksamaan bernilai negatif dan suku di sisi kanan
bernilai positif. Selanjutnya dibuktikan £+] < 1+ det ], yaitu



tr] <1+ det]
= B2, ST +}93‘ﬂ§'§ﬂ25_$f*: +dfg; ©,5¢

+ 24201 0,5 T + fd ol

< fld +y + @) g, I

+ R d+y+ a}fpfqﬂj*z

+dld+ v+ a)@ e;

+2dp(d +y + Q}fpf{pzf_*

+d(d+y + a)efe, — froieal

— dyfele. I + (1 — p)ABZ i w,I*.

(3.12]

Dengan mensubstitusikan (3.10) pada pertaksamaan (3.12), maka
pertaksamaan tersebut dapat disederhanakan menjadi

Borald +y + e)l* — pA] /

+ Bl [(d + v+ a)I* — pA]
Y de; alld +y + a)l” — pA]

‘173
+2d o7 @, [(d +y + a)I* —pAl
[ d2ei.lld+ v+ a)I* — pAl

jl'i-ﬁ
< Bld +y+ D)o paI
+R%Md+y+a)ele.I
+dld + ¥+ a)ei¢:
+2dp{d + y + a) o] el*
+d(d+y +a) e o — Breoseal
— dy ;@I + (1 — p)ABZ @i @,lI*




& By @o(d +y + a)I* — B @2pA
+ 2ol (d+y +a) — B2pia'pA

dp, @,pA
+deypld +y +a) —11.,—3
+2dfefe(d+ y+a) —2dfpie.pA
. d @] @ pA
td*giep(dty ta) ——=——

< fld +y+a)g oI

+ R d+y+ a}fpfqﬂj*z

+adld + ¥+ a)ei¢z

+2dp{d + y + a) i @I*

+d(d+y +a)ei o — Bros@al

— dyBof o:I* + ABei @ " — pAB2ei @, 1"

dipy @ pA .
S =B apapA ———= =+ 2d5¢; ¢ (d+y+a
X d? el @pA
—2dfp; @apA— N, L

= —Byea@al” — dyfei o I" + AR @i @ol*
& Fayei " — 2dfpAeies A
< fld + e oI + AR pr o, I,

Karena di sisi kiri masih terdapat suku bernilai positif, maka
diperoleh dua kemungkinan. Pertama, titik kesetimbangan (5%,1*)

dikatakan stabil asimtotik lokal jika nilai dy = Af. Kedua, (5%,17)
juga bersifat stabil asimtotik lokal saat nilai dy = 45 dengan syarat

@, = {d + a)/(dy — AB).

Jika dy = Af, maka pertaksamaan bernilai benar, yaitu

Baylo.l* — 2dppAele, < fld+ a)pioaI* + AB eI I"
=A@l — 2dPpAgie; < Bld + algs oo + AR @ig,l*
© —2dfpAp; ¢ < Bld + @)y g I°

= —2dpAg, < {d+a)l*



Jika dy = Afi, maka pertaksamaan menjadi benar jika nilai
@1 < {d +a)/(dy — AB), yaitu

Bdyeie,l — 2dfipAe; o < fld + a)pyeal* + AR eI, I
© ABpi oI — 2dBpAeio. < Bld + apy @ l* + ARl
= —2dFpApi o2 < Bld + a) @y @I
& —2dpAp, < {d+a)il*
2d A( 4 ) (d + a)I*
— —Zdp m = -+
& —2dpd < (dy — AG)I*

Dapat dilihat bahwa titik kesetimbangan (5*, [*) bersifat stabil
asimtotik lokal saat dy = Af dan saat dy = Af dengan syarat
¢y = {d +a)/{dy — AB).

Dapat dilihat bahwa persamaan SIS diskrit untuk § = 0 dan
r = 0 memiliki kestabilan titik kesetimbangan yang sama dengan

sistem persamaan diferensialnya. Hal ini membuktikan bahwa
persamaan SIS diskrit untuk & = 0 dan 9 > 0 konsisten secara

dinamik dengan persamaan diferensialnya karena memiliki titik
kesetimbangan dengan kestabilan yang sama dengan persamaan
diferensialnya.

3.5. Simulasi Numerik

Pada bagian ini ditunjukkan solusi persamaan SIS diskrit
dengan ilustrasi sebagaimana hasil dari pembahasan sebelumnya.
Kemudian solusi tersebut dibandingkan dengan persamaan
diferensialnya untuk melihat konsistensi dinamiknya.



3.5.1. Simulasi Numerik untuk Titik Kesetimbangan Kondisi
g=0danp =0

Pada Gambar 3.1 ditunjukkan solusi dari persamaan SIS
diskrit dengan nilai parameter A =2, p=0.5, f=0, d =05,
y =0.3, @ = 0.1, h = 0.1 dengan (5,,1;) adalah syarat awal, yaitu
berada di titik (0.4,0.6),(1.4,0.1),(2.4,2.1) untuk n = 2000,
Berdasarkan hasil tersebut dapat dilihat bahwa seluruh titik sebarang
pada persamaan SIS diskrit mempunyai solusi yang konvergen
menuju titik kesetimbangan yang sama (di titik (2.66, 1.11)).

Model SIS (3 =0, p > 0)

25-
+  Titik awal
Nilai(S(t), I(t))
ol +  Titik Tetap (Analisa)
1.5+
I(t)
1+
0.5+
0 1 1 1 1 1 |
0 0.5 1 iinb 2 25 3

S(t)
Gambar 3.1. Solusi numerik model SIS saat § = 0 dan p = 0.



3.5.2. Simulasi Numerik untuk Titik Kesetimbangan Kondisi
B =0danp =10

Pada Gambar 3.2 ditunjukkan solusi dari persamaan SIS
diskrit untuk nilai parameter A =1, p=0, f=009, d=01,
¥y =04, a =01, h = 0.1 dengan (5,,1,) adalah syarat awal, yaitu
berada di titik (0.4,0.6),(1.4,0.1),(2.4,2.1) untuk n = 1000.
Berdasarkan hasil tersebut dapat dilihat bahwa seluruh titik awal
persamaan SIS diskrit mempunyai solusi titik kesetimbangan yang
sama, yaitu menuju ke titik (0.66, 4.66).

Model SIS (3 > 0, p = 0)
5,

+  Titik awal
Nilai(S(t),I(t))
41 +  Titik Tetap (Analisa)

04 06 08 1 12 14 16 18 2 22 24
S(t)

Gambar 3.2. Solusi numerik model SIS saat § = 0 danp = 0
dengan o = 0.



Pada Gambar 3.3 ditunjukkan solusi dari persamaan SIS
diskrit untuk nilai parameter A =1 p=0, =09, d=09,
y =04, & =01, h = 0.1 dengan (5;,I5) adalah syarat awal, yaitu
berada di titik (0.4,0.6),(1.4,0.1),(2.4,2.1) untuk n = 1000. Pada

gambar dapat dilihat bahwa semua solusi persamaan SIS diskrit
konvergen menuju titik kesetimbangan di titik (1.11, 0).

Model SIS (3 > 0, p = 0)

25

+  Titik awal
Nilai(S(t),I(t))
+  Titik Tetap (Analisa)

1.5+

I(t)

L
04 06 08 1 12 14 16 18 2 22 24
S(t)

Gambar 3.3. Solusi numerik model SIS saat § = 0 danp = 0
dengan o = 0.



3.5.3. Simulasi Numerik untuk Titik Kesetimbangan Kondisi
g =0danp =0

Pada Gambar 3.4 ditunjukkan solusi dari persamaan SIS
diskrit untuk nilai parameter A = 10, p = 0.005, § =3, d =1,
y=1, a=2 h=0.1 dengan (5,1,) adalah syarat awal, yaitu
berada di titik (0.4,0.6),(1.4,0.1),(2.4,2.1) untuk n = 2000. Pada
gambar diketahui bahwa ketiga titik awal berbeda memiliki solusi
persamaan SIS diskrit yang konvergen menuju titik kesetimbangan
yang sama di titik (1.32, 2.89).

Model SIS (3 > 0, p > 0)

45¢
+  Titik awal
4r Nilai(S(t),It))
+  Titik Tetap (Analisa)
3.5
3 L
25+
I(t)
2 L
1.5+
1k
0.5+
0 L L ¢ L Il L L L Il I}
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5

S(t)

Gambar 3.4. Solusi numerik model SIS saat § = 0 dan p = 0.



BAB 1V
KESIMPULAN DAN SARAN

4.1. Kesimpulan

Pada skripsi ini telah dibahas tentang diskritisasi persamaan
diferensial model SIS menggunakan pendekatan metode beda hingga
tak standar dengan tiga macam kondisi. Berdasarkan pembahasan
yang telah diuraikan, ketiga kondisi tersebut mempunyai titik
kesetimbangan dengan kestabilan yang sama dengan persamaan
diferensialnya. Dari hasil tersebut disimpulkan bahwa persamaan
model SIS diskrit dengan tiga macam kondisi adalah konsisten secara
dinamik dengan persamaan diferensialnya.

4.2. Saran

Pada skripsi ini hanya diselidiki tiga macam kondisi pada
model SIS. Untuk penelitian berikutnya disarankan menyelidiki
kemungkinan kondisi lain serta kombinasi skema beda hingga tak
standar lainnya untuk bentuk tak linier yang terdapat dalam model.
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LAMPIRAN

Lampiran 1. Bentuk umum persamaan I,,., = &I, + b.

Dengan menggunakan induksi matematika, akan dibuktikan

_ oMt
bahwa I,,.1 = §&I,, + b mempunyai solusi umum [,, = &"[; + (11 _':, ) b.
1. Akan dibuktikan I benar

1-41
f1=51f,3.+ _l -b

o

=gl t+ &b (benar)

2. Anggap n = p bernilai benar, yaitu

57] +[1_6?’]b
=3
R

Iy

maka pernyataan juga bernilai benar untuk n = p + 1

fp+1=r:?f,p+b, .ir(ﬂ::'=.ir|}
"{"?’I +[1_6p]b}+b
= Qoo
0 115
1—g°
=6?’+1FD+6[ _,‘]b+b

¢ 11— 87
— §PFLL + é‘[ ]+1}b
R | LN

sptiy - |SLi8 1md
=a
“l1-6 1-8
[1— 771
=8P+ | ————|b
*l L-8 ]

Dari langkah-langkah pembuktian tersebut dapat disimpulkan bahwa
.irn+1 = 6}'” + 6@2?}‘1
mempunyai bentuk umum

!

I.= 8"+ d@.pA.
i o (1_6) ap




Lampiran 2. Bentuk umum persamaan %,,. 4 = £5,, + g,..

Dengan menggunakan induksi matematika, akan dibuktikan

bahwa Spe1 =5+ 0x mempunyai solusi
Sp=€"Sy+ Tpzhen g,
1. Akan dibuktikan 5; benar

1-1
51 = 615.3. + Z El_D_lgk

o}
=eS5;+ Z EDQ;{
k=0

=S+ g; (benar)

2. Anggap n = p bernilai benar, yaitu

-1
Sy = ePS5p+ eP ki

k=0
maka pernyataan juga bernilai benar untuk n = p + 1

5 1=E5,p+g,p,5(ﬂ}=5c

pt

-1

=3 E?’SE,+Z P g |+ gy
k=0
-1

= E?:+15D+ Z EE?:—H}—k—1£|,k_,_EI,?J
k=0
p

— Ep+15|}_|_ Z E'i’p-!-l}—i'{—lgkl

umum

Dari langkah-langkah pembuktian tersebut, dapat disimpulkan bahwa



Eu.
+
I
=
0

=
g
=]
=
=
=
o
fa)
E
2
g
)
g

€S, +e(1—

Spi1=




Lampiran 3. Listing Program Menggunakan Matlab 7.0 untuk Solusi
Numerik Model SIS dengan tiga kondisi.

clear all;
clc;

$nilai awal
S0=0.4;
I10=0.6;

%parameter yang ditetapkan selain beta
n=2000;

A
p

0.005;

beta = 3;

d = 1;
gamma
alpha
0,1

h

fprintf
fprintf
fprintf
fprintf
fprintf
fprintf
fprintf (

pilihcase

1eg
28

' M
"\n'")
'Pilihan
'l. beta
2. beta
3.
"\n

beta

Kasus

1nput(

switch pilihcase

ODEL SIS Lotka-Volterra')

0 dan p > 0'")
> 0 dan p
> 0 dan p > 0")

'Pilihan Anda

') fprintf

=0")

y 7R

case 1
%% ————————- Case 1. beta = 0,
%% Steady state (SO0*,I0%*)
beta = 0;
p = input ('masukkan nilai p
I0s = (p*A)/ (d+gamma+alpha) ;
SO0s = (l1-p)*A/d+gamma/d*I0s;
judul grafik = 'Model SIS (beta
case 2
%5 ————————— Case 2. beta > 0,
%% Steady state (SO0*,I0%*)

('"\n")

;fprintf ('\n");
;fprintf ('"\n') ;
;fprintf ('\n');

dan p

;fprintf ('

(p>0) = '

\n');



beta = input ('masukkan nilai beta (beta>0)

p = 0;
eta = beta*A - d* (dtgammat+alpha) ;
if eta < 0
I0s = 0;
S0s = A/d;
else
I0s = eta/ ((d+alpha) *beta) ;
SO0s (d+gamma+alpha) /beta;
end
fprintf('\n'");
fprintf ('Nilai eta = %8.10f\n',eta);
fprintf ("\n"');
judul grafik = 'Model SIS (beta > 0, p = 0)';
case 3
%% ————————= Case 3. beta >0, p > 0 -————-

%% Steady state (S0*,I0%*)

beta = input ('masukkan nilai beta (beta>0)
")

p = input ('masukkan nilai p (p>0) : '");

eta = beta*A - d* (dtgammatalpha) ;

I0s = (eta +

sqrt (eta”2+4*beta*d*p*A* (d+alpha)))/ (2*beta* (d+alpha)
) 5

S0s = ((1-p) *A+tgamma*I0s)/ (beta*I0s+d) ;
judul grafik = 'Model SIS (beta > 0, p > 0)';
end
%$inisialisasi
S1(1)=S0;
I1(1)=I0;

%$skema beda hingga tak standar
for i=1:n-1,

S1(i+1) = (S1(i) + (1-p)*h*A + gamma*h*I1(i))/ (1
+ beta*h*I1 (i) + d*h);

T1(i+l) = (I1(i) + h*p*A + beta*h*S1(i)*I1(i))/ (1
+ (dtgammatalpha) *h) ;

end;
In = I1 ().,
Sn = Sl(n);



fprintf ('\n"'");

fprintf ('Hasil Iterasi');

fprintf('\n');

fprintf ('Titik tetap yang dihasilkan dari analisa
numerik :');fprintf('\n'");

fprintf (' S* = %8.10f\n"', S0s) ;

fprintf (' I* = %$8.10f\n"',I0s);

fprintf('\n") ;

fprintf ('Titik tetap yang dihasilkan dari iterasi
') fprintf ("\n'");

fprintf (' S* = %8.10f\n"', Sn) ;
fprintf (' I* = %8.10f\n"', In);
figure (1)

hold on

ploey, 10, "+, §i, T, e

b',S0s,I0s, '*r',''linewidth',1.5);

title(judul grafik);

xlabel ('S(t) ")

ylabel ("I (t)");

legend ('Titik awal', 'Nilai(S(t),I(t))"','Titik Tetap
(Analisa) ',0);

figure (2)

hold on
plot(l:n,S1(:),'-r',1:n,I1(:),"'-b',"'linewidth',1.5);
legend ('S(t)',"'I(t)"',0)

title ('Pergerakan nilai S dan I untuk mencapai titik
tetap')

xlabel ('waktu/iterasi');

ylabel ('"Nilai S(t)/I(t)");
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