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MENDUGA KURVA REGRESI MENGGUNAKAN TEKNIK 
PEMULUS KERNEL DAN ANALISIS WAVELET 

ABSTRAK 

Pendekatan parametrik untuk menduga model regresi dapat digunakan 
jika asumsi bentuk kurva regresi diketahui. Jika asumsi bentuk kurva 
tidak diketahui dan diasumsikan mulus, maka dapat digunakan 
pendekatan nonparametrik. Tujuan dari penelitian ini adalah menduga 
model regresi menggunakan pendekatan nonparametrik, yaitu teknik 
pemulus Kernel dan analisis wavelet yang merupakan perluasan dari 
penduga histogram. Untuk mengetahui kebaikan dari penduga kurva 
digunakan MSE (Mean Square Error) dan MAPE (Mean absolute 
Persentage Error). Semakin kecil nilai MSE dan MAPE semakin baik 
hasil dari penduga kurva dan sebaliknya. Data yang digunakan pada 
penelitian ini adalah data pertambahan tinggi tanaman suren, data biaya 
untuk berlayar dan data pertumbuhan burung Mutton. Dari hasil analisis 
terhadap tiga data sekunder diperoleh MSE dan MAPE hasil analisis 
wavelet lebih kecil dibandingkan dengan MSE dan MAPE hasil teknik 
pemulus Kernel sehingga dapat diambil kesimpulan bahwa analisis 
wavelet lebih baik dibandingkan dengan teknik pemulus Kernel. 

 
Kata kunci : teknik pemulus Kernel, analisis wavelet 



v 

�

KERNEL ESTIMATION AND WAVELET ANALYSIS AS A 
CURVE ESTIMATION 

ABSTRACT 

The parametric approach can be used if the curve assumptions of 
regression is defined. If it is not and it looks smooth, we can use  
nonparametric approaches. The purpose of this study is to estimate 
regression models using Kernel smoothing and wavelet analysis as an 
histogram estimators. The goodness of  fit used are MSE (Mean Square 
Error) and MAPE (Mean absolute Persentage Error). The smaller the 
MSE and MAPE the better estimators will occur. The data used is suren 
plant height, fuel cost data for the sail and the growth of Mutton bird. 
Based on the analysis, it can be seen that the result of MSE and MAPE 
using wavelet analysis is less than that using Kernel smoothing. So in 
conclusion, wavelet analysis is better than Kernel smoothing. 

 
 

Keyword : Kernel smoothing, wavelet analysis  
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BAB I 
PENDAHULUAN 

 
 

1.1.   Latar Belakang 

 Dalam ilmu statistika, salah satu analisis yang dapat digunakan 
untuk mengetahui hubungan antara dua peubah atau lebih adalah 
analisis regresi. Untuk menjelaskan hubungan tersebut dapat digunakan 
kurva regresi. Ada dua pendekatan dalam menduga kurva regresi yaitu 
pendekatan parametrik dan pendekatan nonparametrik. Pendekatan 
parametrik dilakukan jika asumsi bentuk kurva diketahui dan tergantung 
dari suatu parameter misalnya linear, eksponensial, dan lain-lain, 
sedangkan pendekatan nonparametrik dilakukan jika asumsi bentuk 
kurva tidak diketahui. 
 Untuk dapat menggunakan pendekatan parametrik, diperlukan 
pengetahuan masa lalu tentang karakteristik data. Berbeda dengan 
pendekatan parametrik, dalam regresi nonparametrik bentuk kurva 
regresi diasumsikan tidak diketahui. Kurva regresi hanya diasumsikan 
mulus, yang berarti kontinu dan differensiable. Pada pendekatan 
nonparametrik, data diharapkan mencari sendiri bentuk penduganya, 
tanpa dipengaruhi oleh faktor subyektifitas dari perancang penelitian 
(Eubank, 1988). Oleh karena itu, pendekatan regresi nonparametrik 
memiliki fleksibelitas yang tinggi. 
 Ada beberapa metode untuk menduga fungsi regresi 
nonparametrik diantaranya histogram, teknik pemulus Kernel, deret 
Fourier, dan analisis wavelet. Histogram merupakan metode klasik yang 
paling populer yang digunakan untuk menduga fungsi. Suatu histogram 
disusun dengan meletakkan titik-titik data ke dalam suatu bin atau kelas, 
di mana bin atau kelas diperoleh dengan menentukan nilai awal dan 
lebar kelas (bandwidth). Di dalam menduga suatu fungsi, fungsi 
diasumsikan berada pada ruang fungsi yang mulus. Oleh karena itu, 
Hardle (1990) mengembangkan histogram menjadi teknik pemulus 
Kernel dengan memberi bobot berupa fungsi Kernel. Ada beberapa 
fungsi Kernel diantaranya fungsi Gaussian, Segitiga, Epanechnikov, dan 
fungsi Seragam (Uniform). Fungsi Gaussian merupakan fungsi yang 
paling populer yang sering digunakan di dalam penelitian (Odgen, 
1997). Ada beberapa macam teknik pemulus Kernel, di antaranya 
penduga Nadaraya-Watson dan penduga Gasser-Muller. Penduga yang 
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digunakan di dalam teknik pemulus Kernel adalah penduga Nadaraya-
Watson karena memberikan hasil yang lebih baik dibandingkan penduga 
Gasser-Muller (Halim dan Bisono, 2006). Selain teknik pemulus Kernel, 
deret Fourier dan analisis wavelet dapat digunakan untuk menduga 
fungsi regresi. Menurut Walker (1997) dan Suparti (2005), analisis 
wavelet lebih efektif dibandingkan dengan deret Fourier karena analisis 
wavelet menyediakan pendekatan sederhana untuk merekontruksi fungsi 
yang tidak mulus. Teknik pemulus Kernel memiliki karakteristik yang 
sama dengan analisis wavelet. Teknik pemulus Kernel dan analisis 
wavelet merupakan perluasan dari penduga histogram. Oleh karena itu, 
penelitian ini akan membandingkan teknik pemulus Kernel dan analisis 
wavelet yang digunakan untuk menduga kurva regresi.  
 Untuk mengetahui kebaikan dari penduga kurva digunakan MSE 
(Mean Square Error) dan MAPE (Mean Absolute Persentage Error). 
Semakin kecil nilai MSE dan MAPE semakin baik penduga dan 
sebaliknya.  
 
1.2.  Rumusan Masalah 

 Rumusan masalah dalam penelitian ini antara lain : 
1. Bagaimana mendapatkan bandwidth yang optimal agar 

memperoleh kurva yang optimal menggunakan teknik pemulus 
Kernel ? 

2. Bagaimana mendapatkan nilai threshold agar memperoleh kurva 
yang optimal menggunakan analisis wavelet ? 

3. Bagaimana perbandingan hasil pendugaan kurva regresi 
menggunakan teknik pemulus Kernel dan analisis wavelet ? 

 
1.3. Batasan Masalah 

 Batasan masalah dalam penelitian ini antara lain : 
1.  Data yang digunakan adalah data univariat. 
2.  Fungsi Kernel yang digunakan adalah fungsi Gaussian. 
3.  Penduga yang digunakan adalah Penduga Nadaraya-Watson.  
4.  Wavelet yang digunakan adalah wavelet Haar. 
5.  Transformasi yang dilakukan adalah transformasi wavelet 

diskrit. 
6.  Penduga wavelet yang digunakan adalah penduga wavelet 

thresholding atau penduga wavelet shrinkage  
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1.4 Tujuan Penelitian 

 Tujuan penelitian ini sebagai berikut : 
1.  Untuk mendapatkan bandwidth yang optimal agar memperoleh 

kurva yang optimal menggunakan teknik pemulus Kernel. 
2. Untuk mendapatkan nilai threshold agar memperoleh kurva 

yang optimal menggunakan analisis wavelet. 
3. Membandingkan nilai MSE dan MAPE pendugaan kurva 

menggunakan teknik pemulus Kernel dan analisis wavelet  
 

1.5 Manfaat penelitian 

 Manfaat dari penelitian ini adalah dapat memberikan metode 
penyelesaian alternatif untuk menduga kurva regresi. 
�  
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BAB II 
TINJAUAN PUSTAKA 

 
2.1  Regresi Nonparametrik 

  Analisis regresi adalah analisis statistik yang mempelajari 
bagaimana membangun sebuah model fungsional dari data untuk dapat 
menjelaskan ataupun meramalkan suatu fenomena alami atas dasar 
fenomena yang lain. Bentuk umum dari model regresi adalah sebagai 
berikut : 

   ( ) iii XgY ε+=  , i = 1, 2, …, n       (2.1) 
di mana :  
 Yi : peubah respon 
 g(Xi) : fungsi dari Xi  
 Xi : peubah prediktor 
 �i : sisaan 
 
  Ada dua pendekatan dalam menduga fungsi regresi, yaitu 
pendekatan parametrik dan pendekatan nonparametrik. Dalam kasus 
parametrik, peneliti biasanya mengunakan metode kuadrat terkecil 
untuk mencocokkan garis-garis regresi dan melandaskan kesimpulan-
kesimpulan yang menyangkut parameter-parameter populasi pada 
asumsi-asumsi regresi parametrik. Akan tetapi, apabila asumsi-asumsi 
tersebut dilanggar maka akan menghasilkan kesimpulan yang salah 
mengenai penelitian tersebut (Daniel, 1989). Salah satu alternatif lain 
yang dapat digunakan untuk mengatasi penyimpangan terhadap asumsi-
asumsi adalah pendekatan nonparametrik.  
  Hubungan antara dua peubah atau lebih dalam regresi 
parametrik biasanya dijelaskan oleh beberapa parameter yang ada dalam 
fungsi regresi yang jumlahnya terbatas. Dalam regresi nonparametrik, 
model tidak digunakan untuk merepresentasikan hubungan karena 
model tersebut tidak mempunyai parameter yang tetap (Hardle, 1989). 
Jadi, hubungan dalam regresi nonparametrik dapat dijelaskan oleh kurva 
regresi. Selain itu, regresi nonparametik juga bebas dari asumsi 
distribusi. Jadi kita dapat menggunakan regresi ini untuk data yang tidak 
mempunyai sebaran atau sebarannya belum diketahui. Secara umum, 
pendekatan parametrik akan memberikan hasil yang lebih baik daripada 
pendekatan nonparametrik jika mempunyai informasi tentang bentuk 
kurva atau model yang terbentuk valid. Akan tetapi, jika tidak ada 



6 

�

informasi tentang bentuk kurva maka pendekatan nonparametrik akan 
memberikan hasil yang lebih baik. Hasil dari pendekatan parametrik 
sangat spesifik dan memberikan informasi kuantitatif tentang data, 
sedangkan pendekatan nonparametrik memberikan informasi kualitatif 
(Eubank, 1988). Dalam model regresi nonparametrik, kurva regresi 
diasumsikan bentuknya tidak diketahui dan hanya diasumsikan mulus 
yang berarti kontinu dan differensiable. Permasalahan dalam analisis 
regresi nonparametrik adalah menentukan penduga kurva regresi. Ada 
beberapa teknik penduga dalam regresi nonparametrik, di antaranya 
teknik pemulus Kernel dan analisis wavelet.  

2.2  Teknik Pemulus Kernel 

 Teknik pemulus Kernel mengasumsikan kurva sebagai 
kombinasi linier terbobot dari pengamatan y1, y2,…, yn dengan koefisien 
bobot fungsi Kernel (Hardle, 1989). Suatu fungsi K(.) disebut fungsi 
Kernel jika K adalah fungsi yang kontinu, berharga riil, simetris, 
terbatas dan � ������ � �	


	 . Kelebihan teknik pemulus Kernel adalah 
bentuknya lebih fleksibel dan bentuk matematisnya mudah disesuaikan 
(Hardle, 1990). Menurut Silverman (1986), fungsi K(.) mempunyai sifat 
sebagai berikut : 

1. � ������� � �	

	  

2. � �
������ � ��


� ��������, maka K disebut Kernel orde r. 
 Bandwidth  merupakan derajat kehalusan yang berperan untuk 
mengontrol penyebaran atau lebar dari fungsi regresi. Teknik pemulus 
Kernel dengan fungsi Kernel, K(.) dan bandwidth, h dirumuskan 
dengan: 
 ������ � �

��������
�
�� �

�
��
� ��

���     (2.2) 
di mana : 
 n : banyaknya data 
 K(.) : fungsi Kernel 
 h : bandwidth atau parameter pemulus. 
 
 Menurut Odgen (1997) dan Hardle (1990), tingkat kemulusan 
��� tergantung dari fungsi Kernel dan pemilihan bandwidth. Salah satu 
fungsi Kernel adalah fungsi Gaussian yang mempunyai fungsi ���� �
�

 !" #

�$%!���untuk |x| < � (Odgen, 1997). Pemilihan fungsi Kernel tidak 
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sedominan pemilihan bandwidth. Nilai bandwidth yang kecil akan 
menghasilkan kurva yang kurang mulus sedangkan nilai bandwidth 
yang besar menghasilkan kurva yang sangat mulus. 
 Menurut Silverman (1986), permasalahan utama di dalam 
teknik pemulus Kernel adalah pemilihan bandwidth. Nilai bandwidth 
yang kecil akan menghasilkan penduga yang mempunyai bias yang 
kecil dan ragam yang besar, sedangkan nilai bandwidth yang besar akan 
menghasilkan penduga yang mempunyai bias yang besar dan ragam 
yang kecil. Oleh karena itu, perlu dipilih nilai bandwidth optimal untuk 
mendapatkan grafik optimal. Ada beberapa cara dalam memilih 
bandwidth yang optimal, salah satunya adalah GCV (Generaziled Cross 
Validation). Langkah pertama yang dilakukan dalam metode GCV 
adalah menentukan beberapa nilai bandwidth, di mana bandwidth yang 
akan digunakan ditentukan dengan cara subyektif (Silverman, 1986). 
Selanjutnya, mencari nilai GCV yang terkecil. Metode GCV 
didefinisikan sebagai berikut : 

GCV(h) =

�

�

=

=

∧

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�

�
�
�

� −
−

−

−

n

i
h

h

n

i
hi

h
xix

K

xixK
n

yyK
n

1

2
1

2

)(1
1

)(
1

   
(2.3) 

dengan  

 �
�

�
�
�

�=
h
x

K
h
1

(x)K h  dan 

 ���� � �
 !" #


�$%! 
di mana : 
 K(.)  : fungsi Kernel Gaussian 
 h : bandwidth 
 xi : peubah prediktor 
 yi : peubah respon 

 
hy

∧
 : penduga yi 

 n : banyaknya data 
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 Bandwidth optimal diperoleh dari bandwidth yang 
menghasilkan GCV yang terkecil dan dapat dirumuskan sebagai berikut: 
 hopt = min GCV(h)     (2.4) 
di mana hopt merupakan nilai bandwidth yang optimal. 

2.3 Penduga Nadaraya-Watson 

 Ada beberapa macam teknik pemulus Kernel. Salah satunya 
adalah penduga Nadaraya-Watson. Penduga ini diusulkan oleh 
Nadaraya dan Watson menggunakan fungsi densitas bersama, yaitu 
variabel X dan Y di dalam penduga Kernel (Hardle, 1989). Fungsi 
densitas bersama variabel random X  dan Y  diperoleh dengan Kernel 
multiplikatif, yaitu 

 )y(yK)x(xKn(x,y)f ih

n

1i
ih

1
hh 2121

−−= �
=

−
∧

 (2.5) 

Dari Persamaan (2.5), maka   

�
∞

∞−

∧
dy(x,y)fy

21hh

  
� �

=

∞

∞−

− −−=
n

1i
ihih

1 dy)y(yyK)x(xKn
21

 

 =
2

i
n

1i 2

i

2
ih

1

h
yy

u;dy)
h

yy
K(

h
y

)x(xKn
1

−=−−� �
=

∞

∞−

−  

 = � �
=

∞

∞−

− =+−
n

1i
22

2

i
ih

1 duh ;  dyduhK(u)u)
h
y

()x(xKn
1

 

 = � �
=

∞

∞−

− +−
n

1i
2iih

1 duK(u))uh(y)x(xKn
1

 

 = �
�
�

�
�
�
�

�
+− � ��

∞

∞−

∞

∞−=

− duK(u)uhduK(u)(y)x(xKn 2i

n

1i
ih

1
1

 

 = ( )E(u)hy)x(xKn 2i

n

1i
ih

1
1

+−�
=

−  

 = i

n

1i
ih

1 y)x(xKn
1�

=

− −             (2.6) 

di mana 1duK(u) =�
∞

∞−

 dan 0duK(u)uE(u) == �
∞

∞−
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Selanjutnya penduga Kernel untuk model regresi nonparametrik pada 
Persamaan (2.1) dikonstruksi sebagai berikut: 

Kurva regresi: 
f(x)

dyf(x,y)y
x)E(Y/Xg(x)

�
∞

∞−===    (2.7) 

Penduga untuk g(x)  adalah mengganti pembilang dan penyebut pada 
Persamaan (2.7) dengan Persamaan (2.6) dan Persamaan (2.2) dengan 
mengambil bandwidth yang sama, yaitu h, maka diperoleh: 

∧

hy  
(x)f

dy(x,y)fy

h

hh 21

∧

∞

∞−

∧

�
=            

= 

�

�

=

−

=

−

−

−

n

1i
ih

1

n

1i
iih

1

)x(xKn

y)x(xKn
              (2.8) 

          = �
=

−
n

1i
iih

1 y(x)Wn
    

 

di mana : 
 K(.) : fungsi Kernel Gaussian 
 h : bandwidth 
 x, xi : peubah prediktor 
 yi : peubah respon 
 n : banyaknya data 
 
Penduga (2.8) yang diusulkan oleh Nadaraya dan Watson disebut 

“Penduga Nadaraya–Watson” dengan (x)W ih =

�
=

− −

−
n

1i
ih

1

ih

)x(xKn

)x(xK
 . 

 

2.4. Analisis Wavelet 

 Analisis wavelet merupakan salah satu analisis yang dapat 
digunakan untuk menduga suatu kurva dalam regresi. Analisis wavelet 
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berhubungan dengan perluasan fungsi yang berkaitan dengan satuan 
fungsi dasar, yaitu fungsi sinus dan fungsi cosinus (Lee dan Yamamoto, 
1994). Analisis wavelet memperluas fungsi tidak hanya dalam bentuk 
polinom trigonometri tetapi dalam bentuk wavelet, di mana bentuk ini 
merupakan generasi dari bentuk translasi (pergeseran) dan dilatasi 
(skala) fungsi tetap yang dinamakan wavelet ibu. Wavelet ini 
memungkinkan pendekatan hubungan antara fungsi yang sedang 
diwakili dengan koefisien-koefisien wavelet. 
 Wavelet merupakan fungsi yang dapat membagi data dalam 
komponen-komponen frekuensi yang berbeda dan dijadikan sebagai 
salah satu pendekatan untuk menduga fungsi dalam regresi. Menurut 
Yasin (2009), fungsi wavelet adalah suatu fungsi dengan sifat-sifat 
tertentu. Salah satunya adalah berosilasi di sekitar nol (seperti fungsi 
sinus dan cosinus). Keunggulan wavelet adalah kemampuannya untuk 
merepresentasikan fungsi yang memiliki diskontinuitas dan puncak 
gelombang yang tajam (Loing dkk, 2008). Wavelet mampu 
merepresentasikan fungsi-fungsi yang bersifat tidak mulus (Walker, 
1997). Pada bagian fungsi yang tidak mulus, wavelet akan 
menggunakan panjang interval yang sempit sedangkan pada bagian 
fungsi yang mulus, wavelet akan menggunakan interval yang lebih 
lebar. Oleh karena itu, fungsi wavelet mempunyai panjang interval yang 
bersifat adaptif secara lokal. 
 Menurut Odgen (1997), fungsi wavelet pertama kali dikenalkan 
oleh Haar tahun 1910. Bentuk wavelet digunakan untuk menunjukkan 
suatu fungsi dasar tertentu yang dihasilkan oleh dilatasi dan translasi 
yang didukung oleh wavelet ayah (fungsi skala), φ(x), dan wavelet ibu 
(fungsi wavelet), �(x), yang keduanya menghasilkan seluruh keluarga 
wavelet yang mempunyai sifat: 

 �
∞

∞−
= 1)( dxxφ   dan  � =∞

∞− 0)( dxxψ    (2.9) 

di mana :  
φ (x) : wavelet ayah (fungsi skala) 

 
� (x) : wavelet ibu (fungsi wavelet) 

 
Dengan dilatasi dan translasi, wavelet ayah dan wavelet ibu 
menghasilkan keluarga wavelet yaitu : 

 
)(

||

1
)(, a

bx

a
xba

−= φφ
   dan  
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)(

||

1
)(, a

bx

a
xba

−= ψψ
.     (2.10) 

Untuk a = 2-j dan b = k2-j , di mana j,k � Z diperoleh wavelet ayah dan 
wavelet ibu seperti pada Persamaan (2.11). 

 )2(2)( 2/
, kxx jj
kj −= φφ

  dan  

 
)2(2)( 2/

, kxx jj
kj −= ψψ     (2.11) 

di mana:  
 j  : parameter dilatasi, j = 0,1,…,J 
 k   : parameter translasi, k = 0,1,…2J-1-1  
 
 Wavelet yang paling sederhana adalah wavelet Haar. Salah satu 
bentuk fungsi dari wavelet Haar adalah sebagai berikut : 

 
	



	
�

�

<−≤−

<−≤

=−
lain yang  ,   0

1)2(2/1, 1

21)2(0,    1

)2(
x

kx

kx

kx j

j

jψ   

dan 

 	


	
�
�

−
≤−≤

=−
lain yang )2( ,0

1)2(0  ,1
)2(

kx

kx
kx

j

j
jφ

   (2.12)
 

(Odgen, 1997). 

 Menurut Morris dkk (2003), ada tiga langkah dasar yang 
dilakukan dalam pendugaan fungsi menggunakan wavelet, yaitu 
mengubah data ke bentuk wavelet menggunakan  transformasi wavelet 
diskrit, pendugaan koefisien wavelet dengan thresholding, dan 
mengubah kembali koefisien wavelet menjadi data asal dengan invers 
transformasi wavelet diskrit. Gambar (2.1) merupakan contoh dari 
pendekatan fungsi menggunakan wavelet Haar pada level yang berbeda. 
Gambar (a) menunjukkan kurva dari data asli sedangkan Gambar (b), 
(c), dan Gambar (d) adalah gambar dari hasil pendekatan kurva dengan 
menggunakan wavelet Haar pada level 4, 5, dan 6. Dari Gambar (2.1) 
dapat diketahui bahwa semakin besar level dekomposisi, j, maka kurva 
yang terbentuk semakin mendekati kurva yang sebenarnya. 
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Gambar 2.1.  Contoh pendekatan fungsi dengan wavelet Haar 

 
2.4.1 Transformasi Wavelet Diskit 

 Transformasi wavelet merupakan fungsi matematis yang 
digunakan untuk merepresentasikan data. Transfomasi wavelet 
digunakan untuk mengubah inputan data menjadi barisan bilangan real 
yang dikenal sebagai koefisien wavelet. Analisis data pada transformasi 
wavelet dilakukan dengan mendekomposisikan suatu data ke dalam 
komponen-komponen frekuensi yang berbeda-beda dan selanjutnya 
masing-masing komponen frekuensi tersebut dapat dianalisis sesuai 
dengan skala resolusi atau level dekomposisinya.  
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Gambar 2.2. Dekomposisi dan rekontruksi wavelet pada level J   
  
 Gambar (2.2) merupakan ilustrasi dari dekomposisi transformasi 
wavelet, di mana inputan data akan ditransformasi menjadi dua 
komponen yang berbeda yang dinamakan dengan koefisien skala (c) dan 
koefisien wavelet (d), di mana j adalah level dekomposisi. Transformasi 
ini hanya akan menghasilkan komponen-komponen pembentuk fungsi 
pada masing-masing tingkat resolusinya. Namun pendekatan fungsi asal 
yang dinyatakan dalam koefisien-koefisien wavelet tertentu belum 
diperoleh. Hal ini dapat dicari dengan transformasi inversnya melalui 
rekontruksi atau invers transformasi wavelet . 
 Transformasi wavelet diskrit merupakan salah satu cara yang 
dapat digunakan untuk menghitung koefisien skala dan koefisien 
wavelet yang akan digunakan untuk pendekatan fungsi asal. Menurut 
Odgen (1997), transformasi wavelet diskrit dapat digunakan untuk data 
yang berukuran 2J, apabila data tidak berukuran 2J, maka data tidak 
dapat ditransformasi. Hal ini dikarenakan transformasi wavelet diskrit 
mengubah data awal menjadi koefisien wavelet sebanyak setengah dari 
data awal dan koefisien skala sebanyak setengah dari data awal. Dengan 
kata lain, koefisien wavelet dan koefisien skala yang terbentuk masing-
masing berjumlah 2J-1 pada level 1, 2J-2 pada level 2, 2J-3 pada level 3, 
dan seterusnya sampai pada level J. 
 Pada Persamaan (2.1), g(x) merupakan suatu fungsi yang akan 
diduga menggunakan analisis wavelet. Dalam fungsi tersebut, g(x) 
berupa suatu fungsi yang terdiri atas n buah pengamatan yang memuat y 
= (y1, y2,…, yn). Dalam hal ini, ukuran dari n adalah 2J untuk suatu 
bilangan bulat positif J, di mana J adalah level maksimal dari 
dekomposisi (Odgen, 1997). W adalah matriks ortogonal yang 
berhubungan dengan basis wavelet. Menurut Vidacovic (1999), 
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transformasi wavelet diskrit pada level J merupakan suatu transformasi 
orthogonal dari y ke vektor koefisien D yang dinyatakan dengan : 
 D = WjY       (2.13) 
di mana :  
 D(nx1) : vektor koefisien yang memuat koefisien skala (c) dan 
    koefisien wavelet (d) 
 Wj(nxn) : matriks ortogonal yang berhubungan dengan basis 
    wavelet yang dipilih 
 Y(nx1) : matriks dari nilai fungsi g(x) 
 
Misalnya untuk n = 8 dengan j = 3, matriks W untuk wavelet Haar 
adalah  

W(8x8) = 
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di mana φ 0*1��� dan ,0*1��� diperoleh dari Persamaan (2.11) dan 

Persamaan (2.12). 
   
2.4.2  Transformasi Wavelet Diskrit Invers (TWDI) 

 Transformasi wavelet diskrit hanya akan menghasilkan 
komponen-komponen pembentuk fungsi pada masing-masing tingkat 
resolusi atau level dekomposisi. Namun pendekatan fungsi asal yang 
dinyatakan dalam koefisien-koefisien wavelet tertentu belum diperoleh. 
Hal ini dapat dicari dengan menggunakan transformasi inversnya 
melalui Transformasi Wavelet Diskrit Invers (TWDI), yaitu:  
 Y(nx1) = WT

(nxn)D(nx1)     (2.14) 
di mana : 
 D(nx1) : vektor koefisien yang memuat koefisien skala (c) dan 
    koefisien wavelet (d) 
 W(nxn) : matriks orthogonal 
 Y(nx1) : matriks dari nilai fungsi g(x) 
 
Dari Persamaan (2.14), diperoleh penduga wavelet linier dengan 
persamaan : 
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ψφ      (2.15) 

di mana : 
 kjoc ,ˆ  : koefisien skala dengan indeks dilatasi atau level 

dekomposisi j dan indeks translasi k 

 kjd ,
ˆ  : koefisien wavelet dengan indeks dilatasi atau level 

dekomposisi j dan indeks translasi k 
 ,(x)  : wavelet ibu 

�
φ (x) : fungsi skala (wavelet ayah) 

 
2.4.3  Penduga Wavelet Thresholding  

 Metode paling akurat dalam penduga fungsi regresi dengan 
wavelet adalah metode wavelet shrinkage atau metode wavelet 
thresholding (Suparti, 2006). Penduga wavelet dapat direkonstruksi 
dengan menggunakan sejumlah koefisien terbesar, yaitu hanya koefisien 
yang lebih besar dari suatu nilai tertentu yang diambil, sedangkan 
koefisien selebihnya diabaikan, karena dianggap nol. Nilai tertentu 
tersebut dinamakan nilai threshold (nilai ambang) dan penduganya 
dinyatakan dengan : 
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     (2.16) 

di mana : 
 λŷ  : penduga wavelet shrinkage 

 kjoc ,ˆ  : penduga koefisien cjo,k 

 kjd ,
ˆ  : penduga koefisien dj,k 

 λ  : parameter nilai threshold 

 λ∂  : fungsi threshold 

 kjo,φ
 : fungsi skala (wavelet ayah) 

 kj,ψ  : wavelet ibu 

 
 Penduga (2.16) dinamakan penduga wavelet shrinkage atau 
penduga wavelet thresholding. Thresholding dirancang untuk 
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membedakan antara koefisien wavelet yang masuk dan yang keluar dari 
rekonstruksi wavelet. Ada dua faktor yang mempengaruhi ketepatan 
penduga, yaitu ukuran sampel n dan tingkat noise 2σ̂ . Setiap koefisien 
merupakan calon kuat masuk di dalam rekonstruksi wavelet jika ukuran 
sampel besar atau tingkat noise kecil. 

Pada penduga fungsi dengan metode wavelet thresholding, 
tingkat kemulusan penduga ditentukan oleh level resolusi J, fungsi 
thresholding λ∂  dan parameter threshold � . Namun pemilihan J dan 

λ∂  tidak sedominan � . Nilai �  yang terlalu kecil  memberikan 
penduga fungsi yang sangat  tidak mulus (under smooth) sedangkan 
nilai �  yang terlalu besar memberikan penduga yang sangat mulus 
(over smooth). Oleh karena itu, parameter threshold yang dipilih harus 
optimal untuk mendapatkan fungsi yang optimal. Ada beberapa langkah 
dalam melakukan thresholding, yaitu sebagai berikut : 
1. Memilih fungsi thresholding 
 Ada dua jenis fungsi thresholding 

�∂ , yaitu: 

 a. Hard Thresholding,  

  

�
� >

=∂
lain yang d0,    

�d   d,        
(d)H

�
    (2.17) 

 b. Soft Thresholding,  

  �d

�d

�d

�,d

,    

�,  d

(d)S
�

−<
≤
>

	



	
�

�

+

−
=∂ 0     (2.18) 

 dengan �  merupakan parameter threshold. Fungsi Hard 
thresholding lebih dikenal karena terdapat ketidakkontinuan 
dalam fungsi thresholding pada d = ± �. Sebaliknya, fungsi soft 
thresholding kontinu yaitu sejak nilai x berada di atas threshold, 
� . 

2. Menduga � 
  Dalam merekonstruksi fungsi wavelet biasanya nilai � 

tidak diketahui. Oleh karena itu, � harus diduga dari data. 
Menurut Mallat (1989), penduga � dihitung dengan menggunakan 
fungsi Median Absolute Deviasion (MAD), yaitu: 
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( )( )
0.6745

d̂mediand̂median
�̂

k1,Jk1,J −− −
=  (2.19) 

 di mana : 
  d : koefisien wavelet 
  j : indeks dilatasi 
  k : indeks translasi  
 
3. Pemilihan Parameter Threshold 
  Tingkat kemulusan penduga wavelet shrinkage ditentukan 

oleh nilai threshold � . Nilai � kecil memberikan penduga fungsi 
yang tidak mulus dan nilai � besar memberikan penduga fungsi 
yang sangat mulus. Oleh karena itu perlu dipilih nilai � yang 
optimal. Ada beberapa cara pemilihan nilai threshold yang 
optimal yaitu : 
1. Threshold Universal 

Menurut Odgen (1997), threshold universal ditentukan 
dengan memilih satu nilai threshold � untuk seluruh level 
resolusi j, dan didefinisikan dengan persamaan : 

  )log2(  n � j =     (2.20) 

 dengan n adalah banyaknya observasi. 
2. Threshold wp 

 Threshold wp ditentukan dengan memilih satu nilai 
threshold � untuk seluruh level resolusi j, dan didefinisikan 
dengan persamaan :  

  ))log(log(2 2 nn� j =
   (2.21) 

 dengan n adalah banyaknya observasi. 
3. Threshold Minimax  

 Nilai-nilai threshold minimax ditentukan berdasarkan 
ukuran sampel. Tabel 2.1 menunjukkan nilai-nilai 
threshold minimax untuk sampel yang berbeda. 
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Tabel 2.1 Nilai-Nilai Threshold Minimax Untuk Ukuran 
 Sampel Yang Berbeda 

�����
���� ���� ��

�� ��

��� �� ���

! � �� "��

��� ���"��

� �� ����#�

 ��� ������

�� �  ��"��

�� ��  � ! �

 ����  �����

��#��  ��#��

��# �  �""!�

��!���  �#� �

! "��� !��!��

(Odgen, 1997) 

2.5 Kriteria Pemilihan Metode Terbaik 

2.5.1 MSE (Mean Square Error) 

 MSE (Mean Square Error) adalah rasio antara jumlah kuadrat 
error dan periode pengamatan. Menurut Odgen (1997) dan Silverman 

(1986), MSE pada penduga Kernel (
∧

hy ) pada Persamaan (2.8) dan 

analisis wavelet ( λŷ ) pada Persamaan (2.16) didefinisikan sebagai : 

 MSE = ( )�
=

−
n

i
ii yy

n 1

2ˆ1
     (2.22) 

di mana : 
yi  : nilai pengamatan ke-i, i = 1,….n 
�2i : penduga dari yi 
n  : banyaknya data 
 

 MSE menunjukkan suatu nilai yang dapat digunakan untuk 
mengetahui kebaikan dari suatu penduga. Semakin kecil nilai MSE, 
semakin kecil kesalahan pendugaan atau error dan sebaliknya. 
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2.5.2 MAPE (Mean Absolute Persentage Error) 

 MAPE (Mean Absolute Persentage Error) adalah jumlah kuadrat 
dari rasio error terhadap data yang sebenarnya. MAPE pada penduga 

Kernel (
∧

hy ) pada Persamaan (2.8) dan analisis wavelet ( λŷ ) pada 
Persamaan (2.16) didefinisikan sebagai : 

 MAPE = �
=

��
�

�
��
�

� −n

i i

ii

y
yy

n 1

2
ˆ1

    (2.23) 

di mana : 
yi  : nilai pengamatan ke-i, i = 1,….n 
�2i : penduga dari yi 
n  : banyaknya data 

(en.wikipedia.org) 
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BAB III 
METODE PENELITIAN 

 
 
3.1. Data Penelitian 

 Data yang digunakan dalam penelitian ini adalah data sekunder. 
Data dapat dilihat di Tabel 3.1. 
 
Tabel 3.1 Data Sekunder Yang Digunakan Dalam Penelitian 

No Obyek Kajian 

Ukuran 
Data 
atau 

Sampel 

Peubah 
Respon 

Peubah 
Prediktor Sumber 

1 Bibit suren di 
persemaian 8 Pertambahan 

tinggi (cm) 

Umur 
semai 

(minggu) 

http://ww
w.dephut.

go.id  

2 Lama berlayar 32 
Biaya bahan 

bakar (ratusan 
dolar) 

Lama 
berlayar 

(hari) 

http://lib.s
tat.cmu.ed
u/DASL 

3 
Pertumbuhan 

burung 
Mutton 

64 Berat (gram) Umur 
(hari) 

http://ww
w.statsci.c

om 
 
Data selengkapnya dapat dilihat pada Lampiran 1. Perhitungan analisis 
data menggunakan bantuan software R 2.9.2 dan Matlab 6.1. 
 
3.2. Metode 

Langkah-langkah yang dilakukan dalam penelitian ini sebagai 
berikut: 
1. Mengurutkan data, di mana data yang diurutkan adalah data yang 

berukuran 2J. 
2. Menduga kurva menggunakan penduga Kernel. 

Langkah-langkah yang dilakukan dalam penduga Kernel sebagai 
berikut: 
1. Menentukan fungsi Kernel, di mana fungsi yang dipilih adalah 

fungsi Kernel Gaussian. 
2. Mencoba beberapa parameter bandwidth dengan h = 0.01, 

0.02,…,10 untuk Data 1, 2 dan 3  
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3. Memasukkan nilai bandwidth ke dalam penduga Nadaraya-
Watson menggunakan fungsi Kernel Gaussian seperti pada 
Persamaan (2.8). 

4. Menghitung nilai GCV seperti pada Persamaan (2.3). 
5. Mencari bandwidth yang optimal yang memiliki nilai GCV 

terkecil. 
6. Membentuk model dari penduga Nadaraya-Watson 

menggunakan fungsi Kernel Gaussian seperti pada Persamaan 
(2.8). 

7. Menghitung nilai MSE seperti pada Persamaan (2.22) dan nilai 
MAPE seperti pada Persamaan (2.23). 

3. Menduga kurva menggunakan analisis wavelet. 
Langkah-langkah dalam analisis wavelet sebagai berikut: 
1. Menentukan level dekomposisi, J, di mana level yang dipilih 

adalah level maksimal. 
2. Melakukan transformasi wavelet diskrit pada level J seperti 

pada Persamaan (2.13). Adapun langkah-langkah dalam 
transformasi wavelet diskrit adalah sebagai berikut : 
4. Membentuk matriks W dengan memasukkan peubah 

prediktor ke dalam fungsi wavelet ayah dan wavelet ibu 
yang ada di dalam matriks W. 

5. Membentuk matriks Y yang berisi nilai-nilai dari peubah 
respon. 

6. Menghitung matriks D yang berisi koefisien wavelet dan 
koefisien skala. 

3. Melakukan thresholding yaitu menyusutkan koefisien wavelet 
pada skala terbaik j untuk mendapatkan koefisien wavelet baru. 
Adapun langkah-langkah dalam menduga wavelet thresholding 
adalah sebagai berikut : 
1. Memilih fungsi thresholding 

Fungsi thresholding yang digunakan dalam penelitian ini 
adalah soft thresholding seperti pada Persamaan (2.18). 
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2. Menduga � 
Penduga � berdasarkan koefisien wavelet pada level 
tertinggi menggunakan fungsi Median Deviasi Absolut 
(MAD) pada Persamaan (2.19). 

3. Pemilihan Parameter Threshold 
Pemilihan nilai threshold yang digunakan adalah Threshold 
Universal seperti pada Persamaan (2.20). 

4. Melakukan transformasi wavelet invers pada koefisien wavelet 
yang baru untuk mendapatkan penduga wavelet shrinkage 
seperti pada Persamaan (2.14).  

5. Membuat model regresi menggunakan koefisien wavelet baru 
dalam bentuk Persamaan (2.16). 

6. Menghitung nilai MSE seperti pada Persamaan (2.22) dan nilai 
MAPE seperti pada Persamaan (2.23). 

4. Membandingkan MSE dan nilai MAPE hasil pendugaan 
menggunakan penduga Kernel dan analisis wavelet. 

 Diagram alir metode penelitian dapat dilihat pada Gambar (3.1). 
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Gambar 3.1. Diagram Alir Metode Penelitian 
  

Ya�

Tidak�

End�

Menghitung Nilai MSE dan MAPE�

Memasukkan ke dalam 
penduga Nadaraya-Watson�

Mencari bandwidth yang optimal�

Menghitung nilai GCV�

Mencoba beberapa 
parameter bandwidth 

Memasukkan ke dalam 
penduga Nadaraya-Watson�

Menentukan fungsi  
Kernel 

Jumlah Data = 2j 

Menentukan Level 
Dekomposisi 

Invers Transformasi Wavelet 
Diskrit�

Model Regresi 

Transformasi Wavelet 
Diskrit 

Thresholding 

Start�

Input Data 

Mengurutkan data 



25 

�

BAB IV 
HASIL DAN PEMBAHASAN 

 
4.1  Teknik Pemulus Kernel 

4.1.1 Penduga Kernel Data 1 atau Data Pertambahan Tinggi 
Tanaman Suren  

 
  Pada teknik pemulus Kernel, diperlukan pemilihan bandwidth 
yang optimal untuk memperoleh kurva yang optimal. Bandwidth yang 
optimal adalah bandwidth yang memiliki nilai GCV terkecil. Nilai 
bandwidth yang digunakan untuk Data 1 adalah 0.01 sampai dengan 10. 
Nilai GCV untuk beberapa parameter bandwidth pada Data 1 
ditunjukkan pada Tabel 4.1. 
 
Tabel 4.1. Nilai GCV untuk Data 1 

Bandwidth Nilai GCV  Bandwidth Nilai GCV  
0.01 1.161E-01 0.60 1.142E-01 
0.02 1.161E-01 0.70 1.136E-01 
0.03 1.161E-01 0.80 1.129E-01 
0.04 1.161E-01 0.90 1.124E-01 
0.05 1.161E-01 1.00 1.118E-01 
0.06 1.161E-01 2.00 1.103E-01 
0.07 1.161E-01 3.00 1.120E-01 
0.08 1.161E-01 4.00 1.133E-01 
0.09 1.161E-01 5.00 1.141E-01 
0.10 1.161E-01 6.00 1.147E-01 
0.20 1.161E-01 7.00 1.150E-01 
0.30 1.161E-01 8.00 1.153E-01 
0.40 1.157E-01 9.00 1.154E-01 
0.50 1.149E-01 10.00 1.156E-01 

 
 Dari Tabel 4.1 dapat dketahui bahwa pada saat bandwidth 
bernilai 0.01 sampai 0.10 mempunyai nilai GCV yang sama karena 
perbedaan bandwidth yang sangat kecil tidak akan mempengaruhi nilai 
dari GCV. Nilai GCV berhubungan dengan error. Oleh karena itu, jika 
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perbedaan antara bandwidth yang satu dengan yang lain sangat kecil 
maka akan menghasilkan nilai GCV yang hampir sama. Selain itu, dari 
Tabel 4.1 dapat diketahui bahwa bandwidth optimal untuk Data 1 adalah 
2 karena memiliki nilai GCV paling kecil, yaitu 1.103E-01. Berdasarkan 
hasil pemilihan bandwidth yang optimal diperoleh model dengan fungsi 
Kernel Gausian sebagai berikut: 
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Di mana nilai xi dan yi selengkapnya dapat dilihat pada Lampiran 1. 
 
4.1.2 Penduga Kernel Data 2 atau Data Biaya Bahan Bakar  

 Data 2 menggunakan nilai bandwidth sebesar 0.01 sampai 10. 
Nilai GCV untuk beberapa parameter bandwidth pada Data 2 
ditunjukkan pada Tabel 4.2. 
 
Tabel 4.2. Nilai GCV Untuk Data 2 

Bandwidth Nilai GCV Bandwidth Nilai GCV  
0.01 5.760E-02 0.60 5.760E-02 
0.02 5.760E-02 0.70 5.760E-02 
0.03 5.760E-02 0.80 5.760E-02 
0.04 5.760E-02 0.90 5.760E-02 
0.05 5.760E-02 1.00 5.653E-02 
0.06 5.760E-02 2.00 5.653E-02 
0.07 5.760E-02 3.00 5.653E-02 
0.08 5.760E-02 4.00 5.653E-02 
0.09 5.760E-02 5.00 5.651E-02 
0.10 5.760E-02 6.00 5.763E-02 
0.20 5.760E-02 7.00 5.765E-02 
0.30 5.760E-02 8.00 5.781E-02 
0.40 5.760E-02 9.00 5.780E-02 
0.50 5.760E-02 10.00 5.780E-02 
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 Dari Tabel 4.2 dapat diketahui bahwa nilai GCV untuk beberapa 
bandwidth menunjukkan nilai yang hampir sama. Selain itu, nilai GCV 
pada Data 2 mengalami penurunan pada saat bandwidth bernilai 1 dan 
mulai mengalami kenaikan saat bandwidth bernilai 6. Bandwidth 
optimal untuk Data 2 adalah 5 karena memiliki nilai GCV yang paling 
kecil, yaitu 5.651E-02. Berdasarkan hasil pemilihan bandwidth yang 
optimal diperoleh model dengan fungsi Kernel Gausian sebagai berikut : 

	


	
�
�

	


	
�
�

�
�
�

�

�
�
�

�

�
�

�

�

�
�

�

�
�
�

�
�
�

� −−

	


	
�
�

	


	
�
�

�
�
�

�

�
�
�

�

�
�

�

�

�
�

�

�
�
�

�
�
�

� −−

=

�

�

=

=

32

1

2

32

1

2

52
1

exp
2
1

32
1

52
1

exp
2
1

32
1

ˆ

i

i

i
i

i

h

xx

y
xx

y

π

π

 
Di mana nilai xi dan yi selengkapnya dapat dilihat pada Lampiran 1. 
 
4.1.3 Penduga Kernel Data 3 atau Data Pertumbuhan Burung 

Mutton 
 
 Untuk Data 3, nilai bandwidth maksimum yang digunakan adalah 
10. Nilai GCV untuk beberapa parameter bandwidth pada Data 3 
ditunjukkan pada Tabel 4.3. 
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Tabel 4.3. Nilai GCV untuk Data 3 
Bandwidth Nilai GCV Bandwidth Nilai GCV 

0.01 4.87E-38 0.60 4.57E-46 
0.02 4.87E-38 0.70 2.06E-48 
0.03 4.87E-38 0.80 1.84E-50 
0.04 4.87E-38 0.90 2.32E-52 
0.05 4.87E-38 1.00 3.60E-54 
0.06 4.87E-38 2.00 2.21E-59 
0.07 4.87E-38 3.00 1.52E-48 
0.08 4.87E-38 4.00 8.85E-40 
0.09 4.87E-38 5.00 1.65E-32 
0.10 4.87E-38 6.00 1.17E-26 
0.20 4.86E-38 7.00 3.57E-22 
0.30 3.15E-38 8.00 6.46E-19 
0.40 5.14E-40 9.00 1.06E-16 
0.50 3.52E-43 10.00 2.47E-15 

 
 Dari Tabel 4.3 dapat diketahui bahwa bandwidth optimal untuk 
data pertumbuhan burung mutton adalah 2 karena memiliki nilai GCV 
paling kecil, yaitu 2.21E-59. Berdasarkan hasil pemilihan bandwidth 
yang optimal diperoleh model dengan fungsi Kernel Gausian sebagai 
berikut : 
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Di mana nilai xi dan yi selengkapnya dapat dilihat pada Lampiran 1. 
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4.2  Analisis Wavelet 

4.2.1  Analisis Wavelet Untuk Data 1 atau Data Pertambahan 
Tinggi Tanaman Suren  

 
4.2.1.1 Transformasi Wavelet Diskrit Data 1 

  Banyaknya level dekomposisi didasarkan pada jumlah data, 
yaitu n = 2j. Untuk Data 1 dilakukan transformasi menggunakan 
transformasi wavelet diskrit tipe Haar dengan dekomposisi sebanyak 3 
level, karena jumlah data adalah 8. Penentuan level dekomposisi 
wavelet didasarkan pada level maksimal. Hal ini dikarenakan level 
maksimal akan menghasilkan penduga kurva yang lebih mendekati 
kurva yang sebenarnya dibandingkan dengan level lainnya. Untuk 
pendekomposisian data selengkapnya dapat dilihat pada Lampiran 4. 

4.2.1.2 Thresholding Data 1 

   Dari hasil analisis dapat diketahui bahwa parameter threshold 
menghasilkan nilai optimal jika fungsi yang digunakan adalah fungsi 
soft thresholding pada level 3. Berdasarkan Persamaan (2.19) dan (2.20)  
diperoleh nilai �̂  = 1.2194 dan j� =  1.3439. Berdasarkan Persamaan 

(2.16) dan (2.18), dari nilai threshold dapat diketahui bahwa jika 

koefisien � 34 5
�6!�78� bernilai kurang dari 1.3439 maka koefisien tersebut 

tidak digunakan dalam rekontruksi wavelet atau tidak digunakan dalam 
menduga kurva regresi karena dianggap nol. Akan tetapi, jika nilai 

koefisien � 34 5
�6!�78� bernilai lebih besar dari 1.3439 atau kurang dari -

1.3439 maka koefisien tersebut digunakan dalam rekontruksi wavelet 
atau digunakan dalam menduga kurva regresi. Data hasil thresholding 
dapat dilihat di Lampiran 5. �
�

4.2.1.3 Invers Transformasi Wavelet Diskrit Data 1 

 Invers transformasi wavelet diskrit dilakukan untuk 
mengembalikan data yang berupa koefisien wavelet dan koefisien skala 
yang merupakan hasil dari transformasi wavelet diskrit ke bentuk data 
awal. Berdasarkan Persamaan (2.14), maka matriks Y dapat diperoleh 
dengan cara sebagai berikut :  

 
)18()88()18(̂ xx

T
x DWY =
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dan DT = [ 27.934  0.382  1.431  …  -0.147]. Koefisien wavelet hasil 
thresholding selengkapnya dapat dilihat pada Lampiran 5. Berdasarkan 
Persamaan (2.14) diperoleh model sebagai berikut : 

)(147.0...)(431.1)(382.0)(934.27ˆ 3,10,20,30,3 xxxxy −−−− −+++= ψψψφλ

 
Data hasil invers transformasi wavelet diskrit dapat dilihat pada 
Lampiran 6. 
 
4.2.2  Analisis Wavelet Untuk Data 2 atau Data Biaya Bahan 

Bakar Untuk Berlayar 

4.2.2.1 Transformasi Wavelet Diskrit Data 2 

  Penentuan level dekomposisi wavelet didasarkan pada jumlah 
data, yaitu n = 2j. Data 2 dilakukan transformasi wavelet diskrit 
menggunakan tipe Haar dengan dekomposisi sebanyak 5 level. Untuk 
pendekomposisian data selengkapnya dapat dilihat pada Lampiran 4. 
 
4.2.2.2 Thresholding Data 2 

 Fungsi dan level dekomposisi yang digunakan di dalam 
thresholding untuk Data 2 adalah fungsi soft thresholding dan level 5. 
Berdasarkan Persamaan (2.19) dan (2.20) diperoleh nilai �̂  = 3.7064 
dan j� = 1.7350. Berdasarkan Persamaan (2.16) dan (2.18), dari nilai 

threshold dapat diketahui bahwa jika koefisien � 34 )!)6:+;8� bernilai kurang 
dari 1.7350, maka koefisien tersebut tidak digunakan dalam rekontruksi 
wavelet atau tidak digunakan dalam menduga kurva regresi karena 
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dianggap nol. Akan tetapi, jika nilai koefisien � 34 )!)6:+;8� bernilai lebih 
besar dari 1.7350 atau kurang dari -1.7350, maka koefisien tersebut 
digunakan dalam rekontruksi wavelet atau digunakan dalam menduga 
kurva regresi. Data hasil thresholding dapat dilihat di Lampiran 5.  
 
4.2.2.3 Invers Transformasi Wavelet Diskrit Data 2 

 Invers transformasi wavelet diskrit digunakan untuk 
mendapatkan nilai penduga hasil dari analisis wavelet. Berdasarkan 
Persamaan (2.14), maka matriks Y dapat diperoleh dengan cara sebagai 
berikut :  
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dan DT = [59.927  6.853  3.083  …  0.385]. Koefisien wavelet hasil 
thresholding selengkapnya dapat dilihat pada Lampiran 5. Berdasarkan 
Persamaan (2.14) diperoleh model sebagai berikut : 

)(385.0...)(083.3)(853.6)(927.59ˆ 15,11,50,50,5 xxxxy −−−− ++++= ψψψφλ

 
Data hasil invers transformasi wavelet diskrit dapat dilihat pada 
Lampiran 6. 
 
4.2.3   Analisis Wavelet Untuk Data 3 atau Data Pertumbuhan 

Burung Mutton 
 
4.2.3.1 Transformasi Wavelet Diskrit Data 3 

  Banyaknya level dekomposisi untuk Data 3 adalah 6 level. 
Transformasi wavelet yang digunakan adalah transformasi wavelet 
diskrit tipe Haar. Untuk pendekomposisian data selengkapnya dapat 
dilihat pada Lampiran 4. 
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4.2.3.2 Thresholding Data 3 

  Dari hasil analisis dapat diketahui bahwa parameter threshold 
menghasilkan nilai optimal jika fungsi yang digunakan adalah fungsi 
soft thresholding pada level 7. Berdasarkan Persamaan (2.19) dan (2.20) 
diperoleh nilai �̂  = 2.0967 dan j� =  1.9006. Berdasarkan Persamaan 

(2.16) dan (2.18), dari nilai threshold dapat diketahui bahwa jika 

koefisien � 34 ;8!6+7;:� bernilai kurang dari 1.9006, maka koefisien tersebut 
tidak digunakan dalam rekontruksi wavelet atau tidak digunakan dalam 
menduga kurva regresi karena dianggap nol. Akan tetapi, jika nilai 

koefisien � 34 ;8!6+7;:� bernilai lebih besar dari 1.9006 atau kurang dari -
1.9006, maka koefisien tersebut digunakan dalam rekontruksi wavelet 
atau digunakan dalam menduga kurva regresi. Data hasil thresholding 
dapat dilihat di Lampiran 5.  
 
4.2.3.3 Invers Transformasi Wavelet Diskrit Data 3 

 Invers transformasi wavelet diskrit digunakan untuk 
mendapatkan model dari kurva regresi. Berdasarkan Persamaan (2.14), 
maka matriks Y dapat diperoleh dengan cara sebagai berikut :  
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dan DT = [3880.325  1573.500  677.780  …  -25.233]. Koefisien 
wavelet hasil thresholding selengkapnya dapat dilihat pada Lampiran 5. 
Berdasarkan Persamaan (2.14) diperoleh model sebagai berikut : 

)(233.25...)(780.677)(500.1573)(325.3880ˆ 63,11,60,60,6 xxxxy −−−− −+++= ψψψφλ

Data hasil invers transformasi wavelet diskrit dapat dilihat pada 
Lampiran 6. 
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4.3 Perbandingan Hasil Pendugaan Kurva 

  MSE dan MAPE merupakan tolak ukur yang dapat digunakan 
untuk mengetahui seberapa baik hasil pendugaan yang diperoleh. 
Semakin kecil nilai MSE dan MAPE semakin baik hasil pendugaan 
yang diperoleh. Tabel (4.4) menunjukkan nilai MSE dan MAPE dari 
hasil pendugaan untuk masing-masing metode. 
 
Tabel 4.4 Nilai MSE dan MAPE 

Data 

MSE MAPE 
Teknik 

Pemulus 
Kernel 

Analisis 
Wavelet 

Teknik 
Pemulus 
Kernel 

Analisis 
Wavelet 

1 0.462 0.308 0.058 0.039 
2 1.299 1.168 0.091 0.079 
3 1699.851 915.944 0.086 0.075 

  
 Dari Tabel (4.4) dapat diketahui bahwa nilai MSE dan MAPE 
untuk semua data, baik menggunakan teknik pemulus kernel maupun 
analisis wavelet memiliki nilai yang berbeda-beda. Selain itu, dari Tabel 
(4.4) dapat diketahui bahwa nilai MSE dan MAPE untuk analisis 
wavelet mempunyai nilai yang lebih kecil dibandingkan dengan teknik 
pemulus Kernel. Oleh karena itu, dapat diambil kesimpulan bahwa 
analisis wavelet lebih baik dibandingkan dengan teknik pemulus Kernel. 
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BAB V 
KESIMPULAN DAN SARAN 

 
 

5.1   Kesimpulan 

 Berdasarkan hasil penelitian, dapat diambil kesimpulan bahwa : 
1. Untuk mendapatkan kurva yang optimal menggunakan teknik 

pemulus Kernel pada Data 1, 2 dan 3 digunakan bandwidth 
sebesar 2, 5 dan 2. 

2. Untuk mendapatkan kurva yang optimal menggunakan analisis 
wavelet pada Data 1, 2 dan 3 digunakan nilai threshold sebesar 
1.3439, 1.7350 dan 1.9006. 

3. Terdapat perbedaan hasil pendugaan kurva antara teknik pemulus 
Kernel dan analisis wavelet. Hal ini ditunjukkan dengan nilai 
MSE dan MAPE yang berbeda-beda. Dari nilai MSE dan MAPE 
dapat diketahui bahwa analisis wavelet memiliki nilai MSE dan 
MAPE yang lebih kecil dibandingkan dengan teknik pemulus 
Kernel. Oleh karena itu, dapat diambil kesimpulan bahwa analisis 
wavelet lebih baik dibandingkan dengan teknik pemulus Kernel. 

 
5.2 Saran 

Analisis wavelet merupakan analisis yang baik digunakan untuk 
menduga kurva regresi. Akan tetapi, transformasi wavelet diskrit 
mempunyai kelemahan, yaitu data harus berukuran 2J. Oleh karena itu, 
untuk penelitian selanjutnya diharapkan menggunakan MODWT yang 
dapat digunakan untuk semua ukuran data. Selain itu, diharapkan untuk 
penelitian selanjutnya menggunakan tipe wavelet yang lain seperti 
Daubechies wavelet, Coiflet wavelet, dan Meyer wavelet dalam 
menduga kurva regresi. 
� �
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Lampiran 1. Data Penelitian 

Data 1. Data Pertambahan Tinggi Tanaman Suren  

Umur Semai (minggu) Pertambahan Tinggi (cm) 
1 9.17 

2 9.08 

3 9.26 

4 10.91 

5 11.47 

6 9.51 

7 9.78 

8 9.83 
 

  



42 

�

Lampiran 1.   (lanjutan) 

Data 2. Biaya Yang Dikeluarkan Untuk Berlayar   

Lama Berlayar (hari) 
Biaya Bahan Bakar 

(ratusan dollar) 
1 7.9 
2 9.7 
3 8.1 
4 8.6 
5 8.2 
6 7.4 
7 9.5 
8 8.2 
9 7.9 
10 9.0 
11 9.9 
12 11.0 
13 10.6 
14 10.4 

. . 

. . 

. . 

. . 

. . 

. . 

. . 
28 10.6 
29 11.7 
30 13.8 
31 13.9 
32 15.1 
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Lampiran 1. (lanjutan) 

Data 3. Data Pertumbuhan Burung Mutton (gram)  

Time Berat (gram) 
1 64.7 
2 89.3 
3 105.2 
4 119.6 
5 107.9 
6 102.6 
7 97.3 
8 172.0 
9 167.5 
10 202.8 
11 226.0 
12 268.5 
13 228.3 
14 205.3 
. . 

. . 

. . 

. . 

. . 

. . 

. . 
60 795.0 
61 766.0 
62 742.0 
63 724.0 
64 702.0 
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Lampiran 2. Program Matlab Untuk Menghitung Nilai GCV dan Contoh 
Output dari Matlab 

 
function [input,output] = gcv2 (x,y,h) 
m=[]; 
m=length(x); 
m1=diag(x); 
m2=diag(y); 
%ybar=sum(y)/m; 
m3=(ones(size(m1))*m1); 
m4=(ones(size(m3))*m2); 
n=length (h); 
m5=m3'-m3; 
for I=1:n; 
    a=h(I); 
 m6=m5/a; 
 %m7=(ones(size(m1))); 
    d=(m6.^2); 
    m8=(d/-2); 
    for j=1:m 
        for k=1:m 
        e(j,k)=m8(j,k); 
        f=exp(e(j,k));                
        c=f/(sqrt(2*pi)); 
        d(j,k)=c ;                
        end 
    end  
    %nadaraya bawah 
    e=sum(d) ;  
     
    %nadaraya atas 
    g=d'*y; 
    %gi=sum(g); 
     
    %penduga nadaraya 
    m11=g'/e; 
     
    %mencari GCV atas 
     m12=y-(ones(size(y))*m11);      
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     m13=m12.^2; 
     for j=1:m 
        %for k=1:m 
        ei(j)=m13(j); 
        fi=exp(m13(j)/-2)  ;             
        ci=fi/(sqrt(2*pi)); 
        di(j)=ci;                
        %end         
        ei=di.^2; 
        %fprintf('B=%4.5f',ei(j)); 
     end  
     fi=sum(ei); 
     hi=fi/m; 
      
    %mencari GCV bawah (K((x-x1)/h2)) 
    %bagian bawah 
     m161=m5/h(I); 
     m171=m161/h(I); 
     m172=m171.^2; 
     m17=m172/-2; 
     for j=1:m 
        for k=1:m         
        m18=exp(m17(j,k));                
        m19=m18/(sqrt(2*pi)); 
        m20(j,k)=m19   ;         
                 
        %k(h)/k(h2) 
        m21=c/m19; 
        m22=m21.^2; 
        m23=1-(sum(sum(m22))/m); 
        end 
     end   
 gcv=hi/m23    
 end   
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Lampiran 2.  (lanjutan) 

Contoh Output Matlab Untuk Hasil Perhitungan GCV  
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Lampiran 3. Coding R Packages  

1. Transformasi Wavelet Diskrit 
dw1<-dwt(d1$tinggi, filter = “haar”, n.level = 3, boundary = 
"periodic") 

2. Thresholding 
T1<-threshold(dw1, levels=3, type = "soft",policy ="universal", 
by.level = TRUE, value = 0, dev = var, boundary = FALSE, verbose 
= getOption("verbose"), return.threshold = FALSE) 

3. Invers Transformasi Wavelet Diskrit 
Invers<-wr(T1, start.level = 3, verbose = getOption(“verbose”), 
return.object = FALSE, filter.number = 2, family= “DaubExPhase”) 
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Lampiran 4. Hasil Transformasi Wavelet Diskrit  

1.  Transformasi Wavelet Diskrit Data 1 

 
 
Keterangan : 
$W1 : koefisien wavelet hasil transformasi wavelet diskrit    

  pada level 1. 
$W2 : koefisien wavelet hasil transformasi wavelet diskrit  
     pada level 2. 
$W3 : koefisien wavelet hasil transformasi wavelet diskrit  

  pada level 3, dan seterusnya. 
$V1 : koefisien skala hasil transformasi wavelet diskrit pada  

  level 1, dan seterusnya. 
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Lampiran 4. (lanjutan)  

2.  Transformasi Wavelet Diskrit Data 2 

 
 
Keterangan : 
$W1 : koefisien wavelet hasil transformasi wavelet diskrit 

  pada level 1. 
$W2 : koefisien wavelet hasil transformasi wavelet diskrit  

  pada level 2. 
$W3 : koefisien wavelet hasil transformasi wavelet diskrit  

  pada level 3, dan seterusnya. 
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Lampiran 4. (lanjutan)  

3.  Transformasi Wavelet Diskrit Data 3 

 
Keterangan : 
$W1 : koefisien wavelet hasil transformasi wavelet diskrit 

  pada level 1, dan seterusnya. 
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Lampiran 5. Data Hasil Thresholding 

1.  Hasil Thresholding Data 1 

 
 
Keterangan : 
$W1 : koefisien wavelet hasil thresholding pada level 1. 
$W2 : koefisien wavelet hasil thresholding pada level 2. 
$W3 : koefisien wavelet hasil thresholding pada level 3. 
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Lampiran 5. (lanjutan) 

2.    Hasil Thresholding Data 2 

 
 
Keterangan : 
$W1 : koefisien wavelet hasil thresholding pada level 1. 
$W2 : koefisien wavelet hasil thresholding pada level 2. 
$W3 : koefisien wavelet hasil thresholding pada level 3, dan 

  seterusnya. 
 

  



53 

�

Lampiran 5. (lanjutan) 

3.  Hasil Thresholding Data 3 

 
 
Keterangan : 
$W1 : koefisien wavelet hasil thresholding pada level 1, dan 

  seterusnya. 
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Lampiran 6.  Data Hasil Invers Transformasi Wavelet Diskrit  
1.  Invers Transformasi Wavelet Diskrit Data 1 

Umur semai (minggu) Pertambahan Tinggi (cm) invers 
1 9.17 9.23 

2 9.08 8.82 

3 9.26 10.06 

4 10.91 10.85 

5 11.47 10.31 

6 9.51 10.13 

7 9.78 9.91 

8 9.83 9.70 
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Lampiran 6.  (lanjutan) 
 
2.  Invers Transformasi Wavelet Diskrit Data 2 

Lama berlayar Biaya bahan bakar Invers 
1 7.90 11.25 
2 9.70 9.40 
3 8.10 8.42 
4 8.60 7.21 
5 8.20 8.07 
6 7.40 8.39 
7 9.50 8.13 
8 8.20 8.03 
9 7.90 8.96 
10 9.00 9.62 
11 9.90 9.99 
12 11.00 10.45 
13 10.60 10.36 
14 10.40 10.42 

. . . 

. . . 

. . . 

. . . 

. . . 

. . . 

. . . 
28 10.60 11.25 
29 11.70 12.23 
30 13.80 12.95 
31 13.90 13.43 
32 15.10 13.98 
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Lampiran 6.  (lanjutan) 

3.  Invers Transformasi Wavelet Diskrit Data 3 

Time Berat (gram) Invers 

1 64.700 199.24 

2 89.30 12.17 

3 105.20 103.69 

4 119.60 120.56 

5 107.90 102.66 

6 102.60 94.08 

7 97.30 128.46 

8 172.00 151.33 

9 167.50 174.00 

10 202.80 196.73 

11 226.00 232.79 

12 268.50 265.29 
13 228.30 219.43 
14 205.30 194.56 
. . . 

. . . 

. . . 

. . . 

. . . 

. . . 

. .  

60 795.00 827.39 

61 766.00 772.28 

62 742.00 738.72 

63 724.00 702.26 

64 702.00 666.57 
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Lampiran 7.  Kurva Hasil Analisis Menggunakan Teknik Pemulus 

Kernel dan Analisis Wavelet  
 

1. Penduga Kernel Data 1 

 
Analisis Wavelet Data 1 
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Lampiran 7. (lanjutan) 

2. Penduga Kernel Data 2 

 
Analisis Wavelet Data 2 
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Lampiran 7. (lanjutan) 

3. Penduga Kernel Data 3 

 
Analisis Wavelet Data 3 
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