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SUBGRUP SUBNORMAL 

DAN SUBGRUP KOMPOSISI 

 

ABSTRAK 

 

Salah satu bentuk pengembangan dari subgrup adalah subgrup 

subnormal dan subgrup komposisi. Pada skripsi ini dibahas definisi-definisi 

dan teorema-teorema yang berhubungan dengan subgrup subnormal dan 

subgrup  komposisi. Suatu subgrup disebut subgrup komposisi jika terdapat 

barisan normal dari grup G  sedemikian sehingga grup faktornya adalah 

grup simple dan bukan grup trivial. Dapat diperlihatkan setiap subgrup 

komposisi adalah subgrup subnormal. 

 

Kata kunci:  barisan normal, grup simple, grup faktor, grup trivial, 

subgrup subnormal, subgrup komposisi. 
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SUBNORMAL SUBGROUP 

AND COMPOSITION SUBGROUP  

 

ABSTRACT 

 

One of developed forms of subgroup is subnormal subgroup and 

composition subgroup. This final project concerns with definitions and 

theorems related to subnormal subgroup dan composition subgroup. A 

subgroup is called a composition subgroup if there is a normal sequence of 

group G  such that its quotient group is simple and is not a trivial group. It 

can be shown that every composition subgroup is subnormal subgroup. 

  

Keywords:  normal sequence, simple group, quotient group, trivial group, 

subnormal subgroup, composition subgroup. 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

 

1.1 Latar Belakang 

 

Perkembangan ilmu pengetahuan dan teknologi yang sangat pesat 

dewasa ini merupakan suatu rangkaian panjang yang berpangkal dari 

berkembangnya ilmu-ilmu dasar (basic sciences) di antaranya aljabar yang 

merupakan cabang matematika. 

Aljabar (Algebra) adalah cabang matematika yang mempelajari 

struktur, hubungan, dan kuantitas. Salah satu jenis aljabar adalah aljabar 

abstrak, yaitu jenis aljabar yang mempelajari tentang struktur aljabar 

(Alexander, 2009). 

Struktur aljabar adalah suatu himpunan tak kosong yang dilengkapi 

dengan satu atau lebih operasi biner yang berlaku pada himpunan tersebut. 

Struktur aljabar yang dilengkapi dengan sebuah operasi biner dan 

memenuhi aksioma tertutup, assosiatif, terdapat elemen identitas dan setiap 

elemen memiliki invers disebut grup. Himpunan bagian tak kosong dari 

suatu grup yang membentuk grup atas operasi biner yang sama dengan 

grup disebut subgrup. Banyak hal dalam subgrup yang dapat 

dikembangkan, di antaranya adalah subgrup subnormal dan subgrup  

komposisi. 

Pada skripsi ini dibahas definisi-definisi dan teorema-teorema yang 

berhubungan dengan subgrup subnormal dan subgrup  komposisi serta 

hubungan antara subgrup komposisi dan subgrup subnormal. Misalkan 

G adalah grup. Suatu subgrup dari G  disebut subgrup komposisi jika 

terdapat barisan subgrup dari grup G  (barisan normal) sedemikian 

sehingga grup faktornya adalah grup simple dan bukan grup trivial. 

 

 

1.2 Perumusan Masalah 

 

Berdasarkan latar belakang tersebut, pokok permasalahan yang  

dibahas dalam skripsi ini adalah bagaimana teorema-teorema yang 

berhubungan dengan subgrup subnormal dan subgrup komposisi serta 

bagaimana hubungan subgrup komposisi dan subgrup subnormal. 
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1.3 Batasan masalah 

 

Pembahasan dalam skripsi ini dibatasi untuk grup yang berhingga. 

 

1.4 Tujuan Penulisan 

 

Tujuan penulisan skripsi ini adalah untuk memahami definisi-definisi 

dan membuktikan teorema-teorema yang berlaku dalam subnormal dan 

subgrup  komposisi serta mengetahui hubungan subgrup komposisi dan 

subgrup  subnormal. 
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BAB II 

TINJAUAN PUSTAKA 

 

 

Pada bab ini diberikan definisi-definisi, teorema-teorema serta lema 

yang akan digunakan sebagai acuan maupun pembanding dalam 

pembahasan.  

 

2.1 Fungsi 

 

Definisi 2.1.1 (Arifin, 2000) Misalkan S  dan T  adalah himpunan tak 

kosong. Pemetaan f  dari S  ke T , ditulis TSf :  adalah suatu cara 

yang mengaitkan setiap Sx  dengan tepat satu Ty . Pemetaan 

TSf :  dikatakan satu-satu (injektif) jika untuk setiap Sxx 21,  yang 

dipetakan terhadap elemen yang sama oleh f  yaitu )()( 21 xfxf  , maka 

21 xx  . Pemetaan TSf :  dikatakan onto (surjektif) jika untuk setiap 

Ty  terdapat Sx  sedemikian sehingga yxf )( . Suatu pemetaan 

yang bersifat injektif dan surjektif disebut bijektif .  

 

Definisi 2.1.2 (Scott, 1964) Pemetaan  BAf :  dikatakan into atau ke 

dalam jika darerah hasil fungsi f  merupakan himpunan bagian dari B . 

 

Definisi 2.1.3 (Scott, 1964) Permutasi dari himpunan S  adalah suatu 

fungsi satu-satu dari S onto S . 

 

Definisi 2.1.4 (Leithold, 1972) Suatu fungsi )(xf  dikatakan naik di titik 

0xx  , jika dapat ditunjukkan bilangan positif kecil h  sedemikian 

sehingga untuk setiap titik tertentu 21 xx   yang terletak dalam interval 

),( 00 hxhx   berlaku : ).()( 21 xfxf  . 

 

Definisi 2.1.5 (Bhattacharya, 1986) Sebuah pemetaan SSS :  disebut 

operasi biner pada himpunan S .   
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Definisi 2.1.6 (Bhattacharya, 1986)  Misalkan S  adalah himpunan tak 

kosong yang dillengkapi dengan operasi biner  . Operasi biner    pada 

himpunan S  dikatakan , 

i. Komutatif  jika  

xyyx   untuk setiap Syx , , 

ii. Assosiatif jika 

zyxzyx  )()(  untuk setiap Szyx ,, . 

 

2.2 Grup 

 

Definisi 2.2.1 (Keedy, 1963)  Grup didefinisikan sebagai himpunan dari 

elemen-elemen G  bersama dengan operasi biner ”  ” yang memenuhi 

aksioma-aksioma:  

i. G  tertutup di bawah operasi  , yaitu untuk setiap Gba ,    

berlaku Gba  , 

ii. Untuk setiap cbacbaGcba  )()(,,,  , 

iii. Terdapat Ge  sedemikian sehingga untuk setiap Gx , 

     xexxe   , 

iv. Untuk setiap Gx  terdapat Gx 1
 sedemikian sehingga 

     exxxx    11
. 

 

Teorema 2.2.2 (Scott, 1964) Setiap elemen grup mempunyai invers yang 

tunggal. 

 

Bukti: 

Misalkan ),( S  adalah grup dan Sa . Karena ),( S  adalah grup 

maka ada Sb  sedemikian sehingga ebaab  . Misalkan Sc  juga 

invers dari a , maka  ecaac  . Karena eba   , maka  

  ecbac  )(  

              cbac  )( . 

Di sisi lain, 

        bacbac  )()(                       (Hukum assosiatif) 

       beec   

      bbec  .  

Jadi, cb  □ 
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Definisi 2.2.3 (Dummit, 2002) Sebuah grup H  dengan operasi biner   

adalah siklik jika H  dapat dibangun oleh satu elemen, yaitu terdapat 

Hx  sedemikian sehingga   nxH n
, dengan 

.... xxxxxn   

 

Contoh 2.2.4 (Scott, 1964) 3ZG   adalah grup terhadap penjumlahan. 

}2,1,0{3  ZG . 3ZG   hanya dibangun oleh satu elemen saja, yaitu 

)1( . Jadi, 3ZG   adalah grup siklik. 

 

Definisi 2.2.5 (Dummit, 2002) Grup ),( G
 

disebut grup Abel atau 

komutatif  jika abba   untuk setiap Gba , . 

 

Contoh 2.2.6 (Herstein, 1975) Setiap grup siklik G  adalah grup komutatif 

karena jika Gyx , , maka yxaaaaaxy mnnmnm  
. 

 

Definisi 2.2.7 (Scott, 1964) Grup trivial adalah grup yang hanya 

mempunyai satu elemen, yaitu elemen identitas. Grup trivial sering 

dinotasikan dengan },1{,1  atau }{e . 

 

2.3 Subgrup 

 

Definisi 2.3.1 (Scott, 1964) Misalkan G  adalah  grup. H  himpunan 

bagian tak kosong dari G . H  disebut subgrup dari G  jika H  membentuk 

grup atas operasi biner yang sama dengan G  dan diberi notasi GH  . 

 

Teorema 2.3.2 (Bhattacharya, 1986) Misalkan ),( G  adalah grup. H  

himpunan bagian tak kosong dari G  adalah subgrup dari G  jika dan 

hanya jika memenuhi dua aksioma berikut: 

i. Untuk setiap Hba , , Hba  , dan Ha 1
, 

ii. Untuk setiap Hba , , Hba  1
. 
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Bukti: 

)( Diketahui H  subgrup maka i. dan ii. jelas terpenuhi. 

)( Misalkan H  memenuhi aksioma i, maka untuk suatu Ha , 

Ha 1
, Heaa  1

. Jadi H  memiliki elemen identitas artinya H  

tak kosong. Misalkan H  memenuhi aksioma ii. Ambil sebarang Hba , , 

                         Hbbe  1
 

                         Hbbbeb   111
 

                         Hbeb   11
 

                         Hb 1
. 

Jadi, Hbaab   11 )(  artinya H  memenuhi hukum ketertutupan. 

H  himpunan bagian dari G , maka untuk setiap Hcba ,,  juga berlaku 

cbacba  )()( . Jadi, hukum assosiatif terpenuhi. Oleh karena itu, 

terbukti bahwa H  subgrup dari G . □ 

 

Definisi  2.3.3 (Scott, 1964) Sebuah subgroup H  disebut subgrup sejati 

dari grup G  jika GH  . H  merupakan subgrup sejati dari G  ditulis 

GH  . 

 

Definisi  2.3.4 (Scott, 1964) Sebuah subgrup H  disebut nontrivial jika dan 

hanya jika GH   dan }{eH  . 

 

Contoh 2.3.5 (Scott, 1964) Misalkan ,...}2,1,0,1,2{..., Z adalah grup 

terhadap penjumlahan maka subgrup ,...}4,2,0,2,4{..., H  adalah 

subgrup sejati nontrivial dari Z . 

 

Definisi 2.3.6 (Scott, 1964) Misalkan A  dan B  adalah grup. 

}.,|{ BbAabaAB    

 

Teorema 2.3.7 (Scott, 1964) Jika H  dan K  adalah subgrup dari grup G . 

HK  adalah subgrup jika dan hanya jika KHHK  .  
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Bukti:  

)( Diketahui GHK  . Akan dibuktikan KHHK  , maka harus 

ditunjukkan HKKH   dan KHHK  . 

a. Ambil sebarang KHhkx   untuk suatu Kk  dan Hh .    

Akan ditunjukkan bahwa HKx .  

              hkx   

              
111 )(   khx  . 

111 )(   khx  merupakan invers dari elemen pada HK . Jadi, 

HKx . Berarti bahwa 

               HKKH   .               (2.1) 

b. Ambil sebarang HKkhx   untuk suatu Hh  dan Kk . 

Karena HK  subgrup, maka HKkhx  ''1
 untuk suatu Hh'  dan 

Kk ' ,  

                 HKkhx  ''1
 

                       HKkhx   111 )''()(  

                       KHhkx   11 '' . 

Jadi, 

              KHHK                 (2.2) 

Dari (2.1) dan (2.2) dapat disimpulkan bahwa KHHK  . 

 

)( Diketahui KHHK  . Menurut Teorema 2.3.2 HK  adalah subgrup 

jika memenuhi 2 aksioma, yaitu: 

i. Ambil sebarang HKyx , , di mana 11 khx   dan  22 khy  . Akan 

dibuktikan HKyx   

   )()( 2211 khkhyx   

   karena  KHHK  , maka  

 2211 hkkhyx   

231 hkhyx                 untuk suatu Kkkk  213  

321 khhyx   

 33 khyx   

   untuk suatu Hhhh  213 . Jadi, HKyx  . 
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   Ambil sebarang HKx , di mana 11 khx   akan dibuktikan HKx 1
 

    11 khx   

                    
1

11

1 )()(   khx  

                    
1

1

1

1

1   khx , 

di mana Hh 
1

1  (karena H  subgrup) dan Kk 
1

1  (karena K  

subgrup). Jadi HKx 1
. 

 

ii. Ambil sebarang HKyx , , di mana 11 khx   dan 22 khy  . Akan 

dibuktikan HKyx  1
, 

               
1

2211

1 )()(   khkhyx  

               )(
1

2

1

211


 hkkh  

  )( 331 hkh  , 

untuk suatu Hhh 
1

23
 dan Kkkk  1

213 . Karena KHHK  , 

maka 44331331331

1 )()( khkhhkhhhkhyx  
 untuk suatu 

Hhhh  314  dan Kkk  34 . Jadi, HKkhyx  

44

1
. 

Dari i. dan ii. dapat disimpulkan bahwa HK adalah subgrup dari 

G . □ 

 

Definisi  2.3.8 (Harshbarger, 1985) Jika H  subgrup dari G
 

maka 

Ga , himpunan }{ HhhaHa  disebut koset kiri dari H  

dalam G . Himpunan }{ HhahaH  disebut koset kanan dari H  

dalam G . 

 

Definisi  2.3.9 (Bhattacharya, 1986) Misalkan G  grup. N  subgrup dari 

G . N  disebut subgrup normal dari G , ditulis GN   jika NxNx 1

 
untuk setiap Gx . 

 

Teorema 2.3.10 (Bhattacharya, 1986) Misalkan N  subgrup dari G , maka 

pernyataan di bawah ini ekivalen : 
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i. GN  , 

ii. NxNx 1
 untuk setiap Gx , 

iii. xNNx  untuk setiap Gx , 

iv. NxyyNxN )())((   untuk setiap Gyx , . 

 

Bukti: 

(iii) Diketahui GN  . Misalkan Gx  maka berdasarkan         

Definisi 2.3.9, 

NxxN 1
               (2.3) 

Jika Gx , maka  Gx 1
  sehingga  

                 NxNx  111 )(  

                 NNxx 1
 

                 
111   NxNxxx  

                  
11   NxNex  

                  
11   xNxNxx  

                  
1 xNxeN  

                  .1 xNxN                            (2.4) 

Dari (2.3) dan (2.4) dapat disimpulkan bahwa NxNx 1
. Jadi, tebukti 

bahwa jika GN  , maka NxNx 1
. 

 

(iiiii) Karena NxNx 1
, maka  

                            xxNxNx )( 1  

                            xxNxNx 1  

                            xNeNx   

                            xNNx  . 

 

(iiiiv) NyNxyNxN )())((  . Menurut iii. xNNx   untuk setiap 

Gx  , maka  

NyNxyNxN )())((   

NNxy)( .          (hukum assosiatif) 
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NNN   karena N  tertutup. Pada sisi lain, NNeNN   maka 

.NNN   Oleh karena itu, NxyyNxN )())((  . 

(ivi) Karena N  subgrup, maka Ne }{  

                 NxNxexNx 11 }{    

                  NxNxxNx 11   ,              (2.5) 

berdasarkan (iv) NxyyNxN )())((   untuk setiap Gyx , , maka 

persamaan (2.5) menjadi 

NxxxNx 11    

eNxNx 1
 

NxNx 1
. 

Karena NxNx 1
, maka berdasarkan Definisi 2.3.9 GN  . □ 

 

Contoh 2.3.11 (Herstein, 1975) 

i. }{e  dan G  selalu merupakan subgrup normal dari G , 

ii.  Setiap subgrup N  dari grup komutatif G  adalah normal karena 

GgNggN  , . 

 

Definisi 2.3.12 (Herstein, 1975) Misalkan G  grup dan N  subgrup  normal 

dari G . Grup quotient dari N  dalam G  ditulis NG /  dan dibaca ”G  

modulo N ” adalah himpunan koset-koset dari N
 
dalam G . Grup quotient 

disebut juga grup faktor. ,...},,{/ cbaNG  , di mana Naa   ( jika 

NG /  adalah grup terhadap perkalian) dan Naa   ( jika NG /  adalah 

grup terhadap penjumlahan). 

 

Teorema 2.3.13 (Bhattacharya, 1986) Misal N  adalah subgrup normal 

dari grup G . Maka NG / adalah grup. 

 

Bukti:  

Ambil sebarang NGba /,  , di mana xNa   dan yNb   untuk setiap 

Gyx , . Akan dibuktikan Gab , 

 ))(( yNxNab  . 
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Menurut Teorema 2.3.10  iv. NxyyNxN )())((   untuk setiap Gyx ,  

berarti NGab / . Jadi, NG /  tertutup.  

Ambil sebarang NGcba /,,  , di mana xNa  , yNb  , dan 

zNc   untuk setiap Gzyx ,, . Akan dibuktikan cabbca )()(  .  

 )()( zNyNxNbca   

NzyxN )(             (menurut Teorema 2.3.10 iv.) 

NyzxN )(  

Nyzx )(                         (karena G  assosiatif) 

zNxy)(  

zNNxy)(                    (menurut Teorema 2.3.10 iv.) 

zNyNxN )(  

cab)( . 

Karena cabbca )()(   untuk setiap NGcba /,,  , maka NG /  

memenuhi hukum assosiatif. Koset eN  adalah identitas dalam NG /  

karena NeN  . Terdapat Gx 1
 sedemikian sehingga 

NeNNxxNxxN   )())(( 11
. Terbukti bahwa NG /  adalah grup. □ 

 

2.4 Grup simple 
 

Definisi 2.4.1. (Scott, 1064) Suatu grup adalah grup simple jika tidak 

memiliki subgrup normal nontrivial artinya subgrup normal yang dimiliki 

hanya grup trivial dan dirinya sendiri. 

 

Contoh 2.4.2 (Scott, 1964) 

i.  Grup siklik }2,1,0{3  ZG  terhadap penjumlahan  merupakan grup 

simple karena hanya memiliki 2 subgrup normal yaitu }0{}{ e  dan 

dirinya sendiri. }0{}{ e  merupakan subgrup normal dari 3ZG   karena 

untuk setiap Gx , }{}{ 1 exex 
. 

ii. ,...}2,1,0,1,2{..., Z  adalah grup terhadap penjumlahan bukan grup 

simple karena memiliki subgrup normal lain selain }{e  dan dirinya 

sendiri, yaitu: ,...}4,2,0,2,4{..., H . 
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iii. }4,3,2,1,0{5  ZG  adalah grup simple karena tidak memiliki subgrup 

normal lain selain }{e dan dirinya sendiri. 

 

2.5 Homomorfismas grup 

 

Definisi 2.5.1 (Scott, 1964) Homomorfisma grup ),( G  into grup ),( H  

adalah sebuah fungsi T
 
dari G

 
into H  sedemikian sehingga jika Gyx , , 

maka )()()( yTxTyxT  . Endomorfisma dari G  adalah homomorfisma 

dari G  into G . Isomorfisma adalah homomorfisma yang bijektif. 

Automorfisma dari G  adalah isomorfisma dari G
 
onto G . 

 

Contoh 2.5.2 (Scott, 1964)  

i. )},0{(),(:  RR  

 
nn 2  

   merupakan homomorfisma karena jika diambil sebarang Ryx ,  maka 

)()(222)( yxyx yxyx   
. 

ii.   ),(),(:  ZZ  

       nn   

   merupakan homomorfisma karena jika diambil sebarang Zyx ,  maka 

)()()()()()( yxyxyxyx   . 

 

Definisi 2.5.3 (Scott, 1964) Grup G  isomorfik dengan grup H , ditulis 

HG  , jika dan hanya jika ada isomorfisma dari G
 
onto H . 

 

Teorema 2.5.4  (Scott, 1964) Misalkan ),( G  dan ),( H  adalah grup dan 

HGT :  homomorfisma, maka  

i. HG eeT )( ,  

ii. 
11 )]([)(   aTaT . 
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Bukti:  

i. Ambil sebarang Gea G , , maka Gea G  . Karena T 

homomorfisma, maka 

 )()()( GG eTaTeaT   

                      )()()( GeTaTaT  ,   

          )()]([)()]([)( 11

GeTaTaTaTaT     

          )( GHH eTee   

           )( GH eTe   

          HG eeT )( . 

ii. Ambil sebarang Ga . Karena G grup, maka Ga 1
. Menurut i. 

HG eeT )( , jadi 

 HG eeT )(  

    HeaaT   )( 1
 

 HeaTaT  )()( 1   (karena T homomorfisma) 

 HeaTaTaTaT  111 )]([)()()](    

                    
11 )]([)(   aTaTeH   

                    
11 )]([)(   aTaT . □ 

 

Definisi 2.5.5 (Scott, 1964) Ruang nol atau kernel dari T , ditulis )(TKer  

adalah hirnpunan elemen dari 0 yang petanya adalah elemen identitas 'e  

dari G . }')(|{)( eaTGaTKer  . 

 

Teorema 2.5.6  (Scott, 1964) Misalkan G
 
adalah grup dan GGT :  

homomorfisma. GGT :  isomorfisma jika dan hanya jika }{)( eTKer  . 

 

Bukti:  

)( Diketahui T  adalah isomorfisma, maka T  satu-satu dan onto. Ambil 

sebarang )(TKerx  berarti ')( exT  . Menurut Teorema 2.5.4 i., 

')( eeT  , maka ex  . Karena )(TKere , maka }{)( eTKer   .  
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)( Diketahui }{)( eTKer  . Akan dibuktikan T  adalah isomorfisma, 

maka harus ditunjukkan T  adalah pemetaan, homomorfisma, injektif, dan 

onto.  

i. Jelas T  adalah pemetaan karena diketahui T  homomorfisma. 

ii. Jelas T  homomorfisma karena sudah diketahui. 

iii. Diketahui }{)( eTKer  . Misalkan )()( yTxT  , akan dibuktikan 

bahwa yx  . Karena T  homomorfisma, maka  

          )()()( 11 xTyTxyT    

          )()()( 11 yTyTxyT    

)()( 11 yyTxyT    

')()( 1 eeTxyT 
. 

    Karena }{)( eTKer  , maka 

     exy 1
 

     eyyxy 1
 

     eyex   

     yx  . 

    Karena )()( yTxT  , maka yx  . Jadi T  injektif. 

iv. Diketahui }{)( eTKer  . Untuk setiap )(TKerx , ')( exT  . 

Jadi jelas bahwa T  onto. 

Karena T  adalah pemetaan, homomorfisma, injektif, dan onto, maka T  

adalah isomorfisma.  □ 

 

Teorema 2.5.7  (Scott, 1964) Misalkan G  dan H  adalah grup. 

HGR :  adalah relasi dan memenuhi: 

i. Jika Rax ),(  dan Rby ),(   di mana Gyx ,  dan Hba , , maka   

Rabxy ),(  

ii. Jika RaeG ),( , maka Hea     

     maka HGR :  homomorfisma. 
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Bukti: 

a. Akan dibuktikan bahwa R  adalah pemetaan. Misalkan 

Rax ),( , Hb  sedemikian sehingga Rbx  ),( 1
, menurut i. , maka  

                           Rabxx  ),( 1
 

                          Rabe ),(  

menurut ii. berarti    Heab   

         
11)(   bebab H  

         
11)(   bebba H  

             
1 bae  

             
1 ba  

Misalkan Rax )',( , Hb  sedemikian sehingga Rbx  ),( 1
, 

menurut i., maka  

                        Rbaxx  )',( 1
 

                       Rbae )',(  

menurut ii. berarti    Heba '  

      
11'   bebba H  

            
1'  bea  

              
1'  ba  

Karena 
1 ba  dan 

1'  ba , maka aa ' . Oleh karena itu, R  adalah 

pemetaan. 

 

b. Menurut i. Rax ),(  dan Rby ),( , maka Rabxy ),(  berarti bahwa  

   abyRxR )()(  

         abxyR )( . 

Karena R  adalah pemetaan dan R  memenuhi i. maka R  adalah 

homomorfisma. 

    

2.5.8 Teorema isomorfisma (Scott, 1964) Jika G  adalah grup, GH  , 

GK  , dan }))(,{( HhKHhhKT  , maka T  adalah isomorfisma 

dari KHK /  onto KHH /  . Jadi, 
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KH

H

K

HK


  

 

Bukti:  

Grup faktor KHK /  terdefinisi karena HKK   dan KHH /  terdefinisi 

karena KKH  . Misal TKHhKh ii  ))(,(  , 2,1i  

maka  

TKHhKHhKhKh  ))()(),)((( 2121  

TKHhhKhh  ))(,( 2121  

TKHhKh  ))(,( 33  di mana 321 hhh  . 

Jika KhK   di mana Hh , maka KHKHh  )(  di mana 

KHh  . Jadi, menurut Teorema 2.5.7 T
 
adalah homomorfisma dari 

KHK /  into KHH / . Jadi, jelas T  onto. Jika )(TKerhK , maka 

KHh  . Oleh karena itu, KhK  . Jadi, menurut Teorema 2.5.6  T  

adalah isomorfisma.  □ 

 

2.6  S-grup, S-subgrup, dan S-homomorfisma  

 

Definisi 2.6.1 (Scot, 1964) Misalkan S  adalah himpunan tak kosong, G  

adalah  grup, dan GSG  : . S-grup adalah pasangan ),( G  

sedemikian sehingga jika Gba ,  dan Ss , maka ))(()( sbsasab  .  

 

Contoh 2.6.2  )(22 RMG   terhadap penjumlahan dan RS  . G  

adalah S-Grup karena jika diambil sebarang Gyx ,  dan Ss  maka 

berlaku )()()( sysxsyx  . 

 

Definisi 2.6.3 (Scott, 1964) S-subgrup H  dari S-grup G  adalah sebuah 

subgrup H  dari G  sedemikian sehingga HHs  untuk setiap Ss .  

 

Definisi 2.6.4 (Scott, 1964) Sebuah S-homomorfisma dari S-grup G  into 

S-grup H  adalah sebuah fungsi T  dari S-grup G  into S-grup H  

sedemikian sehingga jika Gg  dan Ss , maka                                                 

sgTgsT ))(()(  . S-endomorfisma dari G  adalah S-homomorfisma dari 
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G  into G . S-isomorfisma adalah S-homomorfisma yang bijektif. S-

automorfisma dari G  adalah isomorfisma dari G
 
onto G . 

 

Lema 2.7 (Scott, 1964) (lema Zassenhaus/ lema butterfly)  

Jika G  adalah S-grup CBA ,,  dan D  adalah S-subgrup dari G , BA , 

dan DC , maka relasi 

})))(()),(({( DBxADCxCBAxT   

adalah S-isomorfisma dari )(/)( CBADBA   onto 

).(/)( ADCBDC   

 

Bukti: 

Fakta bahwa )( DBA  , )( CBA  , )( BDC  , dan )( ADC   

merupakan S-subgrup dari G . )( CBA   normal dalam )( DBA   dan  

)( ADC   normal dalam )( BDC  . 

 Ada elemen dari )(/)( CBADBA   yang berbentuk 

)( CBaxA   di mana Aa  dan DBx  . Karena BA , maka 

')( 1 xaaxxxax  
 di mana Aaxxa  1' . Jadi, 

)(')( CBAxaCBaxA  . 

Karena AAa ' , maka )()(' CBxACBAxa  . Dengan cara yang 

sama, ada elemen dari )(/)( ADCBDC   yang berbentuk 

)(' ADCcx   di mana Cc  dan BDx ' . Karena DC  , maka           

'')''('' 1 cxcxxxcx  
 di mana Ccxxc  1' . Jadi, 

)('')(' ADCcxADCcx  . 

Karena CCc ' , maka )(')('' ADCxADCcx  . 

Jika DCBADBCBAu  )()( , maka acu   

di mana Aa  dan )( CBc  . Karena BA , maka acu   

')( 1 caacccacu  
, di mana '1 aacc 

. Jadi, 'caacu  . Jika  

Dcau  ' , maka Da' . Karena Aa'  dan Da' , maka 

DAa '  dan DBADCu  )( . Dengan cara yang sama, 

DBCBAu  )(  jika dan hanya jika DBADCu  )(  

berdasarkan bahwa jika DBx   dan DBy  , maka 
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)()( CByACBxA   jika dan hanya jika 

)()( ADyCADxC  . Oleh karena itu, T  adalah fungsi injektif 

dari )(/)( CBADBA   onto )(/)( ADCBDC  . Jika Ss  dan 

DBx  , maka  

)()())()(())(( ADCxsCBAxsTsCBxAT   

sCBxATsADxC ))(())((  . 

Maka T  adalah S-isomorfisma. □ 
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BAB III 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

 

 

Pada bab ini dibahas tentang definisi-definisi, lema, dan teorema-

teorema yang berhubungan dengan subnormal dan subgrup  komposisi. 

 

3.1 Barisan Subnormal, Barisan Normal, dan Barisan Komposisi 

 

Definisi 3.1.1 Barisan subnormal dan barisan normal 

(Hungerford,1991) Barisan subnormal dari subgrup-subgrup G  adalah 

barisan GGGGeG n  ,...,,},{ 210  sedemikian sehingga ii GG 1  untuk 

ni ...,,2,1,0 . 

Barisan normal adalah barisan subnormal sedemikian sehingga untuk 

setiap iG  adalah subgrup normal dari G . 

 

Contoh 3.1.2   

i. Contoh barisan subnormal: Misal 8ZG   grup. Barisan 

}7,...,2,1,0{}6,4,2,0{}4,0{}0{  adalah  barisan 

subnormal dari 8ZG  . 

ii. Misal 18ZG   adalah grup tehadap penjumlahan maka  

18}17,...,2,1,0{}15,12,9,6,3,0{}9,0{}0{ Z  adalah barisan 

normal untuk 18Z . 

 

Definisi 3.1.3 (Sharipov, 2009) Barisan subnormal ascending dinotasikan 

dengan: 

            GAAAAe n   ...}{ 210  

sedangkan descending dinotasikan dengan: 

             }{...210 eBBBBG n    

 

Definisi 3.1.4 (Hungerford, 1965) Dua barisan subnormal adalah ekuivalen 

jika mempunyai panjang yang sama (yaitu, jumlah sama pada faktor 
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nontrivial) dan ada permutasi nS  sedemikian sehingga grup  1/ ii GG  

isomorfik dengan 1)()( / ii GG   untuk semua ni ...,,2,1,0 . 

Definisi 3.1.5 (Sharipov, 2009) Sebuah refinement (peghalusan) dari 

barisan subnormal GGGGe n  ,...,,}{ 10  (di mana ii GG 1 ) adalah 

barisan subnormal GGGGe m  ',...,','}{ 10  (di mana ii GG '' 1 ) sedemikian 

sehingga ada fungsi naik },...,2,1{},...,1{: mnf  dan berlaku )(' ifi GG   

untuk setiap i. 

 

Teorema 3.1.6 Terdapat dua barisan subnormal dari grup G  yang 

memiliki refinement ekuivalen. 

 

Bukti: 

Misalkan }{,...,,,, 3210 eGGGGGG n   (di mana ii GG 1 ) dan 

}{,...,,,, 3210 eHHHHHG m   (di mana ii HH 1 ) adalah dua barisan  

subnormal dari G . Misalkan )(1, jiiji HGGG   , mj 0 . Jadi, 

 1,111, )()(   jijiijiiji GHGGHGGG  . 

Karena GH 0 , maka ii GG 0,  dan karena }{eHm  , maka 

1,  imi GG . Misalkan jjii HDHCGBGA   ,,, 11  dalam 

Lema 2.7 Zassenhaus, maka terlihat bahwa jiji GG ,1,  . Jadi, grup jiG ,  

membentuk barisan subnormal yang merupakan penghalusan dari barisan 

pertama dan mempuyai )1)(1(  nm  suku. Dengan cara yang sama, pada 

barisan ke-2, yaitu himpunan )(1, ijjji GHHH   , ni 0 . Maka 

jiji HH ,,1   dan jiH ,  membentuk barisan subnormal yang merupakan 

penghalusan dari barisan ke-2 yang mempunyai )1)(1(  nm  suku. 

Misalkan pemetaan jijijiji HHGG ,1,1,, //:    adalah pemetaan injektif. 

Maka didapatkan korespondensi 1-1 dari faktor-faktor komposisi, di mana 

hubungan antara faktor-faktor tersebut isomorfik.Menurut Lema 2.7  
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Jadi, terdapat dua barisan subnormal yang mempunyai refinement 

(penghalusan) ekuivalen. □ 

 

Definisi 3.1.7 Barisan komposisi (Bhattacharya, 1986) 

Barisan komposisi dari grup G  adalah sebuah barisan normal ),...,( 0 nGG  

di mana grup faktor 1/ ii GG merupakan grup simple. Grup faktor 

1/ ii GG disebut faktor komposisi dari G . 

 

Contoh 3.1.8  

a. Misalkan ),( G adalah grup simple. Maka Ge )(  adalah barisan 

komposisi dari G , dengan G dan }{e  adalah faktor komposisinya. 

b. Misalkan 6ZG  adalah grup siklik. Maka diperoleh dua barisan 

komposisi, yaitu: 

                                                        dan  G 136}0{  . 

Untuk barisan komposisi pertama, faktor–faktor komposisinya adalah 

2/1 dan 6/2 , sedangkan untuk barisan ke-2, faktor-faktor 

komposisinya adalah 3/1  dan 6/3 . 

c. Misalkan 18ZG   adalah grup tehadap penjumlahan maka  

18}17,...,2,1,0{}15,12,9,6,3,0{}9,0{}0{ Z  

adalah barisan normal untuk 18Z  di mana, 

}0{}{ e , }9,0{1 G , }15,12,9,6,3,0{2 G , dan 

}17,...,2,1,0{3 G . 

Akan ditunjukkan bahwa 1/ ii GG  simple i  yaitu hanya memiliki 2 

subgrup normal yaitu }0{}{ e  dan dirinya sendiri.  

i. }9,0{/ 01 GG , 01 / GG  simple karena hanya mempunyai 2 

subgrup normal yaitu }0{  dan dirinya sendiri, 

ii. }15,12,9,6,3,0{/ 12 GG , 12 / GG  simple karena hanya  

G 126}0{ 
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mempunyai 2 subgrup normal yaitu }0{  dan dirinya sendiri, 

iii. 
1823 }17,...,2,1,0{/ ZGG   , 23 / GG  simple karena hanya  

mempunyai 2 subgrup normal yaitu }0{  dan dirinya sendiri. 

Karena 1/ ii GG  simple i , maka 

18}17,...,2,1,0{}15,12,9,6,3,0{}9,0{}0{ Z  

merupakan barisan komposisi. 

 

Definisi 3.1.9 (Scott, 1964) H  subgrup sejati dari grup G  disebut subgrup 

normal maksimal jika dan hanya jika memenuhi aksioma berikut: 

i. H  normal dalam G  dan ada subgrup normal K  dari grup G  

sedemikian sehingga HK  , HK   atau GK  , 

ii. H  normal dalam G  dan HG / adalah grup simple.  

 

Lema 3.1.10 (Bhattacharya, 1986) Setiap grup berhingga mempunyai 

barisan komposisi. 

 

Bukti:  

Jika 1G  atau jika G  adalah simple, maka G  adalah grup trivial (Jika 

1G , maka G  adalah barisan komposisi tanpa faktor-faktor). Misalkan 

G  bukan simple, berarti ada subgrup normal lain selain  e  dan G . 

Misalkan H adalah subgrup normal maksimal dari G, maka H mempunyai 

barisan komposisi   HHHe n  ...1 . Oleh karena itu, G mempunyai 

barisan komposisi   GHHHe n  ...1 . □ 

 

3.2 Subgrup Subnormal dan Subgrup Komposisi 

 

Definisi 3.2.1 Subgrup subnormal (Scott,1964) 

Sebuah subgrup H  dari grup G  adalah subnormal dalam G , dinotasikan 

GH  , jika ada barisan subgrup dari grup G , yaitu 

GHHHH n  ,...,, 10  sedemikian sehingga 1ii HH   untuk setiap i . 
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Contoh 3.2.2 Misalkan 18ZG   adalah grup tehadap penjumlahan. 

}9,0{0  HH , }15,12,9,6,3,0{1 H , dan 

}17,...,2,1,0{2 H .  

Terdapat barisan normal yaitu 

18}17,...,2,1,0{}15,12,9,6,3,0{}9,0{ Z . 

Karena terdapat barisan GHHHH  210 ,,  sedemikian 

sehingga 1ii HH   untuk setiap i , maka GH  . 

 

Teorema 3.2.3 Jika H  adalah subgrup subnormal dari G  dan GK  , 

maka KH   adalah subgrup k-subnormal (yaitu, ukuran subnormal 

adalah k ) dalam K . 

 

Bukti: 

Karena H  adalah subgrup k-subnormal dari G , maka terdapat barisan 

subnormal, yaitu: 

GHHHHH k  ,...,,, 210 . 

Jelas bahwa barisan subnormal dari KH   dalam K , yaitu: 

KKHKHKHKHKH k   ...210 . Akan 

ditunjukkan bahwa setiap KH i   normal dalam KH i 1 . 

Fakta/kenyataannya berlaku bahwa )( 1 KHHKH iii   . Karena iH  

normal dalam 1iH , maka )( 1 KHHKH iii    normal dalam  

KH i 1  untuk setiap i. Jadi, terbukti bahwa KH   adalah subgrup k-

subnormal dalam K . □ 

 

Teorema 3.2.4  Misalkan GBA  . Jika A  adalah subgrup  -

subnormal dari  B  dan  B  adalah subgrup  -subnormal dari G , maka A  

adalah subgrup )(   -subnormal dari G . 

 

Bukti: 

Karena A  adalah subgrup  -subnormal dari B , maka terdapat barisan 

subgrup dari grup B , yaitu: 

BAAAAA  ,...,,, 210                (3.1) 
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sedemikian sehingga 1ii AA   untuk setiap i. Karena B  adalah subgrup 

 -subnormal dari G , maka terdapat barisan subgrup dari grup G , yaitu: 

GBBBBB  ,...,,, 210                (3.2) 

Sedemikian sehingga 1ii BB   untuk setiap i.  Dari persamaan (3.1) dan 

(3.2) maka diperoleh 0BA   sehingga terdapat barisan baru, yaitu: 

GBBBBAAAAA   ,...,,,,...,,, 210210              (3.3) di 

mana untuk setiap i, suku ke- i  normal dalam suku ke- 1i . Dari 

persamaan (3.3) jelas bahwa A  adalah subgrup )(   -subnormal dari 

G . □ 

 

Teorema 3.2.5 Jika A  dan B adalah subgrup subnormal dari grup G , 

maka BA  adalah subgrup subnormal dari G .  

 

Bukti: 

Diketahui A  subgrup subnormal dari grup G , maka terdapat barisan 

subgrup dari G , yaitu: 

GAAAA n  ,...,, 10                 (3.4) 

sedemikian sehingga 1ii AA  . B  subgrup subnormal dari grup G , maka 

terdapat barisan subgrup dari G , yaitu: 

GBBBB m  ,...,, 10                 (3.5) 

sedemikian sehingga 1ii BB  . Menurut Teorema 3.1.4, dari persamaan 

(3.4) dan (3.5) dapat dibentuk barisan baru, yaitu: 

mjBAAA jiiij   0),( 1  dan niABBB ijjij   0),( 1 . 

Akan dibuktikan BA  adalah subgrup 

a. Ambil sebarang BAa   dan BAb   akan dibuktikan 

BAba   dan BAa 1
 

i. BAa   berarti Aa  dan Ba . BAb   

berarti Ab  dan Bb . Karena A  dan B  adalah 

subgrup, maka Aba   dan Bba  . Jadi, 

BAba  . 
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ii. BAa   berarti Aa  dan Ba . Karena A  dan 

B  adalah subgrup, maka Aa 1
 dan Ba 1

. 

Jadi, BAa 1
. 

b. Ambil sebarang BAa   dan BAb 1
 akan dibuktikan 

BAba  1
, 

BAa   berarti Aa  dan Ba . BAb 1
 berarti Ab 1

 dan 

Bb 1
. Karena A  dan B  adalah subgrup, maka Aba  1

 

dan Bba  1
. Jadi, BAba  1

. 

Karena a dan b dipenuhi, maka menurut Teorema 2.3.2 BA  subgrup. 

Menurut Teorema 3.1.4 1,1111, )()(   jijijiiji ABAABAAA   dan 

jiijjijjij BABBABBB ,1111 )()(    . Karena 

BA  adalah subgrup dan terdapat barisan 

mjBAAA jiiij   0),( 1  dan niABBB ijjij   0),( 1  di mana 

1,1111, )()(   jijijiiji ABAABAAA   dan 

jiijjijjij BABBABBB ,1111 )()(    , maka terbukti bahwa BA  

adalah subgrup subnormal dari G . □ 

 

Definisi 3.2.6 Subgrup komposisi (Scott,1964) 

Sebuah subgrup H  dari grup G  adalah subgrup komposisi pada tipe n  

jika ada barisan subgrup dari grup G , yaitu HHHHG n  ,...,, 10  

sedemikian sehingga 1/ ii HH  simple dan tidak sama dengan }{e (G  

disebut subgrup komposisi tipe 0 karena 0HG   dan H  disebut subgrup 

komposisi tipe n  karena HHn  ). 

 

Contoh 3.2.7 

a. Misal 18ZG   adalah grup tehadap penjumlahan. 

}17,...,2,1,0{0  HG ,                    , }9,0{2  HH .Jika barisan 

normal pada Contoh 3.2 ditulis secara descending yaitu 

 

 

}15,12,9,6,3,0{1 H
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}9,0{}15,12,9,6,3,0{}17,...,2,1,0{18 Z ,               

maka 1/ ii HH  terdefinisi untuk setiap i . Menurut Contoh 3.1.8 c. 

1/ ii HH  simple. Jadi, H  adalah subgrup komposisi dari G  pada tipe 

2 . 

b. Misal 6ZG  adalah grup siklik. Maka diperoleh barisan komposisi, 

yaitu: 

}0{621  G   

di mana 10  HG , 21 H , dan 62  HH . Faktor–faktor 

komposisinya adalah 2/1 dan 6/2  merupakan grup simple. Jadi, 

62  HH  adalah subgrup komposisi dari G  pada tipe 2 . 

 

Teorema 3.2.8 Jika H adalah subgrup komposisi dari grup G  pada tipe 

n , GK   dan GKH  , maka  

i. K  adalah subgrup komposisi dari G  pada tipe nm   

ii. H  adalah subgrup komposisi dari K  pada l , di mana nl  . 

 

Bukti: 

Diketahui H subgrup komposisi dari G , maka terdapat barisan subgrup 

dari grup G , yaitu: 

HHHHG n  ,...,, 10                 (3.6) 

sedemikian sehingga }{/ 1 eHH ii  dan 1/ ii HH  simple. 

K  adalah subgrup subnormal dari G , maka terdapat barisan subgrup  dari 

grup G , yaitu: 

       GKKKK m  ,...,, 10                 (3.7)   

sedemikian sehingga 1ii KK  . 

Persamaan (3.6) adalah barisan turun dan persamaan (3.7) adalah 

barisan naik. Jika barisan dari dua persamaan tersebut digabungkan, maka 

diperoleh barisan baru, yaitu: 

HKHKHKKKG nm  ,...,,,..., 10              (3.8) 

adalah barisan normal yang memuat H  dan K . Menurut Teorema  

3.1.4 ada refinement (penghalusan) ekuivalen antara (3.6) dan (3.8). Jadi, 
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K  adalah subgrup komposisi dari G  pada tipe nm   dan H  adalah 

subgrup komposisi dari K  pada tipe nl  . 

 

Teorema 3.2.9 Jika H  dan K  adalah subgrup komposisi dari G  pada tipe 

m  dan n , maka KH  adalah subgrup komposisi dari G  pada tipe 

nm . 

 

Bukti: 

Diketahui H  subgrup komposisi dari G , maka terdapat barisan subgrup 

dari grup G , yaitu: 

HHHHG m  ,...,, 10                (3.9) 

sedemikian sehingga 1/ ii HH   simple. 

K  subgrup komposisi dari G , maka terdapat barisan subgrup dari grup 

G , yaitu: 

KKKKG n  ,...,, 10                  (3.10) 

sedemikian sehingga 1/ ii KK  simple. Teorema tersebut jelas jika 0m  

atau 0n . Jika 1 nm , maka salah satu ),,( KHHG   atau 

),( KHG   mempunyai faktor-faktor simple. Oleh karena itu, 

KH  adalah subgrup komposisi pada tipe 1 atau 2 . Jadi, Tanpa 

menghilangkan sifat kegeneralisian  1m . 

Jika 1m  dan nn  , maka KH 1  adalah subgrup komposisi dari 

G  pada tipe 1 n . Berdasarkan Teorema 3.2.8  KH 1  adalah 

subgrup komposisi dari 1H  pada tipe n . fakta bahwa 

)( 1 KHHKH  . )( 1 KHHKH   adalah subgrup dari 

1H  pada tipe 1)1(  nm . Oleh karena itu, KH   adalah subgrup 

komposisi dari G  pada tipe nm . □ 

 

Teorema 3.2.10 Jika grup G  mempunyai barisan komposisi, maka ada 

subgrup subnormal A  yang merupakan subgrup komposisi. 

 

Bukti: 

Diketahui G  mempuyai barisan komposisi, yaitu: 

   GAAAAAe rr   ,,...,,, 1210                          (3.11) 
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sedemikian sehingga 1/ ii GG  simple untuk setiap i. 1/ ii GG terdefinisi karena 

ii GG 1 . Karena terdapat barisan normal  

GAAAAAA rr   ,,...,,, 1210               (3.12) 

sedemikian sehingga ii AA 1 , maka menurut Definisi 3.2.1 suatu subgrup 

A  dari grup G  adalah subgrup subnormal. Jika barisan pada persamaan 

(3.12) ditulis secara descending yaitu AAAAAAG rrr   0121 ,,...,,, , 

maka 1/ ii AA simple. Oleh karena itu, menurut Definisi 3.2.6 subgrup 

subnormal A  adalah subgrup komposisi. □ 

 

Teorema 3.2.11 Setiap subgrup komposisi  selalu subnormal. 

 

Bukti: 

Misalkan H  adalah subgrup komposisi dari grup G  maka terdapat barisan 

normal  

HHHHG n  ,...,, 10               (3.13) di 

mana 1/ ii HH  simple dan EHH ii 1/ . 

1/ ii HH  terdefinisi karena ii HH 1    

Jika persamaan (3.13) ditulis secara asscending yaitu 

GHHHHH nn   011 ,...,, , maka terdapat barisan normal 

011 ,..., HHHH nn    dan berlaku 1ii HH   untuk setiap i. Oleh karena 

itu, menurut Definisi 3.2.1 H  adalah subgrup subnormal dari G . □ 
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BAB IV 

KESIMPULAN 

 

 

Dari pembahasan skripsi ini dapat disimpulkan hal-hal sebagai berikut: 

1. Jika H  subgrup k-subnormal dari G  dan GK  , maka KH   

adalah subgrup k-subnormal dari K . 

2. Misal GBA  . Jika A  adalah subgrup α-subnormal dari  B  dan  

B  adalah subgrup β-subnormal dari G , maka A  adalah subgrup 

(α+β)-subnormal dari G . 

3. Jika A  dan B adalah subgrup subnormal dari  G , maka BA  adalah 

subgrup subnormal dari G . 

4. Jika grup G  mempunyai barisan komposisi, maka terdapat subgrup 

subnormal A  yang merupakan subgrup komposisi.  

5. Setiap subgrup komposisi adalah subgrup subnormal. 
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