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SUBGRUP SUBNORMAL
DAN SUBGRUP KOMPOSISI

ABSTRAK

Salah satu bentuk pengembangan dari subgrup adalah subgrup
subnormal dan subgrup komposisi. Pada skripsi ini dibahas definisi-definisi
dan teorema-teorema yang berhubungan dengan subgrup subnormal dan
subgrup komposisi. Suatu subgrup disebut subgrup komposisi jika terdapat
barisan normal dari grup G sedemikian sehingga grup faktornya adalah

grup simple dan bukan grup trivial. Dapat diperlihatkan setiap subgrup
komposisi adalah subgrup subnormal.

Kata kunci: barisan normal, grup simple, grup faktor, grup trivial,
subgrup subnormal, subgrup komposisi.
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SUBNORMAL SUBGROUP
AND COMPOSITION SUBGROUP

ABSTRACT

One of developed forms of subgroup is subnormal subgroup and
composition subgroup. This final project concerns with definitions and
theorems related to subnormal subgroup dan composition subgroup. A
subgroup is called a composition subgroup if there is a normal sequence of
group G such that its quotient group is simple and is not a trivial group. It
can be shown that every composition subgroup is subnormal subgroup.

Keywords: normal sequence, simple group, quotient group, trivial group,
subnormal subgroup, composition subgroup.
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Perkembangan ilmu pengetahuan dan teknologi yang sangat pesat
dewasa ini merupakan suatu rangkaian panjang yang berpangkal dari
berkembangnya ilmu-ilmu dasar (basic sciences) di antaranya aljabar yang
merupakan cabang matematika.

Aljabar (Algebra) adalah cabang matematika yang mempelajari
struktur, hubungan, dan kuantitas. Salah satu jenis aljabar adalah aljabar
abstrak, yaitu jenis aljabar yang mempelajari tentang struktur aljabar
(Alexander, 2009).

Struktur aljabar adalah suatu himpunan tak kosong yang dilengkapi
dengan satu atau lebih operasi biner yang berlaku pada himpunan tersebut.
Struktur aljabar yang dilengkapi dengan sebuah operasi biner dan
memenuhi aksioma tertutup, assosiatif, terdapat elemen identitas dan setiap
elemen memiliki invers disebut grup. Himpunan bagian tak kosong dari
suatu grup yang membentuk grup atas operasi biner yang sama dengan
grup disebut subgrup. Banyak hal dalam subgrup yang dapat
dikembangkan, di antaranya adalah subgrup subnormal dan subgrup
komposisi.

Pada skripsi ini dibahas definisi-definisi dan teorema-teorema yang
berhubungan dengan subgrup subnormal dan subgrup komposisi serta
hubungan antara subgrup komposisi dan subgrup subnormal. Misalkan
G adalah grup. Suatu subgrup dari G disebut subgrup komposisi jika
terdapat barisan subgrup dari grup G (barisan normal) sedemikian
sehingga grup faktornya adalah grup simple dan bukan grup trivial.

1.2 Perumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang tersebut, pokok permasalahan yang
dibahas dalam skripsi ini adalah bagaimana teorema-teorema yang
berhubungan dengan subgrup subnormal dan subgrup komposisi serta
bagaimana hubungan subgrup komposisi dan subgrup subnormal.



1.3 Batasan masalah

Pembahasan dalam skripsi ini dibatasi untuk grup yang berhingga.
1.4 Tujuan Penulisan

Tujuan penulisan skripsi ini adalah untuk memahami definisi-definisi
dan membuktikan teorema-teorema yang berlaku dalam subnormal dan

subgrup komposisi serta mengetahui hubungan subgrup komposisi dan
subgrup subnormal.



BAB Il
TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini diberikan definisi-definisi, teorema-teorema serta lema
yang akan digunakan sebagai acuan maupun pembanding dalam
pembahasan.

2.1 Fungsi

Definisi 2.1.1 (Arifin, 2000) Misalkan S dan T adalah himpunan tak
kosong. Pemetaan f dari S ke T, ditulis f :S — T adalah suatu cara

yang mengaitkan setiap X €S dengan tepat satu Yy eT. Pemetaan
f :S — T dikatakan satu-satu (injektif) jika untuk setiap X;,X, € S yang
dipetakan terhadap elemen yang sama oleh f yaitu f(x,)= f(X,), maka
X, = X,.Pemetaan f :S — T dikatakan onto (surjektif) jika untuk setiap

y eT terdapat X € S sedemikian sehingga f(X)=y. Suatu pemetaan
yang bersifat injektif dan surjektif disebut bijektif .

Definisi 2.1.2 (Scott, 1964) Pemetaan f : A — B dikatakan into atau ke
dalam jika darerah hasil fungsi f merupakan himpunan bagian dari B .

Definisi 2.1.3 (Scott, 1964) Permutasi dari himpunan S adalah suatu
fungsi satu-satu dari Sonto S .

Definisi 2.1.4 (Leithold, 1972) Suatu fungsi f(x) dikatakan naik di titik
X=X,, jika dapat ditunjukkan bilangan positif kecil h sedemikian
sehingga untuk setiap titik tertentu X, <X, yang terletak dalam interval
(%, —h, X, + h) berlaku : f(x) < f(x,)..

Definisi 2.1.5 (Bhattacharya, 1986) Sebuah pemetaan *:SxS —S disebut
operasi biner pada himpunan S .



Definisi 2.1.6 (Bhattacharya, 1986) Misalkan S adalah himpunan tak
kosong yang dillengkapi dengan operasi biner *. Operasi biner * pada
himpunan S dikatakan ,
i. Komutatif jika
X#Yy = y*X untuk setiap X,y €S,
ii.  Assosiatif jika
X#*(y*2)=(X*y)*2z untuk setiap X,y,Z€S .

2.2 Grup

Definisi 2.2.1 (Keedy, 1963) Grup didefinisikan sebagai himpunan dari
elemen-elemen G bersama dengan operasi biner ” o” yang memenuhi
aksioma-aksioma:
i. G tertutup di bawah operasi o, yaitu untuk setiap a,beG
berlaku acbeG,
ii. Untuk setiap a,b,c€G,a-(boc)=(acbh)oc,
iii. Terdapat e € G sedemikian sehingga untuk setiap X € G,
GoX=Xo€=X,
iv. Untuk setiap X € G terdapat X" €G sedemikian sehingga
XoX=xTox=¢,

Teorema 2.2.2 (Scott, 1964) Setiap elemen grup mempunyai invers yang
tunggal.

Bukti:

Misalkan (S,*) adalah grup dan a<S. Karena (S,*) adalah grup
maka ada b € S sedemikian sehingga b*a=a*b=e. Misalkan ce S juga
invers dari a, maka c*a=a*c=e. Karena a*b=¢e , maka

cx(axb)=cx*e

cx(axb)=c.
Di sisi lain,
cx(axb)=(c*a)=*b (Hukum assosiatif)
cxe=ex*hb
c=exb=Db.
Jadi, b=co



Definisi 2.2.3 (Dummit, 2002) Sebuah grup H dengan operasi biner *
adalah siklik jika H dapat dibangun oleh satu elemen, yaitu terdapat

XxeH sedemikian sehingga H= {X”! nNe Z}, dengan

X" = Xk Xk X k.. % X

Contoh 2.2.4 (Scott, 1964) G = Z, adalah grup terhadap penjumlahan.
G=4 :{6,1,2}. G =Z, hanya dibangun oleh satu elemen saja, yaitu
(@) . Jadi, G = Z, adalah grup siklik.

Definisi 2.2.5 (Dummit, 2002) Grup (G,*) disebut grup Abel atau
komutatif jika a*b=Db=*a untuk setiap a,b e G.

Contoh 2.2.6 (Herstein, 1975) Setiap grup siklik G adalah grup komutatif
karena jika X,y€G, maka xy=a"a" =a™" =a"a" = yx.

Definisi 2.2.7 (Scott, 1964) Grup trivial adalah grup yang hanya
mempunyai satu elemen, yaitu elemen identitas. Grup trivial sering
dinotasikan dengan 1 {1}, atau {}.

2.3 Subgrup

Definisi 2.3.1 (Scott, 1964) Misalkan G adalah grup. H himpunan
bagian tak kosong dari G . H disebut subgrup dari G jika H membentuk
grup atas operasi biner yang sama dengan G dan diberi notasi H <G .

Teorema 2.3.2 (Bhattacharya, 1986) Misalkan (G,*) adalah grup. H

himpunan bagian tak kosong dari G adalah subgrup dari G jika dan
hanya jika memenuhi dua aksioma berikut:

i.  Untuksetiap a,beH, a*beH ,dana*eH,
ii. Untuksetiap a,beH, a*b™eH.



Bukti:
(=) Diketahui H subgrup maka i. dan ii. jelas terpenuhi.

(<) Misalkan H memenuhi aksioma i, maka untuk suatu aeH,

a'teH,axa'=eeH.Jadi H memiliki elemen identitas artinya H
tak kosong. Misalkan H memenuhi aksioma ii. Ambil sebarang a,be H ,

e=bxb*eH

b'xe=b"*bxb"'eH

b'=exbteH

b'eH.
Jadi, ab=a(b™?)" eH artinya H memenuhi hukum ketertutupan.
H himpunan bagian dari G, maka untuk setiap a,b,c € H juga berlaku
a*(b*c)=(a*b)=*c. Jadi, hukum assosiatif terpenuhi. Oleh karena itu,

terbukti bahwa H subgrup dari G . o

Definisi 2.3.3 (Scott, 1964) Sebuah subgroup H disebut subgrup sejati
dari grup G jika H = G. H merupakan subgrup sejati dari G ditulis
H<G.

Definisi 2.3.4 (Scott, 1964) Sebuah subgrup H disebut nontrivial jika dan
hanya jika H #G dan H = {e}.

Contoh 2.3.5 (Scott, 1964) Misalkan Z ={....—2,—1,0,1,2,... }adalah grup
terhadap penjumlahan maka subgrup H ={...~4,-2,0,24,...} adalah
subgrup sejati nontrivial dari Z .

Definisi 2.3.6 (Scott, 1964) Misalkan A dan B adalah grup.
AB={a*b| ac A beB}.

Teorema 2.3.7 (Scott, 1964) Jika H dan K adalah subgrup dari grup G .
HK adalah subgrup jika dan hanya jika HK = KH .



Bukti:
(=) Diketahui HK <G. Akan dibuktikan HK =KH,6 maka harus

ditunjukkan KH < HK dan HK — KH .
a. Ambil sebarang x=kx*he KH untuk suatu ke K dan heH.
Akan ditunjukkan bahwa x € HK .
x=k=*h
x=(h"*k™)™ .
x=(h"*k™)™ merupakan invers dari elemen pada HK. Jadi,
X € HK . Berarti bahwa

KH c HK . (2.1)
b. Ambil sebarang x=h*keHK untuk suatu heH dan keK.

Karena HK subgrup, maka x™* = h'*k'e HK untuk suatu h'e H dan
k'e K,
x ' =hsk'e HK
(x ) =(h*k")" e HK
x=kf*h"eKH.
Jadi,

HK < KH (2.2)
Dari (2.1) dan (2.2) dapat disimpulkan bahwa HK = KH .

(<) Diketahui HK = KH . Menurut Teorema 2.3.2 HK adalah subgrup
jika memenuhi 2 aksioma, yaitu:
i. Ambil sebarang X,y € HK , di mana x = h, *k; dan y =h, *k,. Akan
dibuktikan X *y € HK
X*y = (hi*kl)*(hz *kz)
karena HK = KH , maka
X*y :hl* kl*kz*hz

X#y=h*k,;*h, untuk suatu k, =k * k, eK
xxy=hxh,*k,
X*y=h,*Kk,

untuk suatu hy =h *h, eH . Jadi, x*y e HK".
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Ambil sebarang x € HK , di mana x =h, *k; akan dibuktikan x™* € HK

X =h *k
()" =(h*k)"
xl— hlfl N klilv

di mana h'eH (karena H subgrup) dan k' eK (karena K
subgrup). Jadi x* e HK .

ii. Ambil sebarang X,y € HK, di mana x=h, *k, dan y =h, *k,. Akan
dibuktikan x*y ™" e HK ,
X y_1 = (hl / kl) * (hz * kz)_l
=h *(k tk, " xh, )
= h = (k; *hy),
untuk suatu h,=h"cH dan k;=k*k e K. Karena HK=KH,
maka X*y ' =h *(k,*h)=h*(h *k)=h*hxk =h *k, untuk suatu
h,=h *h eH dan k, =k, €K . Jadi, x*y™ =h, *k, e HK .

Dari i. dan ii. dapat disimpulkan bahwa HK adalah subgrup dari
G.o

Definisi  2.3.8 (Harshbarger, 1985) Jika H subgrup dari G maka
VaeG, himpunan a*H ={a*hhe H}disebut koset kiri dari H
dalam G . Himpunan H *a:{h*a|h € H}disebut koset kanan dari H
dalam G.

Definisi 2.3.9 (Bhattacharya, 1986) Misalkan G grup. N subgrup dari

G. N disebut subgrup normal dari G, ditulis N <G jika XNx " = N
untuk setiap X € G.

Teorema 2.3.10 (Bhattacharya, 1986) Misalkan N subgrup dari G, maka
pernyataan di bawah ini ekivalen :



i. N<G,

ii.  XNx =N untuk setiap X € G,

iii. NX=XN untuk setiap X€G,

iv.  (XN)(yN) = (Xy)N untuk setiap X,y €G.

Bukti:
(i=>ii) Diketahui N <G. Misalkan XeG maka berdasarkan
Definisi 2.3.9,

xN x "N (2.3)

Jika X G, maka X G sehingga
x'N(x")*cN
x'Nxc N

X "Nxx "< Nx ~

x'Nec Nx ™

XX N < xNx -

1

1

eN c xNx ™

1

N < XNx . (2.4)

Dari (2.3) dan (2.4) dapat disimpulkan bahwa XNX™ = N . Jadi, tebukti
bahwa jika N <G, maka XNx* =N .

(il =iii) Karena XNX™* = N | maka
Nx = (XNx )
Nx = xNx ~*x
Nx = xNe
NXx=XxN .

(iii=iv) (XN)(yN) =x(N y)N. Menurut iii. Nx=XN untuk setiap
X € G , maka
(XN)(YN) = x(yN)N
= (Xy)NN . (hukum assosiatif)
9



NN < N karena N tertutup. Pada sisi lain, N=eN < NN maka
NN = N. Oleh karena itu, (XN)(yN) = (xy)N .
(iv=>i) Karena N subgrup, maka {e} < N
xNx {e} < xNx N
xNx < xNx 'N | (2.5)
berdasarkan (iv) (XN)(YN) = (xy)N untuk setiap X,y €G, maka
persamaan (2.5) menjadi
xNx "< xx N

XNx < eN
XNx = N .

Karena XNx ' N , maka berdasarkan Definisi 2.3.9 N <G . o

Contoh 2.3.11 (Herstein, 1975)
i. {e} dan G selalu merupakan subgrup normal dari G ,

ii. Setiap subgrup N dari grup komutatif G adalah normal karena
gN =Ng, Vg eG.

Definisi 2.3.12 (Herstein, 1975) Misalkan G grup dan N subgrup normal
dari G. Grup quotient dari N dalam G ditulis G/ N dan dibaca 7 G
modulo N ” adalah himpunan koset-koset dari N dalam G . Grup quotient
disebut juga grup faktor. G/N :{5,5,5,...}, di mana a=a*N ( jika

G/N adalah grup terhadap perkalian) dan a =a+N ( jika G/N adalah
grup terhadap penjumlahan).

Teorema 2.3.13 (Bhattacharya, 1986) Misal N adalah subgrup normal
dari grup G . Maka G/ N adalah grup.

Bukti:
Ambil sebarang a,b € G/N , dimana a = XN dan b = yN untuk setiap

X, Y € G. Akan dibuktikan ab € G,
ab=(xN)(yN).

10



Menurut Teorema 2.3.10 iv. (XN)(yN) = (xy)N untuk setiap X,y € G
berarti ab e G/ N . Jadi, G/N tertutup.
Ambil sebarang a,b,c € G/N, di mana a=XN, b=yN, dan
¢ = zN untuk setiap X, Y,Z € G. Akan dibuktikan a(bc) = (ab)c.
a(bc) = xN(yN zN)
=xN(yz)N (menurut Teorema 2.3.10 iv.)
=XN(yz)N
= X(yz)N (karena G assosiatif)
= (xy)zN
= (xy)N zN (menurut Teorema 2.3.10 iv.)
= (XN yN)zN
= (ab)c.
Karena a(bc)=(ab)c untuk setiap a,b,ce G/N, maka G/N
memenuhi hukum assosiatif. Koset eN adalah identitas dalam G/N
karena eN=N. Terdapat XxteG sedemikian  sehingga
(xN)(x*N) = (xx'N) =eN = N . Terbukti bahwa G/N adalah grup. o

2.4 Grup simple

Definisi 2.4.1. (Scott, 1064) Suatu grup adalah grup simple jika tidak
memiliki subgrup normal nontrivial artinya subgrup normal yang dimiliki
hanya grup trivial dan dirinya sendiri.

Contoh 2.4.2 (Scott, 1964)

i. Grup siklik G=2,={0,1,2} terhadap penjumlahan merupakan grup
simple karena hanya memiliki 2 subgrup normal yaitu {e} ={0} dan
dirinya sendiri. {€}={0} merupakan subgrup normal dari G = Z, karena
untuk setiap x € G, x{e}x " = {e}.

i.Z={..~2-1012,...} adalah grup terhadap penjumlahan bukan grup
simple karena memiliki subgrup normal lain selain {€} dan dirinya
sendiri, yaitu: H ={....-4,-2,0,24,...}.
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iii. G =27,={0,1,2,3,4} adalah grup simple karena tidak memiliki subgrup
normal lain selain {e}dan dirinya sendiri.

2.5 Homomorfismas grup

Definisi 2.5.1 (Scott, 1964) Homomorfisma grup (G,°) into grup (H,*)
adalah sebuah fungsi T dari G into H sedemikian sehingga jika X,y €G,
maka T(XoYy)=T(X)*T(y). Endomorfisma dari G adalah homomorfisma

dari G into G. Isomorfisma adalah homomorfisma yang bijektif.
Automorfisma dari G adalah isomorfisma dari G onto G .

Contoh 2.5.2 (Scott, 1964)
i.a:(R+) > (R-{0},)
nie— 2"
merupakan homomorfisma karena jika diambil sebarang X,y € R maka
a(x+y)=2"""=2*.2Y =a(x)-a(y).
i. g:(Z+)—>(Z,4)
n— -n
merupakan homomorfisma karena jika diambil sebarang X,y € Z maka

BX+Yy)==(X+y)=(=x)+(=y) = B(X) + B(Y).

Definisi 2.5.3 (Scott, 1964) Grup G isomorfik dengan grup H, ditulis
G = H, jika dan hanya jika ada isomorfisma dari G onto H .

Teorema 2.5.4 (Scott, 1964) Misalkan (G,*) dan (H,°) adalah grup dan

T:G —> H homomorfisma, maka
i T(eg)=¢ey,

i. T@YH=[T@]".

12



Bukti:
i. Ambil sebarang a,e;€G, maka a*e;eG. Karena T

homomorfisma, maka
T(a*eG) = T(a) OT(eG)

T(a)=T(a)°T(es),
T(@)o[T(@] " =T(a)[T(@)] " >T(es)
ey =€y oT (&)
e, =T(eg)
T(eg) =6, -
ii. Ambil sebarang aeG. Karena G grup, maka a < G. Menurut i.
T(es) =6y, jadi
T(eg)=¢e,
T(a*a')=e,
T(a)oT(a™) =¢, (karenaT homomorfisma)
T@] " eT(a)eT(@™") =[T(@)]" e,
e, °T(@)=[T@]"
T@")=[T@]" .o

Definisi 2.5.5 (Scott, 1964) Ruang nol atau kernel dari T , ditulis Ker(T)

adalah hirnpunan elemen dari 0 yang petanya adalah elemen identitas €'
dari G. Ker(T)={aeG|T(a)=¢}.

Teorema 2.5.6 (Scott, 1964) Misalkan G adalah grup dan T:G—>G
homomorfisma. T:G —G isomorfisma jika dan hanya jika Ker(T)={e}.

Bukti:
(=) Diketahui T adalah isomorfisma, maka T satu-satu dan onto. Ambil

sebarang x e Ker(T) berarti T(x)=e'. Menurut Teorema 2.5.4 i,
T(e)=e',maka X =e. Karena e € Ker(T), maka Ker(T)={e} .
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(<) Diketahui Ker(T) ={e}. Akan dibuktikan T adalah isomorfisma,

maka harus ditunjukkan T adalah pemetaan, homomorfisma, injektif, dan
onto.

i. Jelas T adalah pemetaan karena diketahui T homomorfisma.

ii. Jelas T homomorfisma karena sudah diketahui.

iii. Diketahui Ker(T)={e}. Misalkan T(x)=T(y), akan dibuktikan

bahwa x=y. Karena T homomorfisma, maka
T(y ™) =T(y)HT(X)
Ty ) =Ty )T(y)
Ty ¥ =T(y"y)
T(y'™x)=T(e)=¢"
Karena Ker(T)={e}, maka
y'x=¢e
y yx=ey
ex =ey
X=Y.
Karena T(X)=T(y), makax =Y. Jadi T injektif.
iv. Diketahui Ker(T)={e}. Untuk setiap x € Ker(T), T(x)=¢€".
Jadi jelas bahwa T onto.

Karena T adalah pemetaan, homomorfisma, injektif, dan onto, maka T
adalah isomorfisma. O

Teorema 2.5.7 (Scott, 1964) Misalkan G dan H adalah grup.
R:G — H adalah relasi dan memenubhi:
i. Jika (x,@)eR dan (y,b)eR di mana x,yeG dan a,beH, maka

(xy,ab)eR
ii. Jika (e5,a) € R, maka a=e,
maka R:G — H homomorfisma.
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Bukti:
a. Akan dibuktikan bahwa R adalah pemetaan. Misalkan

(xa)eR,3b e H sedemikian sehingga (x',b) € R, menurut i. , maka
(xx,ab)eR
(e,ab)eR
menurut ii. berarti  ab=e,
(ab)b™ =e, b
a(bb™) =g, b™
ae=b™"
a=b™
Misalkan (x,a)eR,3db e H sedemikian sehingga (x™",b)eR,
menurut i., maka
(xx*,a'b)eR
(e,a’h)eR
menurut ii. berarti  a'b =e,
a'bb™ =e, b
ae=b"
a'=b™
Karena a=b™" dan a'=b™, maka a'=a. Oleh karena itu, R adalah
pemetaan.

b. Menuruti. (x,a)eR dan (y,b) € R, maka (xy,ab) e R berarti bahwa
R(X)R(y) =ab
R(xy)=ab.
Karena R adalah pemetaan dan R memenuhi i. maka R adalah
homomorfisma.

2.5.8 Teorema isomorfisma (Scott, 1964) Jika G adalah grup, H <G,
K <G, dan T={(hK,h(H mK))|he H}, maka T adalah isomorfisma

dari HK/K onto H/H K . Jadi,
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HK _ H
K HNK

N

Bukti:
Grup faktor HK/K terdefinisi karena K <HK dan H/HNK terdefinisi

karena HNK <K. Misal (h,K,h;(HNK))eT ,1=12
maka
((hK)(h,K), b (H N K)h,(H N K)) €T
(hhK,hh,(HNK)) eT
(h,K,h(H N K)) €T dimana hh, =h,.
Jika hK=K di mana heH, maka h(HnK)=HNK di mana

h e H ~ K . Jadi, menurut Teorema 2.5.7 T adalah homomorfisma dari
HK/K into H/HNK. Jadi, jelas T onto. Jika hK e Ker(T), maka

heH K. Oleh karena itu, hK = K . Jadi, menurut Teorema 256 T
adalah isomorfisma. o

2.6 S-grup, S-subgrup, dan S-homomorfisma

Definisi 2.6.1 (Scot, 1964) Misalkan S adalah himpunan tak kosong, G
adalah  grup, dan *:GxS —>G. S-grup adalah pasangan (G,*)
sedemikian sehingga jika a,beG dan se S, maka (ab)*s=(a*s)(b*s).

Contoh 2.6.2 G=M,_,(R) terhadap penjumlahan dan S=R. G
adalah S-Grup karena jika diambil sebarang X,y € G dan se€S maka
berlaku (X+y)*s=(x*3)+(y*59).

Definisi 2.6.3 (Scott, 1964) S-subgrup H dari S-grup G adalah sebuah
subgrup H dari G sedemikian sehingga HSc H untuk setiap s S..

Definisi 2.6.4 (Scott, 1964) Sebuah S-homomorfisma dari S-grup G into
S-grup H adalah sebuah fungsi T dari S-grup G into S-grup H
sedemikian sehingga jika geG dan sesS, maka

T(gs) =(T(g))s. S-endomorfisma dari G adalah S-homomorfisma dari
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G into G. S-isomorfisma adalah S-homomorfisma yang bijektif. S-
automorfisma dari G adalah isomorfisma dari G onto G .

Lema 2.7 (Scott, 1964) (lema Zassenhaus/ lema butterfly)
Jika G adalah S-grup A,B,C dan D adalah S-subgrup dari G, A< B,

dan C < D, maka relasi

T ={(x(A(BNC)),x(C(D A)))| xe BN D}
adalah S-isomorfisma dari A(BnD)/ A(BNC) onto
C(DnB)/C(DNA).

Bukti:
Fakta bahwa A(BnD), A(BNC), C(DnB), dan C(DnA)

merupakan S-subgrup dari G. A(BC) normal dalam A(B n D) dan
C(D n A) normal dalam C(D N B).

Ada elemen dari A(BND)/A(BNC) vyang berbentuk
axA(BNC) di mana ac A dan xeBnD. Karena A< B, maka
ax = x(x'ax) = xa' dimana a'= X ‘ax € A. Jadi,

axA(BNC)=xa'A(BNC).

Karena a'A= A, maka xa'A(BNC) = xA(BNC). Dengan cara yang

sama, ada elemen dari C(DNB)/C(DNA) vyang berbentuk

cX'C(DNA) di mana ceC dan xX'e DNB. Karena C <D, maka

cx'= x'(x"'cx') = x'c' dimana ¢'= X 'cx € C . Jadi,
cX'C(DNA)=xc'C(DNA).

Karena ¢c'C =C, maka X'c'C(DnA)=x'C(DNA).

Jikaue ABNC)nBnD=ABNC)nD, maka u=ac
di mana a€A dan ce(BnC). Karena A<B, maka u=ac
u=ac=c(c'ac)=ca', di mana c'ac=a'. Jadi, u=ac=ca'. Jika
u=ca'e D, maka a'eD. Karena a'€ A dan a'eD, maka
a'e AnND dan ueC(DNA)NBND. Dengan cara yang sama,
ue ABNC)NnBND jika dan hanya jika ueC(DNnA)NBND
berdasarkan bahwa jika XeBnD dan yeBNnD, maka
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xA(B"NC)=yA(BnC) jika dan hanya jika
XC(D N A)=yC(DnA). Oleh karena itu, T adalah fungsi injektif
dari A(BnD)/A(BNC) onto C(DNB)/C(DA). Jika seS dan
xe BN D, maka
T(XA(BNC)s) =T ((xs)A(BNC))=(xs)C(Dn A)
=(XC(DNA)s=T(XA(BNC))s.
Maka T adalah S-isomorfisma. O
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BAB Il
HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada bab ini dibahas tentang definisi-definisi, lema, dan teorema-
teorema yang berhubungan dengan subnormal dan subgrup komposisi.

3.1 Barisan Subnormal, Barisan Normal, dan Barisan Komposisi

Definisi  3.1.1  Barisan subnormal dan barisan  normal
(Hungerford,1991) Barisan subnormal dari subgrup-subgrup G adalah

barisan G,={e},G,,G,,.., G, =G sedemikian sehingga G, ; < G, untuk
1=012,...n.

Barisan normal adalah barisan subnormal sedemikian sehingga untuk
setiap G, adalah subgrup normal dari G .

Contoh 3.1.2
i. Contoh barisan subnormal: Misal G = Z, grup. Barisan
{0} < {0,4} < {0,2,4,6} < {0,1, 2,..., 7}adalah barisan

subnormal dari G = Z,.
ii. Misal G = Z,, adalah grup tehadap penjumlahan maka

normal untuk Z .

Definisi 3.1.3 (Sharipov, 2009) Barisan subnormal ascending dinotasikan

dengan:
{e}=A <A <A <..<A =G
sedangkan descending dinotasikan dengan:
G=B,>B >B,>..>B, ={e}

Definisi 3.1.4 (Hungerford, 1965) Dua barisan subnormal adalah ekuivalen
jika mempunyai panjang yang sama (yaitu, jumlah sama pada faktor

19



nontrivial) dan ada permutasi 7 € S, sedemikian sehingga grup G, /G, ,
isomorfik dengan G, /G ), untuk semua i =0,12,...,n.

Definisi 3.1.5 (Sharipov, 2009) Sebuah refinement (peghalusan) dari
barisan subnormal {e}=G,,G,,..., G, =G (di mana G, ; < G;) adalah

barisan subnormal {e}=G';,G},.,G,=G (di mana G';<G",) sedemikian

sehingga ada fungsi naik f :{l...n} —>{L2,...m}dan berlaku G, < G'f(i)
untuk setiap I.

Teorema 3.1.6 Terdapat dua barisan subnormal dari grup G yang
memiliki refinement ekuivalen.

Bukti:
Misalkan G =G,,G,,G,,G;,... G, ={e} (di mana G,

i+l
G=H,H,;,H,,H;,...,H, ={e} (di mana H
subnormal dari G . Misalkan G, ; =G;

<1G;) dan
i1 < H;) adalah dua barisan
i Y(G NH;), 0< j<m. Jadi,
G ;=6 V(G NnH)>G,U(G nH,)=G ;.
Karena H,=G, maka G;,=G; dan karena H A ={e}, maka
Gin =G,y Misalkan A=G,,, B=G;, C=H,,, D=H,; dalam
< G; ;. Jadi, grup G ;
membentuk barisan subnormal yang merupakan penghalusan dari barisan
pertama dan mempuyai (m+1)(n+1) suku. Dengan cara yang sama, pada
barisan ke-2, yaitu himpunan H;, =H, , U(H;nG;), 0<i<n. Maka
H..,; <H;; dan H;; membentuk barisan subnormal yang merupakan
penghalusan dari barisan ke-2 yang mempunyai (m+1)(n+1) suku.
Misalkan pemetaan o :G;;/G;;,, = H;;/H;,; adalah pemetaan injektif.

Maka didapatkan korespondensi 1-1 dari faktor-faktor komposisi, di mana
hubungan antara faktor-faktor tersebut isomorfik.Menurut Lema 2.7

i+1

Lema 2.7 Zassenhaus, maka terlihat bahwa G, ;,;

j+l

i+1, j
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i

G :GMU(GimHj): H,u(G NH)) \ H
Gi,j+1 Gi,j+1 Hj+1U(G mHj) H

Jadi, terdapat dua barisan subnormal yang mempunyai refinement
(penghalusan) ekuivalen. o

i+1 i1,

Definisi 3.1.7 Barisan komposisi (Bhattacharya, 1986)
Barisan komposisi dari grup G adalah sebuah barisan normal (G,,.., G,)
di mana grup faktor G./G,, merupakan grup simple. Grup faktor

G,/G,, disebut faktor komposisi dari G .

Contoh 3.1.8
a. Misalkan (G,e)adalah grup simple. Maka (e€) <« G adalah barisan
komposisi dari G , dengan G dan {e} adalah faktor komposisinya.
b. Misalkan G = Z adalah grup siklik. Maka diperoleh dua barisan
komposisi, yaitu:
{0} =(6) <(2) < (1) =G dan (O3 = (6)<(3)<(1)=G-
Untuk barisan komposisi pertama, faktor—faktor komposisinya adalah
<i> /<§> dan <§> /<é> , sedangkan untuk barisan ke-2, faktor-faktor

komposisinya adalah <i> /<§> dan <§> /<6> :

c. Misalkan G = Z,, adalah grup tehadap penjumlahan maka

G, ={0,1,2,...17}.

Akan ditunjukkan bahwa G,/G., simple Vi yaitu hanya memiliki 2

subgrup normal yaitu {e} ={0} dan dirinya sendiri.

i.G, /G, ={0,9}, G,/G, simple karena hanya mempunyai 2
subgrup normal yaitu {0} dan dirinya sendiri,
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mempunyai 2 subgrup normal yaitu {0} dan dirinya sendiri,
iii. G,/G, :{6,15,..[7}:218 , G; /G, simple karena hanya
mempunyai 2 subgrup normal yaitu {0} dan dirinya sendiri.
Karena G; /G, simple Vi, maka

{0} <{0,9} <{0,3,6,9,12,15}<{0,1,2,... 17} = Z,,
merupakan barisan komposisi.

Definisi 3.1.9 (Scott, 1964) H subgrup sejati dari grup G disebut subgrup

normal maksimal jika dan hanya jika memenuhi aksioma berikut:

i. H normal dalam G dan ada subgrup normal K dari grup G
sedemikian sehingga K>H, K=H atau K=G,

ii. H normal dalam G dan G/ H adalah grup simple.

Lema 3.1.10 (Bhattacharya, 1986) Setiap grup berhingga mempunyai
barisan komposisi.

Bukti:
Jika |G|:1 atau jika G adalah simple, maka G adalah grup trivial (Jika
|G|:1, maka G adalah barisan komposisi tanpa faktor-faktor). Misalkan

G bukan simple, berarti ada subgrup normal lain selain {e} dan G.
Misalkan H adalah subgrup normal maksimal dari G, maka H mempunyai
barisan komposisi {e}<1 H, <..<H,=H. Oleh karena itu, G mempunyai

barisan komposisi e} <H, <..<H, =H <G. o

3.2 Subgrup Subnormal dan Subgrup Komposisi

Definisi 3.2.1 Subgrup subnormal (Scott,1964)

Sebuah subgrup H dari grup G adalah subnormal dalam G, dinotasikan
H <<G, jika ada barisan subgrup dari grup G, vyaitu
H =H,,H,,.., H, =G sedemikian sehingga H; <H,,; untuk setiap i .
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Contoh 3.2.2 Misalkan G = Z,; adalah grup tehadap penjumlahan.

H =H, ={0,9}, H, ={0,3,6,9,12,15}, dan

H,={012,..,17}.
Terdapat barisan normal yaitu

{0,9}<{0,3,6,9,12,15} <{0,1,2,... 17}=Z
Karena terdapat barisasn H =H,, H,,

H, G sedemikian
sehingga H; <H,,; untuk setiap i, maka H << G.

Teorema 3.2.3 Jika H adalah subgrup subnormal dari G dan K <G,
maka H MK adalah subgrup k-subnormal (yaitu, ukuran subnormal
adalah k) dalam K.

Bukti:
Karena H adalah subgrup k-subnormal dari G, maka terdapat barisan
subnormal, yaitu:
H=H, H, H,. ,H =G.
Jelas bahwa barisan subnormal dari H N K dalam K, yaitu:
HAK=H,nK<H nK<H,nK<..<H nK=K. Akan
ditunjukkan bahwa setiaqp H;, "K normal dalam H,, K.
Fakta/kenyataannya berlaku bahwa H, "K = H, n(H,,; " K). Karena H,

normal dalam H, ,, maka H,nK =H, n(H,,; nK) normal dalam

i+l

H;,, " K untuk setiap i. Jadi, terbukti bahwa H m K adalah subgrup k-
subnormal dalam K. o

Teorema 3.24 Misalkan A<B<G. Jika A adalah subgrup « -
subnormal dari B dan B adalah subgrup f -subnormal dari G, maka A

adalah subgrup (& + £) -subnormal dari G .

Bukti:
Karena A adalah subgrup « -subnormal dari B, maka terdapat barisan
subgrup dari grup B, yaitu:

A=A, A A, A =B 3.1)
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sedemikian sehingga A < A, untuk setiap i. Karena B adalah subgrup
S -subnormal dari G , maka terdapat barisan subgrup dari grup G, yaitu:

B=8B,,B,B,,..,B; =G (3.2)
Sedemikian sehingga B, < B,,; untuk setiap i. Dari persamaan (3.1) dan
(3.2) maka diperolen A, = B, sehingga terdapat barisan baru, yaitu:

A=A,AA,.., A =B;B,B,,..B, =G (3.3) di
mana untuk setiap i, suku ke- i normal dalam suku ke- i+1. Dari
persamaan (3.3) jelas bahwa A adalah subgrup (e + f) -subnormal dari

G.o

Teorema 3.2.5 Jika A dan B adalah subgrup subnormal dari grup G,
maka A B adalah subgrup subnormal dari G .

Bukti:
Diketahui A subgrup subnormal dari grup G, maka terdapat barisan
subgrup dari G, yaitu:

A=A LA, A =G (3.4)
sedemikian sehingga A < A ;. B subgrup subnormal dari grup G, maka
terdapat barisan subgrup dari G, yaitu:

B=B,,B,.B,=6G (3.5
sedemikian sehingga B, < B, ;. Menurut Teorema 3.1.4, dari persamaan
(3.4) dan (3.5) dapat dibentuk barisan baru, yaitu:

A =AU(A,,NnB;) 0<j<mdan B, =B, U(B
Akan dibuktikan A B adalah subgrup

a. Ambil sebarang ac ANB dan be AnB akan dibuktikan
a*be AnBdana’e AnB

i. acANB berarti acA dan acB. beAnB

berarti be A dan beB. Karena A dan B adalah

subgrup, maka a*beA dan a*beB. Jadi,
a*be ANB.

i MA)0<i<n.
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ii. acANB berarti ac A dan aeB. Karena A dan
B adalah subgrup, maka a*ecA dan a'eB.

Jadi,a’ € ANB.
b. Ambil sebarang a€ AnB dan b™ € AnB akan dibuktikan
a*bteANB,

acANB berarti acA dan aeB. b €AnB berarti b € A dan
b™ eB. Karena A dan B adalah subgrup, maka a*bh™ e A
dan a*b™ € B.Jadi, a*b* e ANnB.
Karena a dan b dipenuhi, maka menurut Teorema 2.3.2 A B subgrup.
Menurut Teorema 3.1.4 A;=AU(A,NB;)<AU(A,;NB.)=A;, dan

B, =B,u(B;,"A)<B;uU(B;,"A,,))=8B.,;. Karena
ANB adalah subgrup dan terdapat barisan
A =AA,NB;), 0<j<m dan B; =B;(B;,;nA) 0<i<n di mana
Ai,j :Ai(Ai+lMBj)<] Ai(Aﬁa-lmBj-;_l):Ai,j_,_l dan

B; =B;(B;., " A)<B,(B;,; " A,) =B, ;, maka terbukti bahwa ANB
adalah subgrup subnormal dari G . o

Definisi 3.2.6 Subgrup komposisi (Scott,1964)
Sebuah subgrup H dari grup G adalah subgrup komposisi pada tipe n

jika ada barisan subgrup dari grup G, yaitu G=H,H,,..,H,=H
sedemikian sehingga H;/H,., simple dan tidak sama dengan {e} (G
disebut subgrup komposisi tipe 0 karenaG = H, dan H disebut subgrup
komposisi tipe n karena H, =H).

Contoh 3.2.7
a. Misal G=27Z, adalah  grup  tehadap  penjumlahan.

normal pada Contoh 3.2 ditulis secara descending yaitu
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maka H,/H
H,/H, , simple. Jadi, H adalah subgrup komposisi dari G pada tipe
2.
b. Misal G = Z g adalah grup siklik. Maka diperoleh barisan komposisi,
yaitu:
G = <1> > <2> > <6> — {0}

di mana G=H, = <1> H, = <§> dan H=H, = <é> Faktor—faktor

terdefinisi untuk setiap 1. Menurut Contoh 3.1.8 c.

i+l

komposisinya adalah <i> /<§> dan <§> /<6> merupakan grup simple. Jadi,

H=H,= <E‘>> adalah subgrup komposisi dari G pada tipe 2.

Teorema 3.2.8 Jika H adalah subgrup komposisi dari grup G pada tipe
n, K<<G dan H <K <G, maka

I. K adalah subgrup komposisi dari G padatipe m <n

ii. H adalah subgrup komposisi dari K pada |, dimana | <n.

Bukti:
Diketahui H subgrup komposisi dari G, maka terdapat barisan subgrup
dari grup G, yaitu:

G=H,H,;,..H,=H (3.6)
sedemikian sehingga H;/H, , = {e}dan H,/H, , simple.

K adalah subgrup subnormal dari G, maka terdapat barisan subgrup dari
grup G, yaitu:

K=K, K. K, =G (3.7)
sedemikian sehingga K, <K, .

Persamaan (3.6) adalah barisan turun dan persamaan (3.7) adalah
barisan naik. Jika barisan dari dua persamaan tersebut digabungkan, maka
diperoleh barisan baru, yaitu:

G=K,...K,=K,H,nK,.,H "nK=H (3.8)

adalah barisan normal yang memuat H dan K. Menurut Teorema
3.1.4 ada refinement (penghalusan) ekuivalen antara (3.6) dan (3.8). Jadi,
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K adalah subgrup komposisi dari G pada tipe m<n dan H adalah
subgrup komposisi dari K pada tipe | <n.

Teorema 3.2.9 Jika H dan K adalah subgrup komposisi dari G pada tipe
m dan n, maka H nK adalah subgrup komposisi dari G pada tipe
<m+n.

Bukti:
Diketahui H subgrup komposisi dari G, maka terdapat barisan subgrup
dari grup G, yaitu:

G=H,H,. . H,=H (3.9
sedemikian sehingga H; /H,,; simple.

K subgrup komposisi dari G, maka terdapat barisan subgrup dari grup
G, yaitu:

G=K, K., K, =K (3.10)
sedemikian sehingga K, /K., simple. Teorema tersebut jelas jika m=0
atau Nn=0. Jika m=n=1, maka salah satu (G,H,H nK) atau
(G,H nK) mempunyai faktor-faktor simple. Oleh karena itu,

H nKadalah subgrup komposisi pada tipe 1 atau 2. Jadi, Tanpa
menghilangkan sifat kegeneralisian m > 1.

Jika m=1dan n=n, maka H; " K adalah subgrup komposisi dari
G pada tipe <n+1. Berdasarkan Teorema 3.2.8 H, nK adalah
subgrup komposisi dari H, pada tipe <n. fakta bahwa
HNnK=Hn(H,nK). H nK=Hn(H,nK) adalah subgrup dari
H, pada tipe <(m—1)+n+1. Oleh karena itu, H " K adalah subgrup
komposisi dari G padatipe <m+n.o

Teorema 3.2.10 Jika grup G mempunyai barisan komposisi, maka ada
subgrup subnormal A yang merupakan subgrup komposisi.

Bukti:
Diketahui G mempuyai barisan komposisi, yaitu:

ef=AA A A LA =G (3.41)
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sedemikian sehingga G,/G,, simple untuk setiap i. G, /G, terdefinisi karena
G, <G, . Karena terdapat barisan normal
A= P, A AL A LA =G (3.12)

sedemikian sehingga A, < A, maka menurut Definisi 3.2.1 suatu subgrup
A dari grup G adalah subgrup subnormal. Jika barisan pada persamaan
(3.12) ditulis secara descending yaitu G =A,A A .. AA =A,
maka A /A, simple. Oleh karena itu, menurut Definisi 3.2.6 subgrup
subnormal A adalah subgrup komposisi. O

Teorema 3.2.11 Setiap subgrup komposisi selalu subnormal.

Bukti:
Misalkan H adalah subgrup komposisi dari grup G maka terdapat barisan
normal

G=H,H,,..,H, =H (3.13) di
mana H;/H,,; simpledan H;,/H,,, # E.

Hi / Hi+l < Hi

Jika persamaan (3.13) ditulis secara asscending Yyaitu
H=H,H, .. H,H, =G, maka  terdapat  barisan normal

i+1

terdefinisi karena H.

i+l

H, <H, <., H; <H; dan berlaku H; < H;,; untuk setiap i. Oleh karena
itu, menurut Definisi 3.2.1 H adalah subgrup subnormal dari G . o
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BAB IV
KESIMPULAN

Dari pembahasan skripsi ini dapat disimpulkan hal-hal sebagai berikut:

. Jika H subgrup k-subnormal dari G dan K <G, maka HNK
adalah subgrup k-subnormal dari K.

. Misal A<B<G. Jika A adalah subgrup a-subnormal dari B dan
B adalah subgrup B-subnormal dari G, maka A adalah subgrup
(ar+B)-subnormal dari G .

. Jika A dan B adalah subgrup subnormal dari G, maka A B adalah
subgrup subnormal dari G .

. Jika grup G mempunyai barisan komposisi, maka terdapat subgrup

subnormal A yang merupakan subgrup komposisi.
. Setiap subgrup komposisi adalah subgrup subnormal.
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