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ANALISIS DINAMIK MODEL INFEKSI BAKTERIOFAGE
PADA BAKTERI LAUT SIANOBAKTERIA

ABSTRAK

Bakteriofage merupakan virus yang menyerang bakteri
Infeksi bakteriofage dapat mengakibatkan kematiaktdsi akibat
terjadinya lisis sel. Pada skripsi ini dibahas kansi dan analisis
kestabilan model infeksi bakteriofage pada siantik Infeksi
bakteriofage pada sianobakteria dimodelkan sebagatem
persamaan differensial biasa nonlinier dengan wigaabel, yaitu
jumlah bakteri yang rentan, jumlah bakteri yanginfeksi dan
jumlah bakteriofage. Berdasarkan hasil analisisemileh tiga titik
kesetimbangan, yaitu titik kesetimbangan nol, tkésetimbangan
bebas penyakit, dan titik kesetimbangan endemiktdraeplikasi
virus () dipilih sebagai parameter utama yang mempengaruhi
dinamika infeksi. Dari analisis kestabilan dipelolegahwa keadaan
punah tidak pernah terjadi, populasi berada padaldan bebas

penyakit jika faktor replikasi virus lebih kecil dailai batasb” dan
berada dalam keadaan endemik jika faktor replikass lebih besar

dari nilai batag’. Bifurkasi Hopf terjadi pada saat populasi berada
dalam keadaan endemik dengan nilai bifurkgsi

Kata kunci: faktor replikasi virus, model infeksi bakterio&ditik
kesetimbangan, kestabilan.
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DYNAMICAL ANALYSIS OF BACTERIOPHAGE
INFECTION IN MARINE BACTERIA CYANOBACTERIA

ABSTRACT

Bacteriophage is a virus that attacts bacteriateB@mphage
infection can result mortality due to bacteriall dgéis. This final
project discusses the construction and analysithefstability of
bacteriophage infection model in cyanobacteria. t&a&phage
infection in cyanobacteria is modelled as nonlinierdinary
differential equation system with three variablesmely susceptible,
infected, and bacteriophage. According to thalyasis, the model
has three equilibriumpoints, namely vanishing, free disease and
endemic equilibrium point. Virus replication fact(m) is chosen as
the main parameter. This parameter affects infectiynamic.
Stability analysis shows that vanishing conditioever happen,
population become in disease free condition if wimeplication
factor smallest than threshold vahieand becomes in endemic

condition if virus replication factor more than éshold valué'.
Hopf bifurcation appears when population in endecoicdition with
bifurcation valueb, .

Keyword: virus replication faktor, bacteriophagésittion model,
equilibrium point, stability.
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Bakteriofage merupakan virus yang menyerang baldan
serangan ini dapat menyebabkan kematian akibatgrbsis sel
bakteri Bakteriofage diperkirakan menjadi entitas yang rgli
beragam di biosfer dan diperkirakan terdapat sekil®®
bakteriofage hidup di biosfer. Jenis virus ini dap#@gemukan di
setiap wilayah hidup bakteri, akan tetapi jenisiwini lebih banyak
ditemukan di daerah perairan baik tawar maupun asin

Sianobakteria atau algae biru-hijau merupakan jerganisme
prokariotik. Bakteri ini berperan dalam fiksasi lb@an dioksida dan
nitrogen dalam ekosistem di mana sianobakteria pad@an satu-
satunya kelompok organisme yang mampu mereduksigeit dan
karbon dalam kondisiaerob maupun anaerob, oleh karenanya
bakteri ini berperan penting bagi tumbuhan danndgtenyediaan
nitrogen secara global. Beberapa spesies sianotzakierupakan
sumber protein bagi organisme lain sehingga kelavggn hidup
bakteri ini memegang peranan penting dalam ekosiste

Proctor dan Fuhrman (1990) dalam penelitiannya ei@bkan
bahwa 70% dari bakteri laut dapat terinfeksi oledkteriofage,
sehingga infeksi bakteriofage diusulkan sebagaiamiskne utama
penyebab kematian bakteri di samping protozoaksnfgakteriofage
pada bakteri sianobakteria mengakibatkan sel Laktengalami
lisis, pada saat sel lisis dihasilkan unsur pokakngy dapat
berpengaruh dalam daur ulang hara. Unsur pokok wmasilkan
secara langsung berhubungan dengan isu-isu sqpaEmianasan
global dan siklus geokimia. Infeksi virus ini jugaerdampak
langsung terhadap perubahan genetik bakteri dirparkaut. Infeksi
bakteriofage memegang peran dalam lingkungan hiciik kontrol
mereka terhadap populasi bakteri, dampaknya tephailidus hara
dan energi dan bahkan sebagai agen transfer gérel{gl, 1999).
Oleh karena itu model infeksi bakteriofage terhadhateri laut
penting untuk dianalisis.

Dalam skripsi ini dibahas model dinamik infeksi telofage
pada populasi bakteri laut sianobakteria. Fenomenfeksi

1



bakteriofage dikonstruksi ke dalam model kompartem#an
kemudian ditentukan titik kesetimbangan beserta lisisa
kestabilannya. Selanjutnya dilakukan simulasi niknentuk solusi
sistem tersebut.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang di atas, maka pokok gsiathan
yang dibahas dalam skripsi ini adalah sebagai tierik
1. Bagaimana model infeksi bakteriofage pada popubasiteri
laut sianobacteria?
2. Bagaimana kestabilan titik kesetimbangan model?
3. Bagaimana hasil simulasi numerik dan interpretasiny

1.3 Batasan Masalah

Skripsi ini difokuskan pada pembahasan dengan bapaer
batasan masalah sebagai berikut.

1. Selang waktu antara terinfeksi dan lisis relatiig&at, sehingga
bakteri yang terinfeksi lebih dulu mengalami lisiebelum
sempat berkembang biak ataupun mengalami kemdéam. a

2. Hanya bakteri yang rentan terinfeksi yang dapakdiabang
biak mengikuti hukum logistik.

1.4 Tujuan Penulisan

Tujuan penulisan skripsi ini adalah untuk

1. mengkonstruksi model infeksi bakteriofage pada [Egpu
bakteri laut sianobakteria,

2. menentukan titik kesetimbangan model dan menganalis
kestabilannya,

3. mensimulasikan solusi model infeksi bakteriofagedgpa
populasi bakteri laut sianobakteria dengan mendg@ma
nilai parameter yang terdapat pada literatur.



BAB Il
DASAR TEORI

2.1 Sistem Dinamik
Definisi 2.1 (Sistem Dinamik)

Sistem dinamik merupakan suatu sistem yang dapetadiui
nilainya di masa yang akan datang jika diberikaatislkondisiawal
pada masa sekarang atau di masa yang telah lagigléNdan Saff,
1993).

Definisi 2.2 (Sistem Otonomus)

Sistem autonomous adalah suatu sistem persamdaredsial
berbentuk

& 7 Rlxx)

dx,

o el x) @.1)
dx _

& = Fi(ax)

dimanaF; tidak bergantung secara eksplisit terhadap waktu
(Binegar, 2008).

Definisi 2.3 (Titik Kesetimbangan)

Misalkan diberikan suatu sistem otonomus sebagéiute

d

Bl L)

d

d—)f[z= F, (%, X, %) (2.2)
d

d_);g =F (X1' X2’X3)



maka titik (Xl ol x3) dikatakan titik kesetimbangan sistem jika
Ry (X% %) = Fy(Xp X ko) = FXpk % )= 0
(Perko,2001).

Definisi 2.4 (Kestabilan Titik Kesetimbangan)

Titik kesetimbangar{xi X, x3) disebut
1. stabil jjkalle >0, [o >0 sedemikian sehingga untuk

[(%,(0),%,(0) %:(0)) = (. %, 3 )| < &
berlaki(x, (t). x, (£). x; £)) - (x; . %, X; X\ <& t>0

tak stabil apabila titik tersebut tidak memenuliiekia 1.
3. stabil asimtotik jika ia stabil dafld,,0<J, <9, sedemikian

sehingga sebuah solusi= x, (t), X, = %, (t), X, = X,(t) yang
memenuhi”(xl(t),xz(t),x3(t)) —(xl* X, x3) <J,
berlaku llm(xl(t) %, (t), %, (t) = (X1 . / x3)

(Robinson, 2004).

=

2.2 Sistem Otonomus Linier

Suatu sistem otonomus dikatakan linier jika tidardapat
perkalian di antara variabel tak bebasnya. Beréddlah sistem
otonomus linier tiga dimensi

ax _

E B a11)(1"' a12X2+ a, X3

d

S A A, (2.3)
dx, _

E - 331X1+ aszxz+ AzX3



dimanaaij merupakan konstanta riil, untikj =1,2,3. Persamaan
(2.3) dapat dinyatakan dalam bentuk matriks

Kz (2.4)
dt
denganx = (X, X,,X;)" dan
&, 8, &g
A A aZl a22 a23 2
8y 8y 8y

Jika detf{A)#0, maka titik (000) merupakan satu-satunya titik

kesetimbangan sistem otonomus linier tersebut
(Boyce dan DiPrima, 2001).

Teorema 2.1 (Kestabilan Sistem Otonomus Linier)

Misalkan A, , untukn = 1,2,3adalah nilai eigen matriks koefisien
A sistem otonomus linier dengatet(A)# 0 . Titik kesetimbangan
(0,0,0) bersifat

1. Stabil asimtotik jikaA, bernilai riil negatif atau bagian ril,

bernilai negatif,L 1n.
2. Stabil (tetapi bukan stabil asimtotik) jika bagiaih A, adalah

nol atauAd, = +a
3. Tidak stabil jika terdapatd, yang memiliki bagian riil yang
positif
(Boyce dan DiPrima, 2001).
2.3 Sistem Otonomus Nonlinier

Perhatikan contoh sistem otonomus nonlinier berdgnéiga
berikut.



dt

d

T)%_ (x1 X,, X ) (2.5)
d

B )

AsumsikanF,F,,F;, mempunyai turunan parsial yang kontinu
di titik X’ =(xf,x2* Xg ) Deret Taylor fungsF,, F,,F, di sekitar X’

adalah

F(X)=F(X)+ aFéS*) (x1 =X, ) Al (xz— X, )

0X,

oF,(X') , 4
+T(X3 X ) +m(®) (2.6)

F(%) = F,(X) + aF;)(;—(*) (Xl_ X;) ! an(x*)(Xz_ X;)

0X,
aF,(X") - S
+T(X3 =% ) +77:(%) (2.7)
FL(%) = F(x )+6Fai1 T () + S ()
aF,(X) / =
+—6x3 (x3 Ty )+/73(x) (2.8)
dengan 7,(X), /72(7() n,(X) adalah suku sisa. Karena

d d d
%=L 0% 522 S0, %)), 58 = 2 0, ymaka
persamaan (2.6) (2.8) dapat ditulis dalam bentuk matriks, sebagai



x-x] | RlX) x =% [m®

% xz—x% 5 F2(>‘<*) +J(>‘<*) x2—>2*2 + %) | (2.9)
X=X Fs()‘(*) X3 = X3 n3(X)
dengan
OF, OF, OF,|
o ox, o
J(x)= oF, OF, OF (2.10)
ox, 0X, 0%,
OF, OF, OF,
5 o oy

adalah matriks Jacobi atagpartial derivative matrix (derivative
matrix).

Jika dimisalkan X, =X =X, ,X, =X, = X;, % =X, — X;, serta
mengingat F1(>‘<*)= FZ(X*): F3(>‘<*):O, maka persamaan (2.9)
dapat ditulis dalam bentuk

%

< %] [m

d_t2 = J()‘( X, [+|n, |- (2.1

d_f% X3 UB

L dt |

Bentuk di atas dapat ditulis sebagai

dw i
— =Jw+7, 2.12
o n (2.12)

dengan W= (%, %,,%,) dan 7 =(7,,7,.75). Bila (x,%,,%,)
cukup dekat denga lx2x3) maka (%, %,,%,) bernilai kecil,
sehinggal|ij| < || . Oleh karena itu/j dapat diabaikan dan sistem
nonlinier (2.5) dapat dihampiri oleh sistem linier



L4 = Jw.
dt
UntukX, = X, ,X, = X, , X, = X, diperoleh(%;, %,, %)= (0,0,0),
sehingga sistem linier (2.13) memiliki titik kesebangan
()21, Xy, f(s) = (0,0,0) danJ identik dengarA pada persamaan (2.4)
(Robinson, 2004).

(2.13)

Teorema 2.2 (Kestabilan Sistem Otonomus Nonlinier)

1. Titik kesetimbangan sistem otonomus nonlinier (20&ysifat
stabil asimtotik jika titik kesetimbangan sistermgadilinierkan
stabil asimtotik.

2. Titik kesetimbangan sistem otonomus nonlinier (Bé&sifat tak
stabil jika titik kesetimbangan sistem yang dilikin tak stabil
(Robinson, 2004).

2.4 Kriteria Kestabilan Routh-Hurwitz
Teorema 2.3 (Kriteria Routh-Hurwitz)

Perhatikan sistem otonomus (2.5). Sifat kestabilgik
kesetimbangan ditentukan dengan nilai eigen mafidcobi (2.10).
Nilai eigen diperoleh dengan menyelesaikan(dét—J (7()) =0,
sehingga diperoleh persamaan karakteristik berkentu

A +c A +c,A+c, =0. (2.14)
Titik kesetimbanganx™ = (x1 x2x3) bersifat stabil asimtotik jika
bagian riil semua akar persamaan (2.14) bernilgatile Bagian riil

An untuk n= 123 bernilai negatif, jikac;, ¢,, cz memenuhi kriteria
Routh-Hurwitz berikut

C
c,>0,H, =[c|>0,danH, = G &
1 ¢,

(Glass dan Murray, 2001).

>0




2.5 Bifurkasi
Definisi 2.5 (Bifurkasi)

Bifurkasi merupakan perubahan perilaku solusi kareiiai
parameter berubah dan melampaui suatu nilai tertgang disebut
nilai bifurkasi (Kuznetsov, 1998).

Definisi 2.6 (Bifurkasi Hopf)

Bifurkasi yang terjadi berkaitan dengan adanya mpgesa nilai
eigen imaginer sekawan yang dihasilkaelalui proses linierisasi
pada suatu titik tetap, melewati sumbu imagineekarperubahan
parameter. Pada waktu yang bersamaan muncul stmtiperiodik
dalam persekitaranny®latsumoto, 1993).

Contoh 2.1
Perhatikan sistem berikut
X=y+ px—xy*
y=py—x-y’

> Analisis untuk<0.
Misal dalam kasus ini dipiliz = -1, diperoleh titik kesetimbangan
(0,0). Proses linierisasi menghasilkan matrik Jacob

)

NI 7
-1 1
J(0,0)=
00= 7
|[a-Al]=0
A2+21+2=0

A, =—1%i.
Karena bagian riil kedua nilai eigennya bernilayat# maka titik
kesetimbangan (0,0) stabil untyk<O.
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Gambar 2.1 Hasil analisisu

0

> Analisis y

Proses linierisasi disekitar titik tetap (0,0) mieasjlkan matik Jacobi

Karena bagian riil nilai eigen yang diperoleh blimol, maka pada

0 terjadi bifurkasi Hopf.

U=

\\0
////// g |l
B —— E)
L
'S
c
©
mw
T

771
711 NN SN 2
1 o O
R S N
AR R @®©
EERRES S -~
R S
TN s . @
O]

» Analisis untukg >0

Misal dipilih u

0,5dan berdasarkan hasil perhitungan diperoleh

titik kesetimbangan (0,0), dengan matriks Jacobi

4

0,5
-1 0,

0|

J(O
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|J-21]=0
A®=A+1,25=C
A,=0,5%]

Karena bagian riil kedua nilai eigennya bernilasifib maka
titik kesetimbangan (0,0) tidak stabil.

e N N T T - T A A A ')

\\\\\ R T T A )

e NN SV Y
S
ST TS I e ST
VAN AN AV AN SV SV eV NI
IR R AR A AV APt o IR R
Ty [ I T
AT [ N W W
A W W W W AR SRR N
R R 2
R T R A W (A A S
VALV N NN NS Il
NI P T VA VAN A S
[/ 20 A A T I L N i
N A A I R B S e
(A A A A A T R T T TN e
A A A A R T BN
VAV AV NN NN S
IOV AV vy A B A NN NN
bar 2.3Hasil analisisy=0,5

Teorema 2.4 (Kriteria Bifurkasi Hopf)

Perhatikan sistem
x=F,(x), xOR,uOR, (2.16)

dengan suatu titik kesetimbang#w,, ), dan f OC”. Bifurkasi
Hopf akan terjadi apabila kedua kondisi berikupéguhi.

(i). Matriks Jacobi memiliki pasangan nilai eigen imejin

murni dan nilai eigen yang lain memiliki bagiaih megatif.

d(Re()'(:UO)))
du

(ii). 20

(Liu,1994).

Keberadaan bifurkasi Hopf untuk suatu nilai bifigikdapat
diperiksa menggunakan kriteria Liu. Kriteria iniivden dengan
kriteria pada Teorema 2.4, di mana kriteria Liu roegkinkan
pemeriksaan tanpa perlu mengetahui nilai eigen.
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Teorema 2.5 (Kriteria Liu)

Misal p(/};,u)merupakan polinomial karakteristik matriks
JacobiJ(u) , sebagai berikut

p(A;u) =det@dl =3 @)= po W)+ LN + .4+ p, WA
dimana setiapp, () merupakan fungsmooth /.
Misalkan
p(d)  pole) - O
Ln (,U) — p3(,u) pz.(,u) 0

Pon-a(t)  Pon-a() -+ Pa(4)

D, (x) = det(, w))= p, @)> 0.

Pu(L)  Po(H)
=d =d (
PRI e( Ps (1) noz(u)j>

D, (1) = det(_, (4))> O.

Asumsikan terdapat suatu kurvasmooth dari titik
kesetimbangar(x(u), 1) denganx(u,)=x, untuk sistem (2.16).
Maka kondisi (i) dan (ii) equivalen dengan kondisrikut

(CH1) po(#p) >0,D;(t46)>0,...0,_, Wo)> OP,_; o F (
(CHZ) an—l(ﬂo) £0
du
(Liu,1994).

Untuk memperjelas penggunaan kriteria Liu dalam
memeriksa keberadaan bifurkasi Hopf, diberikan aoierikut.

12



Contoh 2.2

Pada Contoh 2.1 akan diperiksa apakah terdapau suat
bifurkasi Hopf untuk nilai¢ = 0dengan menggunakan kriteria Liu.

Proses linierisasi menghasilkan matriks Jacobi
] {u— y 1- 2xy}
-1 u-3y*|
dengan (0,0)z['u 1}
-1 u
Oleh karena itu diperoleh persamaan karakteristik
A% =2uA+ (1+ 17)=0,
dimana
a =1+
a, =2/
a, =1.
Bifurkasi Hopf terjadi pada#=# =0 bila dua kondisi berikut
terpenuhi.
(CH.1) &(t)>0dana, (4,)=0
a, (1) =1+,L102 =1>0
8, (4o) =—244,=0

(cH.2) Lelto)
du

da,(k) _d(-24) _ .,
de — du |,
Terpenuhinya kedua kondisi tersebut membuktikarwbabifurkasi
Hopf terjadi padgu =0.
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2.6 Pengetahuan Lebih Lanjut Mengenai Sianobaktea,
Bakteriofage dan Interaksinya dengan Bakteri.

2.6.1 Sianobakteria

Sianobakteria dikenal dengan nama alga hijau-bilan
digolongkan kedalam kingdom plantae karena mampu
berfotosintesis. Akan tetapi, Sianobakteria mempursgruktur sel
prokariotik yang sama dengan bakteri. Oleh sehalsianobakteria
digolongkan kedalam kingdomonera. Klorofil pada Sianobakteria
tidak terletak didalam kloroplas namun klorofilnyersebar dalam
pigmen pigmen lainya didalam sitoplasma (Munawdr]20

Sianobakteria memiliki peran sebagai produsen dangimasil
senyawa nitrogen di perairan. Organisme ini mamegumghasilkan
senyawa yang bermanfaat bagi mahluk hidup laimrad&in protein
dan senyawa lain untuk obat-obatan (Prihantini,2008

Sianobakteria berkembang biak secara aseksual; giaitgan
pembelahan biner, fragmentasi, pertunasan, danglah@n ganda.

=t i
Gambar 2.4Si

aobaeria
(Munawar,2011).

2.6.2 Bakteriofage dan Interaksinya dengan Bakteri
Bacteriofage merupakan salah satu mikroorganismg panyak
ditemukan hidup dipermukaan bumi. Bakteriofage npakan parasit

obligate intracelullar yang dapat berkembangbiak hanya di dalam sel
induk. Kespesifikkan ini menunjukan bahwa baktewsf tertentu
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hanya dapat menginfeksi bakteri tertentu yang merygiureseptor
yang cocok dengan bakteriofage tersebut (Pudjiadma®10)

Bakteriofage merupakan virus yang hanya menyeraideb.
Proses penginfeksian bakteriofage pada  bakterwaliadari
serangan banyak bakteriofage terhadap dinding naambakteri,
dalam proses ini hanya satu bakteriofage yang mamgoempel
pada reseptor yang terdapat dipermukaan sel bakekieriofage
yang telah menempel menginjeksikan bahan genetikeyaudian
melakukan proses replikasi dan pembentukan bakiggaobaru di
dalam bakteri. bakteriofage yang telah terbentuludtedari sel
bakteri dan hal ini mengakibatkan sel bakteri loss mati.

Release

Attachment

_ (Host specificity)

& N Penetration
])-_ __ [DNAinjection!

( ¥ — W &
Lyse hostcell) ==y & 55
g 7 & % S
Assembl F :
(Create vi q.—.-wy\ [=] Fg y A Transcription
B -‘“ i - 7 (Create mRNA)
]
(€5 L1
Fill up the head F 'i ©) 9 J  Degradation
/ host DNA
AL ’
Form head & tail Q S=<gy J el Replication
\ . ‘/ (Create Phage DNA,

Collapse host DNA

Gambar 2.5 Daur perkembangbiakan bakteriofage

(Pudjiatmoko, 2010).
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BAB Il
PEMBAHASAN

3.1 Konstruksi Model

Infeksi bakteriofage di perairan laut dapat digarkba
dalam model kompartemen. Misalkan terdapat dua |pspyaitu
populasi bakteri yang dinotasikan dengadyn dan populasi
bakteriofage yang dinotasikan dengAn Populasi bakteri dibagi
menjadi dua kelas populasi yaitu kelas populastdvaigang rentan
(S) dan kelas populasi bakteri yang terinfelk¥i (

KSP

P e bAl

HUP

Gambar 3.1 Diagram kompartemen infeksi
bakteriofage pada bakteri

3.1.1 Laju Perubahan Bakteri yang Rentan

Pada saat bakteriofage telah menyerang, diasumsiana
total populasi bakterN terbagi dalam dua kelas yaitu kelas yang
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rentan dan kelas yang terinfeksi. Oleh karenanyal tpopulasi
bakteri pada suatu waktunerupakan

N(t) = S(t) + 1 (t). (3.1)
Kelas yang rentan terinfeksi diasumsikan dapat @leng
pertumbuhan populasi yang mengikuti hukum logisk#ngan laju

kelahiran sebesar.
@ = aS(l—ﬂJ.
dt C

Bakteri yang rentan terinfeksi dapat menjadi tedusf
melalui serangan dari banyak bakteriofage, namuandagroses
penyerangan ini hanya satu bakteriofage yang daymiginfeksi
bakteri. Proses interaksi antara bakteri yang retganfeksi dengan
bakteriofage mengakibatkan jumlah populasi yangareterinfeksi
berkurang sebes&iSP di manak merupakan keefektifan dari suatu
serangan bakteriofage terhadap bakteri yang reptanfeksi. Oleh
karena itu persamaan untuk laju perubahan popbkasdieri yang
rentan menjadi

ds N
—=0gS[1-— |-KP. 3.2
o ( cj (32)

3.1.2 Laju Perubahan Bakteri yang Terinfeksi

Populasi bakteri yang terinfeksi dilambangkan deng
Bakteri yang terinfeksi ini muncul akibat adanyaemaksi antara
bakteriofage dan bakteri dengan laju keefektifdn sehingga
populasi yang terinfeksi akan bertambah sebi@Sar

il =KSP
at
Dalam model ini diasumsikari tidak dapat melakukan
perkembangbiakan dikarenakan baktesikan lebih dulu mengalami
kematian akibat proses lisis sebelum sempat betaksn Proses
lisis ini mengakibatkan populasi bakteri yang telsi mengalami
pengurangan
a =KSP -4l (3.3)
at
di manad merupakan laju kematian lisis.
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3.1.3 Laju Perubahan Bakteriofage

P merupakan populasi bakteriofage bebas. Bakterofag
berkembang biak melalui proses replikasi di dalaktdri. Proses
replikasi ini terjadi setelah bakteriofage berhasiinginfeksi bakteri
S, di mana bakteriofage menginjeksikamcleic acid-nya ke dalam
bakteri yang terinfeksi dan mengambil kendali daetabolisme
bakteri, menghambat replikasi bakteri dan menganahkakteri
untuk mensintesis lebih banyakucleic acid bakteriofage dan
material lain yang dibutuhkan bakteriofage untuk lakekan
replikasi. Dalam waktu yang singkat, bakteriofagany telah
terbentuk dibebaskan melalui pecahnya diding searaetiba-tiba
(lisis) dan partikel bakteriofage keluar dan betmamginfeksi bakteri
S yang lain. Lisis dari satu bakteri yang terinfeksnghasilkarb
kopi partikel bakteriofage. Proses ini mengakibatk@rtambahnya
jumlah populasi bakteriofage bebas

ﬁ=b/1l
dt
b merupakan faktor replikasi dari bakteriofage.

Dalam proses menginfeksi, banyak bakteriofage yang
menyerang bakteri, namun hanya satu bakteriofagey ydapat
menginfeksi satu bakteri, sedangkan bakteriofadg¢ebafage yang
menyerang namun tidak berhasil menginfeksi akan bladimke
solusi. Keberhasilan dari suatu bakteriofage mdagan bakteri
mengakibatkan berkurangnya populasi bakteriofagade

£:b/1| - KSP
dt

Bakteriofage dapat mengalami kematian alami yang
diakibatkan oleh beberapa faktor diantaranya ,ng@ma enzim, pH,
perubahan suhu, radiasi uv, dan lain sebagainygadiigya proses
kematian ini mengakibatkan populasi bakteriofageabemengalami
pengurangan sebesagwrP, di manau merupakan laju kematian

bakteriofage. Persamaan untuk laju perubahan psigudéteriofage
bebas menjadi

%:—KSP—,UP+b/1I (3.4)
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Berdasarkan uraian sebelumnya, diperoleh modelndina
infeksi bakteriofage terhadap bakteri laut yang upakan sistem
persamaan diferensial biasa nonlinier.

B _pgf1-N) ke
at C

d _

P o k- up+bal

t

di mana

a : laju kelahiran bakteri

K : laju keefektifan kontak antara bakteri dan ba&fage
C : carrying capacity

A: laju kematian akibat lisis

M laju kematian alami bakteriofage

b: faktor replikasi bakteriofage
S: populasi bakteri yang rentan
| : populasi bakteri yang terinfeksi
P : populasi bakteriofage bebas

3.2 Penyederhanaan Model

Sistem persamaan dapat disederhanakan  dengan

menskalakan variabélI,P dengan nilai arrying capacity C,
BEY B P
B B4 TR 2

dan menggunakan pengurangan dimensi waktuKCt .
Dengan menggunakan aturan rantai persamaan (3skplakan

mengikuti proses berikut.

1. Persamaan:—ts menjadi
ds_dsdSdt
dr dSdt dr
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—=as(1—(i +s))—sp (3.6)

dl L
2. Persamaand—t menjadi

d _dsdl dt

dr  dSdt dr

9 _1ikep- /u)i
dr C KC

alec iee)

j—l—sp li 3.9

3. Persamaan(;—f menjadi

dp ds dP dt

dr dS dt dr
dp 1
dr C

dp _ _(EEJ _[_AI_EJ | b(_/'_'_j
dr ccC KCC KCC

%:—sp—np+bli (3.8)
dr

1
KSP — uP +bAl
C(oKP-uP+bil)

Dengan demikian, sistem (3.5) berubah menjadi

21



—=g-li (3.9

di mana

=— ,l=—, m=-"_L-.

KC KC KC
Nilai kondisi awal untuk sistem (3.9) dapat berpdaa setiap titik
pada daerah non-negalif, dariR3, di manaR3, merupakan

R3, :{(s,i, p)OR*:s20i=0,p= (}
danR3 didefinisikan sebagai interior dekt , .
3.3 Titik Kesetimbangan
Dalam model ini terdapat tiga titik kesetimbangamena titik-

titik kesetimbangan tersebut diperoleh melalui gkajan berikut.
Titik kesetimbangan diperoleh jika

Ez—d—|—@=0, yaitu

dr dr d

as(1-(i+s))-sp=0 (3.10)
$-1i=0 (3.11)
-sp-mp+hbli=0 (3.12)

3.3.1 Titik Kesetimbangank,

Berdasarkan persamaan (3.10) terdapat dua nilai gamgkin
yaitu
s=0ataua(l-(i +s))-p=0.
Jikas = 0, persamaan (3.11) menjddi= 0 sehingga = 0.
Sedangkan persamaan (3.12) menjadi
mp+bli=0
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mp=hli

_bi

e

Karena untuks =0 diperolehi =0 dan p =0 maka didapatkan titik
kesetimbangark, = (0,0, 0).

Titik kesetimbangan ini menunjukkan bahwa tidakdagat
bakteri yang rentan ataupun yang terinfeksi begituglengan
bakteriofage sehingga titik kesetimbangan ini disektitik
kesetimbangan nol.

(3.13)

3.3.2 Titik kesetimbangan E;
Titik kesetimbangan E; diperoleh dengan mengambil nilai

a(l—(i +s) - p) =0 sehingga

a(l—(i + s)) = p. (3.14)
Berdasarkan (3.11) diperoleh

p=li
atau

i=P (3.15)

I
Substitusikan (3.15) ke persamaan (3.12), diperoleh

p(=s—m) +bl (iﬂj =0

p(=s—m) +bps=0

p(—=s—-m+sp) =0.
Terdapat dua nilai yang mungkin yaitu

p=0 atau—s-m+sb=0.
Jika p=0 maka persamaan (3.14) menjadi

a(l—(i - s)) =0

1-(+s)=0

s=1-i. (3.16)
dan persamaan (3.15) menghasilikar®.
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Karena i=0 maka diperoleh s=1 dan titik kesetimbangan
E, =(1,0,0).

Titik kesetimbangan ini menjelaskan bahwa hanyalaiest
populasi bakteri yang rentan dan tidak terdapatijasp bakteriofage
ataupun bakteri yang terinfeksi. Keadaan di mamalgh bakteri
yang terinfeksi sama dengan nol menandakan tidakyadkontak
antara bakteri yang rentan dengan bakteriofageh ®Rbrena itu
kondisi ini disebut keadaan bebas penyakit.

3.3.3 Titik Kesetimbangan E,
Jika—s—m+sb=0 maka diperoleh

m=sb-s
m=s(b-1)

Berdasarkan (3.11)

p=— (3.17)
Substitusikan (3.17) ke dalam (3. 14)

( |+s)

as(l s) li +as
as(1-s) =i(l +as)
__as(l-s)
i= T+ (3.18)
Karenas-—_—s maka
) @19)
| +as

24



substitusikan (3.18) pada (3.17)

i

p_
s
_al(-s)
P e
._ad-s) o
| +as '

Oleh karena itu diperoleh titik kesetimbangan

E+=(s*,r,p*)={ m as(1-5) al(l—s*)}

b-1" l+as ' |+as

Titik kesetimbanganE, menjelaskan bahwa pada kondisi ini
terdapat bakteri yang terinfeksi dan bakteriofagebesar
as (1-s al(1-s

o 1-s) o-s)
| +as | +as

terjadinya interaksi antara bakteri yang rentangdanbakteriofage

yang mengakibatkan munculnya bakteri yang terinfeRengan
demikian, titik kesetimbanganE, disebut titik kesetimbangan

endemik.

dan p = Hal ini menunjukkan

Proposisi 3.1.Untuk setiapDD(l,b*], denganb =1+ (IZ:) =1+m,

maka titik kesetimbangan dari persamaan (3.9) bddtg dan E; .
Pada saabD(b*,+oo), muncul titik kesetimbangan endemik , di
samping titik kesetimbanganE, dan E,. Jika b - b maka
E, - E, danE, =E, ketikab=b'.

Bukti.
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m as (1-s) al(1-s)
| b-1" I+as ' I+as

denganb >1.

Ketika S mendekati nilai 1, mak&a — Odan p* - 0 danE,
akan mendekati titik kesetimbangds, . Titik kesetimbanganE,
akan menjadi sama dengé&n ketika s =1.

Faktor replikasi bakteriofage dari proses ligsdipilih sebagai
parameter biologi yang relevan dengan dinamika indamtu saja

b(,+») dan S - +» jika b - 1. Bertambahnya nilaib

mengakibatkars menjadi menurun dan mencapai nilai 1 pada saat

b =1+-2 =1+m

(KC)

Titik kesetimbangark, tidak muncul ketikabD(l,b*]. Hal ini
dikarenakan pada sabt] (1,b*) diperoleh nilai s >1, keadaan ini
mengakibatkan i’ <O dan p <0. Nilai i"<0 dan p <O
mengakibatkan titik kesetimbangdn tidak mungkin terjadi. Untuk
kasusb=0b', diperolehs =1dani" = p =0sehinggaE, = E, . Oleh
karena itu dapat disimpulkan bahwa pada sla@(l,b*} titik

kesetimbangarE, tidak muncul dan titik kesetimbangan yang ada
hanyaE, danE,.

Persamaan (3.19) dan (3.20) menunjukkan bahwa akan
muncul apabilas <1. Nilai s <1 terjadi apabilabD(b*,+oo) dan

hal ini mengakibatkari® >0 dan p" >0. Oleh karena” >0 dan

p >0 maka diperoleh titik kesetimbanga, , di samping titik
kesetimbangark, danE, . .
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3.4 Kestabilan Titik Kesetimbangan

Analisis kestabilan akan dilakukan dengan terleddhulu
melakukan proses linierisasi. Proses linierisatakdkan dengan
melakukan pendekatan di sekitar titik tetap. Prdg@srisasi ini
memberikan matriks Jacobi.

—as+a(l-(s+i))-p -as =
J(s,i,p)= p - S
-p bl —(s+m)

3.4.1 Kestabilan E,

Matriks Jacobi untuk titik kesetimbangdiyadalah

a 0 o0
J(0,0,0)=| 0 -l 0
O bl -m

dengan nilai eigen

A=a>0,4,=-1<0, 4, =-m<0.
Karena terdapat satu nilai eigen yang bernilai tffosiaka titik
kesetimbangark, bersifat tidak stabil pelana.

3.4.2 Kestabilan E;

Proposisi 3.2.Titik kesetimbangak, selalu tidak stabil pelana. Titik
kesetimbangah;, stabil asimtotik lokal untuk setiapJ(1,b ). Pada

saatb=b', E, menjadicritically stable, dan ketikéE, muncul untuk
bO(b',+) , E; menjadi tidak stabil pelana.
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Bukti. Matriks Jacobi untuke, adalah

-a —a -1
J=| 0 -l 1
0 bl -1-m
dengan persamaan karakteristik
|A1=J|=0
A+a a 1
0 A+l -1 |=0

0 bl A+(@+m
(A+a)((A+1)(A+@+m)-bl)=0
(A+a)(A? + A+ Am+ Al +1+ml ~bl)=0
(A+a)(A? + 2@+ m+1)+]1 @+ m-h)) = 0.
Diperoleh nilai eigen

A =-a<0
dan dua nilai akar yang lain diperoleh dari akarglersamaan
A2+ AA+m+1)+I(1+m-b)=0, (3.21)

yaitu A, , :%[—(I +1+ m)i\M+ 1+m) -4 @+ m—b)}

Agar titik kesetimbanganE, stabil maka nilad, ;harus lebih

kecil dari nol, sehingga untuk memperoleh hasikdbut harus
dihasilkan

\/(I +1+m)° -4 (1+m-b)<(l + 1+ m).

Nilai di atas akan dipenuhi apabila
1+m-b>0
1+m>b

karenal+m=b makab >b akan mengakibatkan, ,<0, hal ini
menyatakan bahwa apabited (Lb ) maka akan diperolet, ,<0.
Keadaan ketikab(1,b") mengakibatkan E, menjadi stabil

asimtotik lokal.
Sebaliknya apabila
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1+m-b<0
maka diperoleh salah satu nilai eigen d&dan A,akan memiliki
bagian riil yang positif. Hal ini mengakibatkaB, menjadi tidak
stabil pelana untukbO(b', +).
Ketika b=b maka titik equilibriunE; akan memiliki satu nilai
eigen yang bernilai nol dan dua nilai eigen yanaites riil negatif,
maka titik kesetimbangah; menjadicritically stable, di mana nilai

eigennya
A =-a<0,4,=-2(1+1+m)< 0,4, =0

3.4.3 KestabilanE,

Titik kesetimbangan

o[ m w(i-s) afa-s))
b-1 I|+as | +as

Ketika nilai b berubah-ubah dalam seIaﬂd,+oo), maka kestabilan

dari E, bergantung pada nila , sehingga perlu dinotasikan
§=s,£0(0,1).

Matriks Jacobi untuke, adalah

Is.i.o)=[ p | H $
-p bl (s +m)
Berdasarkad di atas diperoleh persamaan karakteristik
A +a,(&)A% +a,(&)A+a,(¢)=0, (3.22)
yang diperoleh dari
A1 -J|=0
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A+as as s
-p A+l -s =0
p bl A+(s +m)

Oleh karena itu nilai dari koefisien-koefisieﬂg(s*),az(§),ag(é)
adalah

A’ +2%(s +m+l +as )+ A(S|+ml —Sbl +as" +asm+as|
+tasp -sp)+(@si+asm-ad bl+asmp +spbl-spl)=0
maka diperoleh

a) ai(s*)=m+l+(1+a)§

b) a,(s)=sl+ml-sbl +as’ +asm+asl+asp -5 p

a,(s)=I(s +m)+as (I +s +m)-$ p +as p ~bls

Karenas' =b£maka S +m=Dbs sehingga
a,(s')=bs| -bsl+as (I +$ +m)+p (a5 ~5)
Substitusikan (3.20)
N _a(-s)
S :—*
a2( ) | +as
_ al(l—% )S*
| +as

(la-s)@-+(+s +m)( +as))

(as —s)+as (I1+S +m)

(a—1)+%(|+s* +m)( +as)

.

T
8*8

-(Ia-s)@-D+(+s +m)( +as))

+
g,{a

*(al -1 +2s1+as? +ml +a§m+|2)

T
%

diperoleh

az(s*)zﬁ(l(l +m+a-1)+(@am+2)s +a§2)
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c) a,(s)=as"l +asm -as bl +asmp +5 pbl -5 p|
a,(s)=asl(s +m-as’ p +(b-1)Isp +as p (s +m)—hlasé
karenas +m=bs maka didapatkan

asl(s +m)—blag? =0
Sehinggaa, (s’ ) menjadi
=—as?p +(b-ISpP +ad p (5 +m)
karenabs =(s +m) - (b-1)s =m
a(s)=-as’p +((b-1s)p +as p +aspm
=-as’p +mp +as’p +aspm
=p (Im+ams)

-5l )

a,(s)=aml-s)
Karena £2s maka koefisien-koefisien dari persamaan
karakteristiknya dapat ditulis menjadi

8, (&) =m+l +(@+a)é

__as 2
8 (€)= oz 10+ m+a-1)+ @m+ 2%+ ar?)
a,(&) =alm(1-¢)
Terlihat bahwaga, (§) >0dan a,(&) > 0untuk semuaé J(0,1). Untuk
a, (&) terdapat dua kasus
(). I+m+a=1, sehinggaa, (&) >0untuk semuaf J(0,1)
(ii). +m+a<1, dalam kasus inia,(¢)<Ountuk semua

¢0(0,¢,) dana, (<) =0pada saaf =¢;, di mana
3 :2—2[—(m+2|)+J(na+2|)2 +4l[1- (+m+a]|

Proposisi 3.3.Jika | + m+a=1, maka bifurkasi Hopf muncul pada
suatu nilai uniké&, 0(0,1) sehingga mengakibatkeh, tidak stabil

untuk £0(0,&,) dan stabil asimtotik jikaf 0(&,,1) .
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Bukti. Persamaan karakteristik untuk, merupakan persamaan
berpangkat tiga, di mana koefisiennya adadgd) untuki=1,2,3.

Berdasarkan asumsi (i) semua nilai koefisiennydahdaositif dalam
(0,1).

Sekarang perhatikan A® (&) =a (é)a,(&) —a,(f), karena
a,(0)=0 dan a,(0)=aui>0 maka A®(0)<0. Selanjutnya
a(1)a,(1)> 0 dan a,(1)=0 sehingga mengakibatkah'”(1)> 0.
Karena A®(&) kontinu pada (0,1), pasti terdapat suatu nilai
& 0(0,) yang akan mengakibatkam (&,) >0 , A? (&) =0. Nilai

é,adalah unik karena,(¢)a,(é) adalah monoton naik daa, (&)
merupakan monoton turun dalam [0,1].

d°A9($)

Selanjutnya akan dicek nl|8:ld— di mana

AP (&) =a,(£)a,(¢) —ay,(é)

(m+|+(1+a)£){ 4 (|(|+m+a 1)+(am+2|){+a{2)j

(a +a) . (a2I+a m+a3m+2a21+a2m+2al) \
+

1+aé 1+aé

2
< —(a’lm+2al®+a’m’+2am +al am +at
1 as

¢

-a’l+al*+alm+a -al +312Im)+1+

(al*+aml ?

+a’l*—al®+am *+ami +a‘m -am-aim+am)

_am
1+aé
. I+m ma+ 2l |+mma+2|+l(|+m+a—1)+ Im 2
a+1 a atl a a a+l

[|+m|(|+m+a—1) Im I—aj [I Im j
+ + E-| — .
a+l a a+l a a@+l
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Maka nilai

d2A®
({) adalah
dé?
:1252+6(I+m+ma+2IJ{+(l+mma+Z J@+m+a=-1) J
a+l a a+l a a a+1l
d’A? (&)
Terlihat bahwad—g2 >0 untuk semuaé,d(0,1). Hal ini
menyatakan bahwa pada sdat ¢,
(2
v o,
dé °

sehingga A?(£) >0 untuk £0(&,,1). Karena A®(§)>0maka
berdasarkan kriteria Routh-HurwitzE, stabil asimtotik untuk
£0(¢,,1), karena dipenuhinya

a(&) >0, A?(£)>0, dana,($) >0 untuk 0(&,,1).

Selanjutnya, dengan kriteria Liu dibuktikan balpesla saat = ¢,
terdapat suatu bifurkasi Hopf,

(CH.1) a($,) >0 dan a,(&,) >0 hal ini jelas terpenuhi karena
a(f)>0dan a,(&)>0 untuk semua £0(0,1). AP(&)=0
terpenuhi karend, merupakan akar dafi'” (&) .

dA(Z) (f) ‘
7z e

(CH.2) _ #0, hal ini jelas dipenuhi karena diperoleh

(2)(a
bahwa——=* Lz _;. >0 untuk semua, 0(0,1) .
Untuk n|Ia| £0(0,§,) mengakibatkan A®(£)<0, sehingga
mengakibatkarE, tidak stabil untuké 0(0,&,).
Proposisi  3.4. Jika |+m+a<lmaka terdapat ¢ (0,1 dan
mengakibatkana, (&) =0. Terdapat suatu nilai unik,0(&;,1) di
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mana suatu bifurkasi Hopf muncul untuk nilaf, dan titik
kesetimbangarE, menjadi stabil asimtotik jikaf 0(¢,,1) dan tidak
stabil jika £0(0,&,).

Bukti. Perhatikan bahwa, (&) <0 untuk £0(0,¢;) dan a,(¢) >0
untuk £0(0,1) dengan a,(1)=0. Maka nilai

AP (&) =a(&)a,(é) -a,(é) <0 untuk £0[0,&]. Pada saaté =1
diperoleh a(é€)a,()>0 dan a,(f)=0 sehingga A® (&) >0.
Karena A® (&) kontinu pada [0,1], maka terdapat suatu nilai unik
&0(6,1) yang mengakibatkan A®(&)=0. Keunikan &,
dikarenakana, (¢)a,(¢) merupakan suatu fungsi monoton naik dan
a,(&) merupakan fungsi monoton turun [, 1] . Keunikan nilaié,
mengakibatkanA® (&) <0 untuk £0(0,¢,) danA® (&) >0 untuk
&0(&,,1). Pada saaf =¢, terjadi bifurkasi Hopf, hal ini terbukti
karena dipenuhinya dua kondisi berikut

(CH.1) a(&) >0, &(&) >0 danA™®(&)=0

da®(£)
(CH.2) d—{\% 20

:453+3{|+m+ma+2ljfz+2(l+mma+2+|(I+m+a—1)+ Im
a+l a a+l a a a+l

. I+m|(|+m+a—1)+ Im | -a 40,
a+l a a+l a

Titik kesetimbanganE, stabil asimtotik jika&O(¢,,1) dan tidak
stabil jika £0(0,¢,). Hal ini dikarenakan pada sadtl(é,,1)
diperolehA® (&) >0 dan ketikaé 0(0,&,) diperolehA® (&) <0. =

Berdasarkan uraian Proposisi 3.1, Proposisi 3.@pd3isi 3.3
dan Proposisi 3.4 maka syarat eksistensi dan Kiestadari sistem
dapat dirangkum dalam Tabel 3.1.
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Tabel 3.1Syarat eksistensi dan kestabilan dari sistem (3.9)

Titik tetap Syarat Syarat kestabila Jenis kestabilan
eksistensi
E4 - - Tidak stabil pelana
- bO@,b") Stabil asimtotik
E; - bO (b, +o0) Tidak stabil pelana
E, bO(b,+o) b<h, Stabil asimtotik

di manab, =1+ danb =1+m.
0
Dalam model ini terjadi perubahan kestabilan tigtap, yaitu

pada saat nilab melewati b" dan b,. Pada saat b melewali
kestabilan berubah dari kondisi bebas penyakit atngndemik,
sehingga dapat disimpulkanb merupakan suatu nilai yang
mengakibatkan terjadinya bifurkasi. Untuk nillajterjadi bifurkasi
Hopf, bifurkasi ini terjadi pada saat titik kesetiamgan endemik
muncul untukb O (b, +o0) .

3.5 Simulasi Numerik

Pada sub bab ini diperlihatkan hasil simulasi nikmagngan
menggunakan nilai-nilai parameter dalam model yatedpah
disederhanakan. Nilai-nilai untuk parameter dalaars@maan (3.9)
diperoleh melalui parameter dalam persamaan (Ri@i parameter
yang digunakan diperoleh dari jurnal karya Berettn Kuang
(1998).
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Titik kesetimbangan endemik untuk persamaan (2laladh

E+=(s*,|*,P*)=[ H ,Lg(l—N—*J,ﬁ[l—iJj (3.23)
K(b-1)' / c Kl cC

dimanaN =S +1I".

Tabel 3.2Nilai parameter persamaan (3.5)
Parameter Nilai

6,7x10° ml/hari
3.3/hari

2/hari
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2x10°
1.34/hari

10° /ml
0,17x10° /ml
0,83x10° /ml
10" /ml

T, Z (R OF x> X

Nilai parameter persamaan (3.5) tersaji dalam TaBek.
Berdasarkan nilai parameter pada Tabel 3.2, madexaleh

b =1+ u/KC=15,925
Nilai parameter sistem persamaan (3.9), tersaginddlabel 3.3.

Tabel 3.3Nilai parameter persamaan (3.9)

Parameter Nilai

a 10

I 24,627
m 14,925
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Sistem (3.9) memiliki tiga titik kesetimbangan, tyatitik
kesetimbangan E, =(0,0,0), titik kesetimbangak, =(1,0,0)dan

o S(5) ol

titik kesetimbangart, = ] =5 =
b-1 I+as | +as

Karena¢ = s maka titik kesetimbangaf, untuk sistem persamaan

(3.9) menjadi
(,af(1=8) . -
E+_(E’W'a(l_l _5)]

di mana ED(O,l) merupakan parameter bifurkasi. Nilai bifurkasi

&, 0(0,1) merupakan akar unik dafi® (&) = a,(€)a,(¢) —a,(¢) =0.
nilai A® (&) =0dapat ditulis dalam persamaan berderajat empat
sebagai berikut

&'+ +0,6° +0,+9,=0 (3.24)
di mana uraian lengkapnya dapat dilihat pada peaszah
sebelumnya. Koefisien, untuki =1,2,3,4 adalah

l+m ma+2
E +
a+l a
:I +mma+2| +I(I +m+a—1)+ Im
a+tl a a a+l
_L+mli(l +m+a—1)Jr Im | -a
“arl a a+tl a
1 Im
“a@+)’
Dengan mensubstitusikan nilai-nilai parameter pbaleel 3.3 maka
persamaan (3.24) menjadi
&' +23,4468° + 224,358°+ 478,8¢2 82,279 (3.25)

Dari persamaan (3.24) akan diperol&lyang merupakan akar unik
dari persamaan tersebut, di mdpbernilai 0,1597.

Dengan menggunakan teorema Liu akan dicek apakghdite
bifurkasi Hopf, pada nilai bifurkasj, =0,1597.

b2
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(CH.1) a,(&,) >0, a,(&,) >0 danA®(&,) =0.
a(&,) =14,925+ 24,62# (¢ 10)0,15%7
a,(¢,) =(10.24,627.14,925)@ 0,159%)
AP (&,) =0, hal ini jelas tebukti kareng, merupakan akar
dari A® (&)
@
e 20
A(Z)(f)

(CH.2)

| =g, = 48,7 +70.33¢, + 448,716+ 478,802

Karena kedua syarat terpenuhi maka terdapat sufatikdsi Hopf
untuk suatu nilai¢é,=0,1597 dengan nilaib, adalah

é=s sehinggafz—m—

b-1
m
&=
b, -1
m
=
b, 3
=94, 45€

3.5.1 Simulasi Numerik untukb=15 (b<b')

Pada simulasi ini digunakan nilai aveat 0,3,i = 0,2 darp =5
dengan nilai parameter yang digunakan adalah pasameter pada
Tabel 3.3.

Gambar 3.2 menunjukkan bahwa sols(§), i(t), p(t) menuju
titik tetap bebas penyakit. Hal ini menyatakan bahvilai faktor
replikasi b=15belum mampu mengakibatkan munculnya kondisi
endemik. Pada gambar terlihat bahwa bakteri yangfe&si mulai
mengalami kepunahan pada wakte3. Punahnya bakteri yang
terinfeksi mengakibatkan bakteriofage kehilangandimeuntuk
bereplikasi. Keadaan ini mengakibatkan bakteriofagek mampu
mempertahankan keberadaannya, keadaan ini lamendaaakan
menyebabkan bakteriofage mengalami kepunahan. Haljuga
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menunjukkan pada kondisb<b =15,925 mengakibatkan solusi
selalu menuju keadaan bebas penyakit.

1

S
o — 1 [
0sL P()

0.7-

0.6

0.5+

populasi

0.4
0.3

0.2

.

0
0 1 2 3 a4 o 6 7 8 & 10
waktu-t

Gambar 3.2.Solusi numerik untuk nila=15.

3.5.2 Simulasi Numerik untukb=80 (b>Db')

Simulasi berikut dilakukan dengan menggunakan nilai
parameter yang ada pada Tabel 3.3 denganm#&0dan nilai awal
s=0,3,i=0,2darp=5.

16

141,

— s

1

12 P()

10

8

populasi

6

2L

0
0

10 20 30 40 50 60
waktu-t

Gambar 3.3.Solusi numerik untuk nila=80.
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populasi

, . . . . . ,
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waktu-t

(@)

16

141,

12

10

populasi

0 1‘0 2‘0 3‘0 4‘0 5‘0 60
waktu-t
1% \\
Gambar 3.4 Solusi numerik untuk=80 dengan
(a) populasi yang rentan dan terinveksi,
(b) populasi bakteriofage.

Gambar 3.3 dan Gambar 3.4 menunjukkan bahwa ketika
diambil suatu nilai b=80, ketiga variabelnya akan mengalami
osilasi. Namun osilasi ini akan teredam pada swatdut dansolusi
stabil menuju titik kesetimbangan endenfitk = (0.18892 , 0.05779 ,

7.62408). Hal ini menunjukkan bahwa nilai faktoplieasi b=80
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dapat mengakibatkan terjadinya kondisi endemik ptzulasi yang
terinfeksi selalu ada dalam sistem. Pada gambdihakerbahwa
jumlah populasi bakteriofage dipengaruhi oleh jumlpopulasi
bakteri yang terinfeksi, yaitu populasi baktericfaakan selalu ada
apabila populasi bakteri yang terinfeksi tetap alddam solusi.
Stabilnya sistem menuju titik kesetimbangan endepukla saat

b>b sesuai dengan hasil analisis pada pembahasaniselyel

Gambar 3.5 merupakan plot 3D dari keadaan paddaidat
replikasi bernilai 80. Hasil yang ditunjukkan sadengan Gambar
3.3 dimana solusi akan terlebih dahulu berosilabekim akhirnya
tertarik pada keadaan endemik.

Gambar 3.5Plot 3D b=80.

3.5.3 Simulasi Numerik untukb=95

Simulasi yang ditunjukkan pada Gambar 3.6 menggumak
nilai parametem = 24.627) = 14,925,a = 10 dengan nilai awal=
0,3,1 =0,2,p=5 danb = 95, di mana nilap>b,=94,456.

Hasil simulasi pada Gambar 3.6 menunjukkan bahwadie
osilasi untuk semua variabel. Namun osilasi ini nakaenjadi
periodik atau menuju suatu solusi yang periodikcdf®lerungan
solusi menuju solusi yang periodik menunjukkan gedasuatuimit
cycle. Kondisi ini menggambarkan keadaan di mana sikkrs/akit
terus berulang dengan periode waktu tertentu.
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Gambar 3.6Solusi numerik untuk nila»=95.

Limit cycle yang menarik solusi akan ditampilkan dalam
Gambar 3.7. Simulasi tersebut menggunakan duaavilal untuk
membuktikan keberadaahmit cycle, di mana nilai awal yang
pertama merupakan nilai awal yang cukup jauh di#kitetap dan
nilai awal yang ke dua merupakan nilai awal yangupudekat
dengan titik tetap. Dalam simulasi tersebut harkanalitampilkan
kondisi untuk waktu 490 sampai dengan waktu 500.

nilai awal 1
nilai awal 2

0.25

0.2

0.15-

populasi

0.1

0.05-

| | | | | | | | |
490 491 492 493 494 495 496 497 498 499 500
waktu-t

@)
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0.1

0.09+ nilai awal 1
nilai awal 2
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0 I I I I I I I I I
490 491 492 493 494 495 496 497 498 499 500
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N

)\J\)\)\JWM

nilai awal 1

nilai awal 2

<)
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0 . . . . . . . . .
490 491 492 493 494 495 496 497 498 499 500
waktu-t

(©
Gambar 3.7 Solusi numerik untuk nildd=95 dengan dua nilai
awal dengan (a) populasi yang rentan, (b)
populasi yang terinfeksi, (c) populsskieriofage.

Simulasi yang ditunjukkan Gambar 3.7 menggunakaa du
nilai awal yaitu nilai awal yang pertama adatah0,3,i = 0,2,p=5
dan nilai awal yang kedua adalak 0,18,i = 0,057,p = 9. Gambar
3.7 menunjukkan bahwa kedua nilai awal akan merighassolusi
yang sama Yyaitu solusi tertarik menuju keadaanogdi Hal ini
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menandakan bahwa terdapat sultat cycle yang stabil. Untuk
memperjelas keberadaan déirinit cycle diberikan plot 3D pada
Gambar 3.8.

Gambar 3.8Plot 3D untuk dua nilai awal
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BAB IV
KESIMPULAN DAN SARAN

4.1. Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan dalam skripsi ini, dapehmlitkan

hal-hal berikut.

1. Dengan menggunakan model kompartemen, diperoleleimod
infeksi bakteriofage yang merupakan sistem persamaa
differensial nonlinier dengan tiga variabel tak &#elyaitu,
populasi bakteri yang rentan terinfeksi, populaditéri yang
terinfeksi, dan populasi bakteriofage.

2. Terdapat tiga titik kesetimbangan yaitu titik kesétangan
nol, titik kesetimbangan bebas penyakit, dan titik
kesetimbangan endemik. Berdasarkan hasil analigik,
kesetimbangan nol selalu bersifat tidak stabil meelaritik
kesetimbangan bebas penyakit bersifat stabil asknpada
saat titik kesetimbangan endemik tidak muncul déi t
kesetimbangan endemik akan bersifat stabil asiktoti
apabila nilai faktor replikasi bakteriofage lebilesar dari
nilai batasnya. Pada keadaan endemik terjadi lzifitdopf.

3. Hasil simulasi menunjukkan kesimpulan yang samayaien
analisis dinamiknya.

4.2 Saran

Pada skripsi ini dibahas model infeksi bakteriofagea bakteri
laut dengan mengabaikan periode laten. Untuk peadaah
berikutnya disarankan meneliti model infeksi dengadanya
tambahan periode laten. Selain itu disarankan nterkelstabilan
global sistem.
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LAMPIRAN

Lampiran 1. Listing Program untuk Simulasi Numerik
Kesetimbangan pada Model Infeksi Bakteriofage
dengan Dua Nilai Awal

function dS=X1(S,lv,P,t)
a=10;
dS=a*S-a*S*lv-a*S"2-S*P;

function div=X2(S,Iv,P,t)
1=24.627;
dlv=S*P-I*lv;

function dP=X3(S,Iv,P,t)
m=14.925;

1=24.627;

b=95;
dP=b*I*lv-S*P-m*P;

function [S,Iv,P, T]=bacteriofage(s,iv,p,t)

s=0.3;

iv=0.2 ;

p=5;

t=0;

tmax=500;

S=s;

Iv=iv;

P=p;

T=t;

n=100*tmax;

h=tmax/n;

for j=1:n
k11=h*X1(s,iv,p,t);
k12=h*X2(s,iv,p,t);
k13=h*X3(s,iv,p,t);
k21=h*X1(s+k11/2,iv+k12/2,p+k13/2,t+h/2);
k22=h*X2(s+k11/2,iv+k12/2,p+k13/2,t+h/2);
k23=h*X3(s+k11/2,iv+k12/2,p+k13/2,t+h/2);
k31=h*X1(s+k21/2,iv+k22/2,p+k23/2,t+h/2);
k32=h*X2(s+k21/2,iv+k22/2,p+k23/2,t+h/2);
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k33=h*X3(s+k21/2,iv+k22/2,p+k23/2,t+h/2);
k41=h*X1(s+k31,iv+k32,p+k33,t+h);
k42=h*X2(s+k31,iv+k32,p+k33,t+h);
k43=h*X3(s+k31,iv+k32,p+k33,t+h);
s=s+(k11+2*k21+2*k31+k41)/6;
iv=iv+(k12+2*k22+2*k32+k42)/6;
p=p+(k13+2*k23+2*k33+k43)/6;
t=t+h;

S=[S,s];

Iv=[lv,iv];

P=[P,p];

T=[T,t];

end

figure(1)

figl=plot(T,P,'r");

set(figl,'LineWidth',2.5);

axis ([0 tmax 0 20]);

hold on;

s=0.18 ;
iv=0.057 ;
p=9;

t=0;
tmax=500;
S=s;

n=100*tmax;

h=tmax/n;

for j=1:n
k11=h*X1(s,iv,p,t);
k12=h*X2(s,iv,p,t);
k13=h*X3(s,iv,p,t);
k21=h*X1(s+k11/2,iv+k12/2,p+k13/2,t+h/2);
k22=h*X2(s+k11/2,iv+k12/2,p+k13/2,t+h/2);
k23=h*X3(s+k11/2,iv+k12/2,p+k13/2,t+h/2);
k31=h*X1(s+k21/2,iv+k22/2,p+k23/2,t+h/2);
k32=h*X2(s+k21/2,iv+k22/2,p+k23/2,t+h/2);
k33=h*X3(s+k21/2,iv+k22/2,p+k23/2,t+h/2);
k41=h*X1(s+k31,iv+k32,p+k33,t+h);
k42=h*X2(s+k31,iv+k32,p+k33,t+h);
k43=h*X3(s+k31,iv+k32,p+k33,t+h);
s=s+(k11+2*k21+2*k31+k41)/6;
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iv=iv+(k12+2*k22+2*k32+k42)/6;

p=p+(k13+2*k23+2*k33+k43)/6;
t=t+h;

S=[S,s];

Iv=[lv,iv];

P=[P,p];

T=[T,t];

end

figure(1)

figl=plot(T,P,'q");
set(figl,'LineWidth',2.5);

axis ([0 tmax 0 20]);

hold on;

xlabel('waktu-t");
ylabel('populasi');

legend('nilai awal 1', 'nilai awal 2);
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