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MATRIKS INVERTIBEL ATAS SEMIRING IDEMPOTEN

ABSTRAK

Semiring idempoten (S,+,") dapat diartikan sebagai
semiring komutatif dengan elemen identitas nol O dan identitas 1
sedemikian sehingga x-x =x? =x untuk semua x € S. Pada
tahun 1963, DE Rutherford menunjukkan bahwa sebuah matriks
bujur sangkar A invertibel atas S jika A adalah matriks permutasi.
Dengan menggunakan Definisi C. Reutenauer dan H. Straubing,
hasil ini dapat diperluas, sehingga sebuah matriks A invertibel atas S
jika dan hanya jika hasil perkalian setiap dua elemen dalam kolom
yang sama adalah O dan hasil penjumlahan semua elemen dalam
setiap baris adalah 1.

Kata kunci: semiring idempoten, matriks invertibel.
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INVERTIBLE MATRICES OVER IDEMPOTENT
SEMIRINGS

ABSTRACT

By an idempotent semiring we mean a commutative
semirings (S, +,-) with zero 0 and identity 1 such that x - x = x?% =
x for all € S . In 1963, D.E.Rutherford showed that a square matrix A
over an idempotent semirings S is invertible over S if A is a
permutation matrix. By making use of C. Reutenauer and H.
Straubing's definition, we extend this result to an idempotent
semiring as follows. A square matrix A over an idempotent semiring
S is invertible over S if and only if the product of any two elements
in the same column is 0 and the sum of all elements in each row is 1.

Keywords: Idempotent semirings, invertible matrix
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BAB1
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Struktur aljabar adalah suatu himpunan tak kosong yang
dilengkapi dengan suatu operasi biner tertentu dan memenuhi
aksioma tertentu. Dengan kata lain, struktur aljabar dibangun oleh
tiga komponen, yakni himpunan, operasi, dan aksioma. Banyaknya
operasi atau aksioma menjadi pembeda antara struktur aljabar yang
satu dengan yang lainnya. Sebagai contoh, grup, semiring, dan ring
merupakan struktur aljabar.

Struktur aljabar yang sederhana adalah semigrup. Semigrup
adalah suatu himpunan tak kosong yang hanya dilengkapi satu
operasi biner saja dan memenubhi sifat ketertutupan dan keasosiatifan.
Seperti halnya semigrup, grup juga merupakan suatu struktur aljabar
yang dilengkapi satu operasi biner. Aksioma-aksioma yang berlaku
pada grup juga berlaku pada semigrup, tetapi harus memiliki elemen
identitas dan setiap elemennya memiliki invers.

Selanjutnya, terdapat struktur aljabar yang dinamakan ring. Ring
merupakan perluasan dari konsep grup dengan dua operasi biner,
yaitu penjumlahan dan pergandaan. Konsep struktur aljabar yang
lebih sederhana dari ring adalah semiring.

Matriks merupakan jajaran empat persegi panjang dari bilangan-
bilangan. Bilangan-bilangan dalam jajaran tersebut disebut entri dari
matriks. Apabila matriks tersebut memiliki invers dapat disebut
matriks invertibel. Dalam skripsi ini juga akan dibahas mengenai
semiring idempoten. Semiring idempoten merupakan semiring
komutatif dengan elemen identitas 0 dan 1, serta setiap x €S
merupakan elemen idempoten.

Struktur aljabar selalu mengalami perkembangan sehingga
memungkinkan munculnya teori-teori baru. Selanjutnya, dalam
skripsi ini akan dibahas mengenai teorema dan definisi yang terkait
dengan ““ Matriks Invertibel atas Semiring Idempoten”.

1.2 Rumusan Masalah
Apa teorema beserta bukti yang terkait dengan “Matriks
Invertibel atas Semiring Idempoten”?
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BAB II
TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini diberikan beberapa definisi dan teorema untuk
membantu memahami materi yang dibahas dan juga digunakan
sebagai acuan dalam bab pembahasan.

2.1 Himpunan, Relasi, dan Pemetaan
Definisi 2.1.1
Misalkan A dan B adalah himpunan tak kosong. Himpunan semua
pasangan terurut (x,y) dengan x € A,y € B, disebut hasil kali
Cartesius dari A dan B, dinyatakan sebagai
A X B={(x,y)lx€Ay €B}
(Bhattacharya, 1990)

Definisi 2.1.2

Misalkan A dan B himpunan tak kosong, dan p adalah himpunan

bagian dari AXB, maka p disebut relasi dari A ke B. Jika (x,y) € p,

maka x dikatakan berelasi dengan y diberi notasi xpy. Khususnya,

relasi dari A ke A disebut relasi pada A atau di dalam A.
(Bhattacharya, 1990)

Definisi 2.1.3
Misalkan p relasi pada himpunan X, p disebut relasi ekivalensi jika p
memenuhi:
i. sifat refleksif, yaitu xpx, untuk setiap x € X,
1i. sifat simetris, yaitu xpy maka ypx, untuk setiap x,y € X,
ii1. sifat transitif, yaitu jika xpy dan ypz maka xpz, untuk setiap
x,y,zZ € X.
Jika p bersifat refleksif, simetris, dan transitif maka p disebut relasi
ekivalensi.
(Bhattacharya, 1990)
Definisi 2.1.4
Misalkan A dan B adalah himpunan tak kosong. Pemetaan f dari A ke
B adalah suatu relasi sedemikian sehingga untuk setiap a € 4,
terdapat tepat satu b € B, dengan (a,b) € f. Selanjutnya, jika
(a,b) € f maka dituliskan f(b) = a
(Bhattacharya, 1990)
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Definisi 2.1.5
Suatu pemetaan f: A — B adalah
1. injektif (1- 1) jika untuk setiap x4, x, € A, maka
f(x1) = f(x2) = xp = x; atau x5 # x5 = f(x1) # f(x2)
ii. surjektif jika untuk setiap y € B, terdapat x € A, sehingga
f(x)=y.
Suatu pemetaan yang bersifat injektif dan surjektif disebut bijektif.
Jika f: A — B adalah pemetaan yang bijektif, maka dapat dinyatakan
dengan f: A = B.
(Bhattacharya, 1990)

Definisi 2.1.6
Misalkan S adalah suatu himpunan tak kosong. Suatu operasi biner *
pada himpunan S adalah pemetaan setiap pasangan terurut
(a,b) e SXSkeaxb €S
Dalam bentuk notasi dapat ditulis:
*xSx§ =S
(a,b) »*(a,b) = axb
(Bhattacharya, 1990)

2.2 Permutasi

Definisi 2.2.1

Suatu permutasi dari himpunan A adalah fungsi dari A ke A yang
satu-satu dan pada. Dengan kata lain, suatu permutasi dari A adalah
fungsi bijektif dari A ke A. Secara matematis dapat ditulis

(John B. Fraleigh,1989)

Contoh 2.2.2
Misalkan A = {1, 2, 3}. Tentukan banyak permutasinya.
Jawab:

(1 2 3 1 2 3 /1 2 3
to_(1 2 3) tl_(1 3 2) tz_(3 2 1)

(1 2 3 1 2 3 (/1 2 3
t3_(2 1 3) t‘*_(z 3 1) t5_(3 1 2)



Jadi, banyaknya permutasi dari himpunan A adalah 6 buah, yaitu
to, tl’ tz, t3, t4_, t5.

Himpunan {1, 2, ..., n} akan mempunyai n! permutasi yang berbeda.
Untuk menyatakan permutasi umum dari himpunan {1, 2, ..., n} maka
dituliskan dengan (j, j,, ..., jn). Dalam hal ini, j; adalah bilangan
bulat pertama dari permutasi, j, adalah bilangan bulat kedua, dan
seterusnya. Suatu inversi dikatakan terjadi dalam suatu permutasi
(ji,j2, -, Jn) Jjika bilangan bulat yang lebih besar mendahului
bilangan bulat yang lebih kecil. Jumlah total inversi yang terjadi
dalam permutasi dapat diperoleh sebagai berikut: (1) menentukan
banyaknya bilangan bulat yang lebih kecil dari j; dan yang
mengikuti j; dalam permutasi; (2) menentukan banyaknya bilangan
bulat yang lebih kecil dari j, dan yang mengikuti j, dalam
permutasi. Kemudian, melanjutkan proses perhitungan untuk
J3, s jn—1- Jumlah dari bilangan-bilangan ini akan merupakan total
banyaknya inversi dalam permutasi tersebut.

(Howard Anton, 2002)

Definisi 2.2.3
Suatu permutasi dikatakan genap jika total banyaknya inversi adalah
genap, sedangkan dikatakan ganjil jika total banyaknya inversi
adalah ganjil.

(Howard Anton, 2002)

Contoh 2.2.4
. (1 2 3 4 5 6 .
Jika o= ( 13 4 5 2 6)’ maka o merupakan permutasi
ganjil.
Bukti:

el (1 2 3 4 5 6)

1 3 4 5 2 6

Dapat ditunjukkan:

1,3,4,5,2,6 jumlahinversi O (karena tidak terdapat angka
lebih kecil daripada 1)
3,4,5,2,6 jumlahinversi 1 (karena hanya terdapat 1
angka lebih kecil daripada
3,yaitu 2)



4,5,2,6  jumlahinversi 1 (karena hanya terdapat 1
angka lebih kecil daripada 4,

yaitu 2)
5,2,6 jumlahinversi 1 (karena hanya terdapat 1
angka lebih kecil daripada 5,

yaitu 2)
2,6 jumlahinversi O (karena tidak terdapat angka

lebih kecil daripada 2)

Karena total inversi adalah 0+ 1+ 14+ 1 4+ 0 = 3, maka o disebut
permutasi ganjil.

m

Contoh 2.2.5
. (1 2 3 4 5 6 .
Jika p= ( 1 4 3 5 2 6)’ maka p merupakan permutasi
genap.
Bukti:

N\ (1 2 3 4 5 6)

=1 4 3 5 2 6
Dapat ditunjukkan:

1,4,3,5,2,6 Jumlah inversi O (karena tidak terdapat angka
yang lebih kecil daripada 1)
4,3,5,2,6 Jumlah inversi 2 (karena terdapat 2 angka yang
lebih kecil daripada 4, yaitu 2
dan 3)
3,5,2,6 Jumlah inversi 1 (karena terdapat 1 angka yang
lebih kecil daripada 3, yaitu 2)
5,2,6 jumlah inversi 1 (karena terdapat 1 angka yang
lebih kecil daripada 35, yaitu 2)
2,6 jumlah inversi 0 (karena tidak terdapat angka
yang lebih kecil daripada 2)
Jadi, total inversinya adalah 0 + 2+ 1 + 1 + 0 = 4, maka u disebut
permutasi genap.
O



Contoh 2.2.6

! _(1 2 3 .
Jika 0 = ( 1 2 3), maka 6 merupakan permutasi genap.
Bukti:
_(1 2 3
o= (1 2 3)
Dapat ditunjukkan:

1,2,3 jumlahinversi0 karena tidak terdapat angka yang lebih
kecil daripada 1
2,3 jumlahinversi0 karena tidak terdapat angka yang lebih
kecil daripada 2
Karena total inversi adalah 0 + 0 = 0, maka 6 merupakan permutasi
genap.
O

Definisi 2.2.7

Matriks P dikatakan matriks permutasi apabila matriks tersebut
merupakan matriks identitas yang = entri-entrinya  berpindah
posisi/urutannya.

2.3 Grup

Definisi 2.3.1

Misalkan G adalah suatu himpunan tak kosong dengan suatu operasi

biner *, dinotasikan (G,*). (G,*) disebut suatu grup jika memenuhi

aksioma-aksioma:

i. tertutup, yaitu untuk setiap a,b € G,a *b € G,

ii. asosiatif, yaitu untuk setiap a,b,c € G memenuhi (a * b) * ¢ =
ax*(b=xc),

1ii. memiliki elemen identitas, yaitu terdapat e € G, sehingga untuk
setiap a € G berlakua *e = e * a = a,

iv. setiap elemen memiliki invers, yaitu untuk setiap a € G, terdapat
a ! €Gsehinggaaral=alxa=e

Definisi 2.3.2
Grup G yang terdiri dari semua permutasi disebut grup simetris, dan
permutasi dari n bilangan diberi notasi S;,.



Contoh 2.3.3

Diketahui A = {1, 2, 3}, misalkan S5 = {t,, t1, t5, t3, 04, 02}, dengan

w=(; ;
5= 2
=33
Jadi, t,65 = (

)
2)
)

3 /1 2
3 u=(; 3
3 (1 2
2) ts = (1 3
3 (1 2
1) ts = (2 1
Tabel 2.1 Perkalian S-
o tO tl tz t3 t4 ts
bo [to |t |2 |t3 | ta| s
ty |t [ty | to | ts | ts | ty
L 70 O U T P % o I
ta | t3 |ty | ts | to |ty |ty
ty [ ts | ts |ts | ts |t | ta
ts | t5 | B3 | Ty | &1 [ B2 | Lo
1 2 3
% (2 3 1)
(1 2 3
t=(G 3 1

ty

1—»1 —>» 2
2—»3—>» 1
3—»2 —» 3

2 13

Dari Tabel 2.1 dapat dilihat bahwa S; grup simetris dengan operasi

komposisi pemetaan, tetapi S;bukan grup komutatif

tity # taty.

8

karena

O



Definisi 2.3.4
Himpunan bagian dari S,, yang terdiri dari semua permutasi genap,
disebut alternating group berderajat n, dan dilambangkan: A,.

Contoh 2.3.5
Dari Contoh 2.2.3, akan dibuktikan S; = {t,, gy, 0,} merupakan
alternating group.

Bukti:
Langkah pertama, yakni menunjukkan S; merupakan grup
menggunakan tabel di bawah ini.

Tabel 2.2 Perkalian S

° |t |01 |0
to | Lo | 01 | Oy
011010 | b
02 |03 |ty |0y

Dari Tabel 2.2, S; merupakan grup, karena S5 = {t,, 07, 0,} terbukti
bahwa S; merupakan alternating group.
O

Definisi 2.3.6
Misalkan M himpunan tak kosong dan di dalamnya didefinisikan
hanya satu operasi biner. M disebut semigrup jika dan hanya jika:
1. M tertutup,
2. M berlaku sifat asosiatif.
(Whitelaw, 1995)

Dari definisi grup dan semigrup di atas, dapat disimpulkan bahwa
suatu grup pasti merupakan semigrup. Akan tetapi tidak berlaku
sebaliknya, yaitu tidak semua semigrup merupakan suatu grup.
Sebagai contoh, (Z',+) adalah semigrup karena setiap elemen di Z*
bersifat tertutup dan asosiatif terhadap operasi penjumlahan. Namun,
(Z',+) bukan grup karena (Z",+) tidak memiliki invers.



Contoh 2.3.7

Diberikan suatu himpunan Z, = {0, 1,2,3}. Maka (Z,, +) dan (Z,,")
(dengan + dan - masing-masing adalah operasi penjumlahan dan
pergandaan biasa) merupakan semigrup.

Bukti:
Tabel 2.3 Operasi penjumlahan pada Z,
+ | 01|23
00| 1|2]3
1{1]2|3]0
2 12|3|0]1
3|13]0|1]2
Tabel 2.4 Operasi pergandaan pada Z,
- 10]11]|2/3
0[0|0|0]O
1(0|1|2]3
210|202
3/0(3|2]|1

Berdasarkan Tabel 2.3 dan 2.4, terlihat bahwa Z, tertutup pada
operasi penjumlahan dan pergandaan. Selain itu, Z, memenuhi
hukum asosiatif pada operasi penjumlahan dan pergandaan.
Sehingga, (Z4, +) dan (Z,,") merupakan semigrup.

]

Definisi 2.3.8
Jika dalam semigrup (M,*) berlaku a * b = b * a, untuk setiap
a,b € M maka (M,*) disebut semigrup komutatif.
(Kandasamy, 2002)
2.4 Ring
Definisi 2.4.1
Ring adalah suatu himpunan tak kosong R dengan operasi
penjumlahan dan pergandaan yang memenuhi aksioma berikut:
i. (R, +) grup komutatif,
1. (R, *) semigrup,
iii. Berlaku hukum distributif: a*(b+c)=a*b+a*c dan
(a+b)xc=a*xc+b=*c.
10



Contoh 2.4.2
R, Z, dan Q merupakan ring pada operasi penjumlahan dan perkalian
biasa.

Definisi 2.4.3
Misalkan R himpunan tak kosong dan di dalamnya didefinisikan dua
operasi biner, yaitu penjumlahan dan pergandaan yang memenuhi:

i. (R, +) semigrup komutatif,

1. (R,*) semigrup,
iii. untuk setiap a,b,c € R, berlaku (a + b) * c=a* c+ b*c

danax(b + c)=ax*b + a* c,
maka (R, +, *) disebut semiring.
(Kandasamy, 2002)

Contoh 2.4.4
Himpunan (Z*, +,%) (dengan + dan * masing-masing adalah operasi
penjumlahan dan pergandaan biasa) merupakan suatu semiring.

Bukti:
1. Ambil sebarang a,b,c € Z' maka berlaku:
ii a+ b€zt
ii. (@a+b)+c=a+ (b +c)
iii. a+b =b + a
Dari i, ii, dan iii maka (Z*, +) merupakan semigrup komutatif.
2. Ambil sebarang a, b, ¢ € Z* maka berlaku:
ii axbeZ"
ii. (a*x b)*xc =ax* (bx*c)
Dari i dan ii maka (Z*,*) merupakan semigrup.
3. Ambil sebarang a, b,c € Z* maka berlaku:
(a+b)*c=axc+b*cdana*(b+c)=axb+a=*c.
Dari 1, 2, dan 3 maka terbukti bahwa Z* merupakan suatu semiring.
|

Definisi 2.4.5 (Semiring Komutatif)
Suatu semiring S disebut komutatif jika operasi pergandaan bersifat
komutatif.

axb=b=xaVa,b € S

11



Definisi 2.4.6
Elemen x dalam ring R disebut elemen idempoten dari R jika x°= x
(Bhattacharya, 1990)

Definisi 2.4.7
Semiring idempoten merupakan semiring komutatif dengan elemen
identitas 0 dan 1, serta setiap x € S merupakan elemen idempoten.

Contoh 248
Apakah Z, = {0, 1} merupakan semiring idempoten?

Jawab:
Dalam hal ini, Z, memenuhi aksioma-aksioma semiring. Selanjutnya
untuk mengetahui Z, merupakan semiring idempoten, dengan:

Z 2 M {67 i}

Tabel 2.5 Operasi penjumlahan pada Z,
5 s

4

[EEN

=1 Ol
k=l
Ol =1

Tabel 2.6 Operasi pergandaan pada Z,
. 0 1

=l k=l
|l
=IOl =

Dari Tabel 2.5 dan 2.6 terlihat bahwa Z, merupakan semiring
idempoten.

Contoh 2.4.9
Apakah S = {0,1, a} merupakan semiring idempoten?
Jawab:
Tabel 2.7 Operasi penjumlahan pada S
+ | 0| 1| a
0| 0|1]a
1|1 |a|o0
a|la|0]|1

12



Tabel 2.8 Operasi pergandaan pada S

. 0 1 a
0|00 ]|O
1 0 1 a

0 a a

Pada Tabel 2.7 dan Tabel 2.8, terlihat bahwa S merupakan semiring
idempoten.

Teorema 2.4.10

Misalkan S semiring idempoten, maka berlaku:
. x,yESx+y=0->x=0=y

i x,y€S,xy=1->x=1=y

2.5 Determinan Matriks pada Semiring
Misalkan S;, merupakan grup simetris, dimana n = 2, A,, alternating
group berderajat n, maka dapat dituliskan

A, = {o € S,|o adalah permutasi genap}

B, = {0 € S,|o adalah permutasi ganjil}
Jika S semiring komutatif dengan nol dan identitas , maka det*A
dan det” A, dimana A € M,,(S) dapat dituliskan sebagai berikut

n

OEA, \i=1

iy z (ﬁaw(i)>

OEB, \i=1

Contoh 2.5.1
Diketahui A merupakan matriks permutasi berordo 3. Tentukan
det*A dan det™A.

Jawab:
11 Q12 Qg3

Misalkan A = |@21 Q22 az3], maka hasil permutasinya sebanyak
31 Qazz 0dz3

3l=6.
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i. aq1a,2a33 dapat ditulis ke bentuk permutasi (1 g
total inversinya adalah O (genap).

ii. aq,a,3a3q dapat ditulis ke bentuk permutasi (; g
total inversinya adalah 2 (genap).

1lii. aq30,1a3, dapat ditulis ke bentuk permutasi (é i
total inversinya adalah 2 (genap).

iv. aq3Q,,a3q dapat ditulis ke bentuk permutasi (; %
total inversinya adalah 3 (ganjil).

V. aq1a30a3, dapat ditulis ke bentuk permutasi (1 g
total inversinya adalah 1 (ganjil).

Vi. ai,a,1a33 dapat ditulis ke bentuk permutasi (% i

total inversinya adalah 1 (ganjil).

=F —
det™ (A) = a;1a32a335 + 12023031 + 1302103,
det™ (A) = ay3a7,031 + A11023037 + Q12021033

Contoh 2.5.2
ai1 Q12 33 bi1 by
Diketahui A = |21 az azs] dan B = |by; by,
az; 0azz 0dzz b3; b3y

Tentukan dett(AB) dan det™ (AB).

Jawab:
11 Q12 Q13)[b1y b1z bi3
Ambil AB = |Gz1 Gz a23”b21 b, b23]
a3y Q3z A3zllbgy; bz, bss

14



1i.

1il.

1v.

Vi.

€11 C12 (13
=|C21 C22 C23

C31 C32 (33

C11C22C33 dapat ditulis ke bentuk permutasi G % g) dan total
inversinya adalah 0 (genap).
C12C»3C31 dapat ditulis ke bentuk permutasi (% g i) dan total
inversinya adalah 2 (genap).
C13C21 €3, dapat ditulis ke bentuk permutasi (; i ;) dan total
inversinya adalah 2 (genap).
C13C22C31 dapat ditulis ke bentuk permutasi (; 3 i) dan total
inversinya adalah 3 (ganjil).
C11C23C3, dapat ditulis ke bentuk permutasi ( i g ;) dan total
inversinya adalah 1 (ganjil).
C12C2qC33 dapat ditulis ke bentuk permutasi G i g) dan total

inversinya adalah 1 (ganjil).

ar —
det™ (AB) = ¢11C22C33 + C12€23C31 + €13C21C33

det™ (AB) = ¢13C22C31 t+ €11C23C32 + €12C21C33

15



Contoh 2.5.3

a1 Q12 Q13 Qg4

) . a a a,; a \
Diketahui 4 = | 21 722 723 aii , tentukan det* A dan det ™~ A.

a3 Qzz 43z
Qg1 A4z A4z Cgq

Jawab:

o a a a a
Ambil A = 21 22 23 24

a1 Q2 Q13 Aq4

A31 Qa3 0433 QAzg
Q41 Qg Qg3 Agg

sebanyak 4! = 24.

ii.

iii.

1v.

Vi.

Vili.

a110;, 033044 dapat ditulis ke bentuk permutasi
dan total inversinya adalah O (genap).
Q12053034041 dapat ditulis ke bentuk permutasi
dan total inversinya adalah 3 (ganjil).
1305403104, dapat ditulis ke bentuk permutasi

dan total inversinya adalah 4 (genap).

(
(
(
14071037043 dapat ditulis ke bentuk permutasi (1
dan total inversinya adalah 3 (ganjil).
140,303,041 dapat ditulis ke bentuk permutasi (
dan total inversinya adalah 6 (genap).
a1305,031 44 dapat ditulis ke bentuk permutasi (
dan total inversinya adalah 3 (ganjil).
1105303404, dapat ditulis ke bentuk permutasi (

dan total inversinya adalah 2 (genap).

NN w —_ N =N W N N

N

w w

S W

_ W

w

=W N

w

, maka hasil permutasinya

IS

SN

(PN

SN

I

S

w B
~— ~— ~— ~— ~— ~— ~—

N

Pengecekan permutasi ganjil dan genap dilakukan hingga permutasi
ke-xxiv.
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det™A = {(a11022033044 + Q11023034047 + A11024032043)}
+ {(a12021033a44 + A12023034044
+ a12024031043)}
+ {(a13a2132044 + A13022034044
+ a13024031047)}
+ {(a14021032043 + A14022033041
+ a14023031047)}

det™ A = {(a11024033047 + A11023032A44 + A1102034043)}
+ {(a12a41033024 + A12043a3,071
+ a12044031073)}
+ {(a13a41032024 + A13042a3402,
+ a130440310;;)}
+ {(a14a41032053 + A14047a3307,
+ a14043031027)}

Teorema 2.5.4
Misalkan S semiring komutatif dengan nol dan identitas di mana
n = 2,n € Z.JikaA,B € M,(S), maka 3r € §, sehingga:

det (AB) = (det*A)(det™B) + (det~A)(det B) +r

det™ (AB) = (det*A)(det™B) + (det~A)(det*B) +r

Contoh 2.5.5
Diketahui A = [g i] dan B = Ll} 2] Tentukan nilai r .
Jawab: !
2 1 3 22 16
AB:[3 1”4 2:[7 11

det™(AB) = (det*A)(det™B) + (det”A)(det™B) +r
(22)(11) = (2)(2) + (15)(12) + r
242 =4+180+r
r =58

det™(AB) = (det*A)(det™B) + (det"A)(det*B) +r
(7)(16) = (2)(12) + (15)(2) +r
112=24+30+7r
r =58
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BAB III
MATRIKS INVERTIBEL ATAS SEMIRING
IDEMPOTEN

Untuk memahami materi “Matriks Invertibel atas Semiring
Idempoten” diperlukan definisi, teorema, dan lemma sebagai
berikut:

Definisi 3.1
Misalkan S semiring idempoten, matriks bujur sangkar A invertibel
atas S jika matriks A merupakan matriks permutasi.

(C. Reuteanauer & H. Straubing, 1984)

Teorema 3.2
Misal S semiring komutatif dengan nol dan identitas dimana n € I,,.
Untuk 4, B € M,,(S), jika AB = I,maka BA = I,,.

Bukti:
AB =1,
ABB~! = InB‘1
A=B71
BA=BB!
BA =1,
Jadi, A = B~ atau invers kanan B adalah A.
O
Contoh 3.3
0 3 0 2
Jika A = 1 0 dan B = [2 O],makaAB = [, = BA.
2
Bukti:
_0 17
_ 2
A= 1 .
12 |
_ [0 27
B= 2 0l
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AB =

N|— O
S N

S N =
I
—

—_

(=)
—
|
~

N

0
- 31[1
2

Jadi, terbukti bahwa AB = [, = BA.
m|
Lemma 3.4
Misalkan S semiring idempoten dan n = 2,n € Z*. Jika A € M, (S)
adalah invertibel, maka dettA4 + det™ 4 = 1.
Bukti:
Misalkan B € M,,(S) dengan AB = BA =1,. Dengan Teorema
2.5.1, dimana r € S sehingga:
det™ (AB) = (dettA)(det*B) + (det”A)(det ™ B) +r
det™ (AB) = (det*tA)(det™B) + (det” A)(det*B) +r
Tetapi det™ (AB) = det*l,, = 1 dan det™ (AB) = det™ I, = 0, jadi
didapat:
1= (dettA)(det™B) + (det"A)(det™B) +r
0 = (dettA)(det™B) + (det~A)(det™B) +r
Dari persamaan terakhir dan Definisi 2.4.10 didapatkan:
(dettA)(det™B) = (det " A)(det*B) =r=0
Kemudian,
1 = (det*A)(det™B) + (det~A)(det™B)
1= (det*A)(det™B) + (det~A)(det™B) + (det™A)(det™B)
+ (det~A)(det™B)
1= (dettA)(det™B) + (det~A)(det™B)
1= (dettA)(det*B) + 0
(karena A, B € M,(S), S merupakan semiring idempoten, sehingga
(det~A)(det™B) = det (AB) = det™I,, = 0)
Karena (det”A)(det™B) = 0, maka det”A = 0 atau det™ B = 0.
Jadi,
det”A=0
(1)
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Menurut Teorema 2.4.10 (ii) diperoleh
1 = (dettA)(det*B)
dettA=1=det*B
Jadi,
dettA=1
(i1)

Dari (i) dan (ii) diperoleh
dettA+det T A=1+0=1

o
Contoh 3.5
a b c
M5(Z,) = { d e f] a,b,c,d,e f,ghi€ Zz} akan dibuktikan
g h i
det™A + det”A = 1, dimana A € M5(Z,).
Bukti:

1
0
0

det™A = (0)(0)(0) + (0)(0)(0) + DH(D(D) =1
det~A = (1)(0)(0) + (0)(0)(1) + (0)(1)(0) =0
dettA+det A=1+0=1

Ol =l Ol
= Ol Ol

O
Contoh 3.6
Dari Contoh 2.4.9, S = {0,1,a} merupakan semiring idempoten.

a b c
Misal M5(S) = {[d e f] a,b,c,d,e f,g,hi€S; Akan
g h i

dibuktikan det*A + det”A = 1, dimana A € M5(S).

Bukti:
a a 0
0 a a]
a 0 a

A=
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Dengan menggunakan Tabel 2.7 dan Tabel 2.8, didapatkan
det*A = (a)(a)(a) + (a)(a)(a) + (0)(0)(0) =a+a+0=1
det™A = (a)(a)(0) + (0)(a)(a) + (a)(0)(a) =0+0+0=0

Sehingga, dettA+det"A=1+4+0= 1.
m]
Teorema 3.7
Misalkan S semiring idempoten dengan nol dan identitas, n € Z™,
A € M,,(S). A invertibel atas S, jika dan hanya jika:
i. Hasil perkalian dari semua entri dalam kolom yang sama adalah
0.
ii. Hasil penjumlahan dari semua entri dalam baris yang sama adalah
1.
Bukti:
Dengan menggunakan Teorema 2.4.10 (ii), terbukti bahwa n = 1.
Misalkan n > 1, asumsikan A invertibel atas S, B € M, (S)
sedemikian sehingga AB = BA = I,,. Misalkan i,j € {(1,...,n)}
yang berbeda, maka

0= (In)l] A (AB)U Z A; kBk]

Dengan Teorema 2.4.10 (i), maka AlkBk] = 0 untuk setiap k €

{(1, ..., n)} membuktikan bahwa:
i. AikBkt =0, untuk setiap [, t,k € {(1,...,n)} yang berbeda,
sedemikian sehingga [ # ¢t

Ay Aj = (Apdj)1
ApAjx = (AiAji) (AB) i
n

ApAj = (A Ajr) (Z BktAtk>
Aj = ZALR ik Bre Atk

AikAji = AikAjiBrjAji + zAikAjkBktAtk

t%]
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n
Ajx = (AuBrj)Aje + zAik(AjkBkt)Atk
t2j

AlkA]k=0+0=0

1i. Dari Lemma 3.4, diketahui bahwa
det™A +det"A=1.
Aq, Az, - Ank, =0, jika  kq,ky, ..k, €{1,..,n} yang
berbeda. Kemudian,

(&) @) )

= Ag, Az, o Ank,
Kiko,okn€{1,..m3

A15(1)A26(2) - Anom)

OESy

n n n
(Z Alk) (Z A2k> (Z Ank> =dettA+det A=1
k=1 k=1 k=1

Oleh karena itu, dengan Teorema 2.4.10 (i1), diperoleh
n n n
(z Alk) . (z AZk) S (z Ank) _1
k=1 k=1 k=1

Sebaliknya dengan pernyataan AA® = I,,. Jika i € {1, ..., n}, maka
n n n

(AAY)y; = Z Ay Ay = Z Al = Z Ay =1
k=1 k=1

Berlaku juga untukl ,J E {1 ,n} )

(AAt)L] Z ALkAk] z Ay A jk = 0
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Contoh 3.8

a b c
wao={f £ 1]
g h i

A € M5(Z,) invertibel jika dan hanya jika

i. Hasil perkalian dari semua entri dalam kolom yang sama adalah
0.

ii. Hasil penjumlahan dari semua entri dalam baris yang sama adalah
1.

Bukti:

a,b,c,d,e f,g hi €Z,; akan dibuktikan

= Ambil 4 =

0
ﬁ], maka A~1 adalah:
1

1 [0 -1 0] [0
A =m[—ﬁ 0 5_] K [i
0 0 -1 0
Karena nilai A1 ada, maka berlaku:
i. Hasil perkalian dari semua entri dalam kolom yang sama
adalah 0.
1. Hasil penjumlahan dari semua entri dalam baris yang sama
adalah 1.
1
1 0| yang memenuhi:
0 1
1. Hasil perkalian dari semua entri dalam kolom yang sama
adalah 0.
1i. Hasil penjumlahan dari semua entri dalam baris yang sama
adalah 1.

Ql = Ol
Ol Ol

Sl Ol =l
= Ol Ol
[

l

< A=

(=]l

Sehingga, nilai A~ ada, yakni

1 [0 -1 0] [0 10
AT =g—g|=1 0 0|=[1 00
0 -1 0 0 1
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Contoh 3.9
Dari Contoh 2.4.9, S ={0,1,a} merupakan semiring idempoten.

Misal M3(S)={[d e f

a b c
]a,b,c,d,e,f,g,h,iES " Akan

g h i

dibuktikan A € M,,(S) invertibel jika dan hanya jika

i.

Hasil perkalian dari semua entri dalam kolom yang sama adalah
0.

ii. Hasil penjumlahan dari semua entri dalam baris yang sama adalah

1.
Bukti:
a a 0
> AmbilA =10 a a],makaA_1 adalah:
a 0 a
1 [e a O a a 0
A_1=T——_O|:O a a]=[0 a a]
a 0 a a 0 a

Karena nilai A~! ada, maka berlaku:

1. Hasil perkalian dari semua entri dalam kolom yang sama
adalah 0.

1i. Hasil penjumlahan dari semua entri dalam baris yang sama
adalah 1.

a a 0
< AmbilA =|0 a a|yang memenuhi:
a 0 a

i. Hasil perkalian dari semua entri dalam kolom yang sama
adalah 0.
1i. Hasil penjumlahan dari semua entri dalam baris yang sama
adalah 1.
Sehingga, nilai A~! ada, yakni:
1 [a a O a a 0
Al=——|0 a a]=[0 a a]

1_OaOa a 0 a
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BAB IV
KESIMPULAN

Dari pembahasan skripsi ini, dapat disimpulkan sifat-sifat berikut

1.

Misalkan S semiring idempoten, n € Z*, A € M,,(S). A invertibel

atas S jika dan hanya jika:

i.  Hasil perkalian dari semua elemen dalam kolom yang sama
adalah 0.

1. Hasil penjumlahan dari semua elemen dalam baris yang
sama adalah 1.

Misalkan S semiring idempoten dan n >2,n € Z*. Jika

A € M,,(S) adalah invertibel, maka det™A + det™A = 1.
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