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IDEAL FUZZY DAN QUASI IDEAL FUZZY
DALAM SEMIRING TERNARI 

ABSTRAK

Kar memperkenalkan konsep ideal dan quasi-ideal dalam semiring 
ternari. Quasi-ideal merupakan irisan dari ideal kiri, ideal kanan, dan 
ideal lateral dalam semiring ternari. Dalam skripsi ini dibahas ideal 
fuzzy dan quasi-ideal fuzzy dalam semiring ternari serta dibuktikan 
beberapa teorema yang berhubungan dengan ideal fuzzy dan quasi-
ideal fuzzy dalam semiring ternari. Jika  adalah ideal kiri (ideal 

kanan dan ideal lateral) fuzzy dari S maka  merupakan quasi-
ideal fuzzy dari S .

Kata kunci: semiring ternari, ideal S , quasi-ideal S , ideal fuzzy
S , quasi-ideal fuzzy S .
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FUZZY IDEAL AND FUZZY QUASI-IDEAL
IN TERNARY SEMIRING

ABSTRACT

Kar introduced the concept of ideal and quasi-ideal in ternary 
semiring. Quasi-ideal is the intersection of a left ideal, a lateral ideal, 
and a right ideal in ternary semiring. This paper discuss fuzzy ideal 
and fuzzy quasi-ideal in ternary semiring and the proof of several 
theorems which related to fuzzy ideal and fuzzy quasi-ideal in
ternary semiring. If  fuzzy left ideal, fuzzy lateral ideal, and fuzzy 
right ideal in ternary semiring S , then  is fuzzy quasi-ideal in 

ternary semiring S .

Keywords: ternary semiring, ideal of S , quasi-ideal of S , fuzzy 
ideal of S , fuzzy quasi-ideal of S .
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BAB I
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

     Semiring adalah salah satu struktur aljabar yang lahir dari 
pengembangan aljabar yang lain, yang merupakan pengembangan 
dari ring, hanya saja pada ring dibentuk oleh grup dan semigrup, 
sedangkan pada semiring hanya dibentuk oleh semigrup. Konsep 
semiring menjadi pendorong dalam pendefinisian semiring ternari. 
Secara aksiomatis semiring dan semiring ternari hanya memiliki 
kesamaan pada aksioma semigrup. Sedangkan untuk aksioma yang 
lain berbeda karena semiring dibangun terhadap operasi biner 
sedangkan semiring ternari terhadap operasi ternari. Operasi ternari
adalah suatu bentuk pemetaan SSSS :* .

Teori himpunan logika fuzzy dikembangkan oleh Prof Lofti 
Zadeh pada tahun 1965. Teori ini merupakan perluasan dari logika 
klasik dimana pada logika klasik nilai keanggotaannya adalah 0 atau 
1, sedangkan pada logika fuzzy bisa antara 0 dan 1. J.Kavikumar 
dan Azme Bin Khamis di dalam jurnalnya yang berjudul fuzzy ideals 
and Quasi-ideal in ternary semirings pada tahun 2007 
memperkenalkan tentang definisi, sifat serta teorema yang 
berhubungan dengan ideal fuzzy dan quasi-ideal fuzzy dalam 
semiring ternari.

Pembahasan kelas aljabar abstrak yang berkaitan dengan semiring 
ternari sudah dibahas dalam beberapa skripsi mahasiswa FMIPA 
Universitas Brawijaya. Dalam rangka pengembangan teori semiring 
ternari, maka pada kesempatan kali ini penulis memilih ideal fuzzy 
dan quasi-ideal fuzzy dalam semiring ternari sebagai judul skripsi.

1.2 Rumusan Masalah

     Dari latar belakang di atas, rumusan masalah skripsi ini adalah 
bagaimana pengertian  ideal fuzzy dan quasi-ideal fuzzy dalam 
semiring ternari dan sifat-sifatnya.
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1.3 Batasan Masalah

     Dalam penulisan skripsi ini yang dibahas adalah ideal fuzzy dan 
quasi-ideal fuzzy dalam semiring ternari.

1.4 Tujuan 

     Sedangkan tujuan dari penulisan skripsi ini adalah mengetahui 
definisi ideal fuzzy dan quasi-ideal fuzzy dalam semiring ternari
beserta sifat-sifatnya.
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BAB II
TINJAUAN PUSTAKA

     Pada bab ini akan diberikan dasar teori meliputi definisi, teorema, 
serta beberapa contoh yang digunakan sebagai acuan dalam bab 
selanjutnya.

2.1 Operasi Biner dan Ternari

Definisi 2.1.1 (Bhattacharya,1994) Untuk suatu bilangan positif n, 

pemetaan SS n :* , dengan SSSS n   (n faktor) disebut 
operasi n-ari pada S , ketika 1n maka pemetaan  SS :*
disebut operasi unari, ketika 2n maka pemetaan  SSS :*
disebut operasi biner, dan ketika 3n maka pemetaan 

SSSS :* disebut operasi ternari.

2.2 Semigrup

     Dalam semigrup hanya terdapat satu operasi biner.

Definisi 2.2.1 (Whitelaw, 1995) Misalkan M himpunan tak kosong 
yang di dalamnya didefinisikan operasi biner  . Pasangan ),( M

disebut semigrup jika untuk setiap Mcba ,, maka
)()( cbacba  , artinya berlaku hukum assosiatif.

Contoh 2.2.2 Misalkan Z adalah himpunan bilangan bulat positif 
dan didefinisikan himpunan N sebagai berikut:

















 Zcba

c

ba
N ,,

0
.

Akan dibuktikan ),( N semigrup.

Bukti:

),( N merupakan semigrup
i. Akan dibuktikan berlaku sifat tertutup.
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Setiap hasil penjumlahan elemen di Z merupakan elemen di 
Z sehingga hasil penjumlahan setiap matriks N yang entri-

entrinya elemen di Z juga merupakan elemen di N . Jadi 
terbukti bahwa berlaku sifat tertutup.

ii. Akan dibuktikan berlaku sifat assosiatif
Karena ),( Z bersifat assosiatif, maka demikian juga dengan 
penjumlahan setiap matriks N yang entri-entrinya merupakan 
elemen di Z . Dengan demikian ),( N assosiatif. 

Jadi ),( N merupakan semigrup    ◘

Definisi 2.2.3 Semigrup ),( M disebut semigrup komutatif jika 

abba  untuk setiap Mba , .

Definisi 2.2.4 Misalkan ),( M adalah semigrup dan N adalah 
subset dari M . Jika ),( N merupakan semigrup maka ),( N

disebut subsemigrup dari ),( M .

Teorema 2.2.5  Misalkan N bukan himpunan kosong, N subset 
dari M dan ),( M merupakan semigrup. N adalah subsemigrup 
dari ),( M jika dan hanya jika N tertutup terhadap operasi  .

Bukti :
  Jika ),( N adalah subsemigrup dari ),( M maka ),( N

merupakan semigrup. Akibatnya N tertutup terhadap operasi  .
  Misalkan N tertutup terhadap operasi  . Karena 

)()( cbacba  untuk setiap Mcba ,, dan N adalah 

subset dari M , berlaku )()( cbacba  untuk setiap 
Ncba ,, . Jadi ),( N adalah suatu subsemigrup dari ),( M .
                                ◘

2.3 Grup

Definisi 2.3.1 (Dummit, 1991) Sebuah himpunan tak kosong G
disebut grup terhadap suatu operasi biner  jika memenuhi aksioma 
sebagai berikut: 
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1) Tertutup: untuk setiap Gba , berlaku Gba  .
2) Assosiatif: untuk setiap Gcba ,, berlaku 

   cbacba  .
3) Mempunyai elemen identitas: untuk setiap Ga terdapat 

Ge sedemikian sehingga aaeea  .

4) Mempunyai invers: untuk setiap Ga terdapat Ga 1

sedemikian sehingga eaaaa   11 .
   

Contoh 2.3.2 Misalkan Z adalah himpunan bilangan bulat dan
diberikan himpunan G dengan operasi biner penjumlahan yang 
didefinisikan dengan

ZG 2 .
Akan dibuktikan ),( G grup.         

Bukti:
(i) Berlaku sifat tertutup.

Ambil sebarang Gxx 21, . Berarti 11 2nx  untuk suatu 

Zn 1 dan 22 2nx  untuk suatu Zn 2 .

2121 22 nnxx 
)(2 21 nn 

m2   untuk suatu Zm  dimana 21 nnm 
Jadi Gxx 21 , . Terbukti sifat tertutup.

(ii) Berlaku sifat assosiatif.
Ambil sebarang Gxxx 321 ,, maka harus terbukti 

)()( 321321 xxxxxx 
Berarti 11 2nx  untuk suatu Zn 1

22 2nx  untuk suatu Zn 2

33 2nx  untuk suatu Zn 3

321321 2)22()( nnnxxx 
)22(2 321 nnn 

)( 321 xxx 
Terbukti sifat assosiatif.

(iii) Memiliki elemen identitas.yaitu 0e
Dipilih 020,0  Ge
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nxGx 2 maka xnnx  20220 dan 
xnnx  22020

jadi 0e adalah elemen identitas dari G .
(iv) Akan dibuktikan memiliki invers yaitu ny 2 .

Ambil sebarang nx 2 untuk setiap Zn  .
0 xyyx

Pilih ny 2 .
022)2(2  nnnnyx

Jadi ny 2 adalah invers dari nx 2 .
Dari (i), (ii), (iii) dan (iv) terbukti bahwa ),( G merupakan 
grup.         ◘

Definisi 2.3.3 (Durbin, 1992) Misalkan  ,G adalah suatu grup. G

disebut grup komutatif jika operasi biner pada  G bersifat komutatif.

Definisi 2.3.4 Misal  ,G grup dan H subset tak kosong dari grup 

G , H disebut subgrup dari G jika  ,H grup.

Teorema 2.3.5 Misalkan G grup terhadap operasi  , dan GH  . 
H adalah subgrup dari G jika dan hanya jika
(i) H himpunan tak kosong.
(ii) Jika Hba , , maka Hba  .

(iii) jika Ha maka Ha 1 .

Bukti: 

  Jika diketahui H subgrup dari G maka H merupakan grup:
(i) Terdapat He , sehingga terbukti bahwa H .
(ii) Karena  ,H grup, maka Hba  untuk setiap Hba , .
(iii) Untuk setiap Ha , terdapat Hb sedemikian sehingga 

eabba  . Berdasarkan aksioma ke-3 dari grup. Jadi 

Hab  1

Jadi terbukti (i), (ii), dan (iii) terpenuhi
  Diketahui  ,G grup dan H subset tak kosong dari G yang 

memenuhi kondisi (i), (ii), dan (iii). Akan dibuktikan H subgrup G
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(1) Ambil Hcba ,, . Karena GH  maka Gcba ,, sehingga 
berlaku    cbacba  . Sifat assosiatif tersebut juga
berlaku untuk setiap elemen di H .

(2) Misal ambil Ha , dari kondisi (iii) maka Ha 1 . Kondisi 

(ii) mengakibatkan Haa  1 . Tetapi Gaa  1 , sedangkan 

eaa  1 . Jadi Haae  1 . Terbukti bahwa e adalah 
elemen identitas di H

(3) Setiap elemen di H mempunyai invers, terpenuhi pada kondisi 
(iii)

Karena GH  terbukti bahwa H subgrup dari G .                 ◘

2.4 Ring

Definisi 2.4.1 (Bhattacharya,1994) Suatu himpunan tak kosong R
dengan dua operasi biner )( dan perkalian )( disebut ring jika 
memenuhi:

1) ),( R merupakan grup komutatif,
2) ),( R merupakan semigrup,
3) Berlaku hukum distributif, yaitu xzxyzyx  )( dan 

yzxzzyx  )( untuk setiap Rzyx ,, .

Contoh 2.4.2:  3,2,1,04 Z adalah suatu ring.

Tabel 2.1 Operasi biner Tabel 2.2 Operasi biner
penjumlahan pada 4Z pergandaan pada 4Z

+ 0 1 2 3

0 0 1 2 3

1 1 2 3 0

2 2 3 0 1
3 3 0 1 2

Bukti:
Dari Tabel 2.1 dan Tabel 2.2 berlaku:
1. ),( 4 Z grup komutatif.

 0 1 2 3

0 0 0 0 0

1 0 1 2 3

2 0 2 0 2
3 0 3 2 1
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2. ),( 4 Z semigrup.
3. ),,( 4 Z bersifat distributif.
Dari 1, 2, dan 3 terbukti bahwa 4Z adalah ring.                ◘

Definisi 2.4.3 Suatu ring R disebut komutatif jika abba 
untuk setiap Rba , .

Contoh 2.4.4 Dari Contoh 2.4.2, ring ),,( 4 Z merupakan ring
komutatif.

Bukti:

Dari Tabel 2.2, terlihat bahwa untuk setiap 4, Zba  berlaku 

abba               ◘

Definisi 2.4.5 Misalkan U subset dari ring R , U dan ),,( R

ring. U dikatakan subring dari R jika ),,( U ring.

Teorema 2.4.6 Misalkan U subset tak kosong dari ring R , U
adalah subring dari R jika dan hanya jika berlaku Uba  dan 

Uab  Uba  , .

Bukti:

  Jika diketahui U tak kosong dari ring R dan U adalah subring
dari R . Akan dibuktikan untuk setiap Uba , berlaku Uba 
dan Uab  untuk setiap Uba , . Karena U adalah subring dari R , 
menurut definisi dari subring maka Uba  dan Uab  .
  Diketahui Uba  dan Uab  , Uba  , . Berdasarkan 
Teorema 2.3.5 kondisi Uba  menunjukkan bahwa  ),( U

adalah subgrup dari grup ),( R dan kondisi Uab  menunjukkan 
bahwa  ),( U tertutup terhadap operasi pergandaan. Kedua hukum 

distributif berlaku di R , dan  U adalah subset dari R , sehingga 
kedua hukum distributif juga berlaku di U . Sehingga U merupakan 
subring dari R                                                        ◘
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Contoh 2.4.7 Misalkan  3,2,1,04 Z merupakan suatu ring, 

}2,0{S merupakan subring dari 4Z

Bukti:

1. S

2. Uba 
Misalkan S2,0

220

022

202







Sehingga S2,0

3. Uab 
Misalkan S2,0

020

022

002







Sehingga S2,0

Syarat (1), (2), dan (3) terpenuhi maka S adalah subring dari 4Z .    ◘

Definisi 2.4.8  Himpunan bagian tak kosong I pada ring R disebut 
ideal kanan (kiri) pada R jika:

1) IbaIba  , ,
2) )(, IraIarRrIa  .
Jika I ideal kiri dan kanan pada R ( Ira  dan Iar  ) maka I
disebut ideal dua sisi.

Contoh 2.4.9 Dari Contoh 2.4.7, misalkan  3,2,1,04 Z

merupakan suatu ring, subring }2,0{S adalah suatu ideal.

Bukti:

Pada Contoh 2.4.7 telah ditunjukan bahwa }2,0{S adalah subring 

dari  3,2,1,04 Z . Sekarang akan ditunjukan bahwa S merupakan 

suatu ideal, dengan membuktikan bahwa S adalah ideal kiri dan 
ideal kanan.

Diketahui : 43,2,1,0 Z dan S2,0
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Tabel 2.3 Operasi biner pergandaan 4Z dengan  }2,0{S

 0 2

0 0 0

1 0 2

2 0 0

3 0 2

Dari Tabel 2.3 di atas berlaku jika untuk setiap Sa dan untuk 
setiap 4Zr  maka )( SraSar  . Jadi S merupakan ideal kiri dan 
kanan dari 4Z sehingga S adalah ideal dari 4Z .    ◘

2.5 Semiring   

Definisi 2.5.1 (Kandasamy, 2002) Suatu himpunan tak kosong R
dengan dua operasi biner )( dan perkalian )( disebut semiring jika 
memenuhi:

1) ),( R merupakan semigrup komutatif,
2) ),( R merupakan semigrup,

3) Berlaku hukum distributif, yaitu xzxyzyx  )( dan 
yzxzzyx  )( untuk setiap Rzyx ,, .

Contoh 2.5.2  4,3,2,1,05 Z adalah suatu semiring.

Tabel 2.4 Operasi biner penjumlahan 5Z

  

+ 0 1 2 3 4

0 0 1 2 3 4
1 1 2 3 4 0

2 2 3 4 0 1
3 3 4 0 1 2

4 4 0 1 2 3
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Tabel 2.5 Operasi biner Pergandaan 5Z

Bukti:

Dari Tabel 2.4 dan Tabel 2.5 berlaku:
1. ),( 5 Z semigrup komutatif.

2. ),( 5 Z semigrup.

3. ),,( 5 Z bersifat distributif.

Dari 1, 2, dan 3 terbukti bahwa 5Z adalah semiring.   ◘
       

Definisi 2.5.3 Suatu semiring R disebut komutatif jika abba 
untuk setiap Rba , .

Definisi 2.5.4 Misalkan P subset dari semiring R , P dan 
),,( R semiring. P dikatakan subsemiring dari R jika ),,( P

semiring.

Definisi 2.5.5 (Monico, 2002) Himpunan bagian tak kosong I pada 
semiring R disebut ideal kanan (kiri) pada R jika:
1) Untuk setiap IbaIba , ,
2) untuk setiap Ia dan untuk setiap )( IraIarRr  .

2.6 Semiring Ternari 

Definisi 2.6.1 (Kavikumar, 2007) Himpunan tak kosong S bersama 
dengan operasi biner penjumlahan dan ternari pergandaan disebut 
sebagai semiring ternari jika ),( S semigrup komutatif dan S

memenuhi kondisi:

 0 1 2 3 4

0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 3 4
2 0 2 4 1 3
3 0 3 1 4 2

4 0 4 3 2 1
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(i) )()()( cdeabebcdadeabc 
(ii) bcdacdcdba 

(iii) acdabddcba  )(

(iv) abdabcdcab  )( , .,,,, Sedcba 

Contoh 2.6.2

5Z adalah bilangan bulat modulo 5 diambil yang negatif dengan 

 ,15,10,5,00  ,  ,16,11,6,11  ,

 ,17,12,7,22  ,  ,18,13,8,33  , 

 ,19,14,9,44  .

 4,3,2,1,05 Z adalah suatu semiring ternari.

Tabel 2.6  Operasi biner Penjumlahan 
5Z

   +
   0 1 2 3 4

   0    0 1 2 3 4
1 1 2 3 4   0

2 2 3 4    0 1
3 3 4    0 1 2
4 4    0 1 2 3

    
Tabel 2.7 Operasi ternari pergandaan 

5Z

    0 1 2 3 4

  0 0    0   0   0   0
1 0 1 2 3 4
2 0 2 4 1 3
3 0 3 1 4 2
4 0 4 3 2 1

Bukti:

1. Dari Tabel 2.6 di atas berlaku ),( 5 Z semigrup komutatif.
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2. Dari Tabel 2.7 dapat dilihat bahwa ),(
5
Z tertutup.

3. Akan dibuktikan setiap elemen dari 
5Z memenuhi empat kondisi 

pada Definisi 2.6.1.

Ambil 
5

,,,, Zedcba maka  

(i) Akan dibuktikan memenuhi kondisi 
)()()( cdeabebcdadeabc  .

Jelas terbukti )()()( cdeabebcdadeabc  , karena operasi 
pergandaan pada bilangan bulat bersifat assosiatif.

(ii) Akan dibuktikan memenuhi kondisi bcdacdcdba 

Ambil 
5

,,, Zdcba maka 0,0,0,0  dcba sehingga

diperoleh
a) 0 ba dan 0cd . Akibatnya 0 cdba . 

Jadi  5Zcdba
b) 0acd dan 0bcd . Akibatnya 0)(  bcdacd .

Jadi  5)( Zbcdacd
c) Dengan sifat distributif atas penjumlahan dan 

pergandaan pada bilangan bulat maka berlakulah 
bcdacdcdba  .

Dari a), b), dan c) maka kondisi (ii) terpenuhi
(iii) Akan dibuktikan memenuhi kondisi acdabddcba  )(

Ambil 
5

,,, Zdcba maka  0,0,0,0  dcba

sehingga diperoleh

a) 0 cb dan 0)(  dcba . Jadi  5)( Zdcba
b) 0abd dan 0acd .  Sehingga 0)(  acdabd .

Jadi  5)( Zacdabd
c) Dengan sifat distributif atas penjumlahan dan 

pergandaan pada bilangan bulat maka berlakulah 
acdabddcba  )(

Dari a), b), dan c) maka kondisi (iii) terpenuhi
(iv) Akan dibuktikan memenuhi kondisi abdabcdcab  )(

Ambil 
5

,,, Zdcba maka  0,0,0,0  dcba

sehingga



14

a) 0 dc dan 0ab . Sehingga 0)(  dcab .

Jadi  5)( Zdcab
b) 0abc dan 0abd . Sehingga 0)(  abdabc .

Jadi  5)( Zabdabc
c) Dengan sifat distributif atas penjumlahan dan pergandaan 

pada bilangan bulat maka berlakulah 
abdabcdcab  )(

Dari a), b), dan c) maka kondisi (iv) terpenuhi
Terbukti kondisi (i), (ii), (iii), dan  (iv) terpenuhi

Dari 1, 2, dan 3 terbukti bahwa 
5Z adalah suatu semiring ternari.   

                                ◘

Definisi 2.6.3 Misalkan S adalah semiring ternari. Jika terdapat 
S0 sedemikian sehingga  xx 0 dan 0000  xyyxxy ,

untuk setiap Syx , maka ”0” disebut elemen nol semiring ternari

S . 

Definisi 2.6.4 (Kar, 2005) Misalkan S adalah semiring ternari.
),( T subsemigrup dari S . T disebut subsemiring ternari S jika

Tttt 321 untuk setiap Tttt 321 ,, .

Contoh 2.6.5

2Z adalah bilangan bulat modulo 2 diambil yang negatif dengan 

 ,6,4,2,00  ,  ,7,5,3,11  ,

 1,02 Z adalah suatu subsemiring ternari dari 
5Z .

Tabel 2.8 Operasi biner                Tabel 2.9 Operasi ternari

penjumlahan pada 
2Z   pergandaan pada 

2Z

   

     0 1

  0   0 1

1 1   0

   0 1

  0 0   0

1 0 1
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Bukti:

2Z subset dari 

5Z .

1. Dari Tabel 2.8 di atas berlaku ),( 2 Z semigrup.

2. Dari Tabel 2.9 dapat dilihat bahwa ),( 2 Z tertutup.

Dari 1 dan 2 terbukti bahwa 
2Z adalah suatu subsemiring ternari dari 


5Z .                                              ◘

Definisi 2.6.6 (Kavikumar, 2007) Misalkan I merupakan 
subsemigrup penjumlahan dari semiring ternari S , I disebut ideal 
kiri (kanan, lateral) dari S jika ),( 212121 IissIsisIiss      untuk 

setiap Sss 21 , dan Ii  . Jika  I adalah ideal kanan dan ideal kiri 
dari S , maka I disebut ideal dua sisi dari S . Jika  I adalah ideal 
kiri, ideal kanan, dan ideal lateral dari S , maka I disebut ideal dari 
S .

Definisi 2.6.7 (Kavikumar, 2007) Subsemigrup Q pada semiring 
ternari S disebut quasi-ideal dalam semiring ternari S jika 
memenuhi QSSQSSQSSSQSQSS  )( .

Contoh 2.6.2

 4,3,2,1,05  ZS adalah suatu semiring ternari berdasarkan 

Contoh 2.6.2. Bentuk  0Q dengan  50 Z .
Akan dibuktikan Q adalah quasi-ideal dalam semiring ternari S .

Bukti:
Akan dibuktikan QSSQSSQSSSQSQSS  )( . Ambil 
sebarang SSQSSQSSSQSQSSX  )( . Akan dibuktikan 

QX  . Jika SSQSSQSSSQSQSSX  )( , maka QSSX  , 

)( SSQSSSQSX  , dan SSQX  . Sehingga 0 QSSX , 

000)(  SSQSSSQSX , dan 0 SSQX . Dari ketiga X

yang didapat, maka 0X . Sehingga terbukti bahwa QX  . 

Dengan kata lain QSSQSSQSSSQSQSS  )( . Terbukti 
bahwa Q adalah quasi-ideal dalam semiring ternari S .



16

2.7 Himpunan Fuzzy (samar)

Definisi 2.7.1 (Sakawa, 1993) Misalkan X suatu himpunan semesta 
dan A suatu himpunan bagiannya; XA  . Maka himpunan fuzzy 
A dalam X adalah suatu pasangan terurut:

 XxxxA A  ))(( 

dimana   xA menyatakan derajat keanggotaan x dalam A yang 
memetakan X ke  1,0 yang dapat dinotasikan sebagai

 1,0: XA
semakin  xA mendekati 1, semakin tinggi derajat keanggotaan x
dalam A . Sementara itu, semakin  xA mendekati 0, semakin 
rendah derajat keanggotaan x dalam A . 

Untuk selanjutnya, penulisan notasi himpunan fuzzy dan 
fungsi keanggotaannya, akan digunakan notasi yang sama yaitu  .

Definisi 2.7.2: Misalkan A himpunan bagian tak kosong dari X . 
Fungsi karakteristik )(xA merupakan fuzzy subset pada X yang 
didefinisikan oleh:









Ax

Ax
xA jika   0

jika   1
)(

Contoh 2.7.3: Misal  5,4,3,2,1,0X dan A adalah himpunan 

fuzzy dalam X . Jika 
5

5
)(

x
xA


 . Tentukan A

;0)5(;2,0)4(;4,0)3(;6,0)2(;8,0)1(;1)0(  
maka:             ,05,2,04,4,03,6,02,8,01,10A .

Definisi 2.7.4 (Klir, 1995) Misalkan  adalah himpunan fuzzy 

dalam X ,  h adalah derajat keanggotaan terbesar yang dicapai 

oleh sebarang elemen dalam himpunan  .  h disebut height dari 

 . Dinotasikan dengan     xh
Xx



 sup .
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BAB III
PEMBAHASAN

Pada bab ini dibahas mengenai definisi-definisi, sifat-sifat, 
dan teorema-teorema yang berkaitan dengan ideal fuzzy dalam 
semiring ternari. 

3.1 Ideal Fuzzy dalam Semiring ternari

Definisi 3.1.1 (Kavikumar, 2007) Fuzzy subsemigrup  dari
semiring ternari S disebut fuzzy subsemiring ternari jika memenuhi 
kondisi:

(i) )}(),(min{)( yxyx   ,

(ii) )()( xx   ,
(iii) )}(),(),(min{)( zyxxyz   , untuk setiap Szyx ,, .

Definisi 3.1.2 Misalkan  merupakan fuzzy subsemigrup dari 
semiring ternari S .  disebut ideal fuzzy dari S dengan fungsi 

]1,0[: S jika memenuhi kondisi:

(i) )}(),(min{)( yxyx   ,

(ii) )()( zxyz   ,

(iii) )()( xxyz   , dan 

(iv) )()( yxyz   , untuk setiap Szyx ,, .

Himpunan fuzzy  yang memenuhi 
a) (i) dan (ii) disebut ideal fuzzy kiri, 
b) (i) dan (iii) disebut ideal fuzzy kanan, 
c) (i) dan (iv) disebut ideal fuzzy lateral.

Jika Himpunan fuzzy  yang memenuhi a), b), dan c) maka 
disebut ideal fuzzy.
 disebut ideal fuzzy dalam semiring ternari  S jika dan hanya jika  

)}(),(),(max{)( zyxxyz   , untuk setiap Szyx ,, .
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Lemma 3.1.3: Jika  merupakan ideal fuzzy dalam semiring ternari  

S , maka )0()(  xy , untuk setiap Syx ,

Bukti:
Ambil sebarang Sxy , sedemikian sehingga

   
      xyxyxy

xyxy







,min

0

sehingga    xy 0

Contoh 3.1.4: Dari Contoh 2.6.5   1,02 Z adalah suatu 
semiring ternari.                            
Didefinisikan  ]1,0[: 2 Z

4

3
)0( 

4

1
)1( 

Akan dibuktikan  merupakan ideal fuzzy dari 
2

Z

Bukti:

(i) )}(),(min{)( yxyx   untuk setiap  Syx , .
Ambil )0,0(),( yx . Maka )00()(   yx 

)}0(),0(min{  . Sehingga )0()0(    .
Ambil )1,0(),( yx . Maka ))1(0()(   yx 

)}1(),0(min{  . Sehingga )1()1()1(    . 
Ambil )0,1(),( yx . Maka )01()(   yx 

)}0(),1(min{   . Sehingga )1()1(    . 
Ambil )1,1(),( yx . Maka ))1(1()(   yx 

)}1(),1(min{   . Sehingga )1()0(   . 

(ii) )()( zxyz   untuk setiap Szyx ,, .

Ambil 0z . Maka  )0()0()(  xyz .

Ambil 1z dan 0x . Maka  )1()0()(   xyz .
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Ambil 1z dan 0y . Maka  )1()0()(   xyz .

Ambil 1 yxz . Maka  )1()1()(   xyz .

(iii) )()( xxyz   untuk setiap Szyx ,, .

Ambil 0x . Maka  )0()0()(  xyz .

Ambil 1x dan 0z . Maka  )1()0()(   xyz .

Ambil 1x dan 0y . Maka  )1()0()(   xyz .

Ambil 1 yxz . Maka  )1()1()(   xyz .

(iv) )()( yxyz   untuk setiap Szyx ,, .

Ambil 0y . Maka  )0()0()(  xyz .

Ambil 1y dan 0z . Maka  )1()0()(   xyz .

Ambil 1y dan 0x . Maka  )1()0()(   xyz .

Ambil 1 yxz . Maka  )1()1()(   xyz .

Dari (i), (ii), (iii), dan (iv) terbukti bahwa  merupakan ideal fuzzy 

dari 
2

Z .                                                            ◘

Teorema 3.1.5 I adalah ideal dari semiring ternari S jika dan 
hanya jika fungsi karakteristik I adalah ideal fuzzy dari semiring 

ternari S .

Bukti:

  I adalah ideal dari semiring ternari S . Menurut Definisi 
2.6.6 maka untuk setiap Sss 21 , .dan Ii berlaku 

,( 21 Iiss  ,21 Iiss  dan )21 Isis  . Misal I subsemigrup,

dan I adalah fungsi karakteristik dari I . Maka 0)( 1 sI ,

0)( 2 sI , ,1)( 21 issI 1)( 21 issI ,1)(, 21 sisI dan 

1)( iI . Akan dibuktikan fungsi karakteristik I memenuhi 
kondisi (i), (i), (iii), dan (iv) pada Definisi 3.1.2 . 

(i) )}(),(min{)( 2121 ssss III  
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}0,0min{0 
00

(ii) )()( 21 iiss  

           11
(iii) )()( 21 isis  

           11
(iv) )()( 21 iiss  

           11
Dari (i), (ii), (iii), dan (iv)  terbukti bahwa fungsi karakteristik I
adalah ideal fuzzy dari semiring ternari S .

  Sebaliknya, I adalah ideal fuzzy dari semiring ternari S .

Akan dibuktikan I adalah ideal dari semiring ternari S .
(i) Akan dibuktikan tertutup

Untuk setiap Iyx , ,  )(),(min)( yxyx III   . 

Misal 1)( xI dan 1)( yI

  1}1,1min{)(),(min)(  yxyx III 

1)(  yxI

Dengan demikian Iyx  . 

(ii) Akan dibuktikan assosiatif penjumlahan

            ))((                        

      )}(),({min                        

)}()},(),({min{min                        

)}(),(),({min                        

)}}(),(min{),({min                        

)}(),(min{))((

zyx

zyx

zyx

zyx

zyx

zyxzyx
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(iii) Kemudian ambil 1)( aI maka berlaku 

1)()(

)}(),(),(max{)(




axya

ayxxya

II

I




sehingga Ixya . Dengan demikian I adalah ideal kiri 

dari semiring ternari S . Demikian pula Iaxy dan 

Ixay adalah ideal kanan dan ideal lateral dari semiring 

ternari S . Sehingga menurut Definisi 2.6.6 terbukti I ideal 
dari semiring ternari S . 

Definisi 3.1.6 Jika  merupakan himpunan fuzzy dalam semiring 

ternari S . Maka ])1,0[}()()(,{  ttxxySyxt  disebut

level subset dari S .

Teorema 3.1.7 Jika  adalah ideal kiri (kanan, lateral) fuzzy dari 

S , maka level set ))0((  tt juga merupakan ideal kiri (kanan, 

lateral) dalam semiring ternari S .

Bukti:

Ambil tzyx ,, maka ,)( tx  ,)( ty  dan tz )( . 

Karena tyxtyxyx       ,)}(),(min{)( .  Sama 

halnya dengan tzytzyzy        ,)}(),(min{)( dan  

txztxzxz        ,)}(),(min{)( . 

Di sisi lain, jika tyx , , txy  , dan Sz  , maka berdasarkan 

Definisi 3.1.2
))()(    ,)()((   ,)()( tzxzytxxyztyzxy  

sehingga ttt xzyxyzzxy      ,   , . Sehingga menurut

Definisi 2.6.6 t merupakan ideal kiri (kanan, lateral) dari S .
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Definisi 3.1.8 Himpunan fuzzy  dalam semiring ternari S disebut 

pembagi nol fuzzy jika untuk setiap Szyx ,, , )0()(  xyz

maka )0()(  x , atau )0()(  y , atau )0()(  z .

Definisi 3.1.9 Himpunan fuzzy  dalam semiring ternari S disebut

(i) Fuzzy multiplikasi kanselasi kiri jika )()( abyabx   maka 

)0()(   yx ,

(ii) Fuzzy multiplikasi kanselasi kanan jika )()( yabxab   maka 

)0()(   yx ,

(iii) Fuzzy multiplikasi kanselasi lateral jika )()( aybaxb   maka 

)0()(   yx , untuk setiap Syx , .

Himpunan fuzzy  dalam semiring ternari S disebut fuzzy
multiplikasi kanselasi jika memenuhi kondisi (i), (ii), dan (iii).

3.2 Quasi-Ideal Fuzzy dalam Semiring ternari

Definisi 3.2.1 (Kavikumar, 2007) Misalkan A adalah himpunan

fuzzy dalam A , B adalah himpunan fuzzy dalam B , dan C
adalah himpunan fuzzy dalam C . Maka

(i) )}(),(min{)( xx BABA  

)}(),(),(min{                             

)}}(),(min{),(min{                             

)}(),(min{                             

))(()(

xxx

xxx

xx

CBA

CBA

CBA

CBACBA













(ii) )}(),(max{)( xx BABA  
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)}(),(),(max{                             

)}}(),(max{),(max{                             

)}(),(max{                             

))(()(

xxx

xxx

xx

CBA

CBA

CBA

CBACBA













(iii)


 


lainyang                        ,0                

,jika       )}},(),(sup{min{
)(

zyxzy
BA




(iv)


 


lainyang                         0,                

,jika       )}},(),(sup{min{
)(

yzxzy
BA




Definisi 3.2.2 (Dubois, 1980) BA adalah himpunan fuzzy dalam 

BA , BA adalah himpunan fuzzy dalam BA , BA adalah 

himpunan fuzzy dalam BA . Maka

(i) )}(),(min{)( xx BABA  

)}(),(),(min{                

)}}(),(min{),(min{                

}),(min{                

)()( )(

xxx

xxx

x

CBA

CBA

CBA

CBACBA


















(ii) )}(),(max{)( xx BABA  

)}(),(),(max{                 

)}}(),(max{),(max{                 

}),(max{                 

)()( )(

xxx

xxx

x

CBA

CBA

CBA

CBACBA


















(iii)


 

 lainyang                        ,0                

,jika       )}},(),(sup{min{
)(

zyxzy
BA
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(iv)


 

 lainyang                         0,                

,jika       )}},(),(sup{min{
)(

yzxzy
BA




Definisi 3.2.3 (Kavikumar, 2007) Jika  merupakan himpunan 

fuzzy dalam semiring ternari S . Didefinisikan bahwa 












lainyang                         0,                

,,,,                                            

,)(jika       )}},(),(sup{min{

))(( Sbayx

yxbyaxzba

zSSSSSS




Definisi 3.2.4: Fuzzy subsemigrup  dari semiring ternari S
disebut quasi-ideal fuzzy S jika memenuhi kondisi:

).()}()({ xxSSSSSSSSSS   dimana 

)}.)((),)((),)(min{()( xSSxSSSSSSxSSx  

Teorema 3.2.5: Misalkan  fuzzy subset dari S . Jika  adalah 

ideal kiri (ideal kanan dan ideal lateral) fuzzy dari S maka 
merupakan quasi-ideal fuzzy dari S .

Bukti:
 ideal kiri (ideal kanan dan ideal lateral) fuzzy dari S . Misalkan 

dssscssbssasx 21221121 )(  dimana, Sssdcba 21 dan ,,,, . 
Berdasarkan Definisi 3.2.4

}1)},)((min{sup,1min{

)}}({sup

)},(),(min{sup)},({min{sup

)})((),)((),)(min{(

))()((

2211)(

)(

2211

21

221121

scssbs

d

cba

xSSxSSSSSSxSS

xSSSSSSSSSS

scssbsx

dssx

scssbsxsasx






















Dimana 
)()()}(),(min{))(( 2211 xbcbscssbs   jika 

)()( cb   , dan 

)()()}(),(min{))(( 2211 xccbscssbs   jika 
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)()( bc      ◘

Teorema 3.2.6 Untuk setiap subset tak kosong CBA dan ,, dari S ,
1) ABCCBA   ,

2) CBACBA   ,

3) BABA   .

Bukti:
Berdasarkan Definisi 3.2.1 dan Definisi 3.2.2 maka persamaan 1), 2), 
dan 3) terpenuhi                                                        ◘

Teorema 3.2.7 Misalkan Q subsemigrup dari S . Q quasi-ideal 

S jika dan hanya jika Q quasi-ideal fuzzy S .

Bukti:
  Ambil Q quasi-ideal S . Maka Q quasi-ideal fuzzy S.

QSSQSSQSSSQSQSS

SQQSSQSSSQSQSS

QSSSSQSSSQSSSQ

QQQQ SSSSSSSSSS





















)(

)(

)()()(

)()()(

Ini artinya Q quasi-ideal fuzzy S .

  Ambil Q quasi-ideal fuzzy S . Misal 

.)( SSQSSQSSSQSQSSx  Maka 

1)(

)}(),(),(min{

)})((),)((),)(min{(

)}))(()(){(()(

)(

)(













x

xxx

xSSxSSSSSSxSS

xSSSSSSSSSSx

SSQSSQSSSQSQSS

SQQSSQSSSQSQSS

QQQQ

QQQQQ









Hal ini mengakibatkan Qx  , dan juga



26

QSSQSSQSSSQSQSS  )(

Ini artinya Q quasi-ideal S . ◘
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BAB IV
KESIMPULAN

     Kesimpulan yang dapat diambil dari pembahasan adalah sebagai 
berikut:

1. I adalah ideal dari semiring ternari S jika dan hanya jika fungsi 
karakteristik I adalah ideal fuzzy dari semiring ternari S .

2. Jika  adalah ideal kiri (kanan, lateral) fuzzy dari S , maka 

level set  ))0((  tt juga merupakan ideal kiri (kanan, 

lateral) dalam semiring ternari S .
3. Misalkan  fuzzy subset dari S . Jika  adalah ideal kiri (ideal 

kanan dan ideal lateral) fuzzy dari S maka  merupakan quasi-
ideal fuzzy dari S .

4. Misalkan Q subsemigrup dari S . Q quasi-ideal S jika dan 

hanya jika Q quasi-ideal fuzzy S .
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