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PENDEKATAN TITIK TETAP PADA RUANG b-METRIK

ABSTRAK

Misalkan f adalah suatu pemetaan pada ruang metrik
(X,d) ke dirinya sendiri. Akan dicari suatu solusi pendekatan
dari f(x) = x. Jika terdapat z € X sehingga metrik d(f(z), z)
< ¢, € adalah bilangan positif, maka z dikatakan solusi
pendekatan persamaan f(x) = x, atau z € X adalah sebuah
pendekatan titik tetap ( e-fixed point ) dari f. Dalam Skripsi ini
akan ditunjukkan bahwa ruang metrik adalah b-metric space
dan tidak berlaku sebaliknya. Lebih lanjut akan ditunjukkan
pula pendekatan titik tetap dengan beberapa operator yaitu,
Kontraksi, Kannan, Chatterjea dan Zamfirescu pada Ruang b-
Metrik.

Kata Kunci: Titik Tetap, Pendekatan Titik Tetap, Ruang b-
Metrik.



PENDEKATAN TITIK TETAP PADA RUANG b-METRIK

ABSTRACT

Let f be a self map of a metric space (X, d). Let us look
for an approximate solution of f(x) = x. If there exists a point
z € X such that d(f(z),z) < &, where € is a positive number,
then z is called an approximate solution of the equation
f(x) = x, or equivalently, z € X is an approximate fixed point
(or e-fixed point ) of f. In this paper is proposed to show that
the space metric is b-metric space and do not applied on the
contrary. Furthermore, it will also show approximate fixed
point with some operator that is, Contraction, Kannan,
Chatterjea and Zamfirescu in b-metric space.

Keywords: Fixed point, Approximate fixed point, b-metric
space.
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DAFTAR NOTASI

Keterangan

himpunan semua bilangan asli
elemen (anggota)
terdapat
himpunan kosong
untuk setiap
tidak sama dengan
pemetaan dari X ke X
jika... maka ...
jika dan hanya jika
fungsi jarak titik x dan y
ruang metrik
barisan
himpunan bilangan riil tak negatif
himpunan bilangan riil
E adalah himpunan bagian dari X tetapi
E+X
kurang dari sama dengan
lebih dari sama dengan
kurang dari
epsilon
delta
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Titik tetap (fixed point) mempunyai peranan yang penting dalam
masalah penyelesaian suatu persamaan fungsi. Oleh karena itu beberapa
teorema yang membahas tentang eksistensi dan ketunggalan titik
tetap dari suatu pemetaan menarik untuk dipelajari.

Misalkan f adalah suatu pemetaan pada ruang metrik (X, d) ke
dirinya sendiri. Akan dicari suatu solusi pendekatan dari f(x) = x.
Jika terdapat z € X sehingga metrik d(f(z),z) <&, e adalah
bilangan positif, maka z dikatakan solusi pendekatan persamaan
f(x) = x, atau z € X adalah sebuah pendekatan titik tetap (e —
fixed point) dari f (Prasad dkk, 2009). Namun pada kenyataannya
solusi titik tetap pada pemetaan sulit ditemukan, sehingga untuk
mendapatkan solusi titik tetap perlu dilakukan pendekatan.
Pendekatan teorema titik tetap selama ini dapat ditemukan pada
aplikasi ruang metrik.

Berinde (2006), memperoleh pendekatan teorema-teorema
titik tetap untuk operator-operator yang memenuhi tipe Kannan,
Chatterjea dan Zamfirescu pada ruang metrik. Pada skripsi ini akan
dibahas mengenai pendekatan titik tetap pada modifikasi ruang
metrik yaitu ruang b-metrik.

1.2 Rumusan Masalah
Rumusan masalah pada skripsi ini adalah :

1. Bagaimana hubungan ruang metrik dengan ruang b-metrik.

2. Bagaimana definisi, lema dan teorema beserta bukti-bukti yang
berkaitan dengan pendekatan titik tetap pada ruang b-metrik.

1.3 Tujuan
Adapun tujuan dari penulisan skripsi ini adalah :

1.  Menunjukkan hubungan ruang metrik dengan ruang b-metrik.

2. Menjelaskan definisi yang berkaitan dengan pendekatan titik
tetap pada ruang b-metrik, selanjutnya membuktikan lema dan
teorema yang berhubungan dengan pendekatan titik tetap pada
ruang b-metrik.



BAB Il
TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Ruang Metrik

Definisi 2.1.1 (Ruang Metrik)

Diberikan himpunan X # @ dan R himpunan bilangan real. Fungsi
d: X x X — R dikatakan metrik, jika untuk setiap x,y € X dipenuhi
aksioma:

1. d(x,y) = 0 (tidak negatif )

2. d(x,y) =0 & x =y (identitas)

3. d(x,y) =d(y,x) (simetris)

4. d(x,y) <d(x,z) +d(z,y), untuk x,y,z € X ( ketaksamaan

segitiga)
Himpunan X yang dilengkapi dengan metrik d pada X disebut ruang
metrik dan dinotasikan sebagai (X, d).

Contoh 2.1.2
Diketahui X = R. Didefinisikan d(x,y) = [x — y| untuk setiap
x,y € R, akan dibuktikan (X, d) merupakan ruang metrik.

Bukti:

1. d(x,y) = |x —y| = 0 (sifat nilai mutlak)

2. dxy)=0elx—y|l=0=2x—y=0x=y
3. dx,y)=lx—yl=ly—xl=d@ x)

4. dx,y)=|lx—yl=|lx—z+z—y]|

<lx—zl+|z-yl

=d(x,z)+d(zy).
Jadi, terbukti bahwa (X,d) merupakan ruang metrik (Soemantri,
1988).

Definisi 2.1.3 (Ruang b-Metrik)

Misalkan X # @ dan s >1, s € R. Suatu fungsi d : X XX - R
disebut b-metrik, jika untuk setiap x, y, z € X memenuhi kondisi :

1. d(x,y)=0,

2. dix,y)=0 ox=y,

3. d(x,y) =d(y,x),

4. d(x,y) <sld(x,z) +d(zy)].

Maka (X, d) disebut ruang b-metrik.



Contoh 2.1.4
Misal X = {x1, x5, x3, x4}, didefinisikan
k=2 i+#j ij€E{1.2},
d(xl-,xj) =40 i=}j,
1, yanglainnya,
untuk setiap i,j = 1,2,3,4.
Maka

k
d(xi,xj) < 5 [d(xl-,xn) + d(xn,x]-)]
untuk setiap n, i, j = 1,2,3,4 . Akan ditunjukkan bahwa Contoh 2.1.4
merupakan ruang b-metrik (Prasad dkk, 2009).

Bukti:

Diketahui:

1. X = {xl,xZ,X3,X4},

2. d(xl,xz) =k=>2,

3. d(x1,x3) = d(xy,x4) = d(xz,x3) = d(x2,%4) = d(x3,%4) =
d(x3,%1) = d(x3,%2) = d(x4, x1) = d(xs, %) = d(x4,x3) =
1, d(x;,x;) = d(x;, x;) untuk setiap i, j = 1,2,3,4,

4, d(xl-,xl-) = 0,1 = 1,2,3,4.

Dari yang telah diketahui, maka dapat ditunjukkan contoh di atas
merupakan ruang b-metrik., yaitu memenuhi kondisi pada Definisi
2.1.3.

(i) dx,y)=0.
Ambil d(xq, x;) = k = 2, maka sifat tidak negatif terpenuhi.

(i) dx,y)=0x=y

Akan dibuktikan dari ruas Kiri :
dx,y) =0 = x=y.

Dari yang telah diketahui d(x;, %) = d(x;,x;).

Misal x = x;, y = x, i,j =1234
d(x,y) = d(xi,xj) = d(xj,x,-) = 0, maka
X; = X

dari ruas kiri terbukti bahwa d(x,y) =0 = x = y.



Akan dibuktikan dari ruas kanan :
x=y=d(xy)=0.
Misalkan x = x;, y = X, 1,j=1234, sehingga
d(x,y) = d(xi,xj) = d(x-,xi) = 0.
Untuk i =1, maka (x;,%)=0.
Karenax =y = x; =x;, =), maka
d(x1,%x1) =0

Dari ruas kanan juga terbukti x =y = d(x,y) =0.
Terbukti bahwa kondisi (ii) terpenuhi.

(i) d(x,y) =d(y,x).
Misalkan x = x;,y = x;,i,j = 1,2,3,4
d(x,y) = d(x;, %) = d(x, %) = d(¥,x).
Untuk i=1,j =1,234
d(xy,x1) = d(x1,%1)
d(xq,x2) = d(x2,%1)
d(xq, x3) = d(x3,%1)
d(xq, x4) = d(x4,%1).
Untuk i = 2,j = 1,2,3,4
d(xz,x1) = d(xy,%2)

d(xy,x4) = d(xs, x7).

Untuk i =4,j =1,2,3,4
d (x4, x1) = d(x1,%4)

d (x4, x4) = d(x4,x4).
Terbukti bahwa kondisi (iii) terpenuhi.

(iv) d(x,y) <sl[d(x,2) +d(zy)]
Misalkan x = x;,y = iy B = Gany Byl = L a3d

k=2
k
d(xl-,xj) < E[d(xl-,xn) + d(xn,x]-)]. (2.2)
Dari persamaan (2.1) diperoleh 64 pertaksamaan segitiga (bukti lihat
lampiran 1).

Karena contoh di atas memenuhi kondisi pada Definisi 2.1.3 , maka
Contoh 2.1.4 merupakan ruang b-metrik.



Definisi 2.1.5 (Himpunan Terbatas)
Misalkan (X,d) ruang metrik dan E < X. Himpunan E dikatakan
terbatas jika terdapat M > 0 dan p € X sehingga untuk semua x € X
berlaku

d(p,x) <M
(Soemantri, 1988).

2.2 Barisan

Definisi 2.2.1 (Barisan Titik)

Misalkan X ruang metrik. Barisan di dalam X adalah suatu fungsi
f:N — X dengan N himpunan semua bilangan asli.

Jika fungsi barisan tersebut adalah f:N — X, maka nilai untuk
setiaqp n €N adalah f(n) = x,. Suku-suku x, di dalam X
merupakan barisan titik dalam X dan dinotasikan dengan (x;)
(Soemantri, 1988).

Definisi 2.2.2 (Barisan Konvergen)
Barisan x,, pada ruang metrik X = (X,d) dikatakan konvergen di
x € X, jika terdapat x € X sehingga

lim d(x,,x) = 0.

n—oo
atau untuk setiap € > 0 terdapat N € N sehingga untuk setiap n = N
maka berlaku :

d(x,,x) <€
(Kreyszig, 1978).

2.3 Pemetaan Pada Ruang Metrik

Definisi 2.3.1 (Pemetaan)

Misalkan X dan Y adalah ruang-ruang metrik. Pemetaan f dari
himpunan X ke himpunan Y dinotasikan dengan f:X — Y adalah
suatu pengawanan setiap x € X dikawankan secara tunggal dengan
y € Y dan ditulis y = f(x) (Soemantri, 1988).

Definisi 2.3.2 (Pemetaan Kontinu)

Misalkan X = (X, d;) dan Y = (¥, d,) adalah ruang-ruang metrik.
Pemetaan f:X — Y dikatakan kontinu di titik x, € X jika untuk

5



setiap € > 0 terdapat & > 0 sehingga untuk setiap x € X dengan
dq(x,x9) < & maka berlaku

dy (f (%), f(xp)) < e.
Pemetaan f dikatakan kontinu pada X jika f kontinu di setiap titik

anggota X (Kreyszig, 1978).

Definisi 2.3.3 (Pemetaan Kontraksi)
Misalkan (X, d) adalah ruang metrik. Pemetaan f: X — X dikatakan

pemetaan kontraksi, jika ada suatu bilangan real k dengan 0 < k < 1
sehingga:

d(f(x),f(¥)) <kd(x,y), Vxy€eX
(Kreyszig, 1978).

Contoh 2.3.4

Diberikan ruang metrik (X,d) dengan X = [0, %] Didefinisikan
d(x,y) = |x — y| untuk setiap x,y € X dengan pemetaan f(x) =
%x I % Maka f merupakan pemetaan kontraksi.

Bukti :

A7) = (S 2), (3 +)
1/ 0) =[x +1)- (o +3)
1

1
< |15x+5y|
<slx -yl
S%d(x,y)

k= % < 1 merupakan konstanta pemetaan kontraksi.
Terbukti bahwa f merupakan pemetaan kontraksi.

Definisi 2.3.5 (Komposisi Pemetaan)
Misalkan X,Y dan Z adalah ruang metrik. Jika f:X - Y dan
g: X - Y maka komposisi pemetaan go f merupakan pemetaan
dari X ke Z yang didefinisikan

(ge fIx) = g(f(x), Vx € X.
Komposisi  (f o f)(x) = f(f(x)) = f2(x) dan jika komposisi
sebanyak n suku, maka (fofof..of)(x)=f"(x)(Bartle dan
Sherbert, 1992).



2.4 Titik Tetap Pada Ruang Metrik

Definisi 2.4.1 (Titik Tetap)

Misalkan f : X — X adalah pemetaan kontinu, untuk x € R, maka
solusi x* = x dari persamaaan f(x) = x disebut titik tetap (Suzuki
danYamazashi, 2010).

Contoh 2.4.2
Diketahui f(x) = x3, Vx € R. Akan dicari solusi titik tetap dari f.

Penyelesaian:
Dengan menggunakan syarat pemetaan titik tetap, yaitu:

flx)=x
= x3=x
=>x3—-x=0

=>x(x*-1)=0
Sx(x—Dx+1)=0
=>x=0 x=1, x =—1.
Untuk x = 0 maka f(0) =03 =0,
x=1 maka f(1) =13 =1,
x =—1 maka f(-1) = (-1)3 = -1,
x = 0,1, —1 disebut titik tetap dari f.

Definisi 2.4.3 (Pendekatan Titik Tetap)
Misalkan f:X—->X, &€>0 dan xy€X. x, € X dikatakan
pendekatan titik tetap ( e-fixed point) dari x* jika d(f (xp), x9) < €.
f dikatakan memenuhi pendekatan titik tetap properti (AFPP) jika
untuk setiap € > 0, berlaku
Fix.(f) # @,

dimana

Fix.(f) ={xy € X | x, adalah e-fixed point dari x*} (Prasad
dkk, 2009).

Contoh 2.4.4
Diberikan f: R —» R dengan f(x) = x + (x + 1)7},vx € R.
Carilah pendekatan titik tetap dari f.

Penyelesaian :

f(x)=x



et x+1

x(x+1D)=x(x+1)+1

> +x=x>+x+1

0+1
Persamaan di atas tidak mempunyai titik tetap, maka dicari solusi
titik tetap dengan pendekatan titik tetap.
xo € X dikatakan pendekatan titik tetap ( e-fixed point) dari x* jika

d(f(x0), x0) < e.
Misalkan e = 1,xy = 1 maka f(xy) = f(1) =1 +ﬁ =
sehingga

d(f(x0), %) < ¢

|§—1|<1
3l <1
§<1.

Nilai pendekatan titik tetap dari Contoh 2.4.5 adalah % sehingga
Fix (f) ={xo € X [d(f (x0), %) < 1}.



BAB Il
PEMBAHASAN

Pada bab pembahasan ini dibahas hubungan antara ruang
metrik dengan ruang b-metrik, serta pendekatan titik tetap pada
ruang b-metrik.

3.1 Hubungan Ruang Metrik dengan Ruang b-Metrik.
Akan diselidiki apakah untuk setiap sifat ruang b-metrik memenuhi
sifat ruang metrik :
Teorema 3.1.1
(X, d) ruang metrik, maka (X, d) ruang b-metrik.
Bukti :

Dari definisi ruang metrik dan ruang b-metrik bahwa kondisi
pada Definisi 2.1.1 tentang ruang metrik dengan Definisi 2.1.3
tentang ruang b-metrik saling dependent. Namun, pada kondisi yang
keempat dari ruang b-metrik jika diambil s> 1 maka tidak
memenuhi sifat ketaksamaan metrik. Ini menunjukkan bahwa ruang
metrik merupakan ruang b-metrik tetapi tidak berlaku sebaliknya jika
diambil s > 1.

Contoh 3.1.2
Misal X = {xq, x,, x3, x4}, didefinisikan
k>3, i+#j, i,j€{12},
d(x;,%) =40, i =]
1, yanglainnya,
untuk setiap i,j = 1,2,3,4.
Maka
d(xi,xj) < %[d(xi,xn) s d(xn,xj)].
Akan ditunjukkan bahwa ruang b-metrik bukan ruang metrik.
untuk setiap n, i,j = 1,2,3,4 (Prasad, 2010).
Bukti :
Diketahui :
X X = {xl»xz'x3'x4},
2. d(xl,xz) =k >3,
3. d(xy,x3) = d(xq,%4) = d(xp,%3) = d(x2,x4) = d(x3,%4) =
d(xs, 1) = d(x3,x2) = d(xg, %1) = d(x4,x3) = d(xg,%3) =
1, d(x;,x;) = d(x;, x;) untuk setiap i,j = 1,2,3,4,



4, d(xl',xl‘) = O,l = 1,2,3,4.

Dari yang telah diketahui, bahwa kondisi ruang metrik pada Definisi
2.1.1.1 sampai dengan Definisi 2.1.1.3 terpenuhi. Untuk kondisi
Definisi 2.1.1.4, yaitu :

d(x,%) < %[d(xi,xn) +d (o, )],
untuk n,i,j = 1,2,3,4.
Jika k = 3, maka
d(x;,%) < %[d(xi,xn) + d (20, )].
Dapat dilihat, bahwa kondisi Definisi 2.1.1.4 tidak terpenuhi. Ini
merupakan b-metrik bukan metrik.

3.2 Pendekatan titik tetap pada ruang b-metrik.
Akan ditunjukkan pendekatan titik tetap dengan menggunakan
ketiga kondisi pada Definisi berikut :

Definisi 3.2.1 (Pemetaan Asimtotik Reguler)
Sebuah pemetaan f:X — X dikatakan asimtotik reguler jika untuk
sebarang x € X,

lim d(f" (x), f**(x)) = 0.

n—oo
Diasumsikan bahwa untuk setiap x,y € X dana € (0,1),b,c € (0, %)
berlaku:

d(f(x), f(¥)) < ad(x,y) (3.1)
d(f(x), f(¥)) < bld(x, f(x)) +d(v, f(D)] (3.2)

d(f(x), f) < cld(x, fF() +d(y, f(x))] (3.3)
(Prasad dkk, 2009).

Lema 3.2.2

Jika (X,d) ruang metrik dan f:X — X. Jika f adalah pemetaan
asimtotik regular, maka f mempunyai AFPP.

Bukti :

Berdasarkan Definisi 3.2.1, yaitu

lim d(f"(x), f*"1(x)) =0 ,Vx € X,
n—-oo
ambil x, € X, maka :

lim d(f" (), f+1(9)) = 0



& untuk setiap € > 0, terdapat ny(e) € N sehingga
untuk setiap n = ny(e), maka

d(f™ (xo) f* 1 () < €

d(f™(xo), f(f" (x0))) < &.
Misalkan y, = f™(xg), maka untuk setiap € > 0, terdapat y, € X
sehingga d(yo, f (Vo)) < &.
Jadi untuk setiap € > 0, ada pendekatan titik tetap untuk f pada X,
yaitu yy.
Menurut Definisi 2.4.3, ini berarti bahwa f mempunyai AFPP
(Berinde, 2006).

Lema 3.2.3

Jika (X,d) ruang b-metrik dan f:X — X. Jika f adalah pemetaan
asimtotik regular, maka f mempunyai AFPP.

Bukti :

Karena pada ruang metrik merupakan ruang b-metrik, maka Lema
3.2.2 berlaku juga pada ruang b-metrik.

Teorema 3.2.4

Jika (X,d) ruang b-metrik. dan f:X — X memenuhi persamaan
(3.1), maka f mempunyai AFPP.

Bukti :

Misalkan € > 0, x € X maka dari persamaan (3.1), yaitu

d(f(x), f() < ad(x,y), diperoleh
d(f™ (o), ) = d(F(F* 1)), F(F™ (1))
< ad(f"71(x), /1 ()
d(f™ (0, [ () < as[d(f* 7 (), fM () +
dfnx,fnx
< asd(f"~1(0), f1 ()
S s
< (as)"d(x, f (X)),
untuk a € (0,1),as < 1
lim d(f" (), f*+1()) < lim (as)"d(x, £ ()
karena
lim (as)* =0

S Im (e ) <0,

11



Dengan menggunakan Lema 3.2.3, akan dibuktikan bahwa untuk
setiap € > 0, Fix.(f) # 0

lim d(f™(x), f**1(x)) =0 ,vx € X.

n—-oo
Ambil x, € X, maka :

lim d(f™(x), f"™(x)) =0

n—-oo

& untuk setiap € > 0, terdapat ny(e) € N sehingga

untuk setiap n > ny(g), maka
d(f" (o), fM 1 (x0)) < €

d(f™ (xo), f(f" (%)) < &.
Misalkan y, = f™(xg), maka untuk setiap € > 0, terdapat y, € X

sehingga d(yo, f(v0)) < €.
Jadi untuk setiap € > 0, ada pendekatan titik tetap untuk f pada X,

yaitu yy.
Ini berarti bahwa f mempunyai AFPP.

Teorema 3.2.5

Jika (X, d) ruang b-metrik dan f: X — X memenuhi persamaan (3.1),
maka untuk setiap & > 0, d(x, y) < Sjﬁl;j).

Bukti :

Telah diketahui bahwa f mempunyai AFPP, maka dapat diambil dua
sebarang x dan y dari e-fixed point di f, maka

d(x,y) < s[d(x, f(x)) + d(f (), )]
<se+sd(f(x),f ) + dF ), »)]
< se +52d(f(x), f(y)) + s%e
< se + s%e + as?d(x,y).

Ve > 0.

se(1+s)
1—as? '

Jadi d(x,y) <

Jika diambil s = 1 pada Teorema 3.2.5, maka d(x, y) < %

Akibat 3.2.6

Jika (X, d) ruang b-metrik dan f: X - X memenuhi persamaan (3.1),
maka untuk setiap € > 0, d(x,y) < ﬁ

Bukti :

se(1+s)

1—as? '’

d(x,y) < Ve > 0.



Jika s = 1, maka
1le(1+1)
dix,y) < ——=
¥ 1-a(1)”

2
<=
1—a

Teorema 3.2.7

Jika (X, d) ruang b-metrik dan f: X - X memenuhi persamaan (3.2),
maka f mempunyai AFPP.

Bukti :

Berdasarkan persamaan (3.2)

d(f(), f) < bld(x, f () + A, f O],

d(f ), fr1 () = d(fF (FH ), F(F ()

< bld(f" (), F(FM ()
+d(f" (), f(f" ()]

< bld(fm71 G, 1 () + d(f" (0, 1+ ()]

< bd(f"1 (0, £ () + bd(f™(x), £ (1))

< bd(f"1(0), f" (%)
+bs[d(f" ), "7 (%)
+d(f" ), fM ()]

< bd ("1 (), f1 (%)
+bsd(f" (0, "1 ()
+bsd(f"71 (0, f1H ()

< bd(f* 7100, f" (%)
+bsd(f" (0, f"7H(x)
+bs?[d(f*1 (0, f1 ()
+d(f" (), ()]

< bd(f"1(x), f" (%)
+bsd(f" (), "7 (x)
+bs?d(f" (0, f*(x))
+bs?d(f" (), [+ (x)

(1= bs®)d(f" (0, f+(x)) < bd(f™ 1 (), f" (%)) +
bsd(f™ (), f*71 () + bs*d(f* 71 (), f (%)

diperoleh
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< (b + bsHd(f* 1 (x), f1 (%))
+bsd(f"(x), fr1(x))

———=d(f" (), ()
%
—57 (6. )

b + bs?
d(F G0, frH() < ( i S)

1
b+bs?)\"
3 ((1ibsz)) d(x () +
untuk b € (o, %) bs?,bs <
Tlll_{{}o d(f"(x), fmti(x))
b + bs?)\"
<tim (255) ates)

b n
+ lim (1_—252) d(f (o), x)

IA

n—oo
karena
lim (bs)™ = lim (bs?)" =0
n—oo n—0o

lim d(f"(x), f"*1(x)) < 0.

Dengan menggunakan Lema 3.2.3, akan dibuktikan bahwa untuk
setiap € > 0, Fix.(f) # @
rlll—>r£10 d(f™(x), fr*1(x)) =0 ,vx € X.
Ambil x, € X, maka :
lim d(f7 (), f"*1(x)) = 0
& untuk setiap € > 0, terdapat ny(e) € N sehingga
untuk setiap n > ny(g), maka
d(f™(xo), fM 1 (x0)) < €
d(f™ (xo0), f(f" (x0))) < &.
Misalkan y, = f™(xg), maka untuk setiap € > 0, terdapat y, € X

sehingga d(yo, f(v0)) < €.

Jadi untuk setiap € > 0, ada pendekatan titik tetap untuk f pada X,
yaitu yy.

Ini berarti bahwa f mempunyai AFPP.



Teorema 3.2.8

Jika (X, d) ruang b-metrik dan f: X — X memenuhi persamaan (3.2),
maka untuk setiap € > 0, d(x,y) < se(1 + s + 2bs).

Bukti :

Telah diketahui bahwa f mempunyai AFPP, maka dapat diambil dua
sebarang x dan y dari e-fixed point di f, maka

d(x,y) < s[d(x, f(x)) + d(f (x), )]
se + s2[d(f(), fF ) + d(F (), y)]
se+ szd(f(x),f(y)) + s2¢

se +s2e+s2b[d(x, f(x) + d(, f(¥))]
se + s2e + s%2be

< se(1+ s+ 2bs)
jadi d(x,y) < se(1 + s + 2bs), Ve > 0.

IA

IAIA A

Jika diambil s = 1 pada Teorema 3.2.8, maka d(x,y) < 2e(1 + b).

Akibat 3.2.9
Jika (X, d) ruang b-metrik dan f: X — X memenuhi persamaan (3.2),
maka untuk setiap € > 0, d(x,y) < 2&(1 + b).
Bukti :
d(x,y) < se(1+s+2bs),Ve>0.
< 1le(1+1+2b(1))
< 1&(2 + 2b)
< 2¢(1+b)
d(x,y) < 2e(1 +b).

Teorema 3.2.10
Jika (X, d) ruang b-metrik dan f: X — X memenuhi persamaan (3.3)
dengan cs < % , maka f mempunyai AFPP.
Bukti :
Misal € > 0 dan x € X, maka
d(f" (), fr1 () = dF (1)), F(F™ (6)))
< c[d(f* 10O, fF(FH () +
dfnx,f(fn—1x)
= cd(f" (), ()
< cs[d(f"_1 (x),fn(x)) +
dfnx,fn+1x
15



cs
<

d(f" (), f" (%)

1—cs

< () dCx £ ).

cs

Untuk ¢ € (0,%),05 <%
lim (" (0,14 ()

< lim (i)n d(x, £ ()

n-oow \1 — cs
karena

lim(cs)" =0

n—oo

lim d(f" (), f*+1(x)) < 0,¥x € X.

Dengan menggunakan Lema 3.2.3, akan dibuktikan bahwa untuk
setiap € > 0, Fix. () # 0
‘rlll—>rI;) d(f"(x), f**(x)) = 0 ,vx € X.
Ambil x, € X, maka :
lim d(f" (0, /"' @) = 0
& untuk setiap € > 0, terdapat ny(e) € N sehingga
untuk setiap n = nq(e), maka
d(f™ (xo), fM1(x0)) < €
d(f" (x0), f(f" (x0))) < €.
Misalkan y, = f™(xg), maka untuk setiap € > 0, terdapat y, € X

sehingga d(yo, f (¥0)) < &.

Jadi untuk setiap € > 0, ada pendekatan titik tetap untuk f pada X,
yaitu yy.

Ini berarti bahwa f mempunyai AFPP.

Teorema 3.2.11

Jika (X, d) ruang b-metrik dan f: X - X memenuhi persamaan (3.3),
K K sei 0. d <se(1+s+205)

maka untuk setiap € > 0, d(x,y) < B
Bukti :

Telah diketahui bahwa f mempunyai AFPP, maka dapat diambil dua

sebarang x dan y dari e-fixed point di f, maka

d(x,y) < s[d(x fO)) +d @, f ()]



< se +s%[d(f(0), f() + d(fF (), )]

< se +s2d(f(x), f(y)) + s%¢

< se +s’e + szc[d(x,f(y)) +
a./(x)

< se+s?e+s%c[d(x,y) +d(y, fOO)] +
s?c[d(y, x) + d(x, f(x))]

< se + s%e + 2s%cd(x,y) + 2s%ce

se(1+s+2cs)
e ; ) 1-2s2¢
. se(1+s+2cs
< -
Jadi d(x,y) < =W ,Ve > 0.

) ) ) 2e(1+c)
Jika diambil s = 1 pada Teorema 3.2.11, maka d(x,y) < .
Akibat 3.2.12
Jika (X, d) ruang b-metrik dan f: X — X memenuhi persamaan (3.3),

. 2e(1+4c)
maka untuk setiap € > 0, d(x,y) < TE
Bukti :

se(1+s+2cs)
< - B e
d(x,y) < A , Ve > 0.
le(14+14+2c¢(1))
o e 4
- 1-2(DZ%c
< 1e(2+2c)
1-2c
< 28(1+C).
1-2c¢

Teorema 3.2.13
Jika (X, d) ruang b-metrik dan f: X — X sebuah operator Zamfirescu

pada X, maka untuk bs? < % , €S < % f mempunyai AFPP.

Bukti :

Akan diperlihatkan bahwa Teorema 3.2.13 memenuhi salah satu dari
ketiga kondisi persamaan (3.1), (3.2), dan (3.3). Ambil x,y € X.
Misalkan persamaan (3.2) dipenuhi, maka diperoleh

d(f (), f) < bld(x, f () + A, f ()]
17



< bd(x, f(x)) + bs[d(y, x) +
dx/)

< bd(x, f(x)) + bsd(y,x) +
bs?[d(x, f(x)) + d(f (%), f ()]

<b(1+s2)d(x,f(x)) +
bsd(y,x) + bs*d(f (x), f(¥))

b(1+s2) bs
S 1—bs? d(x,f(x)) + 1—bs?
d(x,y)

Misalkan persamaan (3.3) dipenuhi, maka diperoleh
d(f (), f) < cld(x, f() + d(, f ()]
< csld(x, y) + d, fF ()] +
csld(y, f) +d(f ), f ()]
< csd(x,y) + 2¢sd(y, f ()
+esd(f(y), f(x))

fcs d(x,y) + 12_; (. f®).

C

<
Ambil

{ bs  b(1+s?) cs }
0 = maxias, .

1—bs?’2(1—-bs?)’'1—cs

Maka jelas terlihat bahwa & € [0.1).

Jika f memenuhi salah satu kondisi pada persamaan (3.1), (3.2) dan
(3.3), maka

d(f (), f () < 28d(x, f(x)) + 8d(x,)

dan

d(f(x), f) < 28d(y, f(y)) + 6d(x,y)
dipenuhi.
Dengan menggunakan kondisi ini, diperoleh

d(FOO.fO)) < 28d(x, f(0)) +8d(x,y)
d(Fr G0, 1) = d(F (G0, F(FM ()
< 26d (F21 (), F(F2 1))
+6d(F" (@), (1))
= 36)d (@), F(f"1 ()

<

< 3&)"d(x, f(x))



lim d(f"(0), f*+ () < lim (36)"d(x, f(x))
karena
lim (38)" = 0

lim (/" (), /1) < 0
rllLr(r)lo d(f"(x), fr*(x)) =0 ,vx € X.

Dengan menggunakan Lema 3.2.3, akan dibuktikan bahwa untuk
setiap € > 0, Fix.(f) # 0
lim d(f"(x), f*"1(x)) =0 ,Vx € X.
Ambil x, € X, maka :
lim d(f"(x), f**1(x)) = 0
& untuk setiap € > 0, terdapat ny(e) € N sehingga
untuk setiap n = ny(g), maka
d(f™(xo), f*1 (%)) < €
d(f" (xo), f(f" (%0))) < €.
Misalkan y, = f™(x,), maka untuk setiap & > 0, terdapat y, € X

sehingga d(yo, f (v0)) < &.

Jadi untuk setiap £ > 0, ada pendekatan titik tetap untuk f pada X,
yaitu yy.

Ini berarti bahwa f mempunyai AFPP.

Teorema 3.2.14
Misalkan (X,d) ruang b-metrik dan f:X — X sebuah operator

i i 1+s426
Zamfirescu, maka untuk setiap € > 0, d(x,y) < W
di mana

e bs  b(1+s?) s
g | — bs?’2(1 —bs?)’'1—cs
Bukti :

Pada pembuktian Teorema 3.2.13 telah ditunjukkan bahwa
jika f memenuhi salah satu dari kondisi pada persamaan (3.1), (3.2)
atau (3.3), maka diperoleh

d(f (), f(¥)) < 28d(x, f(x) + 6d(x, )
d(f(x), f(¥)) < 28d(y, f(¥) + 6d(x, y)).

dan
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Telah diketahui bahwa f mempunyai AFPP, maka dapat
mengambil dua sebarang x dan y dari e-fixed point dari f, sehingga
d(x,y) < s[d(x f (X)) + d(f(x),)]
< se + s%[d(f(0), () + d(f (), »)]
< se +s2d(f(x), f(y)) + s%¢
< se +s2e + s228d(x, f(x)) + 6d(x, y)

< se+s%e+ 5226 +6d(x,y)
se(14+s5+426s)
- 1-6
se(1+s+268s)

. o 5e(14s+28s)
Jadi d(x,y) < 15 , Ve > 0.

2e(1+6
Jika diambil s = 1 pada Teorema 3.2.14, maka d (x,y) < £( ).

1-6

Akibat 3.2.15
Misalkan (X,d) ruang b-metrik dan f:X — X sebuah operator

Zamfirescu, maka untuk setiap € > 0, d(x,y) < Zegl_-g(S),
dimana
S { b c }
= max a,l_b,l_c :
Bukti :
1+s+26
d(x,y) < Qs S), > 0,
1-6
dimana
5= bs b(1+s?) cs
— M T hs2 2(1 = bs?) T —cs
< 1e(1+14268(1))
1-6
< 1e(2+26)
- 1-6
< 2e(1+49)
\ 1-8
dimana
v bs  b(1+s?) cs
D —bs?'2(1—bs?)'1—cs
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BAB IV
PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Kesimpulan yang dapat diambil dari pembahasan adalah
sebagai berikut :
1. Ruang metrik merupakan ruang b-metrik. Tetapi tidak berlaku
sebaliknya jika diambil s > 1.
2. Misalkan (X, d) ruang b-metrik dan f: X — X sebuah operator

Zamfirescu pada X, maka untuk bs? < % <% , f mempunyai
AFPP.

4.2 Saran

Pembahasan dapat dikaji lebih lanjut pendekatan titik tetap
dengan menggunakan operator-operator Edelstein, Bianchini, Reich,
dan lain-lain pada ruang b-metrik.
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Lampiran 1.

LAMPIRAN

Bukti Contoh 2.1.4 pada persamaan 2.1.
Misalkan diambil k = 2 dari persamaan

d(xi,xj) < %[d(xi:xn) + d(xn'xj)]’

diperoleh :

untuk n=1, i=1, j=1,2,3,4

d(xg,x1) < % [d(xy, x1) + d(xq, x1)]
d(xy,x2) < 2[d (e, %) + d (g, x5)]
d(x1,x3) < %[d(xl,xﬂ + d(x1,x3)]
d(xy,x4) < 5[dCx, %) + d (g, 7))

untuk n=1, i=2, j=1,2,3,4

d(xy,x1) < 5[d 0, x1) +d ey, 20)]
d(xp,3,) < 5[d (g, x1) + Ay, )]
d(xz,x3) < %[d(xz,xl) + d(xq,%3)]
d(xz,%4) < %[d(xz'xﬂ + d(xq,%4)]

untuk n=1, i=3, j=1,2,3,4

d(xs,x1) < 5 [dCrs, x1) +d (g, x0)]
d(x3,x) < %[d(x3,x1) + d(xq, %))
d(x3,x3) < %[d(x&xﬂ + d(xq, x3)]
d(x3, %4) < 5[d(x3,x1) + d(xg, x0)]

untuk n=1, i=4, j=1,2,3,4

d(x4,x1) < %[d(x4,x1) + d(xq,%1)]
d(xg, %) < %[d(x4,x1) + d(xq,x;)]
d(xy,x3) < %[d(x4,x1) + d(xq,%3)]



2
d(xg4,x4) < 3 [d(xg,x1) + d(x1,%4)]
untuk n=2, i=1, j=1,2,3,4

d(xy, %) < 2 [d (g, ) + d g, 1))
d(x1,x2) < 2[d (e, %) + d (g, x2)]
d(x1,x3) < %[d(xpxz) + d(x2,x3)]
d(x1,x4) < A, %) + d(xz, X4)]

untuk n=2, i=2, j=1,2,3,4
2
d(xy,x1) < 2 [d(xz,x2) + d(x3,x1)

]
d(x2,%2) < 3 [d(xz, %) + d (o, )]
d(xz,x3) < 3[d (0, %) + (g, X3)]
d(x,x4) < 5[d(xz, ;) + d (3, 4)]

untuk n=2, i=3, j=1,2,3,4
2
d(x3,x1) < 3 [d(x3,x2) + d(xz,%1)

]
d(x3,x2) < 2[d 3, %) + d (g, 22)]
d(x3,%3) < 2[d(x3, %) + d (2, 3)]

]

2
d(x3,x4) < E[d(xz,xz) + d(x2,%4)

untuk n=2, i=4, j=1,2,3,4
2
d (x4, x1) < 3 [d (x4, x2) + d(x3,x1)

]
d(xs, %) < 2 [d(xa, ) + d (o, 7))
d(x4,x3) < %[d(xzhxz) + d(xz,x3)]
d(xy,x4) < %[d(xzhxz) + d(x2,x4)]

untuk n=3,i=1, j=1,2,3,4
2
d(xy,x1) < . [d(xy,x3) + d(x3,%1)]



d(xq,x2) < =[d(xq,x3) + d(x3,%2)]
[d(xq,x3) + d(x3,%3)]

[d(x1,x3) + d(x3,2x4)]

d(xq,x3) <

d(xy,x4) <

NINMNN[INDNN

untuk n=3, i=2, j=1,2,3,4

d(xz,x1) < %[d(xz,xg) + d(x3,x1)]
d(xz,x7) < %[d(xzﬁ%) + d(x3,%2)]
d(xz,x3) < 5[d(xz,x3) + d(x3,x3)]
]

d(xp,%4) <5 [d(xy, x3) + d (3, x4)

untuk n=3, i=3, j=1,2,3,4

d(xs, x1) < 3[d(xs, x3) + d(aes, x1)]
d(x3,x7) < 2[d (s, x3) + d (3, 22)]
d(x3,x3) < 5[d (s, x3) + d (3, x3)]
]

"
d(x3,x4) < E[d(x3,x3) + d(x3,%4)

untuk n=3, i=4, j=1,2,3,4

d(xy,x1) < %[d(xszzs) + d(x3,%1)]
d(xy,x7) < %[d(x4,x3) + d(x3,%;)]
d(X4,X3) < %[d(le.;x?,) + d(X3,X3)]
]

2
d(x4,x4) < E[d(x4,x3) + d(x3,%4)

untuk n=4, i=1, j=1,2,3,4

d(xy,x1) < 2 [d (g, x) + d (g, 21)]
d(xy, %) < 2[d (g, x4) + d (g, %))
d(xg,x3) < %[d(xl,x4) + d(x4,%3)]
d(xy,x4) < %[d(xlzxzt) + d (x4, x4)]



untuk n=4, i=2, j=1,2,3,4
d(xp,x1) < 5[d g, x4) + d (g, 7))
d (2, %2) < 2[d (g, x4) + A (04, 22)]
d (o2, x3) < 2 [d(xz xa) + d s, 3]
d(xz,x4) < %[d(xz,x4) + d(x4,%4)]

untuk n=4,i=3, j=1,2,3,4
d(x3,x1) < %[d(x3,x4) + d (x4, %1)]
d(x3,%2) < 3 [d (3, 24) + d g, )]
d(x3,x3) < 5[d(x3, 1) + d (x4, x3)]
d(xs, x4) < 5[d (s, x4) + A (4, 23]

untuk n=4, i=4, |=1,2,3,4
2
d(xg,x1) < 9 [d (x4, x4) + d (x4, x1)

]
d(x4,%p) < 5[d (x4, %) + d (x4, )]
d(x4,%3) < %[d(x4,x4) + d (x4, %3)]
d(xy,x4) < %[d(x4,x4) + d (x4, %4)]



